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ONSOZ

Jacchi ,Abel ,Welerstrass tarafindan esaslari ortaya konulan
ve Ozellikle mekanikte genis uygulama alani bulan eliptik fonksi-
yonlar teorisinin,kompleks analizin Snemli bir dalini meydana ge-
tirdigi bilinmektedir,

Incelememizde,bu konunun bazi noktalary lizerinde durarak de-
¢igik formiiller elde etmeye cgaligtik.

Giriste,¢ifte periodik meromorf fonksiyonlar ve bunlaran pe-
riod latisleri ile ilgili temel bilgilere yer verilmigtir.

Weierstrass fonksiyonlarina ayrilan birinci bdlimde,eglenik
kompleks periodlara gbre p(u) ve g(u) fonksiyonlarinin deger ve
dedigimleri arastirilmig,sabit garpanli fonksiyonlar sinifina gi-
ren kék fonksiyonlari ig¢in farkl: bir ySntem getirilmistir.

Jacobi'nin H{u), @) ,... fonksiyonlari son bilimde ele alin~
mistir.Bunlar,genellikle basit periodik yapida olmakla birlikte,ge-
sitli bakimlardan ilgili olduklari eliptik fonksiyonlar gergevesi
icinde etid edilmislerdir.

Eliptik fonksiyonlara ait period ve yari-pericd katlarinin,
Jacobi fonksiyonlarinin deferleri lzerindeki etkileri ve egdeder
period g¢iftleri ile olugsturulan fonksiyonlar arasindaki bagaintilar
aragtirilirken Onceki incelemelerden yararlanilmigtir.

Galismada yardimlarini esirgemeyen Prof. Dr. Necdet SAN'a
tegekkiirlerimi sunmayl borg¢ bilirim.
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GIRIS
Temel Kavram ve Teoremler

1. rLatislerle 1lgili Bazi Kavramlar:

C kawpleks sayilar cisminin her toplamsal alt-grubu, % tam-
sayilar halkasy lizerinde bir modiiddiir.Sonlu diizlemde yidilma nokta-
s1 olmayan bir modiile latis adi verilir. Sifirdan farkli bir yigil-
ma noktasi olan her modiil igin 0 da bir yadilma noktasidir{l5|. O
halde bir  latisi igin sifir yigilma noktasia degildir. Bu nedenle
sifirdan farkla elemanlari mutlak dederce alttan sinirli olan, top-
lamaya gire her degigmeli grup bir latis olmaladir.

Latisler 0,1 ve 2 boyutlu olmak tizere lic simifa ayrilabilir.
L~ { 0 },0-boyutlu en basit latisdir.

L={nmnw| w#0,mez},
l-boyutlu bir latisdir.

Q={mw *+ nwl nm 3},
2-boyutlu bir latisdir. Burada w; ve wz lineer bagimsiz iki komp-
leks sayadar. ( wi,wz ) ikilisine @ nin bir bazi denir. a,b,c,d
birer tamsayl olmak lizere ad-bc = *+ 1 ise,w =a w;+ b wy ve
w'=c w+ d w de N igin bir bazdir. Im ( »ﬁf— )20 ise, I ( =t~ )>0
olmasi igin ad-be =1 alinmalidir[12].

{2 bir latis olmak Uzere u-ac § ise,u ve a kawpleks sayilari
£ modiiliine gdre dektir denir ve u= a (mod? ) olarak yazilir. Her-
hangi bir a eC verildidinde her we § igin a + Q ={a + w} kimesi,

a ya denk olan biitiin noktalarin kalan simifidir.

Her kalan simifina ait yalmz bir noktayi igine alan basit
bagiml: bir bSlgeye, @ nin tanel bdlgesi denir.Q = Loise her ka-
lan sumfi yalmiz bir u dederini ig¢ine aldifindan,temel bSlge bi-
tiin dlizlemdir. @ = L ise,temel bdlge paralel iki dodru ile simir-
lanan sonsuz bir gerittir.



1ki boyutlu § latisi icin bir temel bdlge birgok gekilde
segilebilir.

D= {aw1¥b w 0L a,b < 1}
paralelkenar: bunlardan biridir. ki : boyutlu her © latisinin,a-
galndaki Szellikleri saglayan,indirgenmis bir (wi,wz)bazi vardir,

1oIm (2)>0 .

2, Sifirdan farkli her we igin|w]> |w:| dar.

3. w1 in tam kat1 olmayan her we igin |w|>|w:] dr{1s].

Bir fatisinin biitlin w noktalari,sifirdan farkl:i bir AeCile
carpildifinda yemi bir

Ae={2o]lwenl}
latisi elde edilir.f nin bir bazi (wi,w2) ise AQ min bir bazi
(Awr, Az ) olmaladir. Uzel olarak —k-0-f) nun bir baza (1,7)olur,
Burada T=—2 dir.9 nin (w;,w; ) bazinin indirgenmis olmasi igin,

u
Im (T )> 0 velt + B 1 < |1] veya
ig|tg | 127 |
olmesi gerek ve yeterdir [15]_. Buna gbre {w;,wp ) indirgenmis bazi
Im (7)>0,

L e (i, |Tl21

-—= <
egitsizlikleri ile karakterize edilebilir.
- Q'r={ mint |m,n ez} velA| =1 olmak lizere QTﬁlﬂT ise‘,Q,r si-
metrik latis adimi alir. Simetrik latisler ‘dikdtirtgensel ve egke~
narddrtgensel diye ikiye ayrilir. Re (1)=0 ise, EET dikddértgensel-
dir. Re (T)=% % veyaltl= 1 ise,f) eskenarddrtgenseldir.

2= a @ egitligine uyan a kompleks sayilari ,§£ nin dénmele~
rinin G grubunu olugturur. Her © ig¢in (=0 oldufundan, *1eG dir.

G nin 1 ve —1 den baska elemany varsa,f ya regilierdir denir.

Reglilier latisler,karesel ve figgensel diye iki simifa ayralir,
g_1{ in I nez}

ise, @ kareseldir.
G={ a | a=ew (i3, neZ

ise, Q lggenseldir.



Herhangi bir latis @ ise,k> 2 tamsayisi igin,

S(a)=tu™ ,weq-{0)}
toplami mutlak yakinsaktir [6].

S (A )=2 g5 (0)
hamogenlik Gzellidi g&zdniine alinarak,asagidaki sonuglar gakaralabi-
lir,

1. Her @ i?in"52k+l( )=0 dir.

2. @ Lkaresel bir latis ise,4 ile bSlilnemeven her k tamsayisi
igin Sk( Q) =0 drr.

3. © Uggensel bir latis ise,6 ile bilinemeyen her k tamsaya-
s1 igin Sk( ) =0 dir.

4, § =8 ise,Sk( ) bir reel sayadir.

2.Eliptik Fonksiyonlarin Genel Teorisi:

Sabit olmayan periodik bir fonksiyonun periodlari bir latis
olusturmaktadar |6]. Period latisi 2-boyutlu olan fonksiyona gifte
periodik,cifte periodik ve mercmorf bir fonksiyona da eliptiktir
denir. Pericd latisinin herhangi bir temel b&lgesine pericd-para-
lelkenars adyr verilir.

D={aw +bw | 0<ab<1}
bdlgesi esas period-paralelkenari olarak bilinir.

Bir eliptik fonksiyonun herhangi bir pericd-paralelkenarin-—
da belli sayada kutbu vardir. Her kutup katlilifii kadar sayilmak
tizere bir period - paralelkenarindaki kutuplarin sayisina,eliptik
fonksiyonun mertebesi denir., Asafida ispatsiz olarak verilen teo—
remlerden,bir eliptik fonksiyonun enaz ikinei mertebeden olabile-
cegi sonucu gikaralabilir.

Teorem 1. (Licuville) Cifte periodik her tam fonksiyon sabittir.,

Teorem 2. Period latisi © olan bir eliptik fonksiyon igin
2y Qi eeas A + 1 kalan siniflary Myseo ,,,mh katli birer sifir;
1:)1 F Qyeouy bk + @ kalan simflari Ny;eoory katli kirer kutup ve
bu kutuplardaki reziidiiler A, ,... "Ak ise,

(1) z B = C,

(2) Im =In,



(3) Imoa ~In b =0 (mdq)
badantilar: vardir.

Teorem 3. Period latisleri ortak olan iki eliptik fonksiyonun
kutuplar: ve sifirlary katliliklari ile birlikte,ayni ise,bu iki
fonksiyomun orani sifirdan farkli bir sabittir.

Tecrem 4. Period latisleri ortak olan iki eleptik fonksiyonun
kutuplari ve her kutup icin esas kisimlari ayni ise,bu iki fonksiyo-
mmn farkl bir sabittir.



BOLM 1
Weierstrass Fonksiyonlar

3. Weierstrass’'inDP-Fonksiyonuna Ait flk 8zellikler:

Bir f(u) eliptik fonksiyonu verildidinde,period latisini acik-
¢a belirtmek igin f(u' ) gisterimini kullanacadiz.f latisinin bir
bazi (wy,w;) olmak lizere w =m w; + n wy olsun,

Pl o) a4 {@-0)2-w?} , 0t 0 (1)
olarak tanimlanan Weierstrass'in p-fonksiyonu,we? noktalary digin-
da,blitin dizlemde holomorftur.Her w noktasi P{u) igin iki katli bir
kutuptur.

Sifardan farkli bir A kompleks sayasy igin,

PChuf A Q)= A2 p | ) (2)
homogenlik Szelliginin varligy agiktir.Her © latisi igin @ =0 oldu~
Jundan,X = -1 alinarak

P(=ul = p(ufn) (3)
elde edilir. Her weQ i¢in p(u # © ) = p(u) dur.Szet olarak, p(u) pe-
riod latisi Q olan ikinci mertebeden bir eliptik fonksiyondur.

Sk(Q) S alinarak p(u) fonksiyonu u = 0 kamguludunda serive
agilirsa,

o - 2 4)

plu) = u'2+ Z2(2n - 15, v
elde edll.u: Gere}'ll islemler yaplllrsa buradan hemen
(u) - 4p W + 6084p(u} = - 14086 + 36(38 - 78 ) us
bulunur Burada solyan ¢ifte periodik, sag van tam fonks1yon oldudun.
dan Licuville teoremlrxien dolayi
P2 - 4p3(uy + 60S,p (u) =

olmalidir.u = 0 igin C = 1408, bulumur.g, = 608, ve g5 = 1408, ala~

nrsa,

pr? = 2w - g, P - g (5)
elde edilir.Buradan hemen

" =6 pPw - 3-g, (6)

grkar.



Co =1, Cl =0, Cn = (2n - 1) SZn konulumsa, (4) den

_ 2n-2
pw=_% cu (7)

bulunur. (6) Gzdeglidinde,

99 — o - 2n-4
P =25 (n-1) (20-3) ¢ u™TE

2 2 n _2n—4
P~ (w) _—nﬁp{kéoc‘k Coxd ¢

konulur ve katsayilar kargilagtirilirsa,

n
(-3) (+1) G = 325G, 4 0> 3 (8)

N _ _ 1 . - ;
bulunur. Biylece C?_ 38 4 55 9o V@ C3 556 55 93 sabitleri
biliniyorsa, (4) veya (7) serilerindeki blitlin katsayilar bellidir.

$? period latisinin bir bazi ( wi,w2 ) ve wtwe= ~w3; olsun,
p'(u) tek-fonksiyon oldufundan k = 1,2,3 igin,

(ke P 5 e (i

P (5= w) ﬂ(wklzwk) P -5 w)
elde edilir. Buna gdre -5 ow t @ kalan siniflari p'(u) igin,ya
bir sifir veri yada kutup olmalidir. Fakat P*(u) nun biitlin kutup-
lari wefinoktalaridir. O halde P (u) nun biitiin sifirlari m%" wk+ §
kalan saniflarindadir ve bunlar birer basit sifir yerleridir.

P(-3- w) = e, konulursa, 4x'~ gz~ gy = 0 denkleminin ik~
leri €485, oldudurrian

ey + e, i ey = 0

- i
ep&teye3tew =9 )
_— -a-]l:n_‘

€1 2837 77" 93
elde edilir,

[ pw) ~eH Plut ~2-w) -~ )= d (16)

%t 77 % “x B
s Tk TSl 2. _
egitligi bilinmektedir [6]. Burada dk { e, ek) (ej ek) dir.
R oy = oy L X 2 _r - 2 :
Buna gore -u = u- ~3 wk(modﬂ ) ise, & ~{ pw) ek} veya
Plu) = ¢ * 4 olmalidar, Bu Ozellik yalmz
1 1

i .
* “ank'{-ﬁpi(“zmwki“i“wj).}g ijk

?



kalan siniflarinda safflanir. ak karekdkiinii,

PU-F~ w) =e + &, Pl -G~ w + -5~ wy) =g~ & (11)
olarek tanimliyoruz.

4. Eksenlere Gére Simetrik Olan Latisler Igin p - fonksi-
yonunun Bazi Ozellikleri: Q = { ise,Sk(Q ) reel oldufundan 95
ve g4 de reeldirler. Bu durumda (4) veya (7) serilerinde biitin
katsayalar reeldir. Her x,y € R iginp (x) ve pliy) deferleri Re-
el oldufundan p fonksiyonu eksenler lizerinde reel dederier alir,
Cok kiigik u deferleri igin, (4) serisinde u ™ den sonraki biitin
terimier atilabilir. Bu nedenle

L}J".:rgo px) ==, Y“”O liy) = - =
olmaladir,

Her @ 1ig¢in p(u} ) = p(u| Q )} dar. (1) de u yerine u ve
ayni anda her w yerine w konulursa, bu dzellik hemen goriiliir.Ozel
olarak @ = § ise pa| Q) =p (ul ©) olmalidir. Ute yandan,

utuz0 (mod Q)
kogulunu saglayanbiitin noktalar igin pfu)= p (u) dir.Bu kogul
Re(u) veya iIm{u), -=-2’s--s’z da oldudu zaman ger¢eklenir. O halde Re-
el ve sanal eksenleri yari-periodlarda kesen yatay ve dlisey dog-
rular lizerinde p (w) reeldir.

w: pericdunun reel veyw: periodunun imaginer olmasi halinde
£ dikddrtgensel bir latisdir. Pericd ve yari-periodlarda reel ve
sanal eksene dik olan dofrular lzerindep (u) reeldir. Kigeleri

0,,*-5* Wy, = —%’—wa ve .,.%;.,mz olan dikddrtgenin cevresinde p(u} her
reel deferi yalmiz bir kez alar. Clinkdl bu vol lizerinde uztu’ (modQ
olacak seckilde farkl: iki nokta yoktur., Stzkonusu dikdSrtgenin
¢gevresinde u dediskeni

w1 w3 (] + w3 Wz W1 + W2 W2z wz

—m-—-— wrocear s 2 meaemes e ————— ot ——;

g ! 27 274 224
dederlerinden gegtiginden

9+ 4>5>3 "> g §>4-4>5>6+ §
olmalidir. Bu arada sifirdan farkl: bir u igin pl(u})= 0 olur.
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o(- _%-,;) ~ s =0 ise, u = - ..g.?. noktasy p(u) nun iki katli

bir sifir yeridir. Clinki p* (- -%’i) = 0 dur. Bu durunda e > 0 > e,
vee = - eldir.

ex 0 varsayilirsa, 0 2 e1> e> ezolmalldlr. Gte yandan
el* e2+ e~ 0 oldudundan bu varsayim olanaksizdir.Benzer bir tartig™
ma ezg__ 0 olmadigini gbsterir. O halde daima e1> 0 ve e2< 0 dir.Bag-
ka bir deyisle P(u),reel eksen lizerinde daima pozitif ve sanz]l eksen
{izerinde daima negatif reel degerler alar.(9) esitliklerinden

g,= 4 (e1+ez)2- e }> 0,

€95 4e1e2e2 <0
elde edilir.

Q period latisi cgkenarddrtgensel ve reel eksene gire simet-
rik ise,dyle bir (w ,0 ) bazi vardirki w = ml,Re (w) <0ve
T (wl) > 0 dar.

={ao +bw2| -1 < a,b £ 0}

esas period-paralelkenarinin (egkenar dértgeninin) kdsegenleri U-
zerinde P(u) nun reel dederler aldiga bellidir. Reel eksen lzerin-
de 0 dan ,%’3, ve kadar ve Re (u) = Re (—wl) do¥rusu lizerinde -92-)3
den o, ye kadar defigen u deferleri igin P{u) her reel deferi
yalmz bir kez alir. Bu durumda

w2 w1 -

=1 —r == P == ) == e +

e P 5 ) P( 5 elve esz3 (el'} e2}€ R
dir. e3+ d3> e - daoldu'cjundan d3> 0 dar.

P(m%l-ws) =et d3<=0 olamaz. Glinki ~e2 dsise, a> 0 oldu-
gunden -e=e + e = e ¥ §1= 2Re (e )> 0 dur. Bte yandan
E=leclle-c)=le~el?ved=|e-~e|
3 31 3 2 3 1 3 3 1
oldugundan ]eal > d ise, Re (e ) < 0 dir. O halde
P(-7w)=e+ad<0
3 3 3
olmalidir. Benzer bir tartigma
P(-3-w--3w)=ec~d <0
4 73 2 2 3 3
oldujunu gdsterir. Buna gdire P(u)nun yukarida belirtilen esas period
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paralelkenarindaki safir verleri,kdgeleri u%—ma,-%— W3= ~5W1s
—%—wa ve --3—1'— W= -%—- wpolan agik egkenar dértgenin kdgegenleri lze-
rindedir.

Refw) = ~i-(2n + Dws ise, |p(u) = @3] = d; dir.Gergekten
u+ G =-3-(2n + Dos ise, U = ~2-us - u(mod 0) olduundan

@ =1{p ~e} pu~ 5w -e)=1{pw -eHpw) ~e]

3 3 3 . 3 3

= p(a) - e |?
dir. Herhangi bir k tek~tamsayisi igin u - -%-»k { wy~wz ) reel ise,
benzer bir tartigma ile, yine

lpw e = a
elde edilir.

5. Q Peried Latisinin Reglilier Olmasi Hali:

Q Reglilier bir latis ise ya karesel veya Uggenseldir. karesel
ise, S{S (@) = 0 oldufundan 9, = 0 dar.4 g3 = ezzleze3 olduduna goire €
deferlerinden biri sifir olmalidir. Her karesel { latisinin, w; = iwg
olacak gekilde bir (w;,w;) bazi vardir. { = i oldudundan.

e =P (3 w2]9) = p(F dm| 10) = iP(F wlR) =- e
elde edilir. Cte yandan el ,ez ,93 deferleri birbirlerinden farkla
olduklarandan,bu baz igin e3 = 0 olmalidar.

Ozel olarak § karesel ve cksenlere gire simetrik ise, ya dik-
ddrtgensel veya egkenarddrtgensel konumdadir. @ Im iki komumdan
biri olarak karesel ise,/i @ Oteki konumdadir.

(/I ulvi Q) = -ip(u| @
oldugundan, p-fonksiyormunun bir konumda reel deferler aldidi nokta-
lar Sbiir konumda imaginer deferler aldigy noktalardir.

Q tiggensel ise,S4( Q ) = 0 oldufjundan g2 = 0 dir. Her lggensel
0 latisinin,w,= p w; olacak sekilde (w;,w») bazi vardir. Burada
p =exp( +-5-) dar. @ = o oldudundan

w2 -
& = P35 w9 = P~ pwr|oR) = o P(5~ wif®) =0 e

= = p&
1
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e = ---(e1 + ez) = -(e - e ) = (p - l)e = bzel
bulunur.,

Ozel olarak 9 {iggensel ve =Q ise, w, = w; olacek ge-
kilde bir (w;,ws) bazi vardir. Ayrica w, = pw; veya wp = pw;
dir. w; = pw; olmasi halinde,-%’- pwz + -—%— w3 = - wy oldudundan,
-%'—pwa = - --;-'—wa(mod ) olur. Plpu) = p P{uy oldudu gdztniine ali~

nirsa,
P(-5-pws) = PP (-3~ w3) = P(~ —3= w3) = P (3~ ws)

ve dolayisiyle

P(-5~ ws) =0
bulunur. O halde esas period-paralelkenarim. olusturan egkenar lig-
genlerin merkezleri,p-fornksiyonunun sifir yerleridir.

6. Eslenik Kompleks Periodlar Igin [-fonksiyonu Uzerine:

tw =M s {u-orr ot o), wed —fo} (12)

olarak tamimlanan r-fonksiyonm,we latis noktalara diginda,blitiin
diizlemde holamortur. wef noktalari birer basit kutuptur. Bu kutup—
lardaki regzidiiler +1 dir.
(12} gen tiirev alinirsa,
2

2 = - 0 E{(-w) 2w = - p) (13)
elde edilir. plu) cift-fonksiyon oldugundan z{u) tek-fonksiyondur.

£-{C(u+w)l~ twl= ~-{Pu+tuw)~Pwl=0
oldudundan,

tlutw) - g@=n (14)

dir. Burada n,wefd ya badly bir sabittir.we@? elemanlarinz kargi-
11k gelen n sabltlerl H latisini olusturur. H ve  arasinda kuru-

lan bu esleme bir toplamsal izomorfizmdir. Clinkii @ man bir baza

€ ,w2) ise, (Ni,m2) de H nin bir bazidir. u = pw +quw ise

glutw ~zw=n= pm +qgna
dix[6].



we? fakat -—%—— w ¢ Q ise, o( —-3-— w ) sonlu bir sayudir. (Lu) de
w= - —i_-'— W Konulurse, G —l— w) = -—i‘: n bolwnr. Ovleyse,
M= 2L —Sw) ve ne = 2 (5 wp) Glr. (w2 ) ve (Mign2 )

bazlarl arasinGa T WesNz &) = £ 271 bagintilsl vardir.
w2

I (=) > 0 ise, My we= Nz = 27 dir[14].

fler @ latisi igin

@ |8 = T |2
Gir. Bu Ozellik (12) tanumndan hemen gikar, Uzel olarak Q =
ise,

ca | = T |2
olmalidir. Bu nedenle Q eksenlere gbre simetrik bir latis ise,H da
Gyledir.

W, = © ise, w; ve w, ile olugturulan § latisi eskenarddrt-

gensel ve eksenlere gtire simetriktir. Bu durumda

"%*51 ) =2E(—~12-'“w1)="-*“ m

oldugundan,bir bazi (ni1,n2 ) olan H latisi @ ile ayni &zelliklere

ne = 2 g(—w)= 2cl

sahiptir. Ayrica
T wz = N2y = 27l
Legendre bafintisy g8zdniine alinirsa,
Ny W2 — M2 Wy =Ny wz=M W2 = 12 Im (m w2)

olduundan Im (n; wz) = 7 elde edilir,
(4) ve (13) den

r(u) =u "t~ sy~ S5 ut- ... (15)

bulunur. @ = { ise, S, lar reel olduklarindan, f(u) reel eksen lze-
rinde reel,sanal eksen lizerinde imaginer deferler alir.
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7. Weierstrass'an O- fonksiyonu ve KOk Fonksiyonlari:

o) = u J (- =) exp (- + (5% (16)
olarak tammlanan of{u),wefl latis noktalarinmi birer basit sifir
olarak kabul eden,bir tam fonksiyondur.

c(lu |[AQ ) = Aol ,A # 0 (17)
homogenlik $zelligi (16) dan hemen gikar. Her £ igin Q==0
olduqu gdzéniine alinmirsa,X = -1 igin

o(-ul O = -o@l D
elde edilir. Yine (16) tammindan

L o)
Fg—y 1
oldudunu gdrmek zor dedildir. (16) dan logaritmik tiirev alimirsa,
4 1og o) = L) (18)
du

elde edilir. Bir weQd  igin,

d glu ¥+ w) _ - -
T 9 Yom o) glutw -z —=n
oldugundan

o(u + w) = As{u) exp (nu)

olmalidir. wefl fakat—-?z“-- wg @ ise, .A== - exp ( nw) dir.

2
% ueqise, A= exp(-3nw ) dur[6]. Herhangi bir wed  igin,
olu t
(c(u)w) = texpintu * ;::)}
oldudundan,
cfu ¥ 2w ) _ olut+ 2w) gfu + w)
o (u) o{a + w) o (u)

= rexp{n(u + _g_m)}{texp nfa + 1—;— w) }

—exp{2 Mu + w)}

elde edilir. Genel olarak @ = mmnm+t nw, ve n=mn + nnz ise,
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mn+m+nex9{n(u+-%‘~w) (19)

ofu + w) = (-1)
formilli bulunur.
Bir £(u) eliptik fonksiyonurnun bir period paralelkenarindaki

basit safirlari 8 resedy ve basit kutuplari bl, oo "bn ise,

=t

, olu-a)

, oY

formiili vaxdir{8]. Burada C herhangi bir sabit, n da
z -~ ) bk = e 0

ya karsilik gelen H latisinin bir noktasidir .. Rutup ve sifirlarin

basit olmadig: halde (20) formiild yine gegerlidir.

£ ya ait olmayan bir nokta a ise, P (u) - p (a) eliptik fonksi-
yonunun sifirlari u = £ a , kutuplari u = 0 noktalaridir. (20) den

n k

flu) =Ce (20)

= =

k

plu) ~pla) = c-Lu=a)owfa (21)
o (u)
bulunur. u + 0 igin w*{ p(u) - pal> 1 ve { _glg_u)"}z + 1
oldugundan, C = - = balunur., a = —a— ise,
o2 (a) 2 wk
o - - u) ol ¥ 5 )
pa) -~ g = - (22)
2 1
c?(u) o (—2- wk)
w

dir. w,_ e O fakat —-

' 5k g § oldufundan, (19) a gdre

n,a

o(u + ;mk)m-ek U(u——;-—wk)

olmalidir. Bu deSer (22) de yerine konmur ve gerekli iglemler yapi-

lirsa,
1 L
—-Z“—Tiku ofu - =3~ Ulk) }2

p(a) - e = {e (23)

o) o5 u)

elde edilir., plu)} - e fonksiyonunun karek&klerinden, u = 0

k
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kuthundaki reziidusti +1 olanini @k(u) olarak tammlarsak,

1 1
;—z-nku glu - —z—wk)

o(u) a(—;— w )

€I>k(u) = =~ k=1,2,3 (24)

olmalidir. Gergekten

I W
. _ ol =5y
Lim u@k(u)‘—~ - = =+ 1
a0 g ( 5 wk)

dir. Agik olarak (bk {(u) bir eliptik fonksiyondur. Ancak period la-
tisi Q def§ildir. Clnkl gerekli iglemler yapilirsa,

@k(u + wk)= o) k(1.1.)
(25)

@k(u ¥ mh)= = k(u) s h # k
oldudu Oriillir. Buna gdre CIJk (v) nun QL period latisi Q man bir
alt-latisidir. Beshelli Qk mn bir bazi ( Luk,Z uah) dir. we R
noktalara o(u) i¢in birer basit sifir oldudjundan @k (u) igin birer
basit kutuptur. @k {u) nun W ef noktalari disinda kutbu voktur.
Wy Ve 2 Wy ile belirtilen pericd paralelkenarinda u = 0 diginda i-
kinci kutup u = W, noktasidir. Teorem 2. ve gbre bu kutuptaki re-

zlidi ~1 olmalidir. Cergekten islemler yapilirsa,

1
NN R N =T

. Lim (u~-w) & (u = ) =3 m]
- “n’ "k
bulunuar.

p'? () = 4{ pw - el {pw ~e M pw-el, [14]

egsitliginde p(u) = <I>]2{(u) + € konulursa,
{2 o oy }* = 40t(u) 9w 2w
elde edilir. Her iki yanan karekékll alinirsa,
CIJ]'{(u) = % dbh(u) (bj {(u)

bulunur. ¢, (u) nun u = 0 deki esas kism u * oldugundan ¢y () nun esas

kism -*u”2 dir, Gyleyse,@f{ (u) = w@h(u)dij (u) olmalidar.
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Jacobi Fonksiyonlar

8. Jacobi Fonksiyonlarinda Yari-period Katlarinin Degerlere
Etkileri: dJacobi periodlar igin 2K ve 2iK' notasyonlarini kullan-
migtir. Bu nedenle bu bSlimde w1 = 2K ve wp = 2iK' alacagiz ve

daima Re ¢ E ) > 0 oldufunu versayacajiz.
Z9) = g |0) =—n, 1= & (26)

olarak tanualanan Jacobi'nin Z (u) fonksiyonu, © ya ait noktalar
diginda,sonlu diizlemde holomorftur. ® € Q noktalari g (u) igin #1
reziidiilii birer basit kutup oldufundan Z(u) ig¢in de Syledir.

5. paragrafin (14) formiliinden yararlanarak

Z(u+ 20K + 200K - Z(w) = - in — (27)
bulumr. Buradan m = 1 ve n = 0 igin
Z(u+2K) - Z(u) =0,

m=0ven=1ig¢in
Z(u + 2iK*) = Z@) == i -

elde edilir. Demekki, Z(u) fonksivonu igin 2K period oldudu halde
21K’ period dedildir.

ir

2K

Z(R) = 0 ve Z(iK") == = (iK'~ n'K) =~

oldudju gbzdniine alimrsa, (27) den

Z{(2m ¥+ 1)K + 2nik‘'} =-==n—l?{'”—

(23)

Z{2mk + (2n + 1) iK'} ==(2n + 1) ;_;
bulunr,
Jacobi'nin H{u|Q ) fonksiyom

4 1o Hw) = Z()

olarak tammlanir. Buradan henen,
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2

_ u
Hu) =C o(u) exp (-n ﬁ) (29)

cikar. of{u) tek-fonksiyon oldufundan H(u) da dyledir. (29) da u
yerine u + 2rK + 2niK* konur ve iglemler yapilirsa,

Ha + 2K # 2niK') = (-1D™ ¥ () expl~ HRusink’)  (30)
elde edilir. Buna gire

H{u + 2K) = - H{u)
im 1)
H{u # 2iK") = -H(u) exp{~ —5 (u + iK")
olmalidir. Uzet olarak H(u), ilkel periodu 4K olan basit periodik
bir tam fonksiyondur ve yalniz w € @ noktalarinda sifirdar.

A= A = expl - 2? (2u + iK'))

olmak tizexre H,, © , ©; fonksiyonlari

Hy{u) = H{u + K}

«i A7Y H{u + ix") (32)

I

0 (u)

;@) = A *H@u + K % ik")
olarak tanimlanhar.
Au + 2mK ¥ 2nix') = (- 1)m2\exp (- wn-—-ﬁ—u)

oldudu gbzdnine alimr ve

N=cxp {- l;zn (a + ink')

komursa, (30) ve (32) den



H (a + 2mK + 2nik') = (-1)"

Hi(u ¢ 20K 4 2niR") = (=)™

O (u + 20K + 2niK*) = (-1)"

0;(u + 2K + 2niK') =
egitlik takimlari gikar.

N (u+ R =exp{ ~ i;n (u

O (u+ K =0;(u)
oldudundan, (33) den

H{ u + (2m + 1)K + 2nik*}
"Hi{u + (2m + 1)K + 2nik'}
O {u+ (Zm+ LK + 2nik'} =

O{u + (2m + 1)K + 2nik'}
elde edilir.
N{u + iK"') = N exp (mn

oldugundan
H{u+ 2K + (2n + 1}iR'} =

R'
K

Hi{u + 20 + (2n + 1)iK°} =
O {u + 2m& + (2n + 1)iK'} =

O{u ¥ 2K + (2n + 1)iK°} =

olmalidir. Burada
M = A exp (M —?— )

17
R BT

N H; (u)

(33)
o)

.
|

N 9, {u)

+ R4} = 1"n,

DM N Hy

A= Ry )
(34)
N ()

-1)" N o)
)

m+n
)

(-1 iM O (u)

(-1)™ M 8, (1)
(35)

n

(~1) i H (u)

M Hy ()

dir. (34) veya (35) den hemen agafidaki egitlik takimlara cgakar.
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m

H{u+ Zm+# 1)K+ (2n + iR’} = (~1) M ;)
Hifw+ (2m % DR+ (2n + ik} = D™ ¥ -i)m 0w

{36)
O {u+ 2m+ 1K+ (2n+ )ik} = M Hy (u)
6:{u ¥+ (2m + K + (2n + 1)ik'} = (-1)" iM H (u)
9. Dbrttebir-periodlar Icin Serisel Ifadeler:
Basit periodik her tam fonksiyon, exp ( u} nun tam

kuvvetlerinden olugan bir seri ile ifade edlleblllr ve bu seri u nmun
her sonlu dederi. icin yakinsaktir{8]. Burada w bir perioddur. Bu~

i s
na uygun olarak, q = et olmak lzere,

$2)2 ,
2 eplap (n+ Dul  (37)

® {n
Ha) =-i §  (~1'%

n= -

acilimi vardir[16]. Defiskene X,iK' ve K + iK' cklenirse,

o {n# 2)2
Hytw) = § g { = (20 + Lu}
n=-~w
L] 2 .
o =] D”q expl—g m) (32)
n = - :
O (w) = ¥
n ===~ N
serileri elde edilir. (37) de u va -5 ¥ eklenirse,
12
. o (nt+ 3) -
Ko . _qyn 2 _dw K
Hut 5) = :Ln£~m (-1)" g exp{-=z(2n + 1) (u >3
1,2 im im
® (n+ 5)°-— n ——
S R S e ‘e % apl 3n +u)



n (n ¥ -)
a exp{ (2n + 1)u}

.r:.lt-'ff

g

(=1)

n

elde edilir. Benzer hesaplamalarla,

1
n it Lnt3) 21,
q .

Ha+ 2 = -1 ] ¢

Ha+ B2y - e ? ] 0%
WL

= -

egitlikleri bulumur. (38) esitliklerinden de

im 2111'
— @ {n + 7 (2n+l)u
hasH -9 ] wh e
nm-—(ﬂ
e iK °§ (n+ l)(n*z) 21,(2n+ Liu
1{u + =) q
2 !
iT\’ 1
. - ® n+ ntx)
3+ ik’ :
H1(11*1(—--2—3‘-15-- - e d ): (1)nq 2 5
im
oo -— i
o+ = I e’
n=-o
im
_— @ nin + 3) 2 m
o+ Ey~ ] 1 g :
n=-*=w
S o n(n+-—) nu
o+ B, ~ 7 p)” ei<
n=-«
im
*x — nm
)= [ @ge"
n=-~
1, im
I o nntx) — m
u+Ey= ] g T K
- 1] == oo
in
b oiR® ® n(n +35} =
o+ LY 7 g e
n=-woo

serisel ifadeleri bulunur.

1, im
(n+ 1){n+ g)eﬁ—{

19

(2n + 1lu

(Zn ¥ 1)u

(39)

im
TZI_{(zn + u

(40)

(41)
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10. Egdeder Period Ciftleri lle Olugturulan H~ fonksiyonlari
Arasinda Bazi Badintailar: 2K ve 2iX’ periodiar:i ile olugturulan H-
fonksiyonunu H(u |K,iK') bigiminde g®sterelim. a,b,c,d birer tam-
sayil ve ad-bc = 1 olmak lizere

K, = aK + biK'
(42)

iK, = cK + dikK'
ise , (2K,2iK') ve (2K;,2iK; ) ikililerine esdeder period gifti de-
nir. Bunlarin aymx & latisi igin birer baz oldufu birinci parag-
raftan bilinmektedir.
gimdi H(u|X,,iK» ) ve H(u |X,iK’) fonksiyonlarini kargi-
lastiralim.
bri 2

Fla) =XK1 Hiy |K,iK")

fonksiyonunu ele alalim.

bri 2
Fu + Lo, (2T K
ut 2K;) = e (u + 2K, | K,iK")
bri 2 2 bri .
=—= (u“+ AKyu ¥ 4Ki) - =—=(u + bik")
~ MK -2 ¥Pe K H(u]R,1K*)
i bri .
—— (u +t+ K) - == (u+ bik')
(-l)a tb e K e K Flu)
bri - bri .
, ——= (u + biK') -~ ==(u % biK')
_ (_l)a + b eab'ITl e K o K F ()
athbtab

= (=1} F(u)
olur. ad-bec = 1 kogulu altinda a ve b nin ikisi birden ¢ift tamsayi
olamaz., O halde,

atbtab_ _

(-1) 1

dir. Bboylece
F{u + 2K;) = -F(u) (43)
elde edilir.
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o (u + 2iK,)?
Fla + 2iKp) —e Hu + 2iX; |X,ik")

bri 2 _ b’!TKz

e 1]
e4KK1 e K,y
b‘TTKz

(u + iKz) H{u + 2cK + 2diK*| K,iK")

dni

- (u + iKp) =~ —=—(u + diK")
- (_1)C + 4 e KK, e K F(U)
;i3\ . dwi .
- 222t (u 4 iKp)  ~ —4—(u + iK;) .
T .
- —(u 4+ J.Kz) (sz t dlKl)
ve yine
BK; + diX; = b{-ciK + dK’) + d(aik - bK')
= =hoiK + bdK' + adik ~ bdK'
== (ad - bg)iK
= iR
gldudundan, .
"‘E‘J': (u + sz)
Flu + 2iK,) = (- Fadtad K F (1)

bulunur. Onceki tartigmalara gdre ¢ ve d nin ikisi birden ¢ift tam-
say1l olamadigindan

ctd¥ced_

(-1) -1

dir. Buna gtre,
L

7 (u + iKz)
F(u + 2iKp) = -e 1

F(u) (44)

olmaladixr, (43} ve {(44) bajantilari Onceden bilinen

Hu + 2K Ky ,iK2) = - H(u |K; ,iKp)

“‘112-}'(11 + iKg)
Hiu + 2iK; |K;,iKe ) =~ e *} Hu| K;,ikz)
bagintilari ile aymdirlar.
Ote yandan F{u) fonksiyomnun sifirlar: o € § noktalari olup
H{u |K;,iK;) mn sifirlari ile aymdar.
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O halde

H(u |Ki,iKs)
F(u)
orani,cgifte permdnk bir tam forksiyondur. Dolayisiyla sabittir. Bu
sabiti A ile gOsterirsek,
bri
H(u] Ki,iK,) = A e-KKl

H(u| K,iK') (45)

elde edilir.

a ve b aymr anda ¢ift olmadigina gdre, m ve n birer tamsayl
olmak {izere,tnce a = 2m + 1 ve b = 2n oldudunu varsayalim. Bu durum-
da (45) de defigkene K; eklenirse

bri

H(u-}Klle,:LKz)—AH(u+K1|K1K)exp{ (u-}KI) }

bri

7R, (u?+ 2K;u +K3)}

=AH{u+ (2m * DK + 2niK’| K,ik'} exp{ 5=

— (1™ NA Hi(u |K,IK") expl 222 b“l w2y DML b“l (2u + K))

b1TJ.

= (-1)™ ¥ Hy (w [K, 1K) @{p{%ﬂmi{ O1% (20 + aK + bik')}

m brrrJ.

{?’Tl w4 ab ==

= -1D™ M H) (u |K,iK*) expl; T2 (2ut bik')}

olur ve

N exp{ (?u + bik*)}

— expl~ 2 n(u + nik') *+ 2% b(2u + bik'))
K 4K

= exp (flnu + 4n1K'-- 2bu - bPiK'}}

= expl- —%{(Zbu + b2iK'- 2bu - bZiK')}
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Hy(u |Ki,iK) = (<D™ A H; (u |K,iK")exp( a?"i‘m(ilu% ab 3T )

elde edilir. Benzer olarak a=2mve b = 2n + 1 olmasi halinde

)m-!-n. bri

Hi (u] Ry ,iKp) = (=1 iA O(ufX,ik'Yexp( TK-ﬁuz* ab "31-_11 Yo

a=2n+lveb=2n+1 olmasi halinde

— (_ﬁl)m tn

Hy (u] Ky ,1Ks) A 6 (u]R, iK' Yexp( g ut+ ab 3T )

bulunur. Ayrica degigkene iK, ve K, + iK; eklenmesi halleri de
incelenebilir.



Uzet ve Sonuclar

I. Period latisinin bazi 6zel durumlarinda Weierstrass fonk-
siyonlar:i incelenerek gu sonuglar gikarilmgtar.

1. wiperiodunun reel ve w; periodunun imaginer olmasi halinde
her t € Rigin p(t) >0 ve p(it) <0 darx.

2. Periodlarin eglenik kompleks olmalari halinde,w, = w1,
Re (w1 ) <0 ve Im (w; ) > 0 olarak segilirse,esas period paralel-
kenarai

D={aw +bw |-1<ab<0;abeR}

seklinde ifade edilebilir. Bu durumda p(u) nun sifirlari,bu para-
lelkenarin kogsegenleri lizerinde bulunan, ya % Wy ve % wz nokta-

% 34;{»3 - -;-wz noktalari arasindadir.

3.  pericd latisi egkenarddrtgensel ise, M= 2C( %ij )

1
lari veya 7 W W ve

ve n2 = 2 % wz) ile olusturulan H latisi de dyledir.

II. Jacobi fonksiyonlarinin yari-periodlar bakimindan deder
defisimlerine ait agadidaki badintilar elde edilmigtir.

m+tn
)

H{u+2mk + 2n + 1)iK'} = (-1 iM O(u)

Hi{u + 2mK + (2n + L)ik'} = (-1)° M 8 (u)

(i)
©{u+2mK+ (2n + 1)ik'} = (-1)" iM H (w)
O {u ¥ 2mK + (2n + 1)iK'} = M Hy (a)

m

o’

H{u+ (2m+ 1)K+ (2n # 1)iK'} = (-1} M 0 (u)

(n ¢+ DiK'} =-1i(-D" T yo (W

-

Hi{u + (2m ¢+ DX
(ii)
O{ut 2m+ LK+ (2n + 1)iK*} = M H )

(2n + 1)iK'} = i(-p" MH @)

ot

O1{u + (2m ¥+ 1K
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Burada
-3 (n+ D 20+ (2n + iK'}
M =
dar,
TI1I, DSrttebir-periodlar igin asagidaki serisel ifadeler
bulunmustur.
im 2 J..TT
o (n + —7 (2n + 1lu
Ha+H=ae® | g
n=-w
in 2 im
=— ® n + —) {2n + 1)u
n = =00 I
- AT W
0 (u —Izi) ) -1 e
n=-eo
iw
o 2 == Tl
O + 5y = S qn"'eK
2 L.
@ m+n+d Ten+ Du
Ha+tE)- - | «p° 2K
ne=-w
i1
., ®  (n+l(nt 3 I2@n+ u
H; (u %)ﬂ Y oq 2 2K
n=-w
1, im (ii)
. o nn +% =— nu
o w+XE)- ] ntg ¥
n=--w
' o0 nin + =) 2T m
0; (u -Ji; )= 3 q &
n=-w
AT o n +1) (n+ 3y L2n +1)u
+ ik’ .
H (u+ K 21K ) i Z (-1)nq 2 2K
ND=-o
. T (n +1) (n + -—) (2n + Du
H1 (u K +21K' - "64 z in g
Il == -~ o0
im
- o - n(n {.__) = nmu {(iii)
0 (u+ }(_12_1;5 )= ) -1 g &
- 1, dim
- o nint3) =—m
+ .
Oy (u + E__z_l_K_)= Z ln q 2 K
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sy 0
Burada g -~ ej'TrT ve T = _1_1({(__ dir,

W. ad - bc=1ve a,b,c,d e Z olmak lizere, K, = ak + biK'
ve iK; = cK + diK' i¢in
bri
e4KK1

H (u |K;,iK;) = A H(u |K,iK*)

bajintisy elde edilmigtir. Buradan hareketle, a ve b tamsayilari-
nin ¢ift ve tek olmalarina gore,agagidaki egitlikler bulunmistur.

l.a=2m+ 1 ve b= 2n ise,

. . b a lT[.
Hy (u |Ky iR} =(-1)" & H; (u] K,iK") exp ( z’—‘@l—luz-& ab 7~ )
dir.
Z.a=2mveb=2n + 1 ise,
; m+n . . bri {7
Hi(u [Ki,iKz2) = (-1} in O} K,iK') exp(mlu% ab-%-_)
olur.

3.a=2mt lveb=12n+ 1 ise,

m+ Mg

Hu [KspiKe) = (-1) (] K iR exp( Z2 wie @b 2T )



Summary and Results

I. Weierstrass functions are investigated for the special
period-lattices and the following results are found.

1. If w; is real and w; is pure-imaginer then @ is rec-
tanquler. In this case,for all t € R,p{t) > 0 and p{it) < 0 .

2. If wp =y, Re {w) < 0 and Im (w;)> O then Q is rham-
bic which is generated by w; and ws. In this case the zeros of p(u)
are between the points —':'i’—mg and %wgor '2'(.03— %‘wl and —Ewg- %wg
which are on the diagonals of the fundamental parelellcgram which

is expressible as
D={aw; +buwf-l<ab<0, abeR}

3. If @ is rhonbic, so is H which is generated by
m = 20(5m) and N2 = 20( 5 w2)

II. Jacobi functions are investigated for the half-periods
and following formuilae are found

Hi{u+ 2K+ (2n+ iK'} = D" * P imo
Hifu + 2K ¢+ (2n + 1)iK'} = (-1 M 6 ()

(1)
O {u+ 20K+ (2n + 1)iK'} = (-7 iMH ()
0;{u + 2mk + (2n + DiK'} = M H; (u)
Hi{u+ (2m+ DK + (2n +1)iK'}=— (1T M 0; (W)
Hyfu + (2m + DX + (2n 1) iK' =i-D" " P mo )

(ii)
O {u+ (2m+ LK + (2n +1)iK'} = M H; (w)

o, {u+ (Zn+ DK+ (2n +1)iK'}= i(-1" MH ()
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4K (2n + 1){2u + (2n + iK'}
there M=eg

ITII. We have the following serial expressions for the
quarter—~periods.

im 2
— {n ¥ ) (21’1 + 1)u
H (u + §)= -3 e4 Y (-i) q
Il =-
iw 2
LU (n + —) (2n + L)u
Hl(u’rg)="e4 R K
- n==e 2 ir . {1)
oty =~ § e
n B
im
o 2 — MM
@1(u+—§) = 3 it g et
n == -
o n+n+3 3i(2n +hu
o 2K — I ewn 2 K

2

n = 1 iw
. o (n+l)(n+—) =(2n + Lu
Hy(u + -%i*) ) q 2 K
n=-e 1 im (ii)
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Where g =" and T = K-



29

IV. Let us suppose that K; = aK + biK' and iK, = cK + diK'.
Where ad-bc = 1 and a,b,c,d € Z . Thus we have

H (0 |K;,iKy) = A H (u |R,iK")exp ( —z m{ u?)
Accordingly the integers a and b are odd or even, there are follo-
wing relations,

1. If a=2m+ 1 and b= 2n,

Hi(u |Ky,iK) = (-1)™ AH, (u|K, ik? )exp( u t ab = T A,
2.If a=2m and b=2n+1,

Hy ()R, iRe) = (~=1)™ ¥ P i o(u|K, ik4) exp( 2N e, U ab 37)

3. If a=2m+1 and b=2n+1,

Hy ([, 1K) = (=)™ ¥ ™ a0, (u]K,1K')exp( -?—Tﬁ%l u?+ ab )



(6]
[7)
L8]
[9]

{10]
[11]

[12]
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[14]
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