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OZET

Bu caligmada, C kompleks diizlem ve H {ist yan diizlem olarak alindi.

Genellestirilmis teta fonksiyonu igin,

=0

o (—_4)“ om0
Oz wr /) OT®
denklemi elde edildi [16]. k. mertebeden genel teta fonksiyonunun peri-
yotlarinin 3= katlarina gore defer degigimleri incelendi [26]. Bu gahgmalar
kullanilarak, kompleks diizlemde holomorf olarak tanimladigimz,
B(z7) = exp [ ) T {min*r + 2min’z}
2,7) = exp | 45 2 zp{win®r + 2rin‘z

fonksiyonunun kismi tiirevleri alinmak suretiyle, yukaridaki denklemden bir

katsay1 kadar fark eden yeni,

o*e . OF®

azzk '—-(Z) (471-) BTk = 0
kismi diferensiyel denklemi elde edildi. Ayrica, ® fonksiyonunun periyot
katlarindan eliptik fonksiyon elde edildi. Caligmanin esasini tegkil eden son
bolimde, k. mertebeden genel teta fonksiyonunun periyotlarimin reel kat-
larina gére deger degigimleri incelendi. Periyotlarin reel katlarindan dogan

ve yakinsak olan katsayilar dizisi yardimiyla

d d
T logo(z1 + O, 7) = = log ¢(21,7)

eliptik fonksiyonu kuruldu.



i

SUMMARY

In this study, C and H always denote complex plane and upper half plane,

respectively. The equation

0 ()T
Oz iwr ) drh
was obtained for a generalized theta function [16]. Further, the value
changes according to the o+ times of periods of the k**—order general theta
function were investigated [26]. Using those works, a new partial differential
equation that differs by a coefficient from that of [16],

0*d

97 "
was constructed by computing the partial derivatives of the function
®(z,7) = ezp (@) > ea:p{arz'n‘l'r + 27rz'n2z}

12 ) =%
which we defined it in complex plane as a holomorphic one. Moreover, an
elliptic function was formed by the multiples of periods of the function @. In
final chapter which forms the basis of this work, the value changes according
to the real multiples of periods of the k**—order general theta function were
investigated. Also, an elliptic function

d

d
7 log (21 + Qs 7) = =— log p(z1,T)
21

d21

was found by the sequence of the coefficients which arises from real multiples

of periods and converges.
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1. GIRIS

Genel olarak eliptik fonksiyon kurmak i¢in, zaman zaman degisik metod-
larla gesitli fonksiyon gruplar1 baz olarak alinmustir. Bu fonksiyon grup-
larindan biri olan teta fonksiyonlarini kullanarak eliptik fonksiyonlara iki
tirli klasik yaklagim mevcuttur. Bu konuda ilk caligmalar, Jacobi ve We-
ierstrass tarafindan yapilmgtir. Her iki matematikgide eliptik fonksiyonlara
yaklagim igin kendilerine ait olan, sirasiyla teta ve sigma yar eliptik fonk-
siyonlarimi kullanmiglardir. Buna ragmen, ginimiizde Jacobi’nin §—teta
ve Weierstrass'in ¢— sigma fonksiyonlarinin birbirine denkligi bilinmekte-
dir [6]. Buna gorede, 1. mertebeden genel teta fonksiyonu kullamlarak,
her iki yaklagimida iceren yeni bir metod gelistirilmistir [19]. Ayrica, [26]
calismasinda Weierstrass'in eliptik ve yan eliptik fonksiyonlarinin 2% pe-
riyot katlarina gére deger degisimleri incelenmiy ve [16] calhgmasinda ise,

genellestirilmis teta fonksiyonun parcal: tlirevleri alinmak suretiyle

e (-_4)” o 0
Hz2n ir ) drr
denklemi elde edilmigtir. [12])'de ise teta fonksiyonlari ile olugturulan karesel

bagintilar ve diferensiyel denklemler bulunmustur.

Bunlara paralel olarak dort bolimden olan bu galigrmada, Girig kismina
ayirdigirmz birinet bolimde, caligma ile ilgili kisa bir literatir ozeti ve
bu caligmanin igerigi anlatilmigtir. Temel kavramlara ayirdigimz ikinci
boliimde ise bu galigma esnasinda kullanilan baz: temel Tanim, Teorem ve
dzelliklerden bahsedilmigtir. Ugﬁncﬁ bélimde ise,

8 [:j} (z,7) = ng:oo e:cp{?z'z(n + %) +1x7(n + %)2 — 1€’ (n + %)}

serisi ile tamimlanan, 1. mertebeden genel teta fonskiyonu ve bazi 6zellikleri,



€ 1 1 0 0
bu seride karakteristiginin, , , , alinmasiyla elde
e 1 0 0 1

edilen dort esas 64, 8,, 03, 84, teta fonksiyonlarinin sifir yerleri ve bu fonk-
siyonlarla ilgili bazi1 bagintilar incelendi. Bu bagintilar tablolarla gosterildi.
Ayrica bu bolimde, k. mertebeden genel teta fonksiyonununda tanimu
yapildy; k. mertebeden genel teta fonksiyonunun = ve 7 periyotlarina gére,
deger degisimleri incelenerek bu fonksiyonlarin yam eliptik olduklar goste-

rilmigtir.

Sonuncu bolum olan dérdinct bélimin ilk kesiminde ise, z € C,7 € H ve

k,n € Z i¢in kompleks diizlemde holomorf olan
ki . 4 . 9
O(z,7) = exp ) Z e:np{mn T+ 27in z}

fonksiyonu tanimlanarak, pemyotla.nmn katlarina gore deger degigimleri

incelendi ve eliptik fonksiyon tegkil edildi.

Ayn1 bolimin ikinci kesiminde ise, ®(z,7} fonksiyonunun kismi tirevleri

alinmak suretiyle,
o & ka“@
0z ~ (07 (4m) Brk

=0

seklinde yeni bir kismi diferensiye]l denklemi elde edildi. Calismanin esasim
tegkil eden bu bolumiin son kisminda, k. mertebeden genel teta fonksi-
yonunun periyotlarinin reel katlarina gbre deger degigimleri incelendi ve
periyotlarin reel katlarindan dogan, ayrica yakinsak olan, katsayilar dizisi
yardimiyla

d 10g (P(zl + Q'.'r: T) o ]-Og (,0(21, )
1

eliptik fonksiyonu elde edildi.



2. TEMEL KAVRAMLAR
2.1. Tanim ve Teoremler

Tanmim 2.1.1: Bir D bélgesinde taniml tek degerli f(z) fonksiyonunu
gozoniine alalm. D bdlgesinin her noktasinda tiirevienebilen f(z) fonk-

siyonuna analitik fonksiyon denir [1].

Tamm 2.1.2: Verilen bir bdlgede, kutuptan bagka singfiler noktasi olmayan

fonksiyona meromorf fonksiyon adi verilir.

Meromorf fonksiyonlar ciimlesi bir cisim olugturur. Bir meromorf fonksi-
yonun tanum bolgesindeki kutuplari ve sifirlar1 sonlu sayidadir. Meromorf

fonksiyonlarin turevleri ve tersleri de meromorf fonksiyondur.

Tanim 2.1.3: Tiim acik kompleks diizlemde analitik olan fonksiyona tam
fonksiyon denir. Bir tam fonksiyon, sonsuz noktas: hari¢ hi¢ bir noktada

singilerlige sahip degildir [21].

Tanim 2.1.4: §2,C kompleks sayilar cisminin bog olmayan bir alt climlesi

olmak tizere,

i) 2, toplama iglemine gére bir gruptur.

i) 2, min sifirdan farkl elemanlan mutlak degerce alttan simirlidir. Yani

w € Q ve w # 0 ise [w] > k olacak gekilde bir k£ > 0 reel sayis: vardir.

sartlarin: saglayan 2 clmlesine latis denir [7].

Latisler 0,1 ve 2 boyutlu olmak tizere, li¢ gesittir.



a) Eleman, sifir kompleks sayisindan ibaret olan latise, yani 2 = {0}

latisine sifir boyutlu latis veya sifir latisi denir.

b) Elemanlari, sifirdan farkl bir kompleks saymm biitiin tam katlarmdan
ibaret olan, yani bu anlamda sifirdan farkli bir kompleks sayr tarafindan
gerilen latise, 1-boyutlu latis veya basit latis denir. Bu tamma gore w € C
ve w # 0 igin

Q={mw:meZ}

cimlesi bir basit latistir.

¢) wi, W, oranlar: reel olmayan iki kompleks say1 olmak tizere,
= {mw +nwy:m,n e Z}

latisine 2-boyutlu latis veya ¢ift latis denir. O halde 2-boyutlu latis, lineer
bagimsiz iki kompleks say1 tarafindan bu anlamda gerilen bir latisdir. £
latisini geren (w1, w,) ciftine, Q) latisi icin bir baz denir. 2-boyutlu Q latisinin

(wy,ws) bazi tek degildir. a,b,¢,d € Z ve ad — be = £1 olmak iizere,

w = aw; + bwy

w o= cw; + duw,

ise (w,w') ¢ifti de § latisi icin bir bazdir. Bu (w;,ws) ve (w,w’) baz ciftle-
rine egdeger baz ciftleri denir. Eger, Im(¥*) > 0 ise Im(¥) > 0 olmas:
igin ad ~ be = +1 alinmaldir [7]. £ herhangi bir latis ve A sifirdan farkh
herhangi bir kopmleks say1 ise,

A ={Iw:we N}

clirnleside bir latisdir. Eger (wy,ws) ¢ifti {2 latisi i¢in bir baz ise (Aws, Aws)



ciftide € latisi igin bir bazdir. Bu Q ve A latislerine benzer latisler denir.

Latisler arasindaki bu benzerlik bir denklik bagintisidir.

Tanim 2.1.5: Q bir latis olmak tzere z; — 25 € {) ise z; ve 2z, kopmleks

sayilar1 ! moduline gére denktir denir ve bu husus
z1 = z3(mod})

yazilarak belirtilir [25]. § modiiline gore denk olma, C de bir denklik

bagintisidir. z € C nin denklik simfiny # ile gosterirsek,
z=z+Q={z4+w: we}

dir. Bu ciimleye ! modilinin bir kalan sinifi veya bir (modQ}) kalan simif
denir. ) latisinin kendisininde © modiiliiniin bir kalan sinifi oldugu agiktir.

Bu kalan simiflarin {z +§2: 2 € C} ciimlesi,
(1 + Q)+ (224 Q) = (21 +22) + Q

olarak tammlanan toplama iglemine gore bir gruptur.

Tanim 2.1.6: Q bir latis olsun. Sonlu kompleks diizlemde (modf}) nmin
herhangi bir kalan sinifinin sadece bir tek elemanini ihtiva eden basit irtibatl
boélgeye {2 latisinin temel bolgesi denir. Diger bir ifadeyle ! latisinin temel
bolgesi, (mod2) ya gore birbirine denk olan noktalardan sadece birini ihtiva
eder. O halde sifir latisinin her bir kalan simifi bir z kompleks sayisindan
ibaret oldugundan, sifir latisinin temel bolgesi biitin dizlemdir. Eger, {2
latisi, w tarafindan gerilen basit latis ise, temel bolgesi, iki parelel dogru ile
sinirlanan sonsuz bir serittir. z, bu dogrularin biri fizerinde ise diger dogru
z 4+ w noktalarinin geometrik yeridir. Bu dogrularin biri temel bolgeye

dahil fakat digeri dahil degildir. Latis ¢ift ise, temel bolgesi, bir ¢ok gekilde



secilebilir. Ornegin,
Q={mw+nw,: 0<m, n<l}

parelelkenar1 bunlardan biridir. Bu temel bdlgeye bir kége ve bu kdsgeyi

olusturan iki kenar dahildir.

Tamm 2.1.7: Kompleks diizlemin bir [} bolgesinde tanimlanan ve sabit
olmayan analitik f(z) fonksiyoriu, f(z + 2w) = f(z) sartini saghyorsa f(z)
fonksiyonuna periyodik fonksiyon, 2w € € ye de f{z) nin periyodu denir.
f(z) periyodik fonksiyonu igin,

fet+2w) = f(2)
flz=2w) = f(2)
f(z + n2w) = f(z), (ne Z)

yazilabileceginden, 2w periyodlarinin ciimlesi bir latistir. Bu latise f(z)
nin periyod latisi denir. f(z) nin periyod latisi 1-boyutlu ise f(z) ye basit
periyodik fonksiyon denir. Basit periyodik fonksiyonlarin periyodlari n2w
geklindedir. 2w, fonksiyonun esas periyodudur. Eger, f(z) periyodik fonksi-
yonunun periyot latisi 2-boyutiu ise, bu fonksiyona ¢ifte periyodik fonksiyon
denir. Cifte periyodik fonksiyonlarin periyotlari m2w; 4+ n2w, seklindedir
(m,n € Z). Bir periyodik fonksiyonun tiirevide ayni periyotlu bir periyodik

fonksiyondur.

Tanim 2.1.8: Acik kompleks diizlernde meromorf olan basit periyodik fonk-

siyonlara dairesel yada trigonometrik fonksiyon denir.

Teorem 2.1.1: Eger f(z) ve g{z), ayn1 periyotlu periyodik fonksiyonlar ise

f)tolz), f2)gle) ve % (6(2) £0)



fonksiyonlar: da aym periyotlarla periyodik fonksiyondurlar [6].

Tanim 2.1.9: Agk kompleks diizlemde meromor{ olan ¢ifte periyodik fonk-
siyonlara eliptik fonksiyon denir. Bir eliptik fonksiyonun mertebesi diye, bir
periyot paralelkenarindaki kutuplarimin veya sifirlarinin sayisina denir (Bu-

rada her kutup ve sifir yeri, kathhig kadar sayilir).
Teorem 2.1.2: f(z) eliptik fonksiyonu tam ise sabittir.

Ispat: f (z) eliptik fonksiyonu tam ise periyot paralelkenarinda higbir sin-
giler noktast yoktur. Dolayisiyla |f(z)| < K olacak sekilde bir K sabiti
vardir. Boylece, |f(2)] < K ise f(z) agik kompleks diizlemde simirh olur ki

Liouville Teoremi geregince sabittir.

Teorem 2.1.8: f(z) ve f1(z), verilen bir latiste ortak periyotlu iki eliptik

fonksiyon olsun. Bu taktirde,

i) Bu iki fonksiyon, aynmi kutuplara ve bu kutuplarda sirasiyla ayni esas

kisimlara sahipse bu fonksiyonlarnn farklar sabittir.

i1} Katliiklar hesaba katilmak tizere, kutup ve sifir yerleri ayn1 ise bu fonk-

siyonlardan biri digerinin sifirdan farkli bir sabit katidir [6].

Teorem 2.1.4: Bir f(z) fonksiyonunun bir kafesdeki bitin kutuplarna

kargilik gelen rezidileri toplam sifirdir [6].
Teorem 2.1.5: Birinci mertebeden bir eliptik fonksiyon sabittir.

Ispat: f (z) birinci mertebeden bir eliptik fonksiyon ise, kafesde basit bir
kutbu vardir. Bu kutbu, z = 8 ile gosterirsek, f(z) nin B kutbundaki esas



kisrm ;—_’-1?3- dir. Boéylece, A sayisi bu kafesde f(z) fonksiyonunun z =
noktasindaki rezidlistidir. A # 0 oldugundan bu durum Teorem 2.1.4 e ters
diger. O halde sabitten farkh birinci mertebeden eliptik fonksiyon yoktur.

Yani, sabitten farkli eliptik fonksiyonun mertebesi en az 2 dir.

Teorem 2.1.6: Ortak periyotlu herhangi iki eliptik fonksiyonun toplamui,

farki, ¢arpimm ve bolimide aym periyotlu eliptik fonksiyondur [6].

Teorem 2.1.7: Biitiin ortak periyotlu eliptik fonksiyonlarin climlest bir

cisim olusturur.

Ispat: fi(z) ve fa(z), ortak periyotlu iki eliptik fonksiyon olsun. fa(z) # 0

olmak tzere, meromorf ve periyodik fonksiyonlarin ézelliklerinden,

fi(2)
fa{2)

fonksiyonlarida aym periyotlu eliptik fonksiyonlardir. Bu fonksiyonlarin

Hi(2) £ fol2),  fi(2)fa(2)

ciimlesine sabit fonksiyonlar: dahil edebiliriz. Clinkii, sabit fonksiyonlarda
herhangi periyotlu periyodik fonksiyonlar olarak digtnilebilir. 1 ve 0 sabit
fonksiyonlarni, sirasiyla ¢arpma ve toplama iglemlerinin dzdeg elemanlarn
olarak alabiliriz. Boylece ortak periyotlu eliptik fonksiyonlar bir cisim tegkil

ederler.

Tanim 2.1.10: f(z) meromorf fonksiyonu,
Flz + 2w} = K1 f(2)

F(z + 2wz) = K5 f(2)

sartlarint sagliyorsa, f(z) fonksiyonuna ikinci gesit eliptik fonksiyon denir. -

Burada, K; ve K, sabitleri z den bagimsiz olup §2 ya baghdirlar.



Tanim 2.1.11: g(z) meromorf fonksiyonu,
g(z + 2w;) = €**Fg(2)

9(z + 2wa) = e *g(2)

sartlarini saghyorsa, g{z) fonksiyonuna {¢linct gesit eliptik foni(siyon denir,
Burada, a,b,c,d sabitler, z kompleks defigken ve 222 ¢ R dir. Ikinci ve

2urq

i¢uncii ¢esit eliptik fonskiyonlara yari-eliptik fonksiyonlar da denir.

Tanim 2.1.12: Reel sayilar cismi R, kompleks sayilar cismi C ve Riemann
kitresi C ile gosterilsin. a,b,¢,d € C ve ad — be # 0 olmak tizere,

L:C—C, z—->w=L(z)=ZIZ

ile tamimlanan fonksiyona inhomojen lineer dontigum denir.

Tanim 2.1.13: a,b,c,d € C icin detA = ad — be # 0 olmak iizere, A; A =
a
( seklinde 2 x 2 matrislerinin grubu olsun. L,C? den C? {izerine tersi

¢
olan lineer dontgimlerin bir grubu ise, A € A4 i¢in

La:C*=C z-w= Az

seklinde tamimlanan fonskiyona homojen lineer dénusum denir. Burada,

wy

Az carpimt z = { :l € C? kolonu ile A nin matris carpimudir. Ele-
Wy

manlar tamsay: ve detA = 1 olan homojen lineer dénusliime, homojen

modiiler dénigim denir. Homojen mediiler dénisgilimler, fonksiyonlarda

bilegke iglemi ile bir grup teskil eder ki bu gruba moduler grup denir ve

a b
I'= : a,be,de Z, detA=1
¢ d

ile gdsterilir. Inhomojen modiler dénistimlerin grubu ise,

P={i: AcT}
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0,

a b
olarak tamimlanir. Burada A = ( ) iken
c

bi¢ciminde bir doniisimdiir.

Tanmim 2.1.14: H = {r € C: Imr > (0} st yan diizlem ve wy,w; € H

igh 7 =%, Imr>0 olmak tzere, f(7) fonksiyonu,

i) Bittun 7 degerleri igin geni§letilmi§ H* = HU {ic0} tst yar1 diiz-

leminde analitik ve

ii) Her 7 € H* ve A € I' igin

FA(T)) = (er + &) f(7)

yazilabiliyorsa, bu f(7) fonksiyonuna % agirliklt modiler form denir.

Eger & = 0 ise bu bir modiiler fonksiyon ifade eder.
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3. TETA FONKSIYONLARI
3.1. Birinci Mertebeden Genel Teta Fonksiyonu

Tanum 3.1.1: e,¢’ herhangi iki reel say1 olmak tzere,

€ > ) £ ) € . €
0 L’} (z,7) = nzZ_:m e:cp{sz(n + ?2-) +inr(n + 5) — e’ (n + E)} (1)

seklindeki diizglin yakinsak bir seri ile tanimlanan fonksiyona 1. mertebeden

£
genel teta fonskiyonu denir [18]. Burada ,:| gosterimine teta fonksiyonu-
£

€
nun karakteristigi denir. Biz bu ¢aligmamizda [ ’} karakteristigini

[

1 1 0 | 0
1 b B L
den biri olarak sececegiz. =z bir kompleks sayi, 7 ise Ust yar: dizlemde
herhangi bir noktadir. 7 = ﬁf ve Im7t > 0 dir. C kompleks diizlem, H st
yar1 diizlem olmak {izere, (1) serisi C x H uzayinm kompakt alt kiimelerinde
mutlak ve diizglin yakinsaktir ve C x H da analitik bir fonksiyon tammlar.

T

(1) serisi, ¢ = '™ alinarak, ¢ parametresine gore,

) .o . ' o
BH ()= 5 ettt @

seklinde de ifade edilebilir. Burada 7= (? =r+isves > O ise lg| =e"™ <

1 olur.

Birinci mertebeden genel teta fonksiyonu, cogu kez ¢ ve r sabit kabul

€
edilerek, sadece z nin fonksiyonu olarak diginulir ve 8 ’ (z) seklinde
3

gosterilir. Burada, temel periyot latisinin (2w,2w;) bazi, (#,77) olarak
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alinmugtir. Simdi birinci mertebeden genel teta fonksiyonunun bazi 6zellikleri

tizerinde duralim. Birinci mertebeden genel teta fonksiyonunun tammindan,

€+ 2a €
, J(z,r)ﬂ[ } (2,7) (3)

& £

6 { : (2z,7) = e>™g IiEJ (2,7) (4)
e+2b] el

esitlikleri yazilir [18). Burada, a ve b herhangi iki tamsayidir. e™*™ nin

degeri, € cift bir tamsay: ise 1, tek tamsay ise (~1)° dir. (3) ve (4) @
birlikte ditguntirsek, .
6 {EHGJ (2,7) = (~1)0 [EJ (z,7) 5)
e +2b e

yazilir. Yine tanimdan,

9 [j (—z,7) =0 { _Ef} (z,7)
£ —E

oldugu hemen gorulir. Bu esitlikte € bir tamsay: ise, € sayisimn isaret degi-
simi esitlifi degigtirmez. Fakat ¢’ bir tamsay1 oldugunda &' sayisinin igaret
degigimi herbir terimi e~**¢'" kadar degistirir. Eger her ikiside tamsay: ise,

5 .l e
0 { } (~2,7) = (~1)'6 [ } (2,7) (6)

£ £

E .
olur [19]. O halde, c¢’ garpim tek ise 6 [ ’jl (z,7) fonksiycnu tek, e
€
€
carpim ¢ift ise ¢ : (2,7) fonksiyonu ¢ift fonksiyondur.

£

Teorem 3.1.1: «a ve 8 reel sayilar olmak tizere,
e+ 8
7

9
e !

(+3frmr) (D)

2 ; ‘ﬂ't’
(2,7) = g 7 g [

£

£ € -
9[ , }(z,r):ﬂ[ I] (z+a§,f) (8)
£ —a 2
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dir.

Ispat: (1) serisinden,

e+ O pin(nt BB ) imr(nd S 2 i (s SEB

6 (Z,T) - Z eZ:z(n-{— 3 HinT{n =55 )% —ine! (n+ : )
6'

n=—00

co
_ Z 621.'2(:1,+%)eizﬁq(n+2%£)2 e—:':-rel(n-i-%)e—i?rel(g)
n=—cc

. . 2 = . . .
— etzﬂ—ure'gq% Z eliz(nt+g)tirr(nt £)¥+irr(nt §)B—ine’ (n+£)
==co

g iﬁ(z-—f—i) = 2i(24-L Br7)(n+ &) inT(n+£)2—ine! (n+£)
= gfte z z e 2 2 2 € 2

N==00

2. me’ € 1
= qﬁTe!ﬁ(z—T)g { ,J (z + §ﬁ1r'r, 7)

13

elde edilir. Yine, (1) serisinde ¢’ yerine ¢’ — o yazilirsa,

£ hoasd iy EVpinr(nd £ —in(e!— .
0 l:E, :l(z,'r) = Z e {(nt$)+inr(nt 5)*—in(e'—a)(n+5)

el 4 n=—=00

oo )
—_ Z e2iz(n+§)+i7r'r(n+%)z—iwe’(n+-;—)+i7ra(n+%)

n=—0o0
(=]

— Z e2i(z+a§)(n+52-)+i7rr(n+-;-)2 —ine' (nt§)
n=—00

= 0 Li] (z-i—ag,r)

elde edilir. (7) esitliginden

EI

€ 2 : =’
) { :l (z + lﬂ’ﬂ'?‘,‘]‘) = q"pT e~
g 2

e+ p
] (z,7)
yazihir. Bu egitlikte z yerine z + o % yazilip, (8) esitliide gézdniine alimirsa,
€ e+ p
6
EI

2 : 1ot
(z + E(oz + fr)w,7) = g~ T emifl=i(e'—alrlg
g — o
elde edilir. §imdi zel olarak, m,n tamsayilar olmak iizere, @ = 2m, § = 2n

- (57)  (9)

ve g,€' € Z ise (9) esitliginden,
2
6 Ii ¢ ge—2£n[z—%-(e’—‘2m)7r]9 €t 2n
Ef

(z+mr+nrr,7)=¢"" (2,7)

g —2m
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yazilir. (5) esitligi gozonine alinirsa,

£
9[
e

egitliginden,

£
9[
e

bulunur. Demek ki, birinci mertebeden genel teta fonksiyonu, ¢ifte periyo-

£
(z + T _|_ nrT, T ) — q-—n —2niz4-inme’ —Ztm'mr( )msa { ’J (Z,T)
. £

' : €
(Z -|—m71'-}-n1r1',1') — (__1)me+ns q—n_?e_ztnza |: ’} (Z,T) (10)
£

dik degildir. Bu fonksiyon, cifte periyodik olmadigindan eliptik fonksiyon
da degildir. Ancak, z degiskeni mn+n=7 kadar degistiginde fonksiyon istli
bir garpan kadar fark eder. Bu nedenle, teta fonksiyonlar: yar: eliptik fonk-
siyonlardir. (e, ) reel say1 ¢ifti {e, 8) = (1,0),(0,1),(1,1) olarak alinirsa,
(9) esitliginden

g -1

(+3) = 9[ ) }(z)

£ 1 b £+1
9[ (z+5) = 9'“”65”19[ }(z)
e 2 ¢!
o E _5 e 3 -1mig e+1
— tz EE_ e
g (z+ —I—2) g tee v (2)

£
bagntilar: elde edilir. Bu bagintilara, 8 [ !} (z) fonksiyonunun yar peri-
£

yotlara gore oteleme formiller: denir.

3.2. Dort Esas Teta Fonksiyonu

£
Birinci mertebeden genel teta fonksiyonunda, , karakteristiginin (1,1),
£

(1,0), (0,0}, (0,1) degerlerine kargihik gelen 6, 6, 03,04 dort esas teta fonk-

siyonu sirasiyla agagidaki gibi tammlamr.

1 oo \
91(2, q) =0 z 7- = —3 Z 11 (n+ ) 12(2n+1) (11)
1

n=—0o
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1 0 .
Bz(z,q) =4 [0] (z,q-) — Z q(n+§-) 6—12(2n+1) (12)

n=—03

0
Os(z,q) = 0 0}(27 Z g’ etz (13)

n==—oco

o0

0] :
Os(z,9) = 0 L (z,7) = 3 (<1)g™e™ (14)

n==co

Bu dért esas teta fonksiyonunun periyodik oldugunu ve ayrica ¢, ile 8, fonk-
siyonlarimin asli periyodunun 27,83 ile §; in asli periyodunun 7 oldugunu

yukaridaki esitliklerden gérmek kolaydir.

Teorem 3.2.1: 6,(z,¢) fonksiyonu,

b1(z+7) = —b0i(z)
bz +7r) = —g 0 (2)

Oi(z47+77) = ¢ lemH0(2)
fonkiyonel denklemlerini saglar.

1

1
n=0),(m=0n=1)ve (m = 1,n = 1) degerleri kullamilarak sirasiyla

Ispat: (10) bagintisinda alinarak ve sira ile (m =1,

yukaridaki bagintilar elde edilir. Ay dislinceyle, (10) bagintisindan, diger
teta fonksiyonlar: i¢in benzer baZintilar bulunur. Bu bagintilar agagidaki

tabloda verilmistir.
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Tablo 1
z24+7 Z4+wT z4w+wT
01(z) | —6(2) | —=Nb:(2) | Nb.(z)
B2(z) | ~02(2) | Nb(z) | —NBby(2)
03(2) | Ga(2) | Ns(z) Nbs(z)
04(2) | 84(z) | —NO4(2) | —N8by(2)
N = g-lg~%=

Teorem 3.2.2; #,,8,, 05 ve 8, fonksiyonlan igin,

T
bi(z +5) = bafz)
6y (z + g + ’;_T_) = g te
T
bi(z + ) =
bagntilar: vardir.
. 1
Ispat: (9) bagintisinda =
3 1

ozel olarak (1,0),(1,1),(0,1) seklinde segersek yukaridaki bagintilar sirayla

olarak alp, (&, B) reel say: ¢iftini de

—iza3(z)

i e 04(2)

elde edilir.
Tablo 2
z+% | 24+ 5+ z+ &
0:(2) | B2(2) | M7103(2) |iM™1,(2)
b5(z) | =01(z) | —eM~204(z) | M~163(2)
O3(z) | 64(2) iMT10,(2) | M~10,(2)
8.(7) | 6a(z) | M-10,(2) |iM~16.(2)
M = q%eiz
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€ 1 0
Aym digiince ile {9) bagintisinda [ ’J karakteristigl sira ile [ } , [ J ,
€ ‘ 0 0

NE olarak alinip, her bir karakteristik igin (e, 8) reel say1 gifti (1,0),
(1.1),
(0,1) seklinde secildifinde yarim periyotlar igin biitiin esas teta fonksiyon-
larimin doniiglim bagintilarn elde edilir. Bu digtinceler yukaridaki Tablo 2

ile verilmigtir.

3.3. Teta Fonksiyonlarinin Serisel Ifadeleri ve Sifir Yerleri

co
ﬁl(z,q) = — Z (_l)nq(n-{-é—)zeiz@n-i—l)’

n=—00

'oo n_(n+l)? i(2n —n-1_(n+3)? _—iz(2n
= =i {(1rglA ) o (g ek i)}
=0

) iz{2n4+1) _ ,—iz(2n41

n=0 2

= 23 (=1)"g"*2 sin(2n + 1)z

n=0
HI(Z,Q)=29':_ Sin2m2q%sin32+2q275sin5z_... (15)

elde edilir. Buradan, 6:1(z,q) fonksiyonunun tek ve tam fonksiyon oldugu
gorilir. Acik olarak, z = 0, bir sifir yeridir. Genel olarak, sifir yerleri, baz
(r,77) olan, 1, periyot latisinin noktalanidir. Yani, 2 = mm + nw7 veya

z = 0 (modf),) dir.

() = 3 e,

- i {q(n+§)2eiz(2n+1) + q(n+%)26—iz(2n+1)}

n=0
oo eiz(2n+1) + e—iz(2n+1)}

- (n+3)?
23 g {

n=0
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= 2Zq("+ cos(2n + 1)z

n=0
82(z,q) = 2% cos z + 2g% cos 3z + 2¢'* cos Bz + -+ - (16)

elde edilir. Boylece 85(z, ¢) fonksiyonunun cift ve tam fonksiyon oldugu
gorilur. (z) = 6i(z + }) bagintisindan, 6;(z,¢) fonksiyonu igin z = §
noktasi sifir yeridir. Genel olarak, bu fonksiyonun sifir yerleri, z = mm +

nat + I veya z = L(mod(),) noktalaridir.

E q n? ‘2mz

n=—00

= 1+ i {qn2 eZm'z + qn26—2niz}

n=1
0 o eZ'niz + e-—2m'z
n=1

= 142> g" cos(2nz)

n=1

03(z,9)

03(z,q) = 1 + 2gcos 2z + 2g* cosdz + ++ - (17)

elde edilir. Bdylece, 8;(z, ¢) fonksiyonu da ¢ift ve tam fonksiyondur. 83(z,¢)
= ql‘e‘zﬁl(z + Z 4+ T7) esitligi gozoniline alinirsa, 63(2, ¢) fonksiyonunun sifir
yerinin z = 7+ % oldugu aciktir. Genel olarak, bu fonksiyonun sifir yerleri,
z=mw +nr7 + § + 5 veya z = § + T (modfl,) noktalandir.

oo

94(2,(1) — E (__l)ﬂqni621".1'21

n==00

= 1+ 2 { 'n. n Zm.z + (_1)—nqn2 e—2niz}
B o 2 e2m’z + e—Zm'z
R N

= 1-[—22 1)"¢™ cos(2nz)

n=1

f4(z,9) = 1 — 2gcos 2z + 2¢" cos 4z — 2¢° cos bz + - - - (18)
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elde edilir. Bu ifadeden, 84(z,¢) fonksiyonunun ¢ift ve tam fonksiyon oldugu

goriiliir. 04(z,q) = —igtedy(z + TT) esitliginden, 64(z,q) fonksiyonunun

sifir yerinin z = T noktas: oldugu goriiliir. Genel olarak, bu fonksiyonun

sifir yerleri, z = m7 + nw7 + &~ veya z = %(mon,) noktalardir.

Teorem 3.3.1: r = 1,2,3,4 olmak fizere, 4.(z) fonksiyonunun z ye gore

turevi 0.(2) ise,

Gzt 8()

0.(z + ) 6.(z)
0z 4+ 77} iy g.(2)
6.(z +mT) 2 6.(z)

dir [6].

Teorem 3.3.2: Teta fonksiyonlar: herhangi bir latiste bir tek sifir yerine

sahiptir.

ispat: Rezidi teoreminden,

1 [6(2)
o Je 8(2)

dz = {C nin i¢indeki 8,(z)nin sifirlarinin sayisi}

yazilir. Burada, #(z), dort esas teta fonksiyonlarindan herhangi birisidir.

C, kogeleri t, ¢t + 7, t + 7 + 77, t + =7 olan kafesin ¢evresidir.

1 9"(3) t+a t+1r+1r'r 4T t 6’(2)
wilage=mll L for a5 ¢
21t Je 6(z) 2= 2i PR + t+rrl 6(2) #

1 t+r (§'(z) (2 + =7) t+rr [ (2 + w) 9'(z)

T omi u { 62) " Bty T J T T

Teorem 3.3.1 den
i+
- L / 9%idz = 1

27 Jy

bulunur.
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3.4. k. Mertebeden Genel Teta Fonksiyonu

€
Tamim 3.4.1: k, pozitif bir tam say, [ ,} , bir karakteristik ve Im7 > 0
5

£
olmak lizere, her bir 7 icin 8, L"] (z,7), z nin analitik bir fonksiyonu olsun.

Ayrica, bu fonksiyon,

0 (z4+1,7) = (=1)6« l: ;} (z,7)

€

€-| . . c
O | |(z+71) = (=1)7em %G | 1 (2,7)
)

£
egitliklerini de saghyorsa, 8, { ,} (z,7) fonksiyonuna (z, degigkenine, 7 pe-
€

€

riyoduna ve [ ’] karakteristifine sahip ) k. mertebeden genel teta fonk-

[

£
siyonu denir [22]. Burada, 6, I (z,7) agik bir bagintidan ziyade fonk-
£

siyonel esitlikler yardumyla tanimlanmig fonksiyonlarin bir simifini temsil
eder. Dikkat edilecek diger bir husus ise, daha 6nce ele aldigirmz teta fonk-

siyonlar: birinci mertebeden teta fonksiyonlaridir. Ayrica, dikkat edilmelidir

€ ) K : . -
ki, 8 [ , (z,7) ile 8 [ :} (z,7T) nin ¢arpumi, bu tanima gore, karakteristigi
e Iz
€+ p _ .
, ) olan 2. mertebeden bir teta fonksiyonudur. k. mertebeden bir
€ 4y ]

teta fonksiyonu, 1. mertebeden & tane teta fonksiyonunun garpimu ola-
rak bulunabilir. k. mertebeden, teta fonksiyonunun karakteristigi, k& tane
karakteristigin matris toplamidiz. Buna gore,

N e

€] A £ _6’1—I~es’2—}----—|—e3§c

= o, “,} (2,7) (19

H
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dar.

p = e1+ex+ - +ep=0(mod2) ise p=0
g = € +eat-tep=1mod2)ise p=1
po= el tes+ - +e,=0(mod2) ise ' =0

po= eitest--+e,=1(mod2) ise y' =1
1 1 0 0

) ) , , degerlerini ala-
1 0 0 1

Simdi, k. mertebeden genel teta fonksiyonunun iki boyutlu genel peri-

7
olacagindan, l: ’J karakteristigi,
#

caktir.

yot latisine gére deger degisimlerine bakalim. Bu latisin, 2w;, 2w, lineer

bagimsiz iki kompleks say1 ve Im2%2 = Imt > 0 olmak {izere,
Q= {m2w; + n2wy: m,n € Z}
oldugunu biliyoruz. Eger, (2w, 2w,) = (w,7w7) alinirsa bu latis,
Qr={mr+nrr: mneZzZ}

olacaktir. Birinci mertebeden genel teta fonksiyonunun {2, latisine gore

deger degigimi (10) ifadesiyle,

€1 f . 2_gn; £1
g (z 4+ mr +nrr,7) = (=1)Mrtna e inag (z,7)
€1 €1

olarak verilmisti. Bundan faydalanarak, genel teta fonksiyonunun 2, lati-

sine gore periyodiklik durmumunu inceleyelim. Bunun igin,

-81 ] meyne! _ —inTn?—2niz —61 ]

| (z +mr 4 nor,7) = (1) T 61 | (z7)
L€1 L €1 ]
-62- mes +neh ,—inrn?—2niz —82

| (z +mrm+nanr,7) = (=1)"2 "2 0|  |(z7)
L &2 ] L &2



Ek o e
81 | (z4mr+nrr,r) = (=1 ertnehemimmi=tnizg | | (5 0y
I !
&g ¢,
egitlikleri taraf tarafa carpilirsa,
€1+ +e ' |
ii : f (z +mT + nrT, ’r) = ('—l)m(al+€2+"‘+5k)+”(5'1+‘52+'"+5;;)
] R €y

€1+ -+ &k

/ ' (Z’T)
61+”'+€k

2 n:
xe TikTN ‘kazgk [

olur. Buradan,

# - : K
bk { ,} (z + m7 + nar,7) = (1)t gminkrn? —2nikzg i: !} (z,7) (20)
7

Y
elde edilir [19]. Bu {20) esitligide bize, k. mertebeden genel teta fonksiyo-
nunun {2, latisine gore, ¢ifte periyodik olmadigini ifade eder. Dolayisiyla, k.
mertebeden genel teta fonksiyonu eliptik degil, yan eliptik bir fonksiyondur.

(20) ifadesinden, m ve n lizerinden toplam alinirsa,

= IJ’ i I : 2 :
E 0!: (Z + mmr + nwr, T) — Z (__1)mf.£+n,u. e—t?rk‘rn —2nikz
ML nsE—0o H:’ mn=—0o

x 8y I:#’} (z,7) (21)
t

bulunur [20].
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4. ELIPTIK FONKSIYON VE DIFERENSIYEL DENKLEM
TESKILI

4.1. Teta ve Eta Fonksiyonu Yardimiyla Tanimlanan ®(z,7) Fonksiyo-
nu Ile Eliptik Fonksiyon Tegkili

Bu boéliimde, dort esas teta fonksiyonu ve teta fonksiyonu cinsinden ta-
nimlanan Dedekind’in Eta fonksiyonunun toplamsal ifadeleri esas alinarak,
kompleks diizlemde holomorf olan &{z, 1) fonksiyonu tamumlandi. Bu fonksi-
yonun, periyotlarinin, rasyonel katlarina gore, deger degisimleri incelenerek,

yar1 eliptik ve daha sonrada eliptik fonksiyon tegkil edildi.

Tanim 4.1.1: z € C ve Imz > 0 igin

7(s) = % TI(1 — &) (22)

n=1

fonksiyonuna Dedekind’in Eta fonksiyonu denir [5].

Tanim 4.1.2. 03(z,7) fonksiyonunun serisel ifadesi, Im7 > 0 i¢in

93(2‘,2\,..,.).= Z e'rrinz'r+21\'inz (23)

n=—00

seklinde z nin bir tam fonksiyonu olarak tamimlanir [4].

(22) ve (23) ifadelerini birlikte diiginerek, z € C,7 € H ve k,n € Z iin
(:D(Z,T') — 65122.‘; Z e'rrin47+27rin2z (24)
nez
seklinde iki degiskenli ® fonksiyonunu tamimiayalim. Bu fonksiyondaki

sonsuz seri, C X H uzayinin kompakt alt kiimelerinde mutlak ve dizgin



yakinsaktir. Dolayisiyla, ® analitik bir fonksiyondur. Bu fonksiyon igin
[Imz| < ¢ ve Im7 > ¢ alhnirsa,

4 ) _ nt n?
grintT2min®z| 6( ) e(21rc)

yazilir. Ayrica,

e(—1'rc)"‘f? e(2'Jrc) <1

olacak gekilde bir np sayisimin segilmesi ile

- | ] —mym¥(n?—ng)
g™ T+42minz < e( ne)

esitsizlifinden serinin dlizgiin yakinsakhig gérilar [15].

Simdi, (24) ile tanimlanan fonksiyonun % ve I yar1 periyotlarinin, r nin
T n

1,2,...,r degerleri igin, 51; katlarina gore deger degisimini elde etmek igin,

(24) ifadesinde z yerine z 4+ (% + %) alarak,

r =1 1igin,

1 m T ki rintr42rin? [z-}-l( L )]
£ ZtaT
O T G
n n nez
— e";—’; Z ewin4r+2'n‘in2z+1r2i+ﬂ'2£1'

nez
— ew2i+7r2£—r¢)(z T)
)

elde edilir. Buradaki, katsay: degisimi,

oy = exp{m’i + it}

dur.
r =2 i¢in,
]. w T ki WiniT+2’}rin2 [z+ 1 ( g +1'r'r)
e b — = eiz etz
@[2+22(n2+n2),1'] e ) e "
neZ
ki il g2 w28 miir
= ¢12 Z ear'm r+2min Z+T+ 5
neZ

nlir

x2i
— 6T+T®(2,T)
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bulunur. Buradaki, katsay1 degisimi ise,

T2 wlr

a2=ewp{7+ 2 }

olur. Bu gekilde devam edilerek benzer iglemler tekrar edilirse nihayet,

r icin,
1, = T kwi mintr42min? | z4 2 (&+IF)
: = (z+iz
B+ (T + D] = W T e
n n neZ
— ekl—f{,'.- Z e'rrin“r+27r1'n22+—2;f"+——-2";:."7
nez
2-:r2x'+21r2|'1'
= e " &z,7) (25)

olarak elde edilir. Bu son ifadedeki katsay: degigimi ise,

2r2; n 27r2i'r}
o7 2r

o, = exp{

seklindedir. Boylece, % ve I yar periyotlanmin - katlarina gére deger

degisiminden elde edilen katsayilardan terimleri,
Q1,0Q2, ..., Oy ..

olan bir fonksiyon dizisi olugturulursa, bu dizinin genel terimi r € At igin,

(&} = {emp(%?z‘ gqr%'T)}

27 + 27
olur. Bu dizi icin,
Jm{e,} =1

olacag: aciktir. Buna gore, U, = (% + If) ahnirsa, katsayilar dizisi

yvakinsak olan,

272 2riir

P(z+ U,,7) = exp{ 5 + 5

}®(z,7) (26)

elde edilir.
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Yapilan iglemlere gére, (26) yan eliptik bir fonksiyondur. Yan eliptik fonk-
siyondan, eliptik fonksiyon elde etmek igin, (26) ifadesinin her iki tarafinin

once logaritmasi, sonra tlirevi alinirsa,

d d
= log &(z + Uy, 1) = -J;log O(z,7) (27)

T

fonksiyonu elde edilir. Bu fonksiyon ise, 5 ve 23

periyotlanimin 3= katlarina

gore ¢ifte periyodik ve meromorf oldugundan eliptik bir fonksiyondur.
4.2. ®(z,7) Fonksiyonunun Sagladig1 Bagintilar

Bu kesimde, daha 6nce genellegtirilmig teta fonksiyonu igin elde edilen,

g A

BZZn -

i/ 9
denklerni gézoniine alinarak [16], ®(z, 7) fonksiyonunun kismi tirevleri alin-
mak suretiyle benzer bagintilar tegkil edildi. Burada, Imn7 > 0 ve k =

1,2,3... alinacaktir.

Teorem 4.2.1: ®(z, ) fonksiyonu,

*®

ok aqu) B
az4k

5 =0 (28)

+ (=1)**(4n)

seklindeki bagintiy: saglar.

ispat: Bunun i¢in, (24) ifadesinden, z ve 7 ya gore ardigik tiirevleri alalim.

Buna gore,
k=1 icin;
4 Los : .
_687? — (27”')461;7 (TT;—Z') Z n2x467rm*'r+2mn22
nez
5% kmt

- rinir42rinz
5 = (7i)%exp (E-) 37 pixaeminTia

nez
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k =2 igin,
38‘1) ki o d -2
pufiil Q3 8 i 2X8 min*T42wincz
578 (271) e:cp(lz)’én e
64@ N4 ki dxd4 mint s 2
—_— o mnt r42rintz
51 (m1) ea:p(m)%n e
64‘:@ 4k kﬂ.z axdk sint i 2
— , i min® r+2winiz
5k (27r¢) emp( 15 ngn e
62-’?@ 2k kmi A% 2k _mintr+2win?z
5% = (m2)**ezp 5 %n e
turevleri elde edilir. Buradaki, katli mertebeden tiirevler dikkate alinirsa,
o, ,0%0
AT T g =0
5 gto
- = 28 4= = —
028 T o 0
5% P - . 5%
_‘az4k + (_1) (47‘-)2 Hr2k = 0
oldugu gbérilar. Bu ise, teoremin ispatidir.
Teorem 4.2.2: ®{z, ) fonksiyonu,
32(2“‘—1)(1) ‘. _ 8%*-1%
B2@-T) + (—1)"i(4n) Ty =0 (29)

geklindeki bagintiy saglar.

ispat: ispa.tl yapabilmek i¢in, ®(z,7) fonksiyonundan, énce z ye gbre

2(2k — 1) ve daha sonra 7 ya gore (2k — 1). mertebeden parca tirevler

alinirsa,
k =1 igin;
32‘1) . k7L o .
— (21!'1)26 o) Z n2x261rm T+2win‘z
0z°
nez
o ki - .
> — Wiel—"z‘- Z n2x2€1rm*1'+21rm22
N

neZ
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k = 2 igin,
86¢ . knt L4 ]
a - — (271’2)66.1—2_ Z n2x66‘rrm T+2mintz
Z nel
3
0 ‘f - ( )361‘1’;' Z n3x461rin‘*1'+21ringz
or nel
82(2k_1)@ ki : ;
. N 2(2k-1) =2 2x2(2k—1) ,mintr4-27in’z
W = (271'2) e 12 Z T ( )e
nez
H*-1p ) kxi . 4 . 2
a — — (7”)23:—16—1—2- Z n4x2k-—lemn T42win‘z
T nez

oldugu gorilir. Buradaki, tiirev fonksiyonlar: dikkate alinirsa,

e 0%
g—'@iﬂg = 0

6 3
B S =

62(2k—1)@ ~ '62:‘:—1@
922(2k-1) +(=1)F(4m)™ or2k-1 0

denklemleri elde edilir. Boylece teorem 1spat edilmis olur.

Sonug 4.2.1: (28) ve (29) bagntilar: birlikte disiinildrse, ®(z, ) fonksi-
yonu,

: 2k
O (2 = (30)

kismi diferensiyel denklemini saglar.

4.3. k. Mertebeden Genel Teta Fonksiyonunda Periyotlarin Reel
Katlarina Gore Deger Degisimi ve Eliptik Fonksiyon Tegkili

Bu kesimde, daha dnce periyotlarin rasyonel katlarina gore deger degisimi

incelenmig olan [26], k. mertebeden genel teta fonksiyonunun periyotlarinin
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[kinci mertebeden genel teta fonksiyonu igin;

g2 E:‘ + Ef (Z + 2-15(71, + ’H"T), T) — (_1)m(s;+52)+n(e;+s;)6—2wirn2—2x2ni(z+2%(1r+1r1'))
€ + & '
, | €1 -+ &3
61 (57
| €1+ &5
- (__l)m(53+£2)+n(5;+5’2)6~2%2x 2ni(mr+7T) e—fZ'J'ri'rn2 —=2X2niz
) (&1 + €]
6 (z,7)
€1+ €5
€1 + €2 1 i g ool
92 (Z + 2;(?1‘ + TTT),‘T) — (_l)m(51+eg)—§-n(el+52)e-——2m1’n —~2X2ni(z2427 (x+77))
e + &y '
. (&1 + €]
6 (2,7)
€1+ €2 ]

. (__ 1 ) m{e1+e2 )-i-n(t:; +s'2) 6_2 : 2xX2ni{r+wT) e 2ritn? —2X 2niz

) (&1 + €3 |
1, (z,7)
€1 T €5 ]

bulunur. Burada, katsay: degisimi ise,
= (=1t tnEat ) opnl Omirn? — 2 x 2nifz + 2%(11' + 77)|}

olur. Bu sekilde devam edilirse,

k. mertebeden genel teta fonksiyonu igin,

Hk {ﬂ"} (Z 4 2%,_-(7‘_ 4 WT),T) — (_1)m,u+n,u'e—kwirnz—ani(Z-}-?%(1r+1'r1'))
L

o M (2,7)
7

(_1 )m,u+n,u.’e—2 ¥ k2n£(1r+¢r1')e—k1rirn2 —k2niz

g* l: #’jl (2z,7)
7
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(z 4 2%(x +77),7) = (_1)m#+nu’e—kwimhkzni(zw%(w+m))

9* ['”
P’I

ot | | (zn)

!

L £
: 1 . N .
- (_1)mp+n.u'e—2 v k2m(7r+7r'r)e—k1'rrr'n.2—k2ntz

o* ;‘ (z,7)

ifadesi bulunur. Bu son ifadedeki katsay: degigimide,

Y = (—1)""‘”"’"*"e:r;p{—k:rz'rn2 — k2nelz + 2%(71’ +77)]}
seklindedir. Boylece elde edilen bu katsayilardan terimleri,

ST - T ERRS / TR

olan bir fonksiyon dizisi olugturulursa, bu dizinin genel terimi, n € 't igin
{n) = (~-1)’““"’”“rt‘i:t:p{—]m'ri-rr.r,2 — k2niz + 2%(7r + 7))}

olur. Bu dizi igin,

i) =0
olacag: aciktir. O halde, katsayilar dizisi, blitlin kompleks diizlemde yakinsak
olan, 6* ,uf (z,7) fonksiyonunun periyotlarinn, r > 2 igin 2+ katlarina
gore, katsayilarindan olugturulan, fonksiyonun ¢ifte periyodik duruma ge-
tirilmesi daima mimkindir. Dolayisiyla, meromorf olan, bu fonksiyondan,

eliptik fonksiyon kurulabilir. Bu katsayilar dizisinden bir sonsuz toplam

kuralim ve bu toplam,

wr(z) = g(—l)m”"”lemp{—km'rnz — k2nijz + 2%(',7 + 77)]} (31)

olsun. Burada,

E. = (—l)m'”'*”“' ve zy=z+ 2%(7r + %)
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alinirsa, (31) ifadesinden,
er(z1) = > B exp{—knitn® — k2niz } (32)
k=1
fonksiyonu elde edilir. (32) ifadesinin periyodikligine bakilirsa,

wi{zy +7) = > E.;exp{—kmitn® — k2ni(z; + 1)} = @i(z1)
k=1

or(z1 +77) = Ee exp{—k2ninT}exp{—kmitn® — k2niz}
k=1

oldugu gorilir. Yapilan islemlere gore, ¢(z;) fonksiyonun yan eliptik fonk-
siyon oldugunu gorditkk. Bu yan eliptik fonksiyondan, eliptik fonksiyon el-
de etmeye gahsalim. Bunun igin, ¢i(z1) sonsuz toplamindaki, katsayilar

dizisinin belirttigi,
@(2),7) = E. exp{—knitn® — k2niz )

fonksiyonunu gdzéniine alahm. Bu fonksiyonun, {2, latisine gdre periyo-
dikligini incelersek,
o(z1+ Qn,7) = E.exp{—k2nmir}exp{—kmirn® — k2niz}

= exp{—k2nmit}p(z,T) (33)

oldugu goriiliir.

(33) ifadesinin her iki tarafinin nce logaritmasi, daha sonra z; degigkenine

gore tiirevi alinirsa,

—2kninT

logtp(zl"l'ﬂﬂ'a'r) = loge -|—10gtp(21,7‘)

d d —2knimT
o logw(z1 + Oy, 7) = i {log e + log (#1, 7')}
d
= g loge(a,7) (34)

fonksiyonu elde edilir. Bu fonksiyonun, m=« ve nwr periyotlan ile ¢ifte pe-

riyodik, meromorf bir fonksiyon oldugu gorilir. Yani, (34) ile ifade edilen
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fonksiyon bir eliptik fonksiyondur. Béylece, k. mertebeden genellestirilmis
teta fonksiyonunun periyotlarinin irrasyonel katlarina gore, defer degigim-
lerinden elde edilen, katsayilarin olugturdugu fonksiyon dizisinin, bir eliptik

fonksiyon tegkil ettigi gosterildi.
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