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OZET 

Bu ~ah§mada, C kompleks diizlem ve 'H iist yan diizlem olarak almd1. 

Genelle§tirihni§ teta fonksiyonu i~in, 

denklemi elde edildi [16]. k. mertebeden gene! teta fonksiyonunun peri­

yotlanmn 
2
1
, katlarma gore deger degi§imleri incelendi [26]. Bu ~ah§malar 

kullamlarak, kompleks diizlemde holomorf olarak tamrnladtgtmtz, 

fonksiyonunun ktsrni tiirevleri almmak suretiyle, yukandaki denklemden bir 

katsayt kadar fark eden yeni, 

ktsmi diferensiyel denklemi elde edildi. Aynca, i[> fonksiyonunun periyot 

katlanndan eliptik fonksiyon elde edildi. Qah§manm esastm te§kil eden son 

boliimde, k. mertebeden gene! teta fonksiyonunun periyotlarmm reel kat­

lanna gore deger degi§imleri incelendi. Periyotlarm reel katlanndan dogan 

ve yakmsak olan katsaytlar dizisi yardtmtyla 

d d 
-d log r.p(zt + f!,, T) = -d log r.p(zt, T) 

Zt Zt 

eliptik fonksiyonu kuruldu. 
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SUMMARY 

In this study, C and 1{ always denote complex plane and upper half plane, 

respectively. The equation 

was obtained for a generalized theta function [16]. Further, the value 

changes according to the 2\ times of periods of the kth_order general theta 

function were investigated [26]. Using those works, a new partial differential 

equation that differs by a coefficient from that of [16], 

was constructed by computing the partial derivatives of the function 

\I>(z, r) = exp ( ~~i) 1 exp{ 1rin4 r + 21rin2 z} 

which we defined it in complex plane as a holomorphic one. Moreover, an 

elliptic function was formed by the multiples of periods of the function \I>. In 

final chapter which forms the basis of this work, the value changes according 

to the real multiples of periods of the kth_order general theta function were 

investigated. Also, an elliptic function 

was found by the sequence of the coefficients which arises from real multiples 

of periods and converges. 
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1. GiRi~ 

Gene! olarak eliptik fonksiyon kurmak i<;in, zaman zaman degi§ik metod­

larla <;e§itli fonksiyon gruplan baz olai:ak almm1§t1r. Bu fonksiyon grup­

lanndan biri olan teta fonksiyonlanm kullanarak eliptik fonksiyonlara iki 

tiirlii klasik yakla§Im mevcuttur. Bu konuda ilk <;ah§malar, Jacobi ve We­

ierstrass tarafmdan yap1lrm§t1r. Her iki matematik<;ide eliptik fonksiyonlara 

yakla§Jm i<;in kendilerine ait olan, sJrasJy!a teta ve sigma yan eliptik fonk­

siyonlanm kullanmJ§lardJr. Buna ragmen, giiniimiizde Jacobi'nin 11-teta 

ve Weierstrass 'm u- sigma fonksiyonlannm birbirine denkligi bilinmekte­

dir [6]. Buna gi:irede, 1. mertebeden gene! teta fonksiyonu ku!lanJ!arak, 

her iki yakla§lmJda i<;eren yeni bir metod geli§tirilmi§tir [19]. Aynca, [26] 

<;ah§masmda Weierstrass 'm eliptik ve yan eliptik fonksiyonlarmm 2
1
r pe­

riyot katlarma gore deger degi§imleri incelenmi§ ve [16] <;ah§masmda ise, 

genelle§tirilmi§ teta fonksiyonun par<;ah tiirevleri almmak suretiyle 

denklemi elde edilmi§tir. [12]'de ise teta fonksiyonlan ile olu§turulan karesel 

bagmt1lar ve diferensiyel denklemler bulunmu§tur. 

Bunlara paralel olarak dort boliimden olan bu <;ah§mada, Giri§ k1smma 

ayJrdJgJrmz birinci bi:iliimde, <;ah§ma ile ilgili k!sa bir literatiir ozeti ve 

bu <;ah§manm i<;erigi an!atJ!mi§tJr. Temel kavramlara ayirdJgJrmz ikinci 

boliimde ise bu <;ah§ma esnasmda kullamlan baz1 temel Tamm, Teorem ve 

ozelliklerden bahsedilmi§tir. U<;iincii boliimde ise, 

serisi ile tamrnlanan, 1. mertebeden gene! teta fonskiyonu ve baz1 ozellikleri, 



2 

bu seride [ :, ] karakteristiginin, [ ~] , [ ~] , [ ~] , [ ~] ahnmasJyla elde 

edilen dort esas (}1 , (}2 , (}3 , (}4 , teta fonksiyonlannm s1f1r yerleri ve bu fonk­

siyonlarla ilgili baz1 bagmt!lar incelendi. Bu bagmt1lar tablolarla gosterildi. 

Aynca bu boliimde, k. mertebeden gene! teta fonksiyonununda tamm1 

yap1ldJ; k. mertebeden gene! teta fonksiyonunun 1r ve 1rr periyotlarma gore, 

deger degi§imleri incelenerek bu fonksiyonlarm yan eliptik olduklan goste­

rilrni§tir. 

Sonuncu boliim olan dordiincii boliimiin ilk kesiminde ise, z E C, r E 7-{ ve 

k, n E Z ic;in kompleks diizlemde holomorf olan 

fonksiyonu tammlanarak, periyotlarmm 
2
\ katlarma gore deger degi§imleri 

incelendi ve eliptik fonksiyon te§kil edildi. 

Aym boliimiin ikinci kesiminde ise, <P(z, r) fonksiyonunun k1smi tiirevleri 

ahnmak suretiyle, 

§eklinde yeni bir k1smi diferensiyel denklemi elde edildi. Qah§mamn esasm1 

te§kil eden bu boliimiin son k1smmda, k. mertebeden gene! teta fonksi­

yonunun periyotlannm reel katlarma gore deger degi§imleri incelendi ve 

periyotlarm reel katlarmdan dogan, aynca yakmsak olan, katsay1lar dizisi 

yardnmyla 

eliptik fonksiyonu elde edildi. 
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2. TEMEL KAVRAMLAR 

2.1. Tamm ve Teoremler 

Tamm 2.1.1: Bir D bolgesinde tammh tek degerli f(z) fonksiyonunu 

gozoniine alahm. D bolgesinin her noktasmda tiirevlenebilen j(z) fonk­

siyonuna analitik fonksiyon denir [1]. 

Tamm 2.1.2: Verilen bir bolgede, kutuptan ba§ka singiiler noktas1 olmayan 

fonksiyona meromorf fonksiyon ad1 verilir. 

Meromorf fonksiyonlar ciimlesi bir cisim olu§turur. Bir meromorf fonksi­

yonun tamm bolgesindeki kutuplan ve sifirlan sonlu say1dad1r. Meromorf 

fonksiyonlarm tiirevleri ve tersleri de meromorf fonksiyondur. 

Tamm 2.1.3: Tiim ac;:Ik kompleks diizlemde analitik olan fonksiyona tam 

fonksiyon denir. Bir tam fonksiyon, sonsuz noktas1 haric;: hie;: bir noktada 

singiilerlige sahip degildir [21]. 

Tamm 2.1.4: n,C kompleks say1lar cisminin bo§ olmayan bir alt ciirnlesi 

olmak iizere, 

i) n, top lama i§lemine gore bir gruptur. 

ii) n, mn Sifirdan farkh elemanlan mutlak degerce alttan Simrhdir. Yani 

w E n ve w # 0 ise I w I :2: k olacak §ekilde bir k > 0 reel sayiSI vard1r. 

§artlanm saglayan n ciimlesine latis denir [7]. 

Latisler 0, 1 ve 2 boyutlu olmak iizere, iic;: c;:e§ittir. 
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a) Elemam, Slflr kompleks sayJsmdan ibaret olan latise, yam n = {0} 

latisine s1f1r boyutlu latis veya s1f1r latisi denir. 

b) Elemanlan, S1f1rdan farkh bir kompleks saymm biitiin tam katlanndan 

ibaret olan, yani bu anlamda s1f1rdan farkh bir kompleks say1 tarafmdan 

gerilen latise, 1-boyutlu latis veya basit latis denir. Bu tamma gore w E C 

ve w # 0 i~in 

f1 = {mw: mE Z} 

ciimlesi bir basi t latistir. 

c) w1 , w2 oranlan reel olmayan iki kompleks say1 olmak iizere, 

f1 = {mw1 + nw2 : m,n E Z} 

latisine 2-boyutlu latis veya ~ift latis denir. 0 halde 2-boyutlu latis, lineer 

bagJmSIZ iki kompleks say! tarafmdan bu anlamda gerilen bir latisdir. f1 

latisini geren ( WJ, Wz) ~jftine, f1 latisi i~in bir baz denir. 2-boyutlu f1 latisinin 

( w1 , w2 ) baz1 tek degildir. a, b, e, d E Z ve ad- be= ±I olmak iizere, 

w' - ew1 + dw 2 

ise ( w, w') ~ifti de n latisi i~in bir bazd!r. Bu ( WJ, Wz) ve ( w, w') baz ~iftle­

rine e§deger baz ~iftleri denir. Eger, Im(!) > 0 ise Im(:;) > 0 olmas1 

i~in ad- be= +1 almmahd!r [7]. n herhangi bir latis ve A Slf!rdan farkh 

herhangi bir kopmleks say1 ise, 

Af1 = {Aw :wE f1} 

ciimleside bir latisdir. Eger (w1, w2) ~ifti n latisi i~in bir baz ise (Aw1 , Aw2) 
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c;iftide !1 latisi ic;in bir bazd1r. Bu !1 ve .X!t latislerine benzer latisler denir. 

Latisler arasmdaki bu benzerlik bir denklik bagmtJsJdJr. 

Tamm 2.1.5: n bir latis olmak iizere z, - Z2 E n ise z, ve Z2 kopmleks 

sayJlan n modiiliine gore denktir denir ve bu husus 

yazJlarak belirtilir [25]. n modiiliine gore denk olma, c de bir denklik 

bagmtlSldJr. z E C nin denklik s1mfm1 z ile gosterirsek, 

z=z+!t={z+w: wE!t} 

dJr. Bu ciimleye n modiiliiniin bir kalan Sllllfl veya bir (mod!t) kalan Sllllf 

denir. !1 latisinin kendisininde !1 moduliiniin bir kalan Sllllfl oldugu a<;JktJr. 

Bu kalan Slmfiann { z + n : z E C} ciimlesi, 

olarak tammlanan toplama i§lemine gore bir gruptur. 

Tamm 2.1.6: !1 bir latis olsun. Sonlu kompleks diizlemde (mod!t) nm 

herhangi bir kalan sJmfmm sadece bir tek elemamm ihtiva eden basit irtibath 

bolgeye !1 latisinin temel bolgesi denir. Diger bir ifadeyle !1 latisinin temel 

bolgesi, ( mod!t) ya gore birbirine denk olan noktalardan· sadece birini ihtiva 

eder. 0 hal de sJflr latisinin her bir kalan sJmf1 bir z kompleks say1smdan 

ibaret oldugundan, Slflr latisinin temel bolgesi biitiin diizlemdir. Eger, n 
latisi, w tarafmdan gerilen basit latis ise, temel bolgesi, iki parelel dogru ile 

s1mrlanan sonsuz bir §erittir. z, bu dogrularm biri iizerinde ise diger dogru 

z + w noktalannm geometrik yeridir. Bu dogrularm biri temel bolgeye 

dahil fakat digeri dahil degildir. Latis c;ift ise, temel bolgesi, bir c;ok §ekilde 
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sec;:ilebilir. Ornegin, 

n = {mwr + nw2: 0 s m, n < 1} 

parelelkenan bunlardan biridir. Bu temel bolgeye bir ko§e ve bu ko§eyi 

olu§turan iki kenar dahildir. 

Tamm 2 .1. 7: Kompleks d iizlemin bir D bolgesinde tammlanan ve sabi t 

olmayan analitik f(z) fonksiyoriu, f(z + 2w) = f(z) §artmr saghyorsa f(z) 

fonksiyonuna periyodik fonksiyon, 2w E C ye de f( z) nin periyodu denir. 

f(z) periyodik fonksiyonu ic;:in, 

f(z + 2w) = f(z) 

f(z- 2w) - f(z) 

f(z + n2w) f(z), (n E Z) 

yazrlabileceginden, 2w periyodlarmm ciimlesi bir latistir. Bu latise f(z) 

nin periyod latisi denir. f(z) nin periyod latisi 1-boyutlu ise f(z) ye basit 

periyodik fonksiyon denir. Basit periyodik fonksiyonlarm periyodlan n2w 

§eklindedir. 2w, fonksiyonun esas periyodudur. Eger, f(z) periyodik fonksi­

yonunun periyot latisi 2-boyutlu ise, bu fonksiyona c;:ifte periyodik fonksiyon 

denir. Qifte periyodik fonksiyonlarm periyotlan m2w1 + n2w2 §eklindedir 

(m, n E Z). Bir periyodik fonksiyonun tiirevide aym periyotlu bir periyodik 

fonksiyondur. 

Tamm 2.1.8: Ac;:rk kompleks diizlemde meromorf olan basit periyodik fonk­

siyonlara dairesel yada trigonometrik fonksiyon denir. 

Teorem 2.1.1: Eger f(z) ve g(z), aym periyotlu periyodik fonksiyonlar ise 

f(z) ±g(z), f(z)g(z) ve 
f(z) 
g(z), (g(z) =I 0) 
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fonksiyonlan da aym periyotlarla periyodik fonksiyondurlar [6]. 

Tamm 2.1.9: A<;1k kompleks diizlemde meromorf olan \(ifte periyodik fonk­

siyonlara eliptik fonksiyon denir. Bir eliptik fonksiyonun mertebesi diye, bir 

periyot paralelkenanndaki kutuplarmm veya sifirlarmm say!Slna denir (Bu­

rada her kutup ve sifir yeri, kathhg1 kadar say1hr). 

Teorem 2.1.2: f(z) eliptik fonksiyonu tam ise sabittir. 

ispat: f(z) eliptik fonksiyonu tam ise periyot paralelkenarmda hi\(bir sin­

giiler noktas1 yoktur. Dolayisiyla !f(z)! < ]( olacak §ekilde bir ]( sabiti 

vard1r. Boylece, !f(z)! < /{ ise f(z) a\(Ik kompleks diizlemde Simrh olur ki 

Liouville Teoremi geregince sabittir. 

Teorem 2.1.3: f(z) ve f1(z), verilen bir latiste ortak periyotlu iki eliptik 

fonksiyon olsun. Bu taktirde, 

i) Bu iki fonksiyon, aym kutuplara ve bu kutuplarda sJrasiyla aym esas 

kisunlara sahipse bu fonksiyonlann farklan sabittir. 

ii) Kathhklan hesaba kat1lmak iizere, kutup ve sifir yerleri aym ise bu fonk­

siyonlardan biri digerinin sifirdan farkh bir sabit katJd1r [6]. 

Teorem 2.1.4: Bir f(z) fonksiyonunun bir kafesdeki biitiin kutuplarma 

kar§Ihk gelen rezidiileri toplam1 sifirdir [6]. 

Teorem 2.1.5: Birinci mertebeden bir eliptik fonksiyon sabittir. 

ispat: f(z) birinci mertebeden bir eliptik fonksiyon ise, kafesde basit bir 

kutbu vardu. Bu kutbu, z = f3 ile gosterirsek, f(z) nin f3 kutbundaki esas 
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kism1 z~/3 d1r. Boylece, A sayJsJ bu kafesde f(z) fonksiyonunun z = /3 

noktasmdaki rezidiisiidiir. A =f 0 oldugundan bu durum Teo rem 2.1.4 e ters 

dii§er. 0 halde sabitten farkh birinci mertebeden eliptik fonksiyon yoktur. 

Yani, sabitten farkh eliptik fonksiyonun mertebesi en az 2 dir. 

Teorem 2.1.6: Ortak periyotlu herhangi iki eliptik fonksiyonun toplami, 

fark1, ~arpimi ve boliimiide aym periyotlu eliptik fonksiyondur [6]. 

Teorem 2.1. 7: Biitiin ortak periyotlu eliptik fonksiyonlann ciimlesi bir 

cisim olu§turur. 

ispat: /J(z) ve h(z), ortak periyotlu iki eliptik fonksiyon olsun. f 2 (z) =f 0 

olmak iizere, meromorf ve periyodik fonksiyonlarm ozelliklerinden, 

fonksiyonlanda aym periyotlu eliptik fonksiyonlard1r. Bu fonksiyonlarm 

ciimlesine sabit fonksiyonlan dahil edebiliriz. Qiinkii, sabit fonksiyonlarda 

herhangi periyotlu periyodik fonksiyonlar olarak dii§iiniilebilir. 1 ve 0 sabit 

fonksiyonlanm, Sirasiyla ~arpma ve toplama i§lemlerinin 6zde§ elemanlan 

olarak alabiliriz. Boylece ortak periyotlu eliptik fonksiyonlar bir cisim te§kil 

ederler. 

Tamm 2.1.10: f(z) meromorf fonksiyonu, 

f(z + 2wi) = I<If(z) 

§artlanm saghyorsa, f(z) fonksiyonuna ikinci ~e§it eliptik fonksiyon denir. 

Burada, I<] ve !{2 sabitleri z den bagimSIZ olup n ya baghdirlar. 
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Tamm 2.1.11: g(z) meromorf fonksiyonu, 

§artlanm saghyorsa, g(z) fonksiyonuna iic;iincii c;e§it eliptik fonksiyon denir. 

Burada, a, b, c, d sabitler, z kompleks degi§ken ve ~ tf: R dir. Ikinci ve 

iic;iincii c;e§it eliptik fonskiyonlara yan-eliptik fonksiyonlar da denir. 

Tamm 2.1.12: Reel say1lar cismi R, kompleks say1lar cismi C ve Riemann 

kiiresi C ile gosterilsin. a, b, c, d E C ve ad- be ol 0 olmak iizere, 

az + b 
z---> w = L(z) = ----; 

cz + d 
L: C---> C, 

ile tammlanan fonksiyona inhomojen lineer donii§iim denir. 

Tamm 2.1.13: a, b, c, d E C ic;in detA = ad - be ol 0 olmak iizere, A; A = 

(: :) §eklinde 2 x 2 matrislerinin grubu olsun. L, C2 den C2 iizerine tersi 

olan lineer donii§iirnlerin bir grubu ise, A E A ic;in 

LA : C2 
___, C2

' z ___, w = Az 

§eklinde tammlanan fonskiyona homojen lineer donii§iim denir. Bur ada, 

Az c;arp1m1 z = [ ::] E C2 kolonu ile A nm matris c;arplmJdJr. Ele­

manlan tamsay1 ve detA = 1 olan homojen lineer donii§iime, homojen 

modiiler donii§iim denir. Homojen modiiler donii§iimler, fonksiyonlarda 

bile§ke i§lemi ile bir grup te§kil eder ki bu gruba modiiler grup denir ve 

r = { (: :) : a, b, c, d E z, detA = 1} 
ile gosterilir. Inhomojen modiiler donii§iimlerin grubu ise, 

f'={A: AEr} 
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olarak tammlamr. Bur·ada A = (: :) iken 

bic;irninde bir donii§iimdiir. 

- az + b 
A:z-+w=----: 

cz + d 

Tamm 2.1.14: 1{ = {r E C: Imr > 0} iist yan diizlem ve w1 ,w2 E 1{ 

ic;in T = ;;;;-, Imr > 0 olmak iizere, f(r) fonksiyonu, 

i) Biitiin T degerleri ic;in geni§letilmi§ 1{* = 1{ U { ioo} iist yan diiz­

lerninde an ali tik ve 

ii) Her 7 E 1{* ve A E r ic;in 

f(A(r)) =(a+ d)kf(r) 

yazJlabiliyorsa, bu f( T) fonksiyonuna k ag1rhkh modiiler form denir. 

Eger k = 0 ise bu bir modiiler fonksiyon ifade eder. 
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3. TETA FONKSiYONLARI 

3.1. Birinci Mertebeden Gene! Teta Fonksiyonu 

Tamm 3.1.1: c:,c:' herhangi iki reel say1 olmak iizere, 

§eklindeki diizgiin yakmsak bir seri ile tammlanan fonksiyona 1. mertebeden 

gene! teta fonskiyonu denir [18]. Burada [ ;, ] gosterimine teta fonksiyonu-

nun karakteristigi denir. Biz bu c:;ah§mam1zda [ ;, ] karakteristigini 

CJ, [~J, [~J, [~J 
den biri olarak sec:;ecegiz. z bir kompleks say1, 7 1se iist yan diizlemde 

herhangi bir noktad1r. 7 = !!!2. ve lm7 > 0 d1r. C kompleks diizlem, 7i iist 
"'' 

yan diizlem olmak iizere, (1) serisi C x 7-{ uzaymm kompakt alt kiimelerinde 

mutlak ve diizgiin yakmsaktu ve C x 7-{ da analitik bir fonksiyon tammlar. 

(1) serisi, q = ei"T almarak, q parametresine gore, 

(2) 

§eklinde de ifade edilebilir. Burada 7 = ~ = r+is ve s > 0 ise jqj = e-"' < 
"'' 

1 olur. 

Birinci mertebeden gene! teta fonksiyonu, c:;ogu kez q ve 7 sabit kabul 

edilerek, sadece z nin fonksiyonu olarak dii§iiniiliir ve e [ :, ] (z) §eklinde 

gosterilir. Bur ada, temel periyot latisinin (2w1, 2w2 ) baz1, ( 1l', 1!'7) olarak 
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almmi§t!r. Simdi birinci mertebeden gene! teta fonksiyonunun baz1 ozellikleri 

iizerinde durahm. Birinci mertebeden gene! teta fonksiyonunun tammmdan, 

[c:+2a] [c:J 
(! c:' (z,r) = (! c:' (z,r) (3) 

e[ c ](z,r)=e-be~ie[c:](z,r) 
c:' + 2b c:' 

(4) 

e§itlikleri yaz1hr [18]. Burada, a ve b herhangi iki tamsay!dir. e-be~i nin 

degeri, c: <;ift bir tamsay1 ise 1, tek tamsayi ise ( -1)6 dir. (3) ve (4) ii 

birlikte dii§iiniirsek, 

(i (z,r) = (-1)6<(1 (z,r) [ 
c: + 2a] [ c:] 
c:' + 2b c:' 

(5) 

yaz1hr. Yine tammdan, 

(! [:, J (-z,r) = (! [ =:,] (z,r) 

oldugu hemen goriiliir. Bu e§itlikte c: bir tamsay1 ise, c: sayisimn i§aret degi­

§imi e§itligi degi§tirmez. Fakat c:' bir tamsay1 oldugunda c:' sayiSimn i§aret 

degi§imi herbir terirni e-i«'~ kadar degi§tirir. Eger her ikiside tamsay1 ise, 

(! [ :, ] (-z, r) = ( -1 y•' (! [ :, ] ( z, r) (6) 

olur [19]. 0 halde, cc:' <;arpimi tek ise (! [ ;, ] (z, r) fonksiycnu .tek, c:c:' 

<;arp1m1 <;ift ise () [ ;, J ( z, r) fonksiyonu <;ift fonksiyond ur. 

Teorem 3.1.1: ave f3 reel say1lar olmak iizere, 

(7) 

(8) 
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d!r. 

ispat: (1) serisinden, 

[
c: + (3] 

B c:' (z,T) = 
n=-oo 

n=-oo 

n:::-oo 

n=-oo 

- q~2 eif3(z-•;'Je [:,] (z+~(31rT,T) 
elde edilir. Yine, ( 1) serisinde c:' yerine c:' - a yaz1hrsa, 

e[ c: ](z,T) = 
c:'- a 

co 2:::: e2iz(n+t)+i11"r(n+~?-i11'(e:'-a)(n+t) 

n=-oo 

= 
n=-oo 

co 
= 2:::= e2i(z+af)(n+~)+i?rT(n+~)2 -i'11"t:1 (n+~) 

n=-oo 

= B [;,] (z+a~,T) 
elde edilir. (7) e§itliginden 

B [;,] (z+~(31rT,T)=q-~e-iil(z-";'Je [c::,/3] (z,T) 

yaz1hr. Bu e§itlikte z yerine z +a~ yaz1hp, (8) e§itligide giiziiniine ahnirSa, 

B (z+-(a+(3T)1r,T)=q-·e-•ilz-,.(<-a)~Je (z,T) [
c:] 1 t£. · 1 , , [c:+f3] 
c:' 2 c:'- a 

(9) 

elde edilir. !)imdi iizel olarak, m, n tamsay1lar olmak iizere, a = 2m, (3 = 2n 

ve c:, c:' E Z ise ( 9) e§i tliginden, 

B (z + m1r + n1rT, T) = q-n e-Zm z-:~(• -Zm)~Je (z, T) 
[ 

c ] , . 1 , , [ c: + 2n ] 

c:' c:'- 2m 
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yaz1hr. (5) e§itligi gozoniine almma, 

e§itliginden, 

[c] , 2 
. [c] e t:' (z+m11"+mrr,r)=(-1)m<+n•q-ne- 2mze c' (z,r) (10) 

bulunur. Demek ki, birinci mertebeden genel teta fonksiyonu, <;ifte periyo-

dik degildir. Bu fonksiyon, <;ifte periyodik olmad1gmdan eliptik fonksiyon 

da degildir. Ancak, z degi§keni mrr+nH kadar degi§tiginde fonksiyon iistlii 

bir <;arpan kadar fark eder. Bu nedenle, teta fonksiyonlan yan eliptik fonk­

siyonlardu. (a, ,B) reel say1 <;ifti (a,,B) = (1,0),(0,1),(1,1) olarak ahmrsa, 

( 9) e§i tliginden 

e [ c ] (z) 
c' -1 

bagmt1lan elde edilir. Bu bagmt1lara, (} [ ;, ] ( z) fonksiyonunun yan peri­

yotlara gore oteleme formiilleri denir. 

3.2. Dort Esas Teta Fonksiyonu 

Birinci mertebeden genel teta fonksiyonunda, [ ;, ] karakteristiginin (1, 1), 

( 1, 0), ( 0, 0), ( 0, 1) degerlerine kaf§lhk gel en (}I, (}2, 83, 0 4 dart esas teta fonk­

siyonu s1raswla a§ag1daki gibi tammlamr. 

81 (z, q) = (} [ ~] (z, T) = -i n~oo ( -ltq(n+~)' eiz(2n+l) (11) 
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1!2(z, q) = 1J (z, 7 ) = L q(n+2 e-u(2n+l) [ 1] 00 
1 )' . 

0 n~-oo 
(12) 

[
OJ oo , . /1g(z,q)=B (z,7)= L qne2mz 
0 n~-oo 

(13) 

B4(z,q) = /1 [~] (z,7) = n~oo(-1tqn'e2niz (14) 

Bu dort esas teta fonksiyonunun periyodik oldugunu ve aynca /11 ile 112 fonk-

siyonlarmm asli periyodunun 271", /13 ile 1!4 iin asli periyodunun 7r oldugunu 

yukandaki e§itliklerden gormek kolaydu. 

Teorem 3.2.1: B1(z,q) fonksiyonu, 

B1(z + 7r) - -1!1(z) 

1!1(z + 71"7) - -q-1e-2izl!1(z) 

B1(z + 7r + 71"7) - q-1e-2iz/11(z) 

fonkiyonel denklemlerini saglar. 

ispat: (10) bagmt1smda [ :, ] = [ ~] almarak ve s1ra ile (m = 1, 

n = O),(m = O,n = 1) ve (m = 1,n = 1) degerleri kullamlarak s1rasiyla 

yukandaki bagmt1lar elde edilir. Aym dii§iinceyle, (10) bagmt1smdan, diger 

teta fonksiyonlan i~in benzer bagmt1lar bulunur. Bu bagmt1lar a§ag1daki 

tabloda verilmi§tir. 
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Tablo 1 

z+1l" Z + 'ffT z + 7l" + 71"7 

B1(z) -17t(z) -N171(z) N17t(z) 

82(z) -82(z) N02(z) -N82(z) 

17s(z) 17s(z) N17s(z) Nl73 (z) 

174(z) l74 (z) -NI74(z) -NI74(z) 

N = q-1e-2iz 

Teorem 3.2.2: 171 ,82,83 ve 174 fonksiyonlan i~in, 

7l" 
171(z + z) - 172 (z) 

'Tr'Tri 1· 

Bt(z+z-+T) = q-<e-"B3(z) 
1r'T 1 . 

llt(z + 2) - iq-•e-"04(z) 

bagmttlan vardtr. 

is pat: (9) bagmttsmda [ :, ] = [ ~] olarak ahp, (a, (3) reel sayt ~iftini de 

ozel olarak (1, 0), (1, 1), (0, 1) ~eklinde se~ersek yukandaki bagmttlar strayla 

elde edilir. 

Tablo 2 

z+:!L 2 z+'"+ZCL 2 2 z + 112 2 

17t(z) 82(z) M-117s(z) iM-184(z) 

82(z) -17t(z) -iM-1174(z) M-117s(z) 

lls(z) ll4(z) iM-1Bt(z) M- 182(z) 

l74(z) 17s(z) M-1 172(z) iM-1171(z) 
1 . 

M = q<e" 
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Aym dii§iince ile (9) bagmtJsmda [ ;, ] karakteristigi s1ra ile [ ~] , [ ~] , 

[ ~] , olarak ahmp, her bir karakteristik ic;:in (a, (3) reel say1 c;:ifti (1, 0), 

(1, 1), 

(0, 1) §eklinde sec;:ildiginde yanm periyotlar i<;in biitiin esas teta fonksiyon­

larmm diinii§iim bagmt!lan elde edilir. Bu dii§iinceler yukandaki Tablo 2 

ile verilmi§tir. 

3.3. Teta Fonksiyonlarmm Serisel ifadeleri ve Sifir Yerleri 

n=-oo 

00 

= 2 I;(-1)nq(n+~)' sin(2n + 1)z 
n=O 

B1(z,q) = 2q~ sinz- 2q~ sin3z + 2q'lf sin5z- · · · (15) 

elde edilir. Buradan, B1 ( z, q) fonksiyonunun tek ve tam fonksiyon oldugu 

giiriiliir. Ac;:1k olarak, z = 0, bir s1f1r yeridir. Gene) olarak, s1f1r yerleri, baz1 

(7!', ;n) olan, !1,. periyot latisinin noktaland1r. Yani, z = m?l' + n?l'r veya 

z = 0 (mod!1,.) dir. 

00 

B2 (z, q) = I: q(n+t)' e;z(2n+I), 
n=-oo 
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00 

= 2 :L q(n+tl' cos(2n + 1)z 
n=O 

1 9 25 

l!2(z, q) = 2q< cos z + 2q< cos 3z + 2qT cos 5z + · · · (16) 

elde edilir. Biiylece 62( z, q) fonksiyonunun -;:ift ve tam fonksiyon oldugu 

giiriiliir. B2(z) = B1(z + ~) bagmtrsmdan, l!2(z,q) fonksiyonu i-;:in z = ~ 

noktasr srfrr yeridir. Gene! olarak, bu fonksiyonun srfrr yerleri, z = m1r + 

n 1rT + ~ veya z = ~ ( modfl~) noktalandrr. 

00 

e3(z, q) = :L qn' e2niz, 
n=-oo 

00 

1 + :L { qn' e2niz + qn' e-2niz} 
n=l 

00 

= 1 + 2 :L qn' cos(2nz) 
n=l 

e3(z,q) = 1 + 2qcos2z + 2q4 cos4z + ... (17) 

elde edilir. Biiylece, l!3 (z, q) fonksiyonu da -;:ift ve tam fonksiyondur. l!3 (z, q) 

= qteizer(z + ~ + "n e§itligi gozoniine ahmrsa, e3(z, q) fonksiyonunun srfu 

yerinin z = ~ + ~T oldugu a-;:rktrr. Gene! olarak, bu fonksiyonun srfrr yerleri, 

z = m1r + n1rr + ~ + ~; veya z = ~ + 7(modfl~) noktalandrr. 

00 

e4(z,q) = :L (-1)nqn'e2niz, 
n:;;;-oo 

00 

= 1 + :L {c- 1tqn' e2niz + (-1)-nqn' e-2niz} 
n=l 

oo { e2niz + e-2niz} 
1+2:2:(-ltqn' 

2 n=l 
00 

= 1+22:(-1tqn'cos(2nz) 
n=l 

e4(z,q) = 1- 2qcos2z + 2l cos4z- 2lcos6z +... (18) 
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elde edilir. Bu ifadeden, 114 (z, q) fonksiyonunun <;ift ve tam fonksiyon oldugu 

goriiliir. 114 (z,q) = -iqteizll1(z + "n e§itliginden, 114(z,q) fonksiyonunun 

s1f1r yerinin z = ';_7 noktas1 oldugu gori.ili.ir. Gene! olarak, bu fonksiyonun 

s1f1r yerleri, z = m?r + n?rr + "{ veya z := "{(mod!J,) noktaland1r. 

Teorem 3.3.1: r = 1, 2, 3, 4 olmak i.izere, llr(z) fonksiyonunun z ye gore 

t iirevi ~~~ ( z) ise, 

ll~(z + 7r) ll~(z) 
-

llr(z+?r) llr(z) 
ll~(z+n) 

= -2i+ll~(z) 
llr(z + n) llr ( Z) 

d1r [6]. 

Teorem 3.3.2: Teta fonksiyonlan herhangi bir latiste bir tek s1f1r yerine 

sahiptir. 

ispat: Rezidi.i teoreminden, 

...!:.., j ~(( z)) dz = { C nin i~indeki llr (z )nin sifirlarmm sayisi} 
27rz c u z 

yaz1hr. Burada, ll(z), dort esas teta fonksiyonlanndan herhangi birisidir. 

C, ko§eleri t, t + 7r, t + 7r + ?rr, t + ?rT olan kafesin <;evresidir. 

_1_ 1 II' ( z) dz = _1_ [ ['+" + rt+"+"r + ['+n + f' ] II' ( z) dz 
27ri c II( Z) 27ri }, Jt+., Jt+"+"r lt+n II( Z) 

_ _1 [lt+" { ll'(z) _ ll'(z + n)} dz + 1'+"7 
{ ll'(z + 7r) _ ll'(z)} dz] 

27ri t ll(z) ll(z + n) t ll(z + 7r) ll(z) 
Teorem 3.3.1 den 

1 lt+" -. 2idz = 1 
271"1 t 

bulunur. 
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3.4. k. Mertebeden Gene! Teta Fonksiyonu 

Tamm 3.4.1: k, pozitif bir tam say1, [ :
1

] , bir karakteristik ve Imr > 0 

oJmak iizere, her bir T i~in Bk [;] (z, r), Z nin anaJitik bir fonksiyonu oJsun. 

Aynca, bu fonksiyon, 

ek[:~](z+l,r)- (-l)'Bk[:~](z,r) 
ek [:~] (z+r,r) - (-l(e~;k(- 2z-r)ek [:~] (z,r) 

e§itJikJerini de sagbyorsa, Bk [ :
1

] (z, r) fonksiyonuna (z, degi§kenine, T pe­

riyoduna ve [ :
1

] karakteristigine sahip ) k. mertebeden gene! teta fonk­

siyonu denir (22]. Burada, fh [:~] (z,r) a<;1k bir bagmt1dan ziyade fonk­

siyonel e§itlikler yardnmyla tammlanml§ fonksiyonlarm bir s1mfm1 temsil 

eder. Dikkat edilecek diger bir husus ise, daha once ele ald!glm!Z teta fonk­

siyonlan birinci mertebeden teta fonksiyonland1r. Aynca, dikkat edilmelidir 

ki, B [ : 1] ( z, T) i[e B [ : 1] ( Z, T) nin garpnm, bu tam rna gore, karakteristigi 

[ 
c + f.l ] olan 2. mertebeden bir teta fonksiyonudur. k. mertebeden bir 

cl + f.ll 
teta fonksiyonu, 1. mertebeden k tane teta fonksiyonunun garp!IDI ola-

rak bulunabilir. k. mertebeden, teta fonksiyonunun karakteristigi, k tane 

karakteristigin matris toplamJdn·. Buna gore, 

c1 + c2 + · · · + ck] 
I I I (z,T) 

cl + c2 + ... + ck 

f.l] (z,r) (19) 
f.! I 
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d1r. 

'" - c1 + c2 + · · · + ck = O(mod2) ise I"= 0 

'" 
c1 +c:2 + ··· +ck = 1(mod2) ise I"= 1 

'"' - c~ + c; + · · · + c~ = 0( mod2) ise !J-
1 = 0 

'"' 
- c~ + c; + · · · + c~ = 1(mod2) ise /J-' = 1 

olacagmdan, [ ;, ] karakteristigi, [ ~] , [ ~] , [ ~] , [ ~] , degerlerini ala-

caktir. 

Simdi, k. mertebeden genel teta fonksiyonunun iki boyutlu gene! pen­

yot latisine gore cleger degi§imlerine bakahm. Bu latisin, 2w1 , 2w2 lineer 

bagimsiz iki kompleks say1 ve Im~ = Imr > 0 olmak iizere, 

!1={m2w1 +n2w2 : m,nEZ} 

oldugunu biliyoruz. Eger, (2w~, 2w2 ) = (1r, 1rr) ahmrsa bu latis, 

!1~ = {m1r + n1rr: m,n E Z} 

olacakt1r. Birinci mertebeden gene! teta fonksiyonunun n~ latisine gore 

deger degi§imi (10) ifadesiyle, 

olarak verilmi§ti. Bundan faydalanarak, gene! teta fonksiyonunun !1~ lati­

sine gore periyodiklik durmumunu inceleyelim. Bunun ic;in, 
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8 [:~] (z+m7l"+n7rT,T) = (-l)me,+neke-i~rn2 -2nize [::] (z,T) 

e§itlikleri tara£ tarafa ~arp1hrsa, 

ek [ cJ + , , , + E:k] ( Z + ffi7r + n7l"T, T) = ( -1 )m(q +<2+"+<k)+n(e\ +•2+ .. +<k) 
c~+ .. ·+c;, 

olur. Buradan, 

elde edilir [19]. Bu (20) e§itligide bize, k. mertebeden gene! teta fonksiyo­

nunun fl~ latisine gore, ~ifte periyodik olmadJgmJ ifade eder. DolayJsJyla, k. 

mertebeden gene! teta fonksiyonu eliptik degil, yan eliptik bir fonksiyondur. 

(20) ifadesinden, m ve n iizerinden toplam ahmrsa, 

(21) 

bulunur [20]. 
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4. ELiPTiK FONKSITON VE DiFERENSITEL DENKLEM 

TE~KiLi 

4.1. Teta ve Eta Fonksiyonu Yardimiyla Tammlanan .P( z, 7) Fonksiyo­

nu ile Eliptik Fonksiyon Te§kili 

Bu biili.imde, diirt esas teta fonksiyonu ve teta fonksiyonu cinsinden ta­

mmlanan Dedekind'in Eta fonksiyonunun toplamsal ifadeleri esas ahnarak, 

kompleks di.izlemde holomorf olan .P(z, 7) fonksiyonu tammland1. Bu fonksi­

yonun, periyotlarmm, rasyonel katlanna gore, deger degi§imleri incelenerek, 

yan eliptik ve daha sonrada eliptik fonksiyon te§kil edildi. 

Tamm 4.1.1: z E C ve Imz > 0 i~in 

. 00 

'l(z) = e ~~· IT (1- e2"inz) (22) 
n=1 

fonksiyonuna Dedekind'in Eta fonksiyonu denir [5]. 

Tamm 4.1.2. B3 (z, 7) fonksiyonunun serisel ifadesi, lm7 > 0 i<;in 

(23) 
n=-oo 

§eklinde z nin bir tam fonksiyonu olarak tammlamr [4]. 

(22) ve (23) ifadelerini birlikte di.i§i.inerek, z E C, 7 E 1t ve k, n E Z i~in 

.P(z, 7 ) = / 1;' L e"in'T+2"in
2
z (24) 

nEZ 

§eklinde iki degi§kenli .P fonksiyonunu tammlayahm. Bu fonksiyondaki 

sonsuz seri, C X 1t uzaymm kompakt alt ki.imelerinde mutlak ve di.izgi.in 
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yakmsakt1r. Dolayisiyla, <I> analitik bir fonksiyondur. Bu fonksiyon 1~m 

JimzJ < c ve Imr > c; ahmrsa, 

yaz1hr. Aynca, 

olacak §ekilde bir n 0 say1smm se~ilmesi ile 

e§itsizliginden serinin diizgiin yakmsakhg1 goriiliir [15]. 

Simdi, (24) ile tammlanan fonksiyonun ;:, ve :; yan periyotlarmm, r nm 

1, 2, ... , r degerleri i~in, 
2
1
r katlanna gore deger degi§imini elde etmek i~in, 

(24) ifadesinde z yerine z + ir (;, + :n alarak, 

r = 1 i<;in, 

1 7r 7!"7" 
<I>[z+-2(2+-z),r] 

n n 
= 

k'l'l'i ~ Trin4-r+2nin2 [z+~(~+5-)] e 12 ~ e n n 

nEZ 

e kl~j 2::: e71"in4-r+27rin2z+11'"2i+1r2i'T 

nEZ 

e1r2i+1r2ircp(z, r) 

elde edilir. Buradaki, katsay1 degi§imi, 

dur. 

r = 2 i~in, 

1 7r 7!"7" 
<I>[z + 22(2 + -2 ),r] 

n n 
l:.!!i. "' 1rin4 r+Z1rin2 [z+;fz(3-+5-)] e 12 ~ e 2 n n 

nEZ 

= 

hi "' 1rin4-r+27rin2z+71"2i+:rr2i'l" = e 12 L..J e 2 2 

nEZ 
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bulunur. Buradaki, katsay1 degi§imi ise, 

olur. Bu §ekilde devam edilerek benzer i§lernler tekrar edilirse nihayet, 

r 1c;m, 

1 7f 1fT 
<I>[z + --'-(- + -), 7] 

2• n 2 n2 
hi "'"" 'll"in4 r+2'11"in2 [z+~(3-+3-)] e 12 L.....t e n n 

nEZ 
k11'i ~ . 4 2 . 2 211'2i 211'2;.,.. 

- e""'i'2 L..i e7rm 7"+ 11"m z+~+~ 

nEZ 

(25) 

olarak elde edilir. Bu son ifadedeki katsay1 degi§imi ise, 

§eklindedir. Biiylece, ;, ve :; yan periyotlannm 2~ katlarma gore deger 

degi§iminden elde edilen katsay1lardan terimleri, 

olan bir fonksiyon dizisi olu§turulursa, bu dizinin gene! terimi r E N+ ic;in, 

olur. Bu dizi i<;in, 

olacag1 ac;JktJr. Bun a gore, U. = 2
1• ( ;, + :n ahmrsa, katsay1lar dizisi 

yakmsak olan, 

(26) 

elde edilir. 
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Yap1lan i§lemlere gore, (26) yan eliptik bir fonksiyondur. Yan eliptik fonk­

siyondan, eliptik fonksiyon elde etmek i<;in, (26) ifadesinin her iki tarafmm 

once logaritmasJ, sonra tiirevi ahmrsa, 

d d 
dz log\li(z + U.,r) = dz log\li(z,r) (27) 

fonksiyonu elde edilir. Bu fonksiyon ise, :, ve :; periyotlannm 2~ katlarma 

gore <;ifte periyodik ve meromorf oldugundan eliptik bir fonksiyondur. 

4.2. \li(z, r) Fonksiyonunun Saglad1g1 Bagmt!lar 

Bu kesimde, daha once genelle§tirilmi§ teta fonksiyonu i<;in elde edilen, 

82ne -4 none 
8z2n - ( i1r) fJrn = O 

denklemi gozoniine almarak [16], \li(z, r) fonksiyonunun k!smi tiirevleri alm· 

mak suretiyle benzer bagmt1lar te§kil edildi. Burada, Imr > 0 ve k = 

1, 2, 3 ... almacaktJr. 

Teorem 4.2.1: \li(z, r) fonksiyonu, 

(J4kq; (J2kq; 
8z4k + (-1)k-1(47r)2k 8r2k = 0 (28) 

§eklindeki bagmtw1 saglar. 

Ispat: Bunun i.;in, (24) ifadesinden, z ve r ya gore ard1§1k tiirevleri alahm. 

Buna gore, 

k = 1 i.;in; 

4 
(
hi) "' 2 . 4 . 2 _ (27ri) exp _ ~ n x4e1rm r+27rm z 

12 nEZ 

( ·)2 (hi) "' 2X4 "in4T+2"in2z 1r1 exp 2 L.. n e 
1 nEZ 
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k = 2 i<;in, 

8 

( 

ktri) ~ 8 . 4 . 2 - (27ri) exp - ~ n2x e1!'tn 7"+27l"m z 

12 
nEZ 

4 

(

hi) ~ 4 . 4 +2 . 2 _ ( 1ri) exp _ ~ n x4e71'm r 1nn z 

12 nEZ 

oldugu goriiliir. Bu ise, teoremin ispatJdir. 

Teorem 4.2.2: .P(z, r) fonksiyonu, 

82(2k-!).p 82k-!.p 
8z2(2k-!) + ( -1li(4?r)2k-1 8r2k-! = 0 (29) 

§eklindeki bagmt1y1 saglar. 

!spat: ispatJ yapabilmek i<;in, .P(z, r) fonksiyonundan, once z ye gore 

2(2k - 1) ve daha sonra r ya gore (2k - 1). mertebeden par<;a tiirevler 

ahmrsa, 

k- 1 irin· - " , 
2 li!ri ~ 2 2 . 4 +2 . 2 - (27ri) e t2 L....J n x e7!'m 'T 71'm z 

nEZ 

k-rri '"""' 2 2 . 4 +2 . 2 _ 1riel2 L.....J n X e'1ftn 'T 1nn z 

nEZ 



k = 2 i<;in, 

82(2k-l)<'f> 

8z2(2k-1) 

82k-l<'f> 

072k-l 

28 

_ (21ri)6e ;~; L n2x6e1l'in4 r+21rin2z 

nEZ 

3 hi~ 34 ., 2' 2 - ( ?ri) eW L.....J n X e'l!'m r+ 'll'm z 

nEZ 

- (27ri)2(2k-l)e kl~i 2::: n2x2(2k-l)e11'in4 r+21l'in2z 

nEZ 

_ (1ri)2k-1e k1~i 2:: n4x2k-le11'in4 T+211"in2z 

nEZ 

oldugu goriiliir. Buradaki, tiirev fonksiyonlan dikkate ahmrsa, 

denklemleri elde edilir. Boylece teorem ispat edilmi§ olur. 

Sonul; 4.2.1: (28) ve (29) bagmt!lan birlikte dii§iiniiliirse, <I>(z, r) fonksi-

yonu, 

a2k<I> - ( ·)k(4 )k ak<I> = o 
8z2k l 7r ork (30) 

k1smi diferensiyel denklemini saglar. 

4.3. k. Mertebeden Gene! Teta Fonksiyonunda Periyotlarm Reel 

Katlarma Gore Deger Degi§imi ve Eliptik Fonksiyon Te§kili 

Bu kesimde, daha once periyotlarm rasyonel katlanna gore deger degi§imi 

incelenmi§ olan [26], k. mertebeden gene! teta fonksiyonunun periyotlarmm 
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Ikinci mertebeden gene! teta fonksiyonu i<;in; 

( -1 )m(el +e2)+n(e~ +e~) e-21riTn2 -2X2ni(z+2~ (11'+11'1')) 

82 [£1 + £2] (z, r) 
c:~ + c:~ 

= ( -1) m(e1 +e2)+n(e~ +e~) e-2~2X2ni(11'+1fT) e-211"iTn2-2x2niz 

(12 [c:l + c2] (z,r) 
c~ + c~ 

82 [c1 + c2] (z,r) 
c~ + c~ 

= ( -1 )m(el +e2)+n(e~ +e~) e-2~2x2ni(7r+7rr) e-2·n+rn2-2x2niz 

(12 [cJ +c2] (z,r) 
c~ + c~ 

bulunur. Burada, katsay1 dee;i§imi ise, 

olur. Bu §ekilde devam edilirse, 

k. mertebeden gene! teta fonksiyonu i<;in, 

(lk [;,] (z+2t(1r+1rr),r) = (-l)mp+n"'e-k~im2 -k2ni(z+2!(~+n)) 

Bk [:,] (z,r) 

= ( -1 )m~+np.' e-2~ k2ni(11"+1!'T) e-k1riTn2 -k2niz 

(lk[:,J(z,r) 
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= ( -l)~p;+np.' e-2~k2ni(7r+7rr)e-k11"irn2 -k2niz 

ek [;,] (z, 7) 

ifadesi bulunur. Bu son ifadedeki katsay1 degi§imide, 

§eklindedir. Boylece elde edilen bu katsay1lardan terimleri, 

"'(1, /2, ... '/k, ... 

olan bir fonksiyon dizisi olu§turulursa, bu dizinin gene! terimi, n E N+ i<;in 

{Jk} = ( -1)m~+n~' exp{ -k7rim2
- k2ni[z + 2~(7r + n)]} 

olur. Bu dizi i<;in, 

olacag1 a<;Iktir. 0 halde, katsay1lar dizisi, biitiin kompleks diizlemde yakmsak 

olan, ek [;,] (z,7) fonksiyonunun periyotlarmm, r :::: 2 ic;in 2~ katlanna 

gore, katsay1larmdan olu§turulan, fonksiyonun c;ifte periyodik duruma ge­

tirilmesi daima miimkiindiir. Dolayisiyla, meromorf olan, bu fonksiyondan, 

eliptik fonksiyon kurulabilir. Bu katsay1lar dizisinden bir sonsuz toplam 

kurahm ve bu toplam, 

00 

'Pk(z) = L:(-1)m~+n~'exp{-k7ri7n2 - k2ni[z + 2~(7r + 7r7)]} (31) 
k=l 

olsun. Burada, 

1 

ve z1 = z + 2;: ( 7r + 7!"7) 
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ahmrsa, (31) ifadesinden, 

co 

'Pk(zl) = I; E,;exp{ -k1rim2
- k2nizi} (32) 

k=l 

fonksiyonu elde edilir. (32) ifadesinin periyodikligine bak1hrsa, 

00 

'Pk(ZJ + rr) =I; E,;exp{ -k1rim2
- k2ni(z1 + rr)} = 'Pk(zl) 

k=l 
co 

'Pk(z1 +H)= I;E,;exp{-k2niir}exp{-krrirn2 - k2nizr} 
k=l 

oldugu goriiliir. Yap1lan i§lemlere gore, 'Pk(z1 ) fonksiyonun yan eliptik fonk-

siyon oldugunu gordiik. Bu yan eliptik fonksiyondan, eliptik fonksiyon el­

de etmeye ~ah§ahm. Bunun i~in, 'Pk(z!) sonsuz toplammdaki, katsay1lar 

dizisinin belirttigi, 

fonksiyonunu gozoniine alahm. Bu fonksiyonun, n~ latisine gore periyo­

dikligini incelersek, 

cp(z1 +n,.,r) - E,;exp{-k2nrrir}exp{-krrirn2 - k2nizd 

- exp{ -k2nrrir }cp(z1 , r) 

oldugu goriiliir. 

(33) 

(33) ifadesinin her iki tarafmm once JogaritmasJ, daha sonra Z1 degi§kenine 

gore tiirevi ahmrsa, 

logcp(zl + n,.,r) 
d 

-d !ogcp(z1 +n~,r) 
ZJ 

= log e-2kni~r +log cp( ZJ, T) 

= dd {log e-2kni~r +log cp(zl' T)} 
Zt 

d 
= -d !ogcp(z1 ,r) 

Zl 
(34) 

fonksiyonu elde edilir. Bu fonksiyonun, mrr ve nrrr periyotlan ile <;ifte pe­

riyodik, meromorf bir fonksiyon oldugu goriiliir. Yani, (34) ile ifade edilen 
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fonksiyon bir eliptik fonksiyondur. Biiylece, k. mertebeden genelle§tirilmi§ 

teta fonksiyonunun periyotlannm irrasyonel katlarma gore, deger degi§im­

lerinden elde edilen, katsay1larm olu§turdugu fonksiyon dizisinin, bir eliptik 

fonksiyon te§kil ettigi giisterildi. 
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