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OZET

Ginimiizde, veri analizlerinde uygulanan parametrik metodlara karsi gelen birgok
nonparametrik metot geligtirilmigtir. Bu metodlardan birisi de de@iskenler arasindaki
iligkinin fonksiyonel sekli olan nonparametrik regresyondur. Bu ¢aligmada, basit

———

regresyon dogrusunun Y eksenini kestigi nokta olan a‘y1 ve dogrunun egimi olan B‘y1

tahmin etmek igin geligtinlmis olan nonparametrik regresyonda, medyana gore
parametre tahminleri ile smoothing tahminler incelenmistir. Aragtinlzn bu metodlarin
bazilan Atatirk Universitesi koyunculuk isletmesinde yetistirilen kuzulardan elde

edilen verilere uygulanmis ve medyana gore regresyon- v_gg@’g}g}‘gglvgg; tahmininin
smoothing tahminlerden daha kolay yapilabildigi ve daha saflam sonug verdigi tesbit

edilmistir.



1

SUMMARY

Many nonparametric methods corresponding to parametric methods applied in data
analysis have been developed recently. One of these methods is nonparametric
regression which is a functional form of relation among variables. In this research, the
estimations of a and B according to smoothing and median methods proposed in the
nonparametric regression were examined to estimate the a, the point on the Y axis
intersected by simple 'regression line, and B, the slope of the line. Some of these
methods were applied to data obtained from the lambs raised at agricultural farm of
Atatiirk University. Estimation of regression parameter according to median was easier

to apply and more robust than smoothing estimations.
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1. GIRIS

Nonparametrik istatistik metodlar 18. yiizyildan itibaren gelistinimeye baglamgtir.
Parametrik olmayan (Nonparametrik) istatistik teknik olarak kabul edebilecegimiz ilk
teknik 1710 yilinda John Arbuthnot tarafindan isaret testi olarak literatiire tamtilmstir.
Nonparametrik testler 1940°li yillara kadar pek yaygin olarak uygulanmamustir.
Nonparametrik kelimesi, ilk kez 1942 yiinda Wolfowitz tarafindan yaymnlanan bir
makalede ifade edilmistir. Fazla ve kuvvetli varsayimlara bagimlilify azaltmak ve daha
genel bir takim sonuglara ulagmak igin, 6zellikle 1942'den sonra hizh bir gelisme
gosteren nonparametrik metodlar giniimiizde pek ¢ok aragtrma sahasinda
uygulanmaktadir.

Griffin (1962), nonparametrik metodlan, populasyon hakkinda kat faraziyeler
Ongormeyen testler olarak ifade etmigtir.

Yildiz ve Bircan, (1994), Nonparametrik Metodlari, normal dagilis faraziyelerinin
gegerli olmadigy durumlarda dagihistan ve pararetreden bagimsiz olarak uygulanabilen
metodlar olarak tarif etmiglerdir.

Bilinmeyen dagilim fonksiyonu siirekli olan veya onun lizerinde herhangi bir bilgiye
gerek duymayan metodlar parametrik olmayan metodlardir. Aynica parametrik olmayan

test, populasyon parametrelerinin degerleri iizerine hi¢ bir varsayim yapilmadifi

durumlarda uygulanabilir (Aytag, 1984).

Parametrik olmayan istatistik metodlann 6zelliklerini agagidaki gibi 6zetleyebiliriz:

1) Parametrik olmayan istatistik metodlar, populasyon hakkinda genellikle says1 ¢ok az
olan varsayimmlara baghdir. Bu durumlarda parametrik olmayan testlerin
kullamlabilmesi i¢in populasyon dagihimmin siirekli olmas: yeterlidir (Fraser, 1958).

2) Parametrik olmayan metodlar, adlandirma (nominal) ve dereceleme (ordinal) ol¢iim

iskalalanna gore elde edilen verilere uygulanabilirler.

&



3)Gozlemlerden elde edilen veriler genellikle bir siralama veya igarete

donistirildikten sonra test edilir.

Bu o6zellikler altinda parametrik olmayan istatistik metodlanin parametrik istatistik
metodlardan istiin ve zayif yonleri vardir. Nonparametrik metodlarn parametrik
metodlara gore iistiin yonleri;

1) Cogu nonparametrik istatistik metodlar en az faraziyeye dayandigindan yanhs
uygulanma ihtimali digiiktiir.

2) Omek bityikligi ok kiigiikse (n = 6 gibi) parametrik olmayan istatistik metodlar
daha saflam sonug verir.

3) Matematik ve istatistik konularinda simirh diizeyde bilgiye sahip aragtirmacilar
parametrik olmayan metodlan kolayca 6grenip uygulayabilirier.

4) Parametrik olmayan istatistik metodlar, verilerin basitce simiflara ayinlarak
incelenmesinde gok gecerlidir. Verileri siralayici bir gergeve igerisinde ele alir. Yani

adlandirma ve siralama verileri gibi zayif bir 6lgekle 6lciilmis verilere uygulanabilir.

Parametrik olmayan metodlann parametrik metodlara karsi en 6neinli dezavantaji;
parametrik metodlann kullanilabilir oldugu durumlarda yani, parametrik testin
uygulanmasindaki varsayimlar gegerli oldufu zaman, kullaniimasi durumunda testin
giictiniin param.etrik testlerin gticiinden daha kiigiik olmasidir (Aytag, 1984). Bagka bir
ifade ile;
Gparametrik olmayan = (1 = Bn) < Gparametrik = (1 — Byp)

seklinde belirtilebilir. Parametrik olmayan meiodlanin difer bir dezavantaji ise
orneklerin genis hacimde olmasi ve 6zellikle hesaplamalan yapmak igin elimizde
bilgisayar bulunmamasi durumunda, elle yapilmas: gereken hesaplamalarin uzun ve

yorucu olmasidir.

Ginumiizde, verilere uygulanan parametrik istatistik metodlara tekabiil eden birgok
nonparametrik istatistik metod gelistirilmigtir. Bu metodlardan birisi de degiskenler
arasindaki iligkinin fonksiyonel sekli olan nonparametrik regresyondur.

Iki degisken arasindaki fonksiyonel iliski bir matematik formiille ifade edilir. Eger x



degiskeni bagimsiz ve y degiskeni bagiml: ise degiskenler arasindaki fonksiyonel iligki;
Y =1f(x)
seklinde olur. Fonksiyon f, x* in verilen bir belirli degerine Y’ nin kars1 gelen degerini

kisaca tanimlar.

Dolayisiyla bir fonksiyonel baginti olan regresyon; bagimsiz degiskendeki degismelerin
bagimhi degigkeni hangi yonde ve ne miktarda etkiledigini belirler. Regresyonda asil
ama¢ degiskenler arasindaki fonksiyonel bagintiy1 en iyi ifade edecek matematik
denklemi bularak, bu denklemi istatistik analizlerde ve bagimli degiskenin degerlerini
tahminde kullanmaktir. Bir regresyon denklemi bir bagimsiz degisken igeriyorsa basit
regresyon esitligi, birden fazla bagimsiz degisken igeriyorsa goklu regresyon denklem:
olarak adlandirilir (Ross, 1987).

Baglica regresyon denklemleri;

DY=a+pbx Dogrusal (linear)
DY=c+px+p,x* Ikinci dereceden (quadratic)
3)Y= a+pf,x+ f,x° + f,x° Ugtincti dereceden (cubic)
HY = a+pfx+p,x° + f,x* +8,x* Dérdanct dereceden (quartic)

seklinde ifade edilir (Davis, 1973). Bunlardan basit linear regresyon modeli, bagimsiz
degiskenin degeri ve ortalama cevap arasinda linear iligkiyi varsayar. Basit linear
regresyon modeli;

Y=a+fx+e

seklindedir. Burada x bagimsiz degisken, Y cevap degiskeni ve e; ortalamasi 0, varyansi
o” olan bagimsiz ve 6zdes dagiimis sansa bagl hatalan temsil eder. Aynca o regresyon

dogrusunun Y eksenini kestigi noktay1, B’ da dogrunun egimini ifade eder.

Hardle'e (1997) gore, bir regresyon egrisine nonparametrik yaklagimin dort amaci
vardir. Birincisi; iki degisken arasindaki genel bir iligkiyi inceleyen ¢ok yonlii bir metod

saplar. Ikincisi, bir sabit parametrik modelin varh@ olmaksizin gozlemlere iliskin



tahminlerin yapilmasim saglar. Ugiinciisii, izole edilmis noktalarin etkisini hesaba
katarak sahte gézlemlerin bulunmasi igin bir ara¢ temin eder. Dordiinciisti, ardisik x
degerleri arasinda interpolasyon yapmak ya da kayip degerleri yedeklemek igin esnek
bir metod ortaya koyar.

Nonparametrik regresyon, verilerin gercek dogal yapisini elde etmek igin basit ve

faydal bir aragtir (Chu and Marron, 1991).

1950'den itibaren gelismeye baslayan ve 1968-1990 tarihleri arasinda yogun bir sekiide
aragtinlan nonparametrik regresyon koﬁusu henliz tam olarak gelismesini
tamamlayamamigtir. Bu konu hakkinda yabanc: literatiirde yapilmis birgok arastirma
olmasina ragmen yine de konu bircok yoOnityle heniiz tam olarak acikhiga
kavugsmamigtir. Tarkiye’de bu konu hakkinda belirgin olarak yapilmuis herhangi bir
caligma bulunmamaktadir. Bu sebeple bu konu hakkindaki bilgileri Tarkge literatire
kazandirmak amaciyla bu ¢aligma planlanmigtir.

Acdichic (1967.ab), o ve B'min noktz tahminlerini hesaplamis ve bu tahminierin
etkinliklerini Brown-Mood medyan tahminler ile mukayese etmis ve medyan
tahminlerinin etkinlifinde bazi kayiplarnin oldugunu belirtmistir. Aynica Hy:o0=0 ve
Hy:B=0 hipotezleri i¢in rank puan testlerinin bir sinifim teklif etmistir.

Cryer, et al. (1972), her bir reel say: x'in [0,1] arahifinda oldugunu farzederek, ortalama
u(x) ve medyan mix)'in nonparametrik tahmin edicilerini tammlamiglar ve m(.)'nin

monoton olan m(.) tahmincisini tartismmsiardir.

Hill (1962), konveksligin (digbikeyligin) alternatifine karsi bir medyan regresyon
egrisinin linearliginin bir testini 6nermigtir. Dogrusalligin onerilen testi, Brown-Mood
metodu vasitastyla (X;,Y;) noktalannmin bir setinde (kiimesinde) tahmin edilmis bir
dogru dayanaginda tarif edilmigtir.

LCYUKSLIC T ~7iM KURULY
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Hogg and Randles (1975), serbest dagilimh istatistigi kullanarak Hy:3=pB, hipotezini test
etmislerdir. Kullanilan test istatistifi K(Bo)=>c(Q;)a(R;) dir. Burada c(.) ve a(.) artan
puan (score) fonksiyonlar ve Q,, x;'nin R;' de y;-Box;'nin rankidur.

Hussain and Sprent (1983), bir regresyon dogrusu egiminin non-parametrik
tahmincilerinin saglam oldugunu belirtmisler ve x#x; olmak uzere (x;yi).(x;y;) nokta

giftleri ile bilesen dogrularla ilgili biitiin egim ¢iftleri dizisinin b, = %}’———% seklinde
X, - X

oldugunu ifade etmislerdir. Aynica b; efim ciftleri takimindan (kiimesinden) B'nin non-
parametrik tahmincilerinin birkagini da tanimlayarak bunlann birbirlerinden farklarnim
kisaca belirtmiglerdir.

Jaeckel (1972), kendi ismini verdigi tahmincinin (Y;-Y;)/(c-c’) egim ciftlerinin agirhkh
medyam oldugunu ifade etmigtir. Aym zamanda linear modelde regresyon katsayilarinin
tahmini problemine cazip bir yaklagimla, residuallann mimkiin oldugu kadar
kiigiiltilmesiyle meydana gelen katsayilanin degerlerini bulmus ve bu durumu coklu

regresyonda incelemistir.

Jureckova (1971), uygun rank istatistiklere dayandinlan regresyon parametre
vektoriiniin bir tahmininin yapisim ¢oklu regresyon durumlarinda aragurmis; o ve B'nin

tahminini hesaplamigtir.

Kildea (1981), enkiigiik kareler tahmincisinin bir dogal medyan benzerinin elde

edilmesi ile nonparametrik regresyon parametrelerini tahmin metodu olan Brown-Mood

tahmincisinin nasil degistigini gostermigtir

Rao and Gore (1982), nonparametrik prosediirlerin basit adaptasyonlanyla test
edilebilen bir-6rnekli, iki-6rnekli ve birkag-6rnekli linear regresyonlarda kesigim

parametresi hakkindaki ¢esitli hipotezleri izah etmislerdir.



Maritz (1979), v, = % ve u; = % olmasi durumunda v, = au, + f yapisinda tekrar

H

¥, = a+ fx, nin yazilmasiyla tesekkiil eden bir alternatif tahminci dénermigtir. Sonra

Maritz u {izerine v'nin regresyonu ile o efimini tahmin etmek i¢in nonparametrik

regresyon parametrelerini tahmin metodu olan Theil metodunu uygulamigtir.

Potthoff (1974), iki basit regresyon dogrusunun parelel olup olmadifimin bir
nonparametrik testini incelemis ve uygulanan nonparametrik test iki-6rnek Wilcoxon

testi 1le benzer olarak gelistirilmigtir.

Sen (1968), Kendallin tau'sundan esinlenerek f'nin basit ve saglam tahminci iizerinde
cahigmistir. Nokta tahmincisini, xx; ile noktalann (y;-y;)/(x;-X;) efim ciftleri dizisinin
(ktimesinin) medyam: olarak tarif etmigtir. Sen, ileri siirdigi tahmincinin cegitli
ozelliklerini incelemis ve kendi ismini verdigi metodu en kiigik kareler ve diger

nonparametrik tahminciler ile mukayese etmigtir.

Sievers (1978), basit linear regresyon modelinde  parametresinin tahminiin ve giiven
simrlanm incelemistir. Onerdigi rank prosedirler; egim ciftleri i¢in kullamlan

agirhklarla, Sen ve Theil'in prosediirlerinin genigletilmisidir.

Hardle and Mammen (1993), parametrik regresyon uygunluguna karsi nonparametrigi
mukayese etmisler. “Regresyon verilerinin parametrik modelinin uyguniugu, bir
nonparametrik smoothing tahmincisi ile mukayesesiyle degerlendirilebilir” seklinde
ifade etmiglerdir.

Rosenblatt (1971), n—o igin h(n){0 bandwithlann bir dizisi (sirast) ve Jw(u)du=1 ile
mtegrali alinabilir siirh agirhik fonksiyonu w(u) nun segimi vasitasiyla tahminlerin bir
basit dizisini determine etmis ve kendi ismini verdigi Kemel tahminciyi gelistirerek bu
tahmincinin 6zelliklerini incelemigtir. Eddy'de (1980), en ¢ok elde edilen degerin bir
kernel tahmini, f;'nin kernel tahmininin maksimize edilmis herhangi bir degeridir. “Bir
ihtimal yoguniuk fonksiyonu olan f(t) nin engok elde edilen bir degeri maksimize



edilmis f olan t'nin bir degeridir” seklinde ifade etmis, en ¢ok elde edilen degerin
optimum kernel tahmincilerini incelemis ve bu caligmasinda Rosenblatt kernel

yogunluk tahmincisinin gesitli 6zelliklerini agiklamigtir.

Parzen (1962), ihtimal yogunluk fonksiyonunun tahminini gostermis ve bu tahmine
Parzen kernel yogunluk tahmincisi demigtir. Aynica bandwith h'in nasil segilecegini de
kisaca agiklamistir. Rice (1984), nonparametrik regresyon i¢in bandwith parametre
segimi incelemis ve bu c¢aligmasinda Fourier seriler tahmin analizini yapmugtir,

Ieragimov ve Hasminskii (1980), regresyonun nonparametrik tahmini iizerine bir
aragtirma yapmuglardir.

Priestley ve Chao (1972), iki degisken arasindaki uygun bir genel foksiyonel iligkinin
problemini incelemislerdir ve kendi isimierini verdikleri kernel smoothing tahmincisini
gelistirmislerdir. Benedetti (1977),bir bilinmeyen regresyon fonksiyonunun tajiraini igin
Priestley ve Chao tarafindan 6nerilen nonparametrik teknigi miitlaa etmisg ve bu tahmin
metodunu ilerletmeye ¢alismistir. Ayrica bu galigmasinda ¢esitli kernellerin fonksiyonel
yapisim kisaca gostermigtir. Hardle ve Gasser (1984), Priestley-Chao kernel
tahmincisini ve Gasser-Miiller kernel agirhiklanmi kullanarak saglam (robust)
nonparametrik fonksiyon uygunlugu incelemislerdir. Gasser, et al (1984), regresyon

fonksiyonlarin ve tirevlerinin nonparametrik tahmini igin kernellerin secimini

aragtirmiglardir.

Hall ve Wehrly (1991), Nadaraya ve Watson kemel tahmincisinden faydalanarak bir
kernel tahmincisi gelistirmiglerdir ve bu tahminciyi bir simulasyon c¢alismasinda
Nadaraya-Watson ve Gasser-Miiller kernel tahmincilerle mukayese etmislerdir. Ayrica
calismada bandwith parametresi h'in seg¢iminin nasil yapilacagim gostermislerdir. Hall
ve Marron (1990), nonparametrik regresyon modelinde varyansin bir tahmincisini

onermislerdir.

Gyorfi (1981), k,-NN regresyon tahminini iglemis ve k,-NN regresyon tahminlerinin

yakinsama oramimi gostermistir. Devroye (1978), nearest neighbor (en yakin komgsu)



regresyon fonksiyon tahmincilerinin tniform yakinsamasim ve optimizasyondaki
uygulamisim incelemiglerdir. Stone (1977), nearest neighbor kuralimn dagiligtan
bagimsiz oldufunu ispat etmis ve nearest neigbor agirhiklanm incelemis. Cover and
Hart (1967), nearest neighbor kuralini tamitarak kabul olunabilirligini, ve siirekli
durumlar altinda bir-nearest neighbor ve k-nearest neighborlann yakinsamasini

incelemiglerdir.

Stute (1984), m(x)=E(Y/X=x) regresyon fonksiyonunun smooth NN tahmininin
Nadaraya-Watson tahmini igin gerektifinden daha zayif durumlar altinda asimtotik
olarak normal oldufunu gdstermigtir. Aynica X’in komsulugunda ¢ok az gézlem
oldugunda nearest neighbor tahminlerin kemnel tip tahminlerden daha etkili oldugunu
ifade etmigtir.

Clark (1976), bir smoothing regresyon fonksiyonunun non-parametrik tahminini
incelemistir. Silverman (1984), egri tahmini ve nonparametrik regresyon igin spline
smoothirg yaklagimim miitalaa etmistir ve spline smoothing ile kernel smocthing
arasmmaaki iligkiyi aragtrmistir. Reinch (1967), spline fonksiyonlarla smoothing
durumunu incelemistir. Simonoff (1998), yogunluk tahmini ve nonparametrik regresyon
arasindaki bir bag olarak katagorik veri smoothingin durumunu aragtirmigtir. Speckman
(1985), Y=f(x;)te;, x;€(a,b) formunun nonparametrik regresyon modellerinde linear

tahminini tartigmigtir.
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2. REGRESYON PARAMETRELERINi TAHMIN METODLARI

2.1. PARAMETRIK METODLAR
2.1.1. En Kiiciik Kareler Tahmin Metodu

En kigik kareler metodu, dogruyu; noktalarin kendisinden aynliglanmin kareleri
toplamini minimum yapacak sekilde tayin etme esasina dayanmaktadir. Yani hatalarin
karelerine iliskin toplamun en kiigik olmas) temeline dayanir. (X; Y;) gézlemlerinin

Y= a+8X;, i=12,...,n
regresyon modeline uygun oldugu farzedilsin.

En kiigik kareler tahmincisi ,3 » Wi =(X; - X,)? afirliklan ile by’ nin tartih (agrhkl)
ortalamasidir. Medyan tahmincileri en kiigiik karelerde uygun agirlik metodlarnm
kullanarak, kesinlikle sapan gozlemlerin (outlier) etkisinin 6neminin azaltilmasinin
mimkiin olacagini belirtmiglerdir (Hussain and Sprent, 1983).

En kugiik kareler tahmincisi 3,

-7 )% -%,)
ﬂ= i=1 -
Z(Xi—j(-n

i=l

seklinde bulunur. Burada; ¥ ve X, X ve Y’nin ortalamalandir ve ¥, =(1/n)) . Y,,
X =/ ")2,11 X, dir. Regresyon dogrusunun Y eksenini kestigi noktanin en kigik
kareler tahmincisi & ise

a=2(Y1,- AL X)-T - B,
seklinde bulunur.

En kicik kareler tahminleri a ve ,& , a* ve B* mn 6zel durumlan gibi elde

“
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edilebilirler. Soyle ki, T(Y) = D> Y, ve To(Y) = > (X,-X,XY,-7,) .,
X,=n"Y" X, alnsin. & ve ' min tahmini,

Sup {b: T, (Y -a—bx)>0, bitiin 2’ lar i¢in}
= inf {b: T, (Y - a—~bx) <0, biitiin a’ lar igin}

5 - E - X - = B

=]
vE
Supa: Ty(y -a— fx)> 0}
—inffa:Ty(y—a~ fx) <0}
=(y,-BX,)=a
seklinde hesaplanir (Adichie, 1967).

/A3, W; =X — X;)? agirliklar ile by degiskenlerinin bir agirhkli ortalamasidir, halbu ki
p* degiskenlerin aym kiimesinin medyam olur (Sen, 1968). Medyan tartth ortalamaya
gore sapan degerler tarafindan daha az etkilendigi igin, (¥, ,25” dan daha saglamdir
(Hussain and Sprent, 1983).

2.1.2. Maksimum Likelihood Metodu ile & ve ,B Parametrelerinin Tahmini

(x; — y;) n tane nokta ¢iftinin regresyon dogrusu asagidaki gibi olsun;

Y; = o+Bx;+ €, i=12,....,n
Hata takimlarinin ihtimal fonksiyonunun fonksiyonel formu spesifik oldugu (kesinlikle
belirtildigi) zaman o, B ve o parametrelerinin tahmincileri maksimum likelihood
metodu ile elde edilebilir. Bu metod 6mek gozlemlerinin ortak ihtimal dagilisim
kullanir. Bu ortak ihtimal dagilis1 parametrelerin bir fonksiyonu gibi gorimdiigi zaman,
Likelihood Fonksiyon olarak adlandinilir. Verilen Y,,...,Y, go6zlemlerin normal
regresyon modeli i¢in Likelihood fonksiyonu;

Uap.0") =TT g om -5 (- a= ) |

i=1 (27“72) 20°



1

1

1 & 2
=——F—exp —— ) (¥, —a- BX,
(27w'2)"'ze [ Zazg(' ¢ ')J

olur. B,a ve & nin degerleri Maksimum Likelihood tahminciler olur. Bunlar;

Parametre Maksimum Likelihood Tahmincisi
a a= )7 - Ié)—f
52X =X -T)
B > (X, -X)?
L, DE-T)
2 o ==
o] n
ve hata kareler ortalamasi
A\2
oL g2 20 F) T

n-2 n-2  n-2
seklinde hesaplanirlar (Neter, Wasserman and Kutner, 1989).
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2.2. MEDYANA GORE PARAMETRE TAHMINi

Bir regresyon dogrusu egiminin () medyana goére g¢esitli non-parametrik tahmin
metodlan agagida verilmistir.

2.2.1. Theil Metodu

1950 yilinda Theil tarafindan ileri siiriilen metod aragtirmacilann en ¢ok bagvurduklar
egim bulma metodlarindan birisidir. Bir dogrunun egimi tahmininde kullamlan Theil
(1950)' in metodu, (x; , y;), (Xj , ¥;) gozlem ¢iftlerinden hesaplanan efim tahminlerinin
medyan: hesabina dayandiriimaktadir (Hussain and Sprent, 1983). Bunun igin, sahip
oldugumuz (X, , 1), ...-. (Xa, Yo) D tane miisahede ¢iftinin;

y,=a+ b, +e, 1=1,2,..,n
regresyon modeline uydugunu farz edelim. Burada a (kesisim) ve p (egim) bilinmeyen
regresyon parametreleridir. X; degzrleri bilinen sabitler oiup X; < X, <.....< X, seklinde
siralanarak birbirinden farklidirlar. Bu modelde ¢;' ler varyans: o ve sifir medyan ile
simetrik bir sirekli dagihisga sahip olan bagimsiz ve 6zdes dagilmig sansa bagh
hatalardan olusuilar (Rao and Gore, 1982).

B' nin tahmini 3 ,1<] (%; # X;) olmak {izere elde edilen N = ( > ) tane

by =(yi—y)/ (%-x))
egimlerinin tiimiinin bir agirhiklh medyam olur (Sievers, 1978). Yani,
B = medyan { b; }
seklindedir.

Theil (1950), a'nin tahmininde, tim aq, = y, - ﬁx, degerlerinin medyam oldugunu ifade

etmigtir (Hussain and Sprent, 1983).
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2.2.1.1. Theil Tahmininin Onemlilik Testi

(X3, Y1), X2, Y2), cenenee , (X5, Y,,) tane miisahede ¢iftlerinin;
Yi=a+BX,+e,, (1=12,...,n)
modeline uydugunu farzedelim. Ve;
H,: B=B, hipotezini
H; : =B, alternatif hipotezine karg1 test edelim (Hogg and Randles, 1975). Theil
tarafindan 6nerilen istatistik, esas itibariyle;

" Y,-%,
GO EL=2TY

i<j

dir. Bu formiil daha kisa olarak;

W= () L)

i<j

seklinde ifade edilebilir. Burada u (V) fonksiyonu;

u(Vv)=-1 V<O0ise,
u(\)=20 V=0ise,
u(V)y=1 V>0ise

seklindedir. Theil' in isaret ettigi gibi, (2W' — 1) Kendall' 1n 7 istatistifi ile yakindan
iligkilidir. 2W' — 1) ve 1 arasinda sifir olmayan durumlar i¢in tam bir kargilikli tekabiil
s6z konusu olmasa bile, (2W' — 1) nin sifir dagihisi ile 7' nun sifir dagihisi 6zdestir
(benzerdir). Bu yiizden, H, dogru ise

E(W)=1/2

veE

Var(Wry = 2243 _
18n(n—-1)

olur ve W' asimptotik olarak H, altinda nommaldir. Bundan dolay
1
2n+5 |2 W 1 57,
18n(n~1) 2" (Ye
kritik bolge ile test, 6nem seviyesi a‘ya esit olan H,' in nonparametrik testini tayin eder
(Potthoff, 1974). .
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2.2.1.2. Theil Metodu ile p Katsayisin Giiven Smirlan

X;-Xi#0 (1<1<j<n) farklihklarimin say1s1 N ise, 6nerilen nokta tahmincisi X # X;
i¢in N tane b; egiminin medyam olur (Sen, 1968).

B i¢in bir given aralifn ¢ift yonli hipotez Hy :B=Bo H; :B#Bo testiyle elde edilebilir.
Meydana gelen given arahf i < j olmak tzere diizenlenmis (muntazam) by efimler
setinde uygun olarak seg¢ilmis sinirhi noktalara sahiptir (Sievers, 1978).

i <] olmak tzere toplam N = (}) adet by degeri kiigiikten bityiige dogru swalanir. B mn
given arahfimn alt sinin ,Z?a, kugikten buylie dogru siralanan k* nc1 by degenidir. B’

nin given aralifimin st simn ,@,, ise biyikten kigiife dogru siralanan k’ nci by
degeridir (Daniel, 1990).

p=N"5m=2 4
3 :

Sa deeri n ve w2’ ye gore Kendall’ in Tau Test Istatistik Degerleri Cetveline bakilir,
bulunan degeri formiilde yerine koyarak k degeri tespit edilir..

Eger n degen ¢ok biytikse (n > 40) dagihis normal dagilisa yaklagir ve dagilisin standart

sapmast;

oz Jn(n - 1)(211 +5)
18

olur(Griffin, 1962). O zaman standart normal dagilim tablosu kullanilarak k degeri;

_ n(n - 1)(2n + 5)
k _ N Za/Z\/

18

2

formiiliine gore hesaplanir.
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2.1.2. Adichie Metodu

Adichie'ye (1967,b) gore; Y. Y, (asagidaki daglislar ile) bagimsiz tesadifi
degiskenler olsun,

Pop(Yi<y) = F(y-o-Bx;)
burada x; bilinen regresyon sabitleridir ve timi birbirinden farklidir. Pop, o ve B
parametre degerleri igin tahmin edilmis ihtimali ifade eder. o ve B' nin tahminleri
a’ ve B asapdaki sekilde tarif edilir.

T; (Y; ....Y,) ve T, (Y .... Yp) a ve B hakkinda hipotez testleri igin iki istatistik
olsun. T; ve T, nin asagidaki iki durumu yerine getirdigi kabul edilsin.
A) Her bir y ve x igin, sabit b i¢in, T; (y + a + bx) a2’ da azalmayan ve her a i¢in Ty(y + a
+ bx) b’ de azalmayan olur. Burada y + a + bx kisaltmasi (y; + a + bxy,. ..,y,+a+
bx,)’1 gosterir.
B) a=Pf=0 oldugu zaman, T, (Y) ve T; (Y)'min dagiliglan pu ve v sabit noktalan
civarinda simetrik olurlar. T, ve T, uygun fonksiyonlan i¢in, o ve §’ nin tahmisleri i¢in
a’ ve f asagidaki yekilde bulunur.

B, =sup[b: T, (y—a—bx)>v, tim a’ lar igin],

B, =inf[b:T,(y—a—bx)<v,tim a’ lar igin],
* l . 1]
b= “2‘(;61 +ﬂ2);

a; =sup[a:T;(y-a—-f'x)>p],
a,=inf[a: Tl (y~-a-B'x)<u];

a® = %(a; +a§).

Aynica Adichie’de (1967,a), R; n gbzlemin [Yy,..] Y] mutlak degerlen dizisinde
| le “nin ranki olsun. T; ve T, istatistik ¢ifti asagndaki sekilde tarif edilir;

T(Yy=nY x, W,(R, /n+1)Signy, ,
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T(Y)=n"'), x j‘I’,,(Rj /n+ ])Sign}’j )

burada

W ()= ¥(j/n+1), -—"-q’-l<us

3 .

ve

tim [ [¥, () - ¥ ()] du=0 .

0

Bir simetrik 2x2 matriks |}y || asagidaki gibi olsun

1
u =_f‘1’2(u)du ;
0
1
Foa=n' D, x [WP(udu ;
0

¥ 21m =n'lzjxji"~l’2(u)du .
Tarif:

M(®) = Dl ul, (T
burada V’nin transpozu V' ve "n,” ‘nin inversi ”7,,,”;] olur ve Adichie (1967,2)
tarafindan M(¥), H:o=p=0 hipotezleri i¢in test istatistiklerinin bir smifi gibi ileri
stiriilmisgtiir.

2.2.3. Sen Metodu

Sen (1968)° asagidaki metodu gelistirmigtir. Genel olarak x; < x; £ .... < X, oldugu
farzedilir. (x; — x;) pozitif farklaninin sayis1 N agagidaki sekilde bulunur.

N= Zc(xj - x,.)

Isi<jsn

L. Y%Ln&é}ukm IMEURILY
DOKUBIANTASYGN MERKEZ/
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Burada ¢ (u)’ yu;

cuy=1 u>0 ise,

c(u)=0 u =0 ise,

c(u)=-1 u<o0 ise
seklinde tarif ederiz.
Herhangi bir reel b sayisi igin, Zig, = Y; — bx;, i = 1,2,3, ....... n tarif edilir. O zaman
temelde x; ve Z:y), 1 = 1,2,3,....n arasinda Kendall’ 1n Taw’ su ile alakalt asafdaki
istatistik ortaya gikar.

1
U,@) =W Yo, -X,)e(Z,(6)-Z,().
1Si<jsn

1
Boylece, {N(;)}z U, (b) farkh isaret sayist olur ve bir sabit b igin, (Y; — bx;) ve x;

arasindaki korelasyonun tau katsayisimin payinda goriliir. Tam i <j igin x; 2 x;” den
dolayi, Zj(b)-Zb)tim 1 <i<j<niginb’ de artmayandir. Bundan dolay: U,(b) de b’
de artmayandir. $imli, tamma gére, Z;(B), ...... Z(B) n tane bagimsiz ve 6zdes
dagilmis vesaciiti degigkendir ve x, = (X X, ....... X,)’ den bagims:. olan F(x-a) dagilig
fonksiyonuna sahiptirler. Sonug olarak, U,(B) istatistik tahmincisinin sonucu 0° a yakin
olacaktir, Ashinda, U,(B) sifir etrafinda simetrik bir dagihiga sahip, dagilistan bagimsiz
bir istatistiktir. Béylece B” y1 tahmin etmenin bir yolu U,(B)’ yi miimkiin oldugunca
sifira yakin yapmaktir. Ciinkii, U,(B) b’ de artmayan oldufundan U,(B)" nin sifira esit
olacag bir yan ag¢ik arahk bulunacaktir. Bu aralifin orta noktas: dogal olarak B’nin bir
tahmini olacaktir. Matematiksel olarak tahminci agagidaki sekilde tammlanr.

Bi=sup [b: Uy(b)> 0],

Fo=1inf [b:Uyb)<0].
Buradan,

g = %(ﬂl + ﬂ;) elde edilir (Hogg and Randles, 1975).

Ayrica N in tek (2K + 1) veya ¢ift (2K) olmas1 durumuna gore $*,

LS
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Xy , N=2K+1
B =11
X + X} N=2K
seklinde yazilabilir.
2.2.4. Maritz Metodu

Maritz (1979), Theil (1950) in istatistiini kullanarak, F ( y; —o-Bx; ) dagihs
fonksiyonuna sahip olan bafimsiz sirekli tesadiifi degiskenler olan Y;” lerdeki linear
regresyon durumunu miitalaa etmigtir. €; = Y; - o — 8x; bagimsiz ve 6zdes dagilmg
olsunlar, i = 12....nve x; <X < ...... < X, bilinir ve sabittirler. f’mn tahmini igin
Theil(1950) metodu her j > i igin,
& — & = (Y - a— Bxy) — (Y; - o—Bxp) = (Y; - Y;) -B X — Xi),

ifadesinin matematiksel olarak a dan bagimsizhifina ve sifir etrafinda simetrik olarak
dagilisina dayanir. Theil istatistigi;

B(Y.B)= Zi<j Uy
sansa bagh degerinden gikanlir. Burada,

U =sgn [(Y; - Y) - B X —-X))]

E(Uy)=0

Var(Uj)=1
dir. Istatistik B, o hari¢ tutularak (elimine edilerek) e; e; ¢iftlerinin kullaniimastyla eide
edilebilmigtir. Benzer bir usul de $° y1 da hari¢ tutulabilir (elimine edilebilir).
Vji = sgn [xig; — xjei] = sgn [xy; — X;yi ~ a(x; — X;))
olsun

AY.0=T_ 7,

tahmin edilir. A (Y, o) istatistifi o {izerinde netice ¢ikarmak i¢in uygun olabilir.

A (Y, o) = 0 tahmin denkleminin ¢6ziimiiyle o’ nin elde edilen hata tahmini
(xyxy)(xi—x;), 1<), L,j=12,.....n
ciftlerinin, ¢ifter gifter kesisim tahminlerinin medyam olur; bir tahmin aym zamanda
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indislerin uygun bir sekilde segilen alt kiimeleri iizerinde bu gibi tahminlerin medyam
alinarak elde edilebilir. o’ nin nokta tahmini Theil istatistifi esas: Gizerine dayandinlan
B’ nin tahmini ile direkt benzer olur, yani tiim esli egim tahminlerinin medyamdar.

2.2.5. Kildea Metodu

Kildea'de (1981), en kigiik kareler tahmincisinin bir dogal medyan benzeri elde
edilmesi ile Brown-Mood tahmincisinin nasil degisik olabilecegini incelemigtir.

(Y. Xj) 1=1, 2, ...,n n tane nokta ¢iftinin her birinin y; = a+fx; + ¢; modeline uydugu
farzedilsin ve modeldeki x;” ler bilinen sabitler, a ve B bilinmeyen parametreler ve ¢;’

ler ise hata paylan olur.

s

n

{x;; 1=1,2, ..., n} sayilarinin medyam x* olsun ve X = , 0 zaman (¢ , )’ mn

Brown-Mood tahmincisi (@', 8') asagidaki sekilde tarif edilir,
med.(y; - a' - Bx,Lx, <x')= med (y; - &'~ B%,Lx, >x)=0. (51)

Bu agagidaki sekilde tekrar yazilabilir;
med.(y, —a' - p'x, Li<n)=0, (5.2) (A)

med.( ,— B, Lx, < x*) = med.(y, -Bx%.L,x > x*) . (5.2)(B)

En kugiik kareler tahmincisi (&, ,23) y1 tanimlayan normal denklemler asagidaki

gibi yazilabilir,
mean(y,. —&- i Li< n) =0, (5.3) (A)
mean(y, - ﬁx,., x; =X, x;, < f)= mean(y,. - ,éx,.,x,. -X,x; > J_c) (5.3)(B)

(5.2) ve (5.3)un bir mukayesesi yapilirsa, (5.2)(A), (5.3)(A)’ nin bir dogal medyan
benzen (esi) olur, fakat (5.2)B), (5.3)(B)’ den sadece ortalama ve medyan islemleri
bakimindan degil ayn1 zamanda residuallann agiriiklandirilmas: ve gruplandiriimas:
bakimindan da farkhidir. Bu sebepten Kildea (5.2)(B) esitliginin agafidaki gibi degisik
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oldugunu kabul etmistir.

{1,2, .., n}’ in ikiye aynilmis bos olmayan alt kiimeleri S ve U olsun. Soyle ki;
(ieSvejeU)=x <x; .
{S;:1 € S} ve {u; : i € U} pouzitif sayslarn (agirhiklann) iki kiimesi olsun, X530 ve
2u>0. O zaman Kildea’nin degisik Brown-Mood tahminciler siniflari;
med (y, - & — B, 1,i < n)=0, (5.4)(A)
med.(y,. —Exi,s,,S)=med.(y, —,Bx,,u,,U) (5.4) (B)
seklinde tammlanir. Kildea (1981) de

g(By=med(y;- Bx;, s;, S)-med(y;- Px;, w;, U)

seklinde bir fonksiyon tiretmis. Bu fonksiyonda B yerine =L -
X; - X

(ijeU) veya

(1€ S) ye gore elde ettifi degerleri yerine koyarak S ve U kiimesine gore elde ettiji
medyan degerlerinim farkim alip B degerini tahmin etmistir.

2.2.6. Brown-Mood Metodu

X1<x<..... < X, h sayinin medyam agafidaki sekilde tarif edilir.

X i) n=2k+1 ise
M =

n

%(Xk +X(k+,)) n=2k ise

Brown ve Mood a ve B 'min birlikte tahminini asagidaki iki egitlikten 6nermislerdir.
Medyan{rx,sM,,}[Yi —a- Iéxi_l= 0,

Medyan,u,|Y, - & - B, |= 0
burada M, (x;, X, -..... ,Xp) noktalannin medyamdir (Hill, 1962).

Y - Bx;degerlerinin n / 2’ sinin bir yansi medyan (x;)’ in saginda ve diger yaris1 medyan
(x;)’ nin solunda olusturulmas: amaciyla B’ min segilme zorunlulugu vardir. Bu ifade

B'nin Brown-Mood tahminini saglar (Hogg and Randles, 1975).
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X; degerlerinin genel medyam medyan (X;) bulunur. Bu genel medyan degeri (X; Y;)
miigahedelerini ikiye boler. Genel medyan degerinin altindaki ve istindeki X; ve Y;
degerlerinin medyam bulunur yani iki tane X; degerinin ve iki tanede Y; degerlerinin
olmak iizere toplam dért adet medyan degeri hesaplanir. Bu medyan degerleri;

Yivean ~ Yocsseavany

ﬂ.—_

X Meavan) ~ X2 Mecham)

formilinde yerine konarak nihai tahminden 6nceki egim bulunmus olur. Elde edilen
dogru etrafindaki miigahedelerin medyanlar: her iki grupta da sifirdan farkhi oldugu
zaman elde edilen dogruyu dizeltmek gerekir (Daniel, 1990). Diizeltme yapilirken X
medyan degerinin safindaki ve solundaki noktalarin regresyon dogrusundan dikey
sapmalanimn medyam sifir olana kadar regresyon dogrusunun pozisyonu degistirilir ve
sonugta nihai regresyon dogrusu bulunmus olur ve nihai dogru iizerinde isaretlenen iki

nokta degerlerini
ﬂ' = Yl - Yz
Xl - Xz

formiilinde yerine koyarak nihai & ve B degerleri bulunmus olur.

a ve B degerlerinin 6nemlilik testini yaptigimizda hipotezler

Hya=a,, f=Bo

Hi:a#a,y, B+#Bo

seklinde kurulur. Test istatistigini bulmak igin ilk énce n adet (X;,Y;) degerleri dagilma
diyagraminda gosterilir. Diyagramda Y=o0,+BoX dofrusu g¢izilir ve X degerleni
medyanindan Y eksenine paralel bir ¢izgi ¢izilir. Farazi regresyon dogrusunun
tizerindeki ve X degerleri medyanindan ¢izilen dikey ¢izginin sol tarafindaki noktalann
sayist n), farazi regresyon dogrusunun izerindeki ve X degerleri medyanindan ¢izilen

dikey ¢izginin saj tarafindaki noktalann sayisi n, ise, test istatistigi,

w3 (-]

seklinde tanf edilir. Bu istatistik Ho hipotezi dogru iken n ¢ok kiigiik degilse, 2
serbestlik dereceli X dagthmina yaklagir (Daniel, 1990)
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2.3-SMOOTHING TEKNIKLERI

Smoothing metodlan ve teorisi 1980 yihindan sonra gelismeye baglamigtir. Smoothing
teknikler uzun bir gegmige sahiptir. 19.yy da parametrik olmayan uygulama, analizler
i¢in temel arag olarak kullamildi. 1857°de Saksonya’li ekonomist Engel genelde
regressogram diye bilinen Engelsches Gezets’i bulmustur. Bu tarihten itibaren,
parametrik olmayan smoothing uygulamalanyla uzun zaman ilgilenilmemigtir.
Istatistikgiler 1950 yilindan sonra istatistik teorinin matematik bulgulan
hesaplamalardaki basitlifi, model faraziyeleri ile uygunlugu ve dahasi matematiksel
kolayhg i¢in sade bir parametrik uygulama énermiglerdir (Hardle,1997).

Bir regresyon efrisi agiklayic1 defisken X ile cevap degiskeni Y arasindaki genel
iligkiyi tarif eder. X gozlendiginde, Y’nin ortalama degeri regresyon fonksiyonu
tarafindan verilir. Regresyon fonksiyonunun sekli bize Y gozlemlerinin X’in kesin
degerleri igin tahmin edilenler oldugunu veya iki degisken arasindaki bagimhiliin 6zel
bir gesidinir olup olmadigim gosterir. Sayet n tane veri noktasi {(X,,Y)};, varsa
regresyon iligkisi
Y=m(x;)*+€;, 1=1,2,...n,
modeliyle ifade edilir, burada m bilinmeyen regresyon fonksiyonu ve €;’ler gozlenen
hatalardir. Y; ye kars1 X;’nin dagiima diyagramma bakildiginda agiklanmasi miimkiin
bir regresyon iligkisini kurmak daima yeterli olmaz. Ciinkii dagilma diyagramindaki
merkezilesmis noktalar disindaki noktalar bizim gérigiimiizii gagirtabilir. Regresyon
analizinin asil amaci, bilinmeyen cevap fonksiyon m ile uygun tahmini yaklasimin
saglamlmasidir. Gozlenen hatalann azaltilmasi ile efri x (zerinde Y’ nin ortalama
baghlifimn 6nemli detaylanmn merkezilegtirilmesi ile uygulamaya yardimci olur. Bu
genel ortalara usuli ile yaklagik egri bulma durumu “~“Smoothing™ olarak adlandirilir.
Bu genel olarak asagidaki gibi ifade edilebilir
(x) = 3 W, (0T,

i=1

burada {,,(X)},, {X,}, vektorine bagml: olabilen afriik dizisidir (Hardle,1997).
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Nonparametrik regresyon metodlan, regresyon fonksiyonlanmin tayin edilmig bir
parametrik sinifina sahip olmaksizin bir regresyon egrisinin bir smooth uygunlugunu
elde etmek i¢in yaygin olarak uygulamrlar (Miller, 1992).

Saglam sonug ¢ikarmak igin diger ihtimaller géz6niinde tutulmasina ragmen ¢ok basit
ve ¢ok yaygin olarak kullanmilan smootherler Kernel Metodlarina dayandinlmigtir (Wu
and Chu, 1993). Kemel ismi, cevap degiskenlerinin bir kernel fonksiyon esasina
dayanmis lokal agirlikh ortalamalann olan smootherlerden gelir (Chu and Marron,

1991).

Smootherler i¢in nonparametrik regresyonun yaygin olarak miitalaa edilen iki tip
modeli vardir. Bunlardan ilki sabit model (Fixed design) olup, bu modelde dagilma
diyagramindaki veri noktalarimin ordinatlan belirleyici deger olarak diginilir. Bu
ordinat degerler, planlanmig bir denemede oldugu gibi genellikle arastinic: tarafindan
secilirler. Uygun bir sekilde alinan 6mek noktalar esit uzaklikta olur.

Sabit diizenlenmis nonparametrik regresyon modeli;

Yi=m(x;) + €; i=12,.,n
seklinde verilir. Burada m(x) genellikle [0,1] araliginda tammlanmis regresyon
fonksiyonudur, X;' ler esit aralikta sabit diizenlenen noktalardir, yani x; =i/ n dir. €; ler
sifir ortalama ve o° (0 < o’ < ) varyans ile bagimsiz ve 6zdes dafiimis regresyon

hatalandir, Y;' ler x;' de m(x)' in tahmini gézlemleridir (Wu and Chu, 1993).

Ikincisi, sansa bagh (Random design) nonparametrik regresyon modelidir. Bu modelde,
dagilma diyagramindaki veri noktalan iki degiskenli ihtimal dagihgindan alinmg
degerler gibi diasunilir. Bu ordinatlar genelde deneyci tarafindan tesadiifi olarak
secilirler. Sansa bagh nonparametrik regresyon modeli;

Yi=m(x)+ €, 1=12,..,n
seklinde verilir. Burada (x;, y;)' ler bagimsiz ve 6zdes dagilmig tesadiifi degiskenlerdir,
€; = Y; — m(x;) seklinde tammlanan €; lerin ortalamas: sifir ve varyansi ¢’ oldugu

varsayilir. Herbir durumdaki amag, egri m(x)i tahmin etmek icin Y,..Y, ‘i
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kullanmaktir. Ik bakista uygulamada bu iki model arasinda ¢ok az bir fark oldugu
diginiilir, ¢iinkii regresyon fonksiyonu (yani sartli beklenen deger) sadece sarth dagihs
tzerine baghidir, burada ordinat degerler verilir (Chu and Marron, 1991).

2.3.1-Kernel Smoothing

{W,,, (Jc)}:'=1 agirthkh dizisi, x civanndaki agirhklann sekli ve buyiklaginii ayarlayan

bir skala parametresine sahip bir yogunluk fonksiyonu vasitasiyla W, (x) agirhk
fonksiyonunca ifade edilir. Genelde bu fonksiyon sekli kemel K olarak adlandinihr
(Hardle,1997). Kernel fonksiyonu sireklidir ve simrhidir. Simetrik reel fonksiyon K'mn
integrali bire esit olur (Rosenblatt, 1971). Yani,

jK(u)du= 1.

Kernel smootherler igin agirlik dizisi

W (x)=K, (x=X)! f, (x)
seklinde tammlamir.Burada kernel yogunluk tahmincisi

Fi®=n"Y K, (x- X))

i=l

seklindedir (Hardle ve Mammen, 1993). Her h,, igin

K, ()= h'K(ulh)
olur ve K(u), -o<x<ewo i¢in afirhk fonksiyonunun genel bir tipi olarak tarif
edilmigtir. {h,}, n—> iken nh,— yaklagmasina benzer sekilde sifira giden pozitif reel
sayilann bir dizisidir, yani h,'nin degismesiyle fonksiyon K 5, (X)'in genisligi degigebilir

(Pniestley ve Chao, 1972).

Bir agirlik fonksiyonu olan kernel K;
a) K(u)20, tim u'lar igin

4.

b) TK(u)du =1
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c) TKz(u)du <00

d) K(uy=K(-u)
sartlanii saglar (Rosenblatt, 1971; Priestley ve Chao,1972; Benedetti, 1977).

2.3.1.1-Priestley ve Chao Tahmin Metodu

Priestley ve Chao (1972), regresyon fonksiyonu m(x) i¢in asafidaki tahminciyi
6nermislerdir;

Yi=m(x}t€;, =1,2....n, 0<xi$x0%....8x. <1,

modeline gére tanimlanmis Y,,Y,......,Y, n tane goézlem olsun. Burada m(x), [0,1]
aralifinda sinirlanan x {izerinde bilinmeyen bir fonksiyon olarak tarif edilmistir (m(x)
0<x<1 i¢in tantmlanmas bir bilinmeyen fonksiyon). {x;} bilinen deger ve €;ler(hatalar)
sifir ortalama ve sonlu varyans o ile bagimsiz ve ozdes dagilmus tesadufi
degiskenlerdir. Yani;

E[e&;]=0, E[ef]=a§, #=1,2,....n.

m(x)'in Priestley ve Chao tahmincisi

iy () = D7, H K(";’"')

i=1 ] n

seklindedir. Burada K(.) bir kernel fonksiyon ve {h,}, n—o iken nh,—w®
yakinlagsmasina benzer gekilde sifira giden pozitif reel sayilann bir dizisidir. Aynca bu
tahminci Benedetti(1977); Hardle ve Gasser(1984); Hardle(1997)  tarafindan

kullaniimistar.
2.3.1.2-Nadaraya ve Watson Tahmincisi

Regresyon modeli,
Y=m(x;}te;, 1<1<n,
seklinde olsun. Burada m bir smooth regresyon fonksiyonu, x;,...,X, verilen bir aralikta

simirlanmig bilinen sabitler ve e;ler ortalamasi sifir varyansi o’ olan bagimsiz ve 6zdes
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dagilmis bhatalardir. Bandwith h ve kernel K kullamlarak m(x)in tahmincisi 7(x),
Nadaraya (1964) ve Watson (1964) tarafindan asafndaki sekilde Onerilmigtir.
(Stute,1984; Hall ve Wehrly,1991; Hardle,1997).

> ¥ K((x- X,)/h,)

i=]

S K(x-X)1h)

i=}

’hh (x)=

2.3.1.3-Gasser ve Miiller Tahmincisi

Nonparametrik regresyon modeli,
Yiem(x)te, 0<x<...<x.=1
seklinie olsun.

Hardle ve (Gasser (1984) tarafindan, Gasser ve Miiller'in (1979)
5,
W, (x)=h [ K((x=u)/h,)du
i1

agirliklan kullamlarak, m(x)'in Gasser ve Miiller (1979) tahmincisi #1,(x);

m,(x) = %Z’:j Y, J’ K((x—u)/h,)du

S
seklinde ifade edilmistir (Hall ve Wehrly,1991). Burada S=(x;+x;+1)2 (i=l,..,n-1),
S¢=0, S;=1, h, pozitif bandwithlann dizisi ve K bir kemel fonksiyondur. (Miiller,1992;
Chambers, Dorfman veWehrly,1993) bu agirhiklan kullanmiglardir.

2.3.1.4-Hall ve Wehrly Tahmincisi

Hall ve Wehrly (1991)’nin, gelistirdikleri tahmin edici Nadaraya-Watson tahmin
edicisinden esinlenerek gelistirilmigtir. Alinan regresyon modeli
Y, =f(x)+e, , 1<i<n,

olsun. Burada x'ler dizenlenmis noktalar, f bir smooth regresyon ortalama

&
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fonksiyonu, e;ler sifir ortalama ile bagimsiz ve 6zdes dagilmis hatalardir. Gozlenmis
veri giftleri X ={(x,,Y,), 1<i<n} [a,b](a < x, <.... < b) arahanda olurlar.

Hall ve Wehrly (1991), Kernel K ve bandwidth h'1 kullanarak f'in tahmincisi 7 'yii

fm=[z {(x—x,)/h}Y,]/[ZK{(x—x,)/h}],ansb

seklinde ifade etmislerdir. Bu formil O<h<b-a ve tim x €[a,b] i¢in iyi tarif edilmig bir
tahminciyi meydana getirir.

Hall ve Wehrly (1991), bir simulasyon ¢aligmasi yapmuslardir. Yaptiklan ¢alismada
kendi geligtirdikleri tahmin ediciyi, Nadaraya-Watson (NW) ve Priestley-Chao (PC)
tahminedicileri ile mukayeseli olarak incelemiglerdir.

Hall ve Wehrly’de (1991), asagdaki modeli kullanmiglardir.
1 2
Y = (x,. ——2—) +€, =1,2,..n

Burada x,,..., x, bagimsiz uniform (0,1) sans degiskenleri ile ilgili g6zlenen degerlerdir.

€},....,Ep 1s€ ortalamasi sifir ve varyansi o’ olan bagimsiz normal daglmg sans
degiskenlenidir.

X,5..s X, V€ €},...,€p 1le 1lgili sansa bagh 400 6rnekten o ve n degerleri elde edilmistir.
Herbir tahminedici igin band geniglifini segmek ig¢in bir eksigi alinmis capraz
degerlendirme kullamlmistir. Herbir sansa baghi omek igin t;=i/100(i=0,1,...100) de
f ;+(2,) tahmini hesaplanmigtir. Burada f; parametrik olmayan regresyon tahminlerinin
herhangi biri anlamina gelir. h , bir eksigi alinmis capraz degerlendirmesi kullamlarak
elde edilen datalardan segilmis band genigliini gésterir. O<u<1 igin L{u)=16(8-
15u)K(u)/9 ve| ul<1 igin ise K(u)=3(1-u*)/4 kullamlan kernel fonksiyondur.

Dogrudan segilen band genislifini kullanan tahminedicilerin performansm
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degerlendirmek igin asagidaki formiili kullanarak integrallenmis hata kareler
ortalamasi (MISE) tahmin edilmistir

. 10 (., 2
MISE(7) =5 330 - 70

i=0
Bu 400 simulasyonun her biri ile ilgili tahmin edicilerin herbiri igin hesaplanmgtir.
Tahminedicilerin herbiriyle ilgili olarak tahmin edilen MISE’ nin ortalama, medyan,
standart hata ve ¢eyrek aynhs oram tablo 4.2.1.1° de verilmigtir. Onerilen tahmin edici,
yaklagik %70 genel Nadaraya-Watson tahmin edicisinden daha iyi tahmin edilmig
MISE’e sahiptir. Bu durum Gasser-Miiller tahmin edicisi i¢in de gegerlidir. Ortalama
veya medyam tahmin edilmis MISE, oOnerilen tahmin edici ve Gasser-Miiller
tahminedici igin yaklagik olarak aymidir, fakat Nadaraya-Watson tahminedici igin biraz
daha buytktir. Sansa bagli plan ve bu o6zel simulasyon bakimindan o6nerilen
tahminedici bir dereceye kadar Gasser-Miiller tahminedicisine tavsiye edilebilir. Sans
plamim kullanan bu simulasyon bakimindan 6nerilen tahminedici diger tahminedicilere
tstiinlik saglamigtir. En kétit olami da Nadaraya-Watson tahminedicisidir.

Tzblo 4.2.1.1. Hall ve Wehrly, Nadaraya-Watson ve Gasser-Miiller tahminedscilerin her
biriyle ilgili olarak tahmin edilen MISE tablosu.

Ortalama Medyan Standart Sapma Ceyrek Ayrilig
Sansa Bagh Model
H-W 0.087 0.064 0.118 0.062
N-W 0.097 0.085 0.063 0.059
G-M 0.087 0.067 0.072 0.068
Sabit Model
H-W 0.062 0.053 0.046 0.043
N-W 0.079 0.070 0.046 0.051
G-M 0.059 0.052 0.039 0.042

H-W: Hall-Wehrly tahmincici
N-W: Nadaraya-Watson tahmincisi
G-M: Gasser-Miiller tahmincisi
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2
Bir benzer simulasyon sabit plan (fixed design) igin yuratiilmastir. ¥, = (x, - %) + €,

(=1.2,........ n) modeli kullamlmigtr. Burada x=(i-0.5)/100, i1=1,........ 100 ve
Elyerrenennann ,E100 ortalamasi sifir standart sapmasi 0.1 (0=0.1) olan bagimsiz normal sansa

bagh degiskenlerdir. Sansa bagli 400 6megin herbiri i¢in herbir X;’de f} (x)
hesaplanmistir. Burada, f,; parametrik olmayan regresyon tahminlerinin herhangi biri
anlamimna gelmektedir ve h ise birisi hari¢ birakilarak meydana getirilen capraz
degerlendirme ile elde edilen verilerden segilen band genisligini gostermektedir. Herbir
tahmin edici i¢in agagdaki formiil kullamilarak tahmin edilmis MISE hesaplanmigtir.

100 2
MSE(f;')=1%Z{f;,(x1)_f(xi)} .

Sonuglar Tablo 4.2.1.1 de sabit plan kisminda verilmigtir. Sabit plan (fixed-design) igin
elde edilen sonuglar, sansa bagh plan i¢in elde edilenlerden farkhidir. Hall ve Wehrly
tarafindan onerilen tahminedici Gasser-Miiller tahmin edicisi ile yaklasik olarak
aymdir. En kétii performans: ise Nadaraya-Watson tahrin edicisi gostermigtir. Hall ve
Wehrly’nin sabit plam1 kabul eden bu simulasyon ¢aligmasinda en iyi performansi
Gasser-Miiller tahminedicisi gostermigtir.

Simulasyon sonucunda Hall ve Wehrly tarafindan gelistirilen teknigin genel Gasser-
Miiller metodu lizerine olan ilave avantajlan, bu teknigin matematik olarak basit olusu,
formilinin integral ifadeler ihtiva etmemesi; sik sik kullanilan ve gok 1yi bilinen
Nadaraya-Watson tahmin edicisine esit olmas1 ve hem gansa bagh hem de sabit planlar
i¢in 1yi anlagiimasindan kaynaklanmaktadir.

2.3.1.5-Watson ve Leadbetter Kernel Yogunluk Tahmincisi

Watson ve Leadbetter (1962) tarafindan, bir ihtimal yogunlugu f(x) 'in

fn (x)= lz:'_l S,(x~x;) formunun tahmincileri uzerinde cahsilmigir. Burada
n B 4
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Bilinmeyen ihtimal fonksiyonu f(x), kesin olarak x;,....,x, n tane gozlemin bir

6meginden

=23 8,5 -5)

formunun tahmincileri vasitasiyla tahmin edilmis olur. Burada §,(.) karesi
integrallenebilir fonksiyon olarak alinmgtir.

£.(x) tahmincisinin hata kareleri integrallanms ortalamasi (M.LS.E.) J,,

5 =E([(7,0)- 1)) )

seklinde tammlanmgtir.
2.3.1.6-Rosenblatt Kernel Yogunluk Tahmincisi

Populasyondan ¢ekilen bagimsiz gézlemierin bir 6megi X;,...X, vasitasiyla f(x)'in

tahmini fn (x);
" 1 & x-X,"
1= i 2 )

olarak tayin edilmistir (Rosenblatt, 1971). Burada agirlik fonksiyonu W (kernel K)
smurli fonksiyondur ve integrali bire esittir. Bandwith h(n) bir poztif sabittir
(Eddy,1980).

2.3.1.7-Parzen Kernel Yogunluk Tahmincisi

Dagilis fonksiyonu F'(x) = P[X < x] stirekli olan tesadiifi degisken X gibi X;, X,,...,.X,
bagimsiz ve 6zdes dagilmis tesadifi degiskenler olsun, ihtimal yoguniuk fonksiyonu
f(x) ile

F(x)= [ f(x")ax'

olur. ‘



Verilen belli bir x noktasinda dagilis fonksiyonunun F(x) degerinin bir tahmini igin

L ek dagihis fonksiyonunun alinmastyla dogal olur ve Fy(x) esas olarak bir
n

£ (x)=

binomial olarak dagilmis tesadiifi defigkendir ortalama ve varyans: sirastyla

EfF,(x)}=F(x)
Var[F.(x)]={(1/n)F(x)} {1-F(x)} seklinde verilmistir.

Bir airiik fonksiyonu olan K(y)
1
KG»=3 lvl<l,

=0, |yPl
seklinde tamimlanmis olsun. O zaman £, (x)'in tahmini

in(x)=i%K(x;yde,(y)=;1;§"; = X,)

i=1

seklindedir (Parzen,1962).

Parzen(1962), 7. (x)'in 6zelliklerini incelemis ve tahminci 7, (x)'in varyansim
Var[ f" (x)] = n"Var[h"lK((x -X )/ h)]
ve ortalamasim
2ol U fx=XV]_F 1 fx-y .
E[ f,,(x)] = E[h(n) 1(( e H = L o K( prom ) f(»)dv seklinde bulmugtur.

Hata Kareler Ortalamasi

E[f,)- £ () = o? [7,(0]+ 2|7, ()] olarak belirtiimisti.

Burada
o?[7,(0)] = Var| 7, (x)]
ve tahminin sapmast
y7,|=E[f®]-rx
seklindedir.
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2.3.2 (k-Enyakin Komsu Tahmini (k-Nearest Neighbor Estimate)

En yakin komsu tahminlerinin yapist kernel tahminlerininkinden farklidir. Kernel
tahmini 7, (x), x civarindaki sabit yakin komgulukta cevap degiskenlerinin bir agirlikli
ortalamasi gibi tarif edilmigtir ve bandwith h ve kemel K ile belirtilmigtir. k-nearest
neighbor(k-NN) tahmini degisen bir komgulukta bir afirhk ortalamasi olur. Bu
komsuluk mesafedeki k-enyakin komsulann arasinda olan x-degiskenleri vasitasiyla
tarif edilir (Hardle, 1997). Regresyonda k-NN smoother veya k-NN regresyon
tonksiyon tahmini m asagidaki gibi tarif edilir (Gyorfi, 1981; Devroye, 19783),
A ()= S W (D
i1
burada {W,(x)}.,, Jx indekslerinin kiimesi vasitasiyla tarif edibwis bir agirhk
kimesidir.
IL={1: X; x’e en yakin g6zlemlerin bir tanesi}
Komsu go6zlemlerin indeksleri kullamlarak k-NN agirlik kimesinin tertip edilisi
soyledir:
nlk ieJ, ise
W“(XF{ 0 ° ks takdirde (yamii ¢ J,)
Omek: Hardle (1997), {(X,,¥)}.., {(1,5), (7,12), (3,1), (2,0), (5,4)} olsun; k=3 ve x=4
igin k-NN tahmini; m,(x) hesaplanabilir. x ile birbirine daha gok yakin k gozlemler
son ii¢ veri noktasidir, bu yiizden
J=1,={3,4.5} ve boylece
Wi (4)=0
Wia(4)=0
Wis(4)=1/3
Wia(4)=1/3
Wis(4)=1/3
olur ve sonugta m,(4) = (1+0+4)/3=5/3 tir.

Stone (1977) ve Devroye(1978)’e gore, k-NN agirlik fonksiyonlari, .
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Uniform k-NN agirhik fonksiyonu
1/k 1<igk
W () = , .
(%) { 0 isp  ein,

tiggen (triangular) k-NN agirlik fonksiyonu
_Jk=i+D/b, 1<i<k ..
Wh(x)—{o i>k lgin,

burada b,=k(k+1)/2 dir,
quadratik k-NN agirlik fonksiyonu
2 _ /i 1\2 :
K°=3G-D%/b, , 1-<_JSki9in,
0 i>k

Wy(x)= {
burada b,=k(k+1).(4k-1)/6

seklindedir.

X degiskeninin esit uzaklikli bir gridden(izgaradan) sansa bagh se¢ildigi bir deneyde k-
NN agirhiklan kernel agirliklanina egsittir. k=2nh olsun ve simira gok yakin olmayan bir
x i¢in Gniform kemel K(u)=(1/2)I(ju|l<1) igin {#,,(x)} ile {W, (x)} mukayese edilir.

Gergekten ieJ, igin;
n 1
W. = = ---»h_1 =W,
W)= G = 5 = @)

k smoothing parametresi tahmin edilen egrinin dizgiinliigiiniin derecesini belirler. k-
NN kernel smoethirler i¢in bandwith ile benzer rol oynar (Hardle, 1997).

k-NN tahminin 6nemli bir avantaji X degiskenlerinin siniflandinlmig diizenlemeleri
boyunca x devam ettifi (ilerledigi) zaman k-NN tahmininin olduk¢a kolay
yapilabilmesidir (Devroye,1978).

Daha once tarif edilen W,(x) uniform agirhklar ile tayin edilen neighborhood

vasitasiyla en kucik kareler dofrusunun o ve P parametreleri asagidaki sekilde
hesaplanir (Green et al.,1985; Hardle,1997);

ay=m(x)- iy
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ﬂ _ Cx, _:—[lx,'mk(Xi)
h V’i ——'Ei

ﬁx = k_lZXi >
el

>

C.x = ZXiyi >
iel,

Ve=> X! .
iel

a, =W, (x) agirliklara gore elde edilen regresyon dogrusunun y eksenini kestigi nokta,
B =Wy(x) agirhiklara gore elde edilen regresyon dogrusunun egimi,
M, =i e Jx sartina uygun x; degerlerinin ortalamasi

Cx=ieJx sartinauyguan x; vey; degerlerinin ¢arpimli toplam

V, =i e Jx sartina uygun X; degerlerinin karelerinin toplamudir.

Stute (1984), k-NN smoothinglerin bir gesidi olan simetriklestrilmis en yakin komgu
tahmincileri {izerinde galigmistir. Bir x 6rnedinin deneysel (ampirik) dagihmim F, ile
gosteriiir, h'da sifira giden bandwith olsun. Buna gére Stute 1984) tarafindan énerilen
tahminci

. I E(x)-F,(x .

my ., (x) = (nh) IZK(——(——)—h——Q}', dir.

i=1

Bu tahmin aym zamanda bir nearest neighbor tahmini olur, fakat neighborlar {X,}’
nin amprik dagilis fonksiyonuna dayandinlmis uzakhginda tarif edilir. Boylece bir
agirhk sirasi

Weany (%) = K, (F (X)) = F(x))

kullamlir,
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2.3.3-Spline Smoothing
Nonparametrik regresyon modeli
Y=g(x;)te; , i=1,2.....,n

seklinde dizenlensin. Burada x; deferleri x;<x,<...<x, seklinde olan bilinen
degerlerdir, ve e;’ler ortalamasi O variyansi o® olan bafimsiz ve 6zdes dagilmig
hatalardir. Bir g egrisi i¢in ““veriye baglihfn™ genel bir 6lgiisii hata kareler toplami
2. —gx )

i=l

dir. g fonksiyonel formda sinirsiz herhangi bir egri olsun, o zaman bu aralik (mesafe)
olgasti verilerin aradeferini bulan herhangi bir g tarafindan sifira indirgenebilir
(Clark,1977)

Genel variyasyonun 6l¢iilmesinde birkag yol vardir. Bir tanesi kabaca él¢ilileri tamimlar,

mesela 1., 2., ..,m. tirevlerin alinmas: gibi. Bu duruma ceza (roughness penalty)
[(g"(x)ax

Denir (Clark,1977; Heckman,1986; Simonoff,1998). Hata kareler toplamu ve roughness
penalty’nin

Suey= (¥, - 2(x))*+A[ (g (x)

i=1

toplam ifadesinin minimize edilmesiyle g’nin tahmini elde edilir. Burada A bir
smoothing parametredir. Penalti fonksiyon tahminciler igin A ile gosterilen smoothing
parametre, g egrisinin roughness ve hata arasindaki defisim mzim temsil eder. Ayrica
bir nonparametrik regresyon tahmininin piiriizsiizliigiinii kontrol eder (Simonoff,1998).

Sayet m=2 ise S;, {x;} baglan(kiimeleri) ile bir dogal cubic spline fonksiyon olur.
Cubic spline fonksiyonunu Reinsch(1967) detayli olarak incelemistir. Daha sonra
Silvermen(1984) cubic spline durumunu ele almistir. [a,b]=[X),X(z] araliginda iki
kere tiirevi alinabilen fonsiyonlarin simflan iizerinde minimize S,(.) problemi(durumu)
cubic spline olarak tarif edilen tek ¢oziim m,(x)’e sahiptir (Hardle,1997). Whittaker

T.C. YUKSEKGGRETIM KURULY
DOKUMANTASYON MERKEZ
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1923’te bu smoothing iglemini gézlemlerin ayarlanmasi veya derecelendirilmesi olarak
tanimlamigtir  (Silverman,1984). Tahmin edilen efri m;(.))mn o6zelliklen:
m, (x)birbirini takip eden iki x-degeri arasinda cubic polinomiyal olur; gézlenen x;
noktalaninda egri 1, () ve m, (.)’nin ilk iki tirevi siireklidir, fakat iglinci tiirevde
kesiklilik olabilir. Diger bir 6zellik olarak, X ;, ve X, stmr noktalarinda 2, (x) in ikinci
tiirevi sifirdir (Hardle,1997).

Regresyon egrisinin cubic spline tahmincisi ¢ agagidaki formiilim g fonksiyonlarimin
minimize edilmesiyle tarif edilmis olur,

A (X de+ 3.1, - gx,)?

i=l

Parametre A>0, duzlik arasinda degis-tokusun kontrolinii saflayan smoothing

parametre, Y; ve g(x;) arasindaki sapmalarin karelerinin toplami ve J' g'"? ile slgalir
{(Silverman, 1967).

Hardle (1997) nin ifade ettigine gore, {Y;}"=; veri vektorii n koordinat vekiérlerinin bir
linear kombinasyonu gibi yazildif: taktirde #, (x) afirhiklarmin ortaya giktif1 kolay bir

sekilde anlagilir. Soyle ki

A ()= S, (Y,

i=1

Boylece spiine Y-gozlemlerinde lineer olur. Agirlik fonksiyonu, n 6rnek biyiikligiine
esit olan bir cevap degisken seti harig, tima sifir olan Y-degerlerine spline smoothig
metodun uygulanmasiyla ¢izim yapilabilir. Bununla birlikte, {W,, (x)} /. nin fonksiyonel
formunun agik bir sekilde yazilmas: zordur ve noktalarin diizenlenmesi ve smoothing
parametre A lzerine baglilik asin derecede kangiktir. Wy;(.); (X1,0)....(X;,0)....(%,,0)
verileri igin spline olur. Daha genel olarak W, (.,t) i¢in nokta t’de spline tarif edilir.

Silverman (1984), kernel smoothing ve spline smoothing arasindaki iligkileri(baglar)

4
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belirlemek i¢in W;(.,t) formunu incelemistir. Silverman(1984)e gore, uygun sartlar
altinda, agirhk fonksiyonu W,(.,t) yaklasik olarak asafida formiilize edilen kernel
fonksiyon K’ nin benzeridir.

K (uy=(1/2)exp(-Jul/+/2 )sin(u)/ v/2 +r/4).

2.3.4. Bandwith Secimi (Bandwith h'imn Bulunusn)

Kemel smoothing igin bandwith parametresinin uygun bir gekilde segilmesi gerekir.
Cunku f,(x)'in ortalamasi, varyans: v.b. gesitli 6zellikler bandwith parametresi h'a
baghidir. n'nin bir fonksiyonu igin segilmesi gereken bandwith h, n—co i¢in sifira giden,
yani h—0 olur. Uygun bir gekilde bandwith segimi ¢esitli aragtirmacilar tarafindan
agagndaki sekilde izah ediimigtir.

Priestley ve Chao (1972), f,(x)'in ortalamasim

S=x,-x,,
. T1 [(x-u i x-x,
Eifn(x)]z i—lzK( h, 'Jf(ll)dﬂ: 5,=21f(x1)K[ 3 )
Ve varyansini
5t & . [x-x| 66°F _,
Var(f,(x)) = i ; K {—h”—'} & " :[K (w)du
seklinde ifade etmiglerdir.

Rosenblatt (1971), hata kareler ortalamasi ve sapmayr (biasi) asagidaki gibi ifade
etmigtir
Hata kareler ortalamasi;
B/, (0= /@) = [f,x)+5[1, ()]
burada
o[ £,()] = var £, (x)].
Ve
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bl £, (0] =E[£,()]- f(x)
=(Q27x)" Te""" {k(hu) - 1}(p(u)a'u

tahminin sapmasi olur. Burada,
@, () = [e*dF,(x)
k(u)= Te""“K(x)dx dir.

F(x) ise, f(x) e ait dagihs fonksiyonu olup ve F,(x) = % -dir (Parzen, 1962).

Benedetti (1977)’de, hata kareler ortalamas: igin asimtotik ifadeyi

(67,1”)5]01(2 (w)du+ kY

seklinde ifade etmigtir.

kf @)

arakteristik katsayyi k, ve karakteristik Gis r'ye sahip olan £, (x) formu i:e kullamlmig
K(x) fonksiyonunun k(u) transformunu farzeden tahmin f, (x)'in hata Xkareler
ortalamas i¢in bir yaklagim ifadesi

B~ @ =[O [ koo n

yazlabilir. Burada K(x) agirlik fonksiyonunun Fourier transformu

kO

k(u)= [e™K(x)dx dir (Parzen,1962).

n'nin sabit bir deferi i¢in minimize edilen hata kareler ortalamasi bandwith (h) 1n
degerini verir. Yani h'm degerini bulabilmek igin hata kareler ortalamasi minimize

edilir. Boylece Benedetti (1977)’ye gore
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1/
. >8] K (w)du /)
" 2k, 17 ()

olur. Bundan dolay: hata kareler ortalamasi

(2’, + 1) { o2 j‘ K2 (u) du}Zr/(l+2r) (2r / 6)—2r/(1+27) { kf7( x)}

2/(142r)

olur ve "2 jcin hata kareler ortalamasi sifir olur.

Parzen (1962)’e gére

{f(x)TKZ(x)dx}

h= }l/(2r+1) dir

{nzr\k, £

O zaman hata kareler ortalamasi;

- 2r/(1+2r)
Elf,ix)- f (x)]2 ~(2r + l){(f (x%ZrilJ‘ K? (x)dx}

ve 2 jein sifir olur. Bu 6zellikler Rice (1984) tarafindan da incelenmistir.

2/(1+2r)

k£ (x)

Parzen tarafindan bulunan hata kareler ortalamasinin asimtotik ifadesi ile Priestiey ve
Chao tarafindan bulunan hata kareler ortalamasinin asimtotik ifadesinin 6zdes oldugu
gorilir. Aynica bandwith h'in degerini Rosenblatt(1971); Benedetti(1977) yukandaki
acgiklamamn benzeri olarak bulmuglardur.
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3. MATERYAL VE METOD

Bu kisimda, nonparametrik regresyon parametrelerinin tahminini amaglayan metodlarin
bazilannm uygulani§i ve bu uygulamada kullamlan materyal agiklanacaktir.

3.1.Materyal

Bu ¢aliymada, materyal kapsaminda ifade edilmesi gereken unsurlar nonparametrik
regresyonun uygulanmis oldufu verilerdir. Nonparametrik regresyon metodlarinin
uygulamasimn yapilmast igin, Atatirk Universitesi Ziraat Fakiltesi Koyunculuk
Subesi’nde 1998 yihinda elde edilmi§ kuzulanin dogum ve siitten kesim afirhk verileri
kullaniimastir,

3.2 Metod

Nonparametrik regresyonda parametre tahminlerinin uygulamasi yapilan ve daha
elvenili olduklan bildirilen bazi metodlar agagida verilmisgtir.

Regresyon parametrelerinin tahmin metodlan ve uygulamasi igin

1-Theil Metodu

2-Brown -Mood Metodu

3-En Kiigiik Kareler Metodu

4-k-Nearest Neighbor Smoothing

metodlarin uygulamas: yapilmistir. Bu metodlarla ilgili gerekli teorik agiklamalar

onceki kisimda literatire dayali olarak wverildigi igin burada tekrar iizerlerinde
durulmamgtir.
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4. SONUC VE TARTISMA

4.1. TAHMIN METODLARI VE KARSILASTIRILMALARI

4.1.1. Theil Metodu Uygulamas:

Atatirk Universitesi Koyunculuk Isletmesi’nden n=14 Ivesi kuzusundan alinan
6lgimier tablo 4.1.1°de verilmistir .

Tablo:4.1.1. Dogum Agirlikian (Kg) X ve Sitten Kesim Agirhiklan (Kg) Y
X |34 [52 145-|54 |50 [46 |49 |57 |43 (4.1 |47 |40 |44 |51
Y |18.0(19.518.0(16.0{18.5(16.0|17.0{21.0{14.0|15.5}15.0{14.0 [19.0(19.5

{

i<j olmak tizere N=(}')=91 adet &, = Xf X egimleri tablo 4.1.2 de verilmigtir

J i

Tablo:4.1.2. b; Egimlerinin Siraya Dizilmi§ Durumu
-20.00 -4.44 -0.83 071 154 333 458 625 11.25
-17.50  4.00 -0.83 083 1.82 3.33 5.00 6.43 11.68
-15.00  -3.57 -0.67 088 1.88 3.33 5.00 6. 67 11.68
-15.00  -3.00 0.00 1.00 2.14 344 5.00 6.88 12.50
-13.33  -2.50 0.00 1.00 250 3.57  5.00 7.00 12.50
-11.67 -2.31 0.00 1.00 250 3.64 5.00 8.00 15.00
-10.00 -2.22 0.00 130 2.50 4.00 5.83 8.33 15.00
-10.00 -2.00 0.31 143 250 4.12 6.00 9.00 16.67
-7.50 -1.67 0.38 1.43 3.00 4.50 6.11 10.00 20.00

-6.67 -1.00 0.63 1.43 333 4.55 6.25 10.00 50.00

-6.25

P tahmincisi biitin bu b;; degerlerinin medyamdir. Yani,

ﬁ medym { bij } .
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Bu degerde 91 rakamdan,

~

B=2.50
olarak bulunur.

Regresyon dogrusunun sabiti olan a degeri ise a; = y, — ,&xi degerlerinin medyan: olur.
Buna gore a degerini hesaplamak igin gerekli olan a; degerleri asafidaki gibi bulunur
2,=18.0-2.50x3.4=9.50

2,=19.5-2.50x5.2=6.50

a;=18.0-2.50x4.5=6.75

a,=16.0-2.50x5.4=2.50

a5=18.5-2.50x5.0=6.00

as=16.0-2.50x4.6=4.50

a;7=17.0-2.50x4.9=4.75

ag=21.0-2.50x5.7=6.75

a5=14.0-2.50x4.3=3.25

a10=15.5-2.50x4.1=5.25

a,;=15.0-2.50x4.7=3.25

a;,=14.0-2.50x4.0=4.00

213=19.0-2.50x4.4=8.00

2,4=19.5-2.50x5.1=6.75

o=medyan{a;} den

a=5.625

olarak hesaplanir. Buna gére regresyon dogrusunun denklemi ise
Y=5.625+2.5X

olarak tesbit edilir.

B katsayisinin onemlilik testi yapildifinda, Theil metodu ile Hy:p=B, hipotezini test
etmede kullamilan prosediir Kendall’1n tau istatistigine dayanir.

Hipotezler;

Hp:p=0, H,:p=0
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seklinde kurulup test edilsin. $y=0 oldugundan, her bir ¢ift icin Y;-BoX; degeri Y;
degerine egit olacaktir. (X;, Y;-BoX;) miisahede g¢iftlerini, en kiigik X degerinin
bulundugu ¢ift birinci sirada olacak sekilde X degerlerine gore siraya konulur. Boylece
X’ler tabii siralama igerisinde olur. Herbir Y-BoX; deferi, altinda yer alan Y;-f¢X;
degeri ile kargilagtinrhir. Alttaki Y;-BoX; deferi istteki Y;-BoX; degerinden biyiikse bu
Y:-BoX; degerleri ¢iftinin tabii siralama igerisinde oldugu, alttaki Y;-BoX; degeri tistteki
Y;-BoX; degerinden kiigiikse bu Y;-BoX; degeri ¢iftinin de tersine bir tabii siralama
icerisinde oldugu kabul edilir. Tabii siralamadaki X; ve Y;-BoX; degerleri ile tabii
siralamadaki Y;-BoX; ciftleri ile tersine tabii siralamadaki Y;-BoX; ¢iftleri sayis1 tablo

4.1.3 de verilmisgtir.

Tablo:4.1.3. Tablo 4.1.1.’deki dogum agirliklan ile siitten kesim agirhiklan arasinda tau

degerini hesaplamak igin gerekli olan hesap tablosu.

X; Yi-BoX; Tabii Siralamadaki | Tersine Tabii Siralamadalki
Y;-BoX; Ciftleri Y;-BoX; Ciftleri
34 18.0 5 7
4.0 14.0 11 9
4.1 15.5 9 2
4.3 14.0 10 0
4.4 19.0 3 6
45 18.0 4 4
4.6 16.0 5 1
4.7 15.0 6 0
49 17.0 4 1
5.0 18.5 4 1
5.1 195 1 1
5.2 19.5 1 1
54 16.0 1 0
5.7 21.0 0 0
P=64 Q=24




Tabii sralamadaki Y-PoX; ciftleri sayisim P ile tersine tabii siralamadaki Y;-BoX
giftleri sayisim Q ile gosterilirse tau hesap degeri

P-0 _ 64-24
n(n-1/2 14(14-1)/2

Bu deper n=14 ve «/2=0.025’¢ gore Kendall’m tau katsayilan cetvelinden bulunan
0.407 deperinden biyiik yani 7 = 0440 > 7° = 0407 oldugundan H, hipotezi red edilir
ve 7 degerinin 6nemli oldufu soylenir. Sonugta Ivesi koyun populasyonunda dogum
agithin ile sitten kesim afirhif arasinda onemli dogrusal bir iligkinin oldufu

= 0440 olarak bulunur.

T=

soylenebilir.

Theil metoduna gére B katsayisimn giiven simrlan tahmin edilirse; N=(§4)=91 adet by

degerlerinin siraya dizilmis durumu tablo 4.1.2°de verilmigtir. =14 ve o/2=0.025 igin
Kendall’1n tau katsayisi degerleri tablosuna bakildifinda,

Son=37 ve

Con=Sen-2=37-2=35 olarak bulunur. Buna gore k degeri,

e 1
= N 2C“£ == ”‘235 = 28 olarak bulunur.

Giiven arah@nm alt simin kiigikten bagige dogru siralanan 28. b;; degeridir. Yani

k

~

B, =0.00

ve giiven arehifimin iist siun ise biyiikten kigife dogru siralana 28. b; degeridir
By=5.00

olarak bulunur. Yani %95 giiven katsayistyla giiven arahif

C(0.00<p<5.00)=0.95
seklinde ifade edilir.

4.1.2.Brown-Mood Metodun Uygulanis

Tablo 1°deki veriler arasindaki lineer iliski denkleminin sabitini ve dogrunun egimim
Brown-Mood metodu ile bulmak igin; ilk énce X; ve Y; degerleri dagilma diyagraminda

gosterilir. Daha sonra X degerlerinin medyam olan 4.65 degerinden Y eksenine parelel



45

olarak yukanya dogru dikey bir ¢izgi ¢izilir. Cizilen bu ¢izgi verileri iki gruba ayinr ve
genel medyamn altindaki X ve Y medyan degerleri 4.3 ve 16.0 olarak bulunur ve genel
medyamn tstimdeki X ve Y medyan degerleri ise 5.1 ve 18.5 dir. X ve Y; degerlerinin
dagilma diyagramn ve medyan X dogrusu grafik 4.1.2.1°de gosterilmistir. Her iki
gruptaki medyan X ve medyan Y’nin kesigim noktalan isaretlenerek bir dogru ile
birlestirilir. Boylece nihai tahminden 6nceki regresyon dogrusu elde edilir. Bu dogrunun
egimi,

3= Vesan) =~ Yaortesgany _ 185160 3125

Xivtewany =~ Xorewany ~ 1—43

nihai tahminden 6nceki regresyon dogrusunun denklemi ise ,
Y=2.9+3.125X

olarak bulunur.
Noktalanin elde edilen Y=2.9+3.125X denklemi dogrusundan dikey sapmalannin
medyam her iki grupta da sifirdan farkli oldufundan, her iki gruptaki sapmalarin
medyam sifir olana kadar dogrunun pozisyonu degistirilir ve boylece nihai dogru elde
edilir. Nihai dogru iizerinde iki nokta isaretleyerek ve bu nokta degerlerini asagidaki
formiilde yerine koyarak;

B = h=t _21-11_10_, 4
X -X, 58-28 3

nihai dogrunun egimi bulunmus olur ve elde edilen regresyon dogru denklemi

7 =1.8+3.333X

yazilir. Bu esitlige ait dogru grafik 4.1.2.2°de nihai tahminden o6nceki regresyon
dogrusuyla birlikte goterilmigtir. Noktalann ilk regresyon dogrusundan ve son regresyon
dogrusundan dikey sapmalan Tablo 4.1.4’de verilmistir.



Grafik 4.1.2.1 X| ve Y; Degerlerinin dagilma diyagram
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Grafik:4.1.2.2. Nihai tahminden 6nceki ve sonraki regresyon dogrulannin grafigi

2.9+3.125X

Y=
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Tablo 4.1.4 Noktalarn ilk ve son regresyon dogrulanndan dikey sapma degerleri

Noktalann flk Regresyon Noktalann Nihai Regresyon
Dogrusundan Dikey Sapma | Dogrusundan Dikey Sapma Degerleri
Degerleri
47 49
Genel X Medyam Altindaki 2.6 2,6
Nokta Grubu 1.3 1,2
0.0 0,0
-0.9 -0.9
1.1 1,1
21 1,9
Medyan 0.0 00
1,0 0.7
Genel X Medyam Ustiindeki 0,7 0.4
Nokta Grubu 0,6 0.3
0.3 0.0
-0.8 -1.2
-2,2 2.3
3,2 42
Medyan 0.3 0.0 )

a ve B katsayilannin 6nemlilik testi yapilirken hipotezler,
Hp:o=1.8, $=3.333

H;=a1.8, B#3.333

seklinde kurulur ve test istatistigi;

(GG

formiliine gore hesaplair. Formiildeki n; ve n, degerleri grafik 4.1.2.2. de dagiima

diyagramina bakilarak; X degerleri medyanindan ¢izilen dikey ¢izginin sol tarafindaki

ve ilk regresyon dogrusunun izerindeki noktalarin sayisi n;=3, X degerleri

medyamindan ¢izilen dikey ¢izginin saf tarafindaki ve ilk regresyon dogrusunun
iizerindeki noktalarin ny=4 olarak bulunup ve bu degerler yukandaki formiilde yerine

konuldugunda
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2 2
x2=2 3—5) +(4—Ej =0.286
14 4 4

olarak bulunur. Bu deger 0.05 hata seviyesinde X;055,=5.991 degerinden kigik
oldugundan H, hipotezi reddedilemez ve 6rmegin Y=1.8+3.333X regresyon dogrusuna
uyan bir populasyondan ¢ekildigi kabul edilebilir.

4.1.3.En Kiiciik Kareler Metodunun Uygulanmsi

Tablo 4.1.1°deki verilere en kiigiik kareler metodu uygulanarak Y=o+@x;+e; regresyon
modelindeki o ve B parametreleri tahmin edilecek olursa B parametre tahmincisi ,@;

PEIN7
Y -R, -y LI T =

ﬂz Z(xi —f)z

formiliine gore

Zx;z . (an‘)

=1.71
olarak bulunur ve a tahmincisi a ise;
&=y-fr
=17.21-1.71x4.66
=0.24
olarak bulunur. Regresyon dogrusunun denklemi ise
Y=9.24+1.71X
olarak tesbit edilir.
B katsayisinin 6nemlilik testi igin hipotezler
Hy:B=0 H;:>0
seklinde kurulur ve regresyon katsayisinin hipotez testi igin yazilacak t kritik degeri
= ﬁs— B 1'3)19‘1 01879 olarak bulunur. Bu deger t5051,=1.782 degerinden buyik
f .
oldugundan regresyon katsayistmn %95 ihtimal seviyesinde 6nemli olduBuna karar

verilir,
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4.1.4.. k- Nearest Neighbor Smoothing

Tablo 4.1.1°deki verilere k-nearest neighbor smoothing metodunu uygulayarak
regresyon parametreleri s6yle tahmin edelir. n= 14 tane veri vardir ve k=9, x=4.6 igin

. (x)

() = Y Wy (X,

i=1
J=16{4.1,43,44,45,46,4.7,49,5.0,5.1}
O P
buna gore Wy(x)’ ler;
Wy(4.6)=0
Wia(4,6)0
Wia(4.6)=14/9
Wia(4.6)=0
Wis(4.6)=14/9
Wi(4.6)=14/9
Wir(4.6)=14/9
Wis(4.6)~0
Wis(4.6)=14/9
Wio(4.6)=14/9
Wi1,(4.6)=14/9
Wi12(4.6)=0
Wi3(4.6)=14/9
Wi14(4.6=14/9

seklinde olur ve k-NN smoothing ise

m, (4.6)=(1/14){(0x18.0)+(0x19.5)+((14/9)x18.0)+(0x16.0)+((14/9)x18.5)+((14/9)x16)
+((14/9)xl7.0)+(0x21.0)+((14/9)x14.0)+((14/9)x15.5)+((14/9)x15.0)+(0x14.0)+((14/9)
x19.0)+((14/9)x19.5) R
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my(4.6)=(1/14)(0+0+28.00+28.78+24.89+26.44+21.78+24.11+23.33+29.56+30.33
=16.94
olarak bulunur. Buna gére  katsayisi;
Cy, ~ iy, My (X,)

By = — formiilinden
o Vy, — .”3\',
/—lx = k_l z‘XJ
iel,

=(1/9)(4.1+4.3+4.4+4.5+4.6+4.7+4 9+5.0+5.1)

=4.62
Cx = ZXtYi

iel,

=(4.1x15.5)+(4.3x14.0)+(4.4x19.0)+(4.5x18.0+(4.6x16.0)+(4.7x15.0)+(4.9x17.0)

+(5.0x18.5)+(5.1x19.5)
=707.7

V.= X}
ieJ,
=(4.1%+4.3%+4 4°+4.5+4.6°+4.7+4.9%+5.0°+5.1%)

=193.18

B, = 707.7 - 4.62x1 126.94 _ 629.437 ~3.663
! 193.18-4.62 171836

olarak bulunur.
a katsayisi ise asagidaki formiilden;
ay, =, (X,)- fiy,
= 16.94-3.663x4.62
=0.01694
olarak bulunur ve regresyon dogru denklemi ise
Y=0.01694+3.663X
seklinde ifade edilir.

Theil, Brown-Mood ve En Kigiik Kareler tahmin metodlanina gore elde edilen

regresyon parametre degerleri ve regresyon dogrusunun efimi olan B‘min 6nemlilik
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durumu tablo 4.1.5’de 6zet olarak gosterilmigtir.

Tablo 4.1.5. Cesitli metodlara gore elde edilen regresyon parametre degerleri

Metodlar o B
Theil Metodu 5.625 2.500"
Browm-Mood Metodu 1.800 3.333°
En Kiigik Kareler Metodu 9.240 1.710°
"B katsayis1 (P<0.05) de onemli

Tabloya bakildiginda B katsayisimin ¢ metod da 0.05 hata seviyesinde onemli
bulundugu goérilir.

Aynca Theil, Brown-Mood, En Kigiik Kareler ve K-Nearest Neighbor Smoothing (k-
NN) Metodlanna gore elde edilen Belirleme katsayis: (R?) ve Hata Kareler Ortalama

(HKOQ) degerleri tablo 4.1.6’da gosterilmigtir.

Tablo 4.1.6. Cesitli metodlara gore elde edilen R? ve hata kareler ortalamasi degerleri

Metodlar R? Hata Kareler Ortalamasi1 (HKO)
Theil 0.488 4.2670
Brown-Mood 0.869 5.0940
En Kigiik Kareler 0.228 4.0112
K-Nearest Neigbor 0.404 5.5650

Belirleme katsayisi (Determinasyon katsayis1) adi verilen R, regresyon denkleminin
gercek venlere uyumunu dlgmede bir kriter olarak kullamlir. Belirleme katsayisi
bagimh degisken Y’lerde ortaya ¢ikan variyasyonun yiizde (%) kagimn bagimsiz
degisken X tarafindan izah edildigini gosterir. R? her zaman 0 ile 1 (0< R’<1) arasinda
deger ahr. R¥”nin 1’¢ yakin degerleri regresyon denkleminin gergek verilere iyi
uydugunu, 0° yakin degerleri ise regresyon denkleminin gergek verilere uymadiimi

ifade eder. Belirleme katsayisi, regreéyon kareler toplam: (Z();, ~Y)*yYmin genel
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kareler toplami (> _ (¥, -¥)* )’na bolimmesiyle bulunur. Yani

S, -7y
R2 = i:l
3@ - Ty

i=]
dir. R? deperlerine gore metodlarnn karsilastirmada, metodlara gore elde edilen
regresyon dogrularimin gergek verilere ne derecede uyumlu oldugu tespit edilmeye
calsibr. Kargilaghrma yapilirken R” degeri biyitkk ¢ikan metoda gore elde edilen
modelin gergek verilere daha iyi uyum sagladig sdylenebilir. Herbir metoda gore elde
edilen modelin gergek verilere uyum durumuna gére metodlar arasindaki siralama

Brown-Mood > Theil > k-Nearest Neighbor > En Kiigiik Kareler

seklinde yapilabilir. Brown-Mood ve Theil metodlarina gore elde edilen regresyon
dogru denkleminin gergek verilere uyumunun diger metodlardan daha iyi olmasimn
sebebi; Brown-Mood metodunda (X;, Y;) nokta degerlzrinin regresyon dogrusuna dikey
sapmalarimin - medvam sifir olana kadar regresyon dogrusunun konumunun
degistirilmesidir, Theil metodunda ise (X;, Y; ), (Xj, Y;) nokta ciftlerinin egim
degerlerinin medyam1 f’mn buna bagh olarak o degerinin bulunmas: ile olugturulan
regresyon dogrusunda (X;, Y;) nokta ¢ittlerinin sapmalarimn kii¢iik olmasidir. k-Nearest
Neighbor metodunda ise belirlenen herhangi bir X; degerinden uzakta olan baz
gozlemlerin isleme tabi tutulmamas: ile elde edilen regresyon dogrusundan gergek

verilerin sapmalarinin kigiik olmasindan kaynaklanabilir.

Hata Kareler Ortalamas: ise gozlenen degerlerden beklenen degerlerin sapmalarinin
karelerinin toplaminin n-2 ye boliinmesiyle bulunur. Yani,

X1 -1)

HKO =
n-2

dir. Metodlar arasindaki mukayese hata kareler ortalamasina gore yapildifinda; hata

kareler ortalamas: en kiigik olan modelin en uygun oldugu ifade edilir. Ciinkii herbir

metoda gore elde edilen modelde hata kareler ortalamas: en kiigiik modelde gézlenen
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degerler ile beklenen degerler arasindaki sapma da o derece kigik olur. Boylece
gozlenen degerler ile beklenen degerler arasindaki sapma kigilditkkge o metoda gore
uydurulan modelin gergek verilere uyumlulugu da daha iyi olur. Hata kareler
ortalamasina gére modellerin gergek verilere uyumluluk durumuna gére metodlar

arasinda

En Kugik Kareler > Theil > Brown-Mood > K-Nearest Neighbor

seklinde siralama yapilir.
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5. GENEL DEGERLENDIRME

Bu ¢aligmada, non-parametrik veriler arasindaki fonksiyonel bagintiyr ifade eden
nonparametrik regresyon metodlarindan birkismu aragtirlmigtir. Aragtirma, tahmin
metodlarimin genel 6zellikleri ve uygulamasi olmak uzere iki kisimda ele alinmugtir.
Tahmin metodlarimin genel 6zellikleri kisminda, medyana ve smoothing tekniklerine
gbre nonparametrik regresyon parametrelerinin (o ve B‘min) tahmin metodlant ve
kargilagtirma yapmak amaciyla parametrik tahmin metodlarindan en kiigiik kareler ve
maksimum likelihood metodlan aragtinlmigtir.

Medyana gore regresyon parametrelerinin tahmin metodlann gemel olarak Theil
metoduna dayandinlmigtir. Bu metodlann bazilanmin uygulamasi ve regresyon
dofrusunun efimi olan P‘mn o6nemlilik testi yapilmigtr. Uygulamast yapilan
metodlarda B‘min 0.05 hata seviyesinde 6nemli oldufu tesbit edilmistir. Smoothirg
tekniklerinden ise Kemnel smoothing teknikleri genel olarak birbirine benzemekle
beraber ¢ogunlugu Priestley ve Chao tahmin metoduna dayandinimistir. Smoothing
tekniklerine gore non-parametrik regresyon parametrelecrini tahminde k- nearest
neighbor smoothing metodu diger smoothing metodlanindan daha kolay
uygulanabilmektedir. Genel olarak, nonparametrik regresyon parametrelerini tahminde
medyana gore tahmin metodlarinin smoothing tekniklerinden daha kolay anlagildifi ve
uygulamasinin daha kolay oldugu goézlenmigtir.

Sonugta, herbir metoda gore elde edilen regresyon dogru denklemlerinin gergek verilere
uyumluluk durumu R? testi ve hata kareler ortalamsina gore incelenmis ve herbir
metoda gore elde edilen dogru denklemlerinin gergek verilere uyumluluk sirasi
asafidaki gibi bulunmustur.

HKO’na gore

En Kuguk Kareler > Theil > Brown-Mood > K-Nearest Neighbor

Rz’ye gore

Brown-Mood > Theil > k-Nearest Neighbor > En Kiigiik Kareler
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HKO’na gore; en kiigik kareler tahmin metoduna goére elde edilen regresyon dogru
denkleminin nonparametrik tahmin metodlarina gére elde edilen denklemlerden ve
medyan tahmin metodlanina gore elde edilen dofru denklemlerinin de smoothing
tahmin metotlanna goére elde edilenden gercek verilere daha iyi uyumilu oldugu
g6zlenmistir.

R¥ye gore; Medyan tahmin metodlarina gore elde edilen regresyon dogru
denklemlerinin smothing tahmin metoduna goére elde edilenden, smothing tahmin
metodu da en kiigilk kareler tahmin metoduna gore elde edilen regresyon dogrusu
denkileminden gergek verilere daha iyi uyumlu oldugu gézlenmigtir.
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