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OZET

Bu tezde, bir Riemannian manifoldunun tanjant demetinde ¢esitli metrikler
~A

incelenmistir. I] metriinin I‘CB Christoffel sembolleri T(Mn) de indirgenmis

koordinatlara gore hesaplandi ve K egrilik tensoriiniin K pep bilesenteri bulundu.
I+ 11 metrigi tammlanarak II ve I+ II metriklerinin Levi- C1v1t_e1

konneksiyonunun aymi oldugu gosterildi. V metrik konneksiyonu tanimlanarak, V

metrik konneksiyonun Rp.p egrilik tensoriiniin bilesenleri hesaplandi. Ayrica, bir
Riemannian manifoldunun tanjant demetinde I + III metrigi tanimlandi ve I + I11
metriginin bilesenleri incelendi. Adapte olmus ¢ati kavramu verilerek I 4 111 metrigi
adapte olmus catida gézdniine alinmigdi. Son olarak, tanjant demette I+ I11J
metrigine goére almost Kahler yapilar ve geodeziklerin diferensiyel denklemi
incelenmistir.



it
SUMMARY

In this thesis, same metrics in the tangent bundle of a Riemannian manifold were
~A

investigated. Christoffel symbols ' g of the metric 1] were obtained with respect to
NA ~

the induced coordinates in T'(M,,) and the components K pp of curvature tensor K
were found. I 4 IT metric was defined and it was shown that the Lev}i-Civita
connection of the metric 11 and the metric I + I coincide. The metric connection V

—A - -
is defined and the components Rz~ of curvature tensdr R of the V were calculated.

In addition, the metric I 4+ II1 in the Tangent Bundle of a Riemannian manifold was
defined and its components were investigated with respect to the induced coordinates
in T(M,,). The concept of the adapted frame was defined and the metric I + 111 was
considered with respect to the adapted frame. Finally, we considered the almost
Kabhler structure and the differential equations of the geodezics of the tangent bundle
T (M,) with respect to the metric I + II1 .



iii

TESEKKUR

Beni bu konuya yonelten, her adimda bilgilerini esirgemeyen, Sayin Hocam
Yrd.Dog.Dr. Abdullah MAGDEN'e tesekiir ederim. Ayrica ¢alismalarimda ve tezin
hazirlanisinda yakin ilgi ve yardimlanni esirgemeyen Saym Hocam Prof. Dr. Arif
SALIMOV'a, Atatirk Universitesi Fen-Edebiyat Fakiiltesi Matematik Bolimii
Ogretim elemanlarindan Ars. Gor. Nejmi CENGIZ'e, sayg1 ve siikranlarimi arz etmeyi
bir borg bilirim.

Melek ARAS
Agustos-2001



iv

ICINDEKILER
Sayfa
OZET ..o e s e s e oo s st ee st i
SUMMARY ...t e oo e e e et e e e esees e s easeeseeeesseeareessanenes ii
TESEKKUR. ......ooimieeeceeeeeeee oo eeee e sees e s s e s s s sses e s s e v s s s s oo jii
TCINDEKILER .....co.oooviiereeeeeeoe oo eee e s s s iv
Lo GIRIS ..ot er s ee s ses s 1
2. ONBILGILER ...t s e ee s 2
3. RIEMANNIAN MANIFOLDUNUN TANJANT DEMETINDE

METRIKLER. ......oooomoetoeeeeeoeee e ceeeesseeeeseseesseess s ssessses s s s s 17
K Y 16 14 1= U OSSO 17
3.2. Tanjant Demette IT MEtriBi.....cc.oierrieriuiirieeeececieeeceeieeeere et et see s 18
3.3. Tanjant Demette IHIL MEtrifi........cieveeeeeeeieieeeieceieceee et eee st esaneens 34
3.4. 11 Metrigine Gore Metrik KONNEKSIYONU........co.coveveieireereieieereneeereensoeesseseesesenseeens 40
4. TANJANT DEMETTE HII METRIGI......ooo oo, 47

5. I+III METRIGINE GORE TANJANT DEMETTE ALMOST KAHLER
YAPTLAR ..ot aee e e st et s s e .65
5.1. I+III Metrigine GOre GeodezZiKIEr......ovoviuevirivoriieeiiieeieieeeeee e, 68

6. KAYNAKILAR ...ttt ettt e s e en st ee e s senas 72



1.GIRIS

Tanjant demetlerin diferensiyel geometrisinin incelenmesi 1960 li yillarda E.T.Davies
[3,4], Yano and Davies [23,24], P.Dombrowski (5], A.J.Ledger ( Ledger and Yano
[10,11]), M.Okumura (Tachibana and Okumara [20], S.Sasaki [19], S.Tachibana
(Tachibana and Okumara [20]) ve K.Yano [21,22] tarafindan baslatiimistir. S.Kobayashi
[7], Yano and Kobayashi {26,27,28] tensdr alanlarinin ve konneksiyonlarin tanjant
demete tam ve dikey liftlerini gelistirmislerdir.

IT metrigi Ingiliz geometriciler Afifi [1], Patterson [13],[14],[15], Patterson and Walker
[16], Ruse, Walker and Willmore [17] tarafindan incelenmistir. S.Sasaki [19], Davies
[23] tarafindan kullanilan [ + I7] metrigi Riemannidn manifoldlarinin tanjant
demetlerininin geometrisini incelemek ig¢in kullantmustie. [+ ITve 11 +11]
metrikleri Yano - Ishihara [25] tarafindan verilmistir.

Bes boliimden olusan bu galismada T'(M,)) de metrik konneksiyonlar ve 11,1 + 11 ve
I+ II] metrikleri daha detayli olarak  verilmistir. Bu amagla ¢alismalarimizin
anlasilabilmesi ve konunun sirlanmasi bakimindan ikinci béliimde ilgili 6zelikler ve
tanimlar onbilgiler adi altinda verilmistir. Ayrica konunun anlasﬂmasxm kolaylastiracak
caligmalar yapilmistir.

Uglincti boliimde II,I+II ve I+ III Riemannian metrikleri hakkinda bilgi
verildikten sonra bu metriklerin 7'(M,,) de indirgenmis koordinatlar elde edilmistir. 1/

metriginin tam dlkey ve yatay liftleri ¢alisilmis ayrica Riemannian konneksiyonunun V

tam liftinin P- Christoffel sembolleri bulunmugtur. Vertikal ve horizontal dagilim
e A
konusunda iki teorem verilmistir. Indirgenmis koordinatlara gore VcYX VX V4

XB ve VAXB matrislerinin bilesenleri elde edilmis ve K egrilik tensoriiniin
~A

bilesenleri indirgenmis koordinatlara gére elde edilmistir. Ayrnica I eprilik
~  ~A ’ '

tensoriiniin Vg I{ p-p kovaryant tlirevi indirgenmis koordinatlara gére hesaplannustr.

I + I metrigi tamimland1 ve I 4 I metrigi g nin V Levi-Civita konneksiyonunun ¢V
tam liftinin burulmasiz oldugu gosterildi ve bir teorem ispat edildi. /7 mertiginin V
Levi-Civita konneksiyonu ¢alisildi. V konneksiyonuna gére tam,dikey ve yatay liftlerin

bilesenleri elde edildi. V metrik konneksiyonunun R e@rilik tensdriindéin
— A ’

R o pbilesenleri bulundu.

Dérdiincti boliimde I + IT] metrigi gahisildi. Pg4p ve PgA% matrislerinin bilesenleri
calisildi. Tabii ¢atidan adapte olmus ¢atiya gegis formilleri elde edildi. Adapte olmus
catida P g5 ve P g matrislerinin bilesenleri elde edildi.

Besinci boliimde tanjant demette almost Kahler yapilar ve I 4 JJI metrigine gore
Geodezikler ¢aligilmigtir.



2.ONBILGILER

2.1.Tanim(Manifold): X Hausdorff topolojik uzay olmak tizere herhangi U C X agik
kiimesinin V' C R"™ bolgesinde

p:U—-V

homeomorfizmine X de n boyutlu koordinat sistemi, U ya ise ¢ haritasinin koordinat
komsulugu veya koordinat bslgesi denir. Bazen harita (U, ¢) seklinde de gosterilir.
Eger xeU ise

o(z) = (!, ...2")eR"

olur. z!, ...z" reel sayilarina ¢ haritasinda z noktasmin koordinatlar1 denir.

Eger X Hausdorff topolojik uzaymnin n boyutlu ¢, haritalarinin U, bolgeleri bu uzay1
orterse , yani

X =|JUs, (A-indisler kiimesi)
acA

ise X’e n boyutlu topolojik manifold veya sadece n boyutlu manifold denir[18] .
2.2.Tanim(Atlas): X Hausdorff topolojik uzay ve keN (N — dogal sayilar kiimesi)
olsun.Asagidaki sartlar1 saglayan {(Ua, @) : aed, U, C X} lokal haritalar ailesine X

tizerinde C* siifindan n boyutlu atlas denir[18].

i. Lokal haritalarin U, bélgesi X'i érter, yani X,n boyutlu manifolddur.
il. Keyfi a, BeAigin U, N Ug # 0ise

¥po 90;1 : 0a(Ua N Up) — @p(Us N Up)

dontistimti C* sinifindandr.
Uy N Upg = 0 ise bu durumda g o ¢! doniiglimii tayin edilemez.
M, Hausdorff sayilabilir baza sahip “olan topolojik uzay olsun. Eger, M iizerinde n-

boyutlu C™ yapis1 verilmis ise M uzayina n-boyutlu C* smifindan olan
diferensiyellenebilir veya diizgiin manifold denir ve M, ile gosterilir[18] .

2.3.Tanm: M, manifoldu tizerinde 7' (M, ) vektdr alanlarinin modiilii olmak {izere
VxY = v(XY): Ig (M) x Ig (M) — T (M)

dontistimii



i VixegwZ = fVXxZ +9VyZ, Vf,g € F(M,)
HVz(fX+gY)=(ZHX+ VX +(Zg)Y +¢VzY
sartlarint sagliyorsa V'ya afin konneksiyon denir. Bu halde

Vx : THM,) — T3 (M)

ddniisiimiine kovariant diferensiyellenme denir [2 ].

Lokal koordinatlarda x €U C M, olmak lizere (z) = (z!,...,2")olsun.
Vx = V., = V,;olmak iizere.
az'
0 k 9 k k(.1 n o)

yazilir. Diger taraftan z € U'olacak  sekilde w(x):(xll,...,:c”') koordinat

komsulugunu alalim . Burada

9 e
- 7 i r——— = 7
vé—%,- vl ) vl (81']’) F‘LJ 8 k! (""2)
olur. ~, = A’l 7 oldugundan ve kovariant tiirevin 8zelliginden dolay:
0 : 0
s Aot (83: ) ‘ 1(8:171') (2:3)
yazilir.Ayrica
a ) o} 9z 8

dx7 785 8z Oxd
oldugundan bu (2.3) denkleminde kullanilirsa,
ozt . ozl O B At 8%xi Ozt O + ozl rt 0
Oz Ozt 8xi )~ Ozt \ 027 Oz 0z" Bxi | Oz Vozk

62T] X 8 i I3 5
(awa 7y g T A AT Ak g k')

bulunur. (2.3) esitliginden

okl

Ozt Oz

I, = AF ALALTY + AY (2.4)

yazilir. Bu kurala gore doniisen n' say1dak1 F sayilarina afin konneksiyon katsayilari

denir. Bazen afin konneksiyon yerine bu katsayllar kullanilir.



VxY = Vaig, (48)) = 2'Vi(4°6;)
= xiﬁiykak +z yJI‘k Ok
(&y + I‘Uy )8k
seklinde lokal koordinatlarda yazariz. Buradan
Vit = 04" + I‘”y (2.5)
olur. (2.5) denklemine du! ile garpilirsa
du'Viy* = dy* + Thduy’ | (2.6)
olarak yazilir. Burada 6y* = du'Vy* ve wf = 1"’“ du' ile gosterilirse,
SyF=dy* + why’ 2.7)
olur. Buna du ydniinde kovaryant tiirev denir. Bu kovaryant tiirev vektor alanim 6teler.

Eger 6y* = 0ise vektor alanina paralel vektor alant denir.

f = W,y fonksiyonunu gozoniine alalim. Eger df =0 ise W; vektor alani paralel

olur. Bunu kullanarak f nin tiirevi alinirsa

df = Wiyt + W6
0 = §Wiy* + Wi(dy* + wfyj)
= Wiy + (— dWy* + Wiwhy)

yazilir. Buradan,
§Wy = dWy, + Wjw)

olarak bulunur. Boylece,
VWi, = oWy, — T3 W; (2.8)

olarak yazilir. (2.5) ve (2.8) esitlikleri yardimiyla tensdrlerin kovariyant tiirevi
71...%. i ’Lp ’l mz ’L i
\ t.711 5= Ontj,. Ja +Zrkm 111 ’ ZI‘,% Jlln-?fle---.? (2.9)
denklemiyle verilir[7].

2.4.Tanim(Vektor Alam): M, C®simufindan olan bir manifold ve T, VpeM,
noktasindaki teget(tanjant) uzay1 olsun. M, manifoldunun VpeM, noktasma T,



uzayindan bir X, vektorii karsihk getiren X vektor degerli fonksiyonuna vektor alan

denir.

2.5. Tanmm(Tanjant Demeti): A,, C*° sinifindan n-boyutlu diferensiyellenebilir bir
manifold ve M, manifoldunun p noktasindaki tanjant uzay 7,(M1,,) olmak tizere

T(M,) =) T,(M,) (2.10)
pelrL,

ile tanimlana T'(M,,) kiimesine tanjant demet denir .

T'(M,)' nin herhangi bir pnoktasi, yani p € T,(M,) igin M, manifoldu iizerindeki
T(M,,) tabii demet yapisini tammlayan 7 : T(M,) — M, demet projeksiyonu p — p
karsilik getirir. Yani m(p) = p olur. 7~1(p) = T,(M,,) kiimesine M, temel uzaymm p
noktasindaki fibre denir. Dogal olarak burada f : M,, — T'(M,) kesiti bulunur. f(p),
M,, manifoldunun keyfi p noktasindaki 75,(M,) nin sifir vektoriidiir. Bu f kesitine veya
f(M,)'nin gotiinttistine sifir kesit denir. f(M,) sifir kesiti M, temel uzay ile aynidir ve
bu nedenle M, manifoldunun kendisi T'(M,,) de diferensiyellenebilir imbedding olmus
(i¢ine daldirilmig) altmanifoldudur.

M,, temel uzaymin {U;z"} koordinat komsuluklar sistemiyle 6rtiildiigiinii farzedelim.
Burada (z"), U komsulugunnda tanimh lokal koordinat sistemidir. 7= 1(U) ¢ T(M,,)
agik kiimesi U x R™ direk ¢arpimma diferensiyellenebilir homeomorfizimdir. R", I?
reel alan tizerindeki n-boyutlu vektor uzayr olur. p € T,(M,) (p € U) noktast (p, X)
sirali gifti ile gosterilir ve X € R™ vektoriintin bilesenleri 7,(M,,) tanjant uzaymda {3, }
(O = 5—‘3—,;) dogal bazina gore p nmn  (yh) = (m’_‘)ﬁ =n+1,...,2n kartezyen
koordinatlart ile verilir. U komsulugunda p = W(]N)) nin koordinatlar1 (z") h =1,...,n
ile gosterilirse p noktast uygun (z", T M s pen(U) ile verilmis olur. Biz

U) c T(]\ln) aglk kiimesinde (z",z") lokal koordinatlar sistemini elde ederiz.

Bulada (z", z") ya (z") dan indirgenmis (elde edilmis) 7~!(U) da koordinatlar denir.

M, manifoldunun p = m(p) noktasii ihtiva eden diger bir koordinat komsulugu
{U', 2"} ise 7Y (U’) koordinat komsulugu p ihtiva eder ve 7~ 1(U’) gore p nm
indirgenmis koordinatlart (2", y*') ile verilecektir. Burada

{ 2 = arh'(:v) :

v o (2.11)

Yy = Oxh y )

2

olarak verilir. '( ), pnoktasindak :r , T , T deglskenlermm C* sintfindan olan

diferensiyellenebilir fonksiyonlaridir. " = 3", 2" = y¥ ile gosterirsek (2.11) denklemi
o’ =17 (). (2.12)

olarak yazilir. (2.11) denkleminin Jacobiani



; Iy
_a_x_p_ — %'_ 0 (2.13)
OxP (")thh’ yi Q_"g_:_,
Ozhox! oz

matrisi ile verilir. (2.11) denkleminin tersi ise

h ho.t
2 = 2 (),
{ h _ ozh W (2]4)
y _—‘azh/y

veya
z? = z’(z'), (2.15)
olarak yazilir. (2.14) denklemininm Jacobiani
azt 0
4 N
(57 ) = < o axh> (2.16)
akor' Y ozh

matrisi ile verili. (2.13) ve (2.16) denklemleri T(MM,)tanjant demetin daima
yonlendirilebilir oldugunu gésterir.

M,, mauifoldu tizerindeki C'*smnifinda (r,s)tipli tim tensér alanlarnin kiimesini

17 (M,) ve M, deki tiim tensér alanlarimin kiimesini ise 7 () = ST (My)ile

r,s=0
gosterecegiz. Benzer olarak T'(M,,) tanjant demetindeki tensor alanlarinin kiimelerini
ise sirastyla 7, (T'(M,)) ve T (T'(M,,)) olarak gosterecegiz[25].

2.6.Tanim: M, manifoldu {izerinde YBI(JV[”) vektor alanlarinin modiilii olmak tzere
vxY = v (X,Y): T}HM,) x THM,) — T (M)
déniistimii
i. va+gYZ =fVxZ +gVyZ, Vf,g€ F(Aln)
LVz(fX4+gY)=(Z/H X+ [V X+ (Zg)Y +gVzY
sartlarint sagliyorsa V'ya afin konneksiyon denir. Bu halde
Vi T (M) — T, (M)

doniisiimiine kovariant diferensiyellenme denir [2].

2.7.Tanum(Lie Tiirevi): M,diferensiyellenebilir mahifoldu tizerinde X vektor alam

olmak tizere X vektor alant igin asagidaki sartlar1 sagliyan L x operatoriine Lie tiirevi
denir[7].

L Ly(K®K)=LxK @K'+ K ® LxK' VI, K'€T(M,)
ii. LXf = Xf) fET(?(Mn) = F(Mn)
ii. Lydf = dLxf



iv. LxY = [X,Y]

2.8.Tamm(Dual (kovektsr) Uzay): B, vektor uzayinda tayin edilmis z = a(z) vektor
degiskenli reel degerli fonksiyonunu goz oniine alalim. Eger Vz, yeB, ve VA, peR icin

a(AZ + 1Y) = Aa(@) + poly)

sarti saglamrsa z = a(z) fonksiyonuna lineer fonksiyon denir.

Bu durumda o« = B, — Rdoniisiimiine lineer operatér de denir. « lineer
3 - v es e . . - . -— — o .
fonksiyonunun x vektorii iizerindeki degeri olarak alman z = a(z) = az degerine o

— - . . 3 3
operatdriiniin z vektorii lizerindeki izi denir.

B, vektdér uzaymin biitiin lineer operatorlerinin olusturdugu B} vektdér uzaymna B,
uzaytmn dual uzay: denir[2] .

-~ i
2.9.Tamm(Tensor): z;eB,, j=1,..,q vektér ve EeB,,i=1,..,p kovektdr
degiskenlerinin

— - -~ 12 p
W= t(a:l, L2y eee :quf)£7 )6)

reel degerli fonksiyonunu g6z Oniine alalim. A,ueR olmak {izere birinci vektor
degiskenlerine gore lineerlik sart1

— — — — 1 p — = — 1 p —r — — 1 p
t()‘x T HY T2y ey xq7€’ >§) = /\t(wax% -"qua§: ’f) + /J't(ya T2, "-7$q,§, 75)

olmak {izere bu fonksiyon her bir degiskene gore lineerlik sartim1 saglarsa, bu
fonksiyona multilineer fonksiyon denir [2] .

~ — — 12 p ey .
B, bir vektér uzay olsun. w = t(xy,Ts,...,24,&,&, ..., §) multilineer fonksiyonuna
kargilik gelen

t:ByX..XxByxB, x..xB,—R

reel degerli operatoriine B,, uzaymnda p dereceden kontravaryant, ¢ dereceden kovaryant
tensor adi verilir[2] .

2.10.Tanimm(Ricci Tensorii): Egrilik tensorii

seklinde olup [ ile kontraksiyon yapilirsa elde edilen



Ris = ;ks

tensoriine Ricci tensorii denir[7].
2.11.Tanmim(Dis Carpim):

A:T(V) @ T'(V) - A*V*

(f,9) = fAg=Ax(f ®9)

seklinde tanimh, A fonksiyonuna dis ¢arpim fonksiyonu ve fAg tensoriine de fve g
tensorlerinin dis ¢arpimi denir[6].

2.12. Egrilik ve burulma tensorleri

A, afin konneksiyonlu uzayinda f = f(ul,...,u") diferensiyellenebilir foksiyonu ile
verilmis skalar alanina bakalim. Bu fonksiyonun tam diferensiyeli, yani df = 8;fdu’
ifadesi, koordinatlarin verilmesi halinde invaryant kalir ve df fonksiyonunun du’
vektoriiniin lineer fonksiyonu olur. Bu lineer fonksiyona karsilik gelen kovektoriin
koordinatlari

V; = 8,f i (2.17)

olur. Bu vektore falaninin gradienti denir. ffonksiyonuna ise bu kovektdr alanin
potansiyel fonksiyonu denir. Keyfi V; kovektoriiniin skaler alanin gradienti olmasi i¢in
gerek ve yeter sart

o;Vy =0 (2.18)
olmasidir [7].

V; gradient kovektoriiniin kovaryant tiirevini alirsak
Vi = 0;V; - TEV; (2.19)

olur. (2.19) denkleminden jve ¢ indislerine gére alternelestirme islemi yapilir ve (2.18)
esitligi kullanilarak

ViV = SEVi (2.20)
yazilir, Burada
k __ 1k
Sij = L (2:21)

bigimindedir. (2.20) denkleminin sag tarafindaki V} keyfi kovektor, sol tarafindaki
kovaryant tiirev ise (0,2) tipli tensodr olduguna goére Sikj kemiyetleri agag1 indislerine gore
antisimetrik olan (1,2) tipli tensér tayin eder. (2.21) tensdriine A, uzaymin burulma
tensorii denir. A, manifoldundan alinmis keyfi X,Y vektér alanlari iginegrilik
tensoriiniin invariyant formda yazilisi ise



S(X,Y)=VxY -VyX - [X,Y] (2.22)
bigimindedir [7].

Keyfi v* vektériintin kovaryant tiirevi V v! = ;v 4+ T'i_v™ bigimindedir. Bu (1,1) tipli
tesoriin kovaryant tiirevini hesaplayalim.

V. Vo' =6,V + F;mV T RV

:6(81) +1—w )+Fz (a U7n+]:\771 k) Fmvmvi

T™m

=020 + O, vk + T, 80 + T g™ + I, I —T7V,,0
son esitligin heriki tarafini 7, s indislerine gore alternelestirme islemi yaparsak
2V V' = Rl " — 255V 0! (2.23)
denklemini elde ederiz. Burada

=0, — 8, + I . (2.24)

rm sk sm*ork

. 2(8[TFZs]k +1 Imlrs]k)

rsk

yazilir. (2.23) denkleminin sol tarafindaki terim ve sag tarafindaki ikinci terim tensor
olduklarindan ve v* keyfi vektér oldugundan R! , ifadesi (1,3) tipli tensordiir. Bu
tensore A,, uzayinin egrilik tensorii veya Riemann-Christoffer tensérii denir.

(2.23) formiiliine benzer olarak asagidaki formiilleri yazariz.

QV[,‘VS]UJ;C = — R:;kwm - Qngmwk (2.25)
2V, V!l = R0 — Rl — 255 V! ©(2.26)
TR T 4 Rl (227)
J: 1.0
ansljn :rlwzlp] T R:;J t; 1751 - 25;, V t]ll J’;

(2.26) formiiliine bazen gog afinorunun Ricci egriligi de denir.

A, manifoldundan alinmig keyfi X,Y,Z vektér alanlari olmak iizere burulma
tensoriinlin invariyant formda yazilisi ise

R(X,Y)Z =VxVyZ - VyVxZ - Vixy|Z (2.28)
bigimindedir{ 7].
2.13.Tamm(Riemannian Metrigi): Herbir XeM,  noktasinda g¢g(X,Y) =

VY eTx(M,) esitliginden X = 0oluyorsa gye M, lizerinde Riemannian Metrigi denir. g
nin bilesenleri g;;olmak tlizere g igin
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d32 = gijduiduj

ifadesi de kullanilir[7].
2.14.Tanim: C™t! sinifinda olan 2n-boyutlu M, uzayini gézoniine alalim.

pigh = — &, 229)

sartini saglayan C" smifindan go? karisik tensorlerin meydan getirdigi yaptya hemen
hemen kompleks yapi1 ve bu yapinin olusturdugu uzayada hemen hemen kompleks uzay
denir[25].

2.15.Tanim: ! hemen hemen kompleks yapisiyla C” sinifindan 2n-boyutlu My, uzay

verilmis olsun. M,,, uzayinda pozitif tanimli Riemannian metrigi
ds? = g;(£)ded¢! (2.30)
olmak {izere eger Riemann metrigi 7
W;ﬁpfgts = Gji (2.31)

olarak veriliyorsa bu Riemann metrigine, Mj, hemen hemen kompleks uzayinda Hermit
metrik denir. Hermit metrigi vasitasiyla meydana gelen hemen hemen kopleks uzaya

hemen hemen Hermit uzay denir[9].

Diger bir ifade ile pozitif tamimli Riemann metrik tensorii hibrid ise bu metrige Hermit
metrik denir ve bu Hermit metrigi ile verilen kompleks uzaya Hermit manifold denir. gj

hibrid tensorii
O%gey = 0 veya @Solge, = gji

olarak da yazilabilir.

Eger
Q5 = 0} 0u (2.32)
olarak yazérsak (2.29) vé (2.31) denklemlerinden
Soj-%h = —gjn V€ 90§~<Phi = gjh (2.33)
yazilir. Bu da

Ppji = — Pij ‘ ‘ | (2.34)
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oldugunu gosterir. Yani ¢ ; tensorii antisimetriktir.

Diger taraftan ¢ ; antisimetrik tensorii
ot = gji » (05 = piig")
olarak tanimlanmis ise
Plpi= =6

elde edilir. Bu ise hemen hemen kompleks uzay oldugunu gosterir.

Hemen hemen kompleks uzayda g; Hermit metrigi
Vil =0 veya Vo =0 (2.35)

olarak tamimlanmiyorsa bu Hermit metrige M, uzayinda Kahler metrigi denir[8]. Bu

metrigin meydana getirdigi uzaya hemen hemen Kahler uzay denir[8].

Burada V, gj metrigi ile formiilize edilmis Christoffer sembolii ile ilgili kovaryant

diferensiyeldir.

2.16.Tamm: T?(M,) M, manifoldu tizerinde tizerinde tanimlanmis (p, q) tipli tensor

alani olmak iizere
T(M,) = Z TP(M,)
p,q=0

ifadesi M, manifoldu {izerinde tensdr cebiri olugturur. Bu cebire (p,q)tipli tensér

alanlarinin modiilii denir[7].

2.17.Tanim(Vektor Alanlarm Vertikal(dikey) Lifti): Her feT9(M,,) igin X Vf =0

olacak gekilde X €T3 (T(M,)) alalm. Buna gore X 'e vertikal vektor alani denir ve
T(M,) indirgenmis koordinatlara gére VX dikey lift

5= ()

2.18.Tamum(Vektor Alanlarin Complete(tam) Lifti): X €T3 (M,,) olsun.
°X°f=(Xf)

seklinde bilesenlere sahiptir[25].
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esitligi ile tanimlanan € X'e X in T'(M,,) de tam lifti denir. Burada f keyfi bir fonksiyon
dur. M, de X" bilesenlerine gore ©X tam lifti, T(M,,) de indirgenmis koordinatlara

gore
Xh
Cy __
*= (aXh)

seklinde bilesenlere sahiptir[25].

2.19.Tamm(Vektér Alanlarmn Horizontal(yatay) Lifti): X €73 (M,) verilsin. #X
yatay lifti 7'(M,,) de indirgenmis koordinatlara gére

Xh
H __
X*(—mw)

seklinde bilegenlere sahiptir. Burada I'} = y‘I'* seklindedir[25].
7 i

2.20.Tanim((0,2) tipli tensor alammn liftleri): (0,2) tipli G tensor alanminin G; lokal
bilesenlerine gore VG,°G ve G liftlerinin T(M,,) de indirgenmis koordinatlara gore
bilesenleri,
G; O 0G; Gy Gy + TGy Gy
Vi — J Cry _ J Ju Hr je iyt Mg
¢ (0 0>’ ¢ (Gﬁ O)Ve p ( Gji 0
seklindedir[25]. '

2.21.Tanim(Tanjant Demette Geodezikler): C: [0,1) = T'(M,), T(M,)de bir egri

olsun ve farzedelim ki C lokal olarak x4 = zA(t), yani T(M,) de (z*, ")
indirgenmis koordinatlara gore ' ,

ah =att), ot =yM) (2:36)

selinde tanimlansin. Burada ¢ bir parametredir. O zaman M, de C = woC egrisine C

egrisinin doniigiimii denir. Lokal olarak " = z"(t) ile ifade edilir ve 7C seklinde
gosterilir. M,, de lokal olarak z" = z"(t) ile ifade edilen bir C egrisi verilsin. O zaman
T(M,)de zM = 2"(t), y* = dz"/dt lokal ifadelere sahip olan C egrisine C egrisinin
dogal lifti denir ve C* ile gésterilir.

V, M, de bir afin konneksiyon olsun. (2.36) ile belirtilen bir C egrisinin “V'e gore
T(M,) de geodezik olmasi igin gerek ve yeter sart onun (2.36) lokal ifadelerinin

deA ~A diI)C dCL‘B
—— 4+ T hp—— =0 2.37
a2 T CB g ap (237)

. ~ ~A
esitlifini saglamasidir. Burada ¢, C'nin bir afin parametresi ve I'pp de CV nin

bilesenleridir. (2.37) esitliginden
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d?zh b dz? dzt

badladl jfdindiihaindiy o 2.38
di? t i dt dt ’ (2:38)

d2yh h, . dxf do’ h dy’ dat
hal A8 Nyt - o~ =0
g T OV T2
elde edilir ve I‘; ,V nin bilesenleridir. Son egitlikten
d  dy" hdzd hodx®  dy® adz?
gt Car g V) + Ty Cop + gy )

p da? da’
dt dt

a h a
§i Fjaakrki)y =

h h h

yazilir. Burada |

syt dy” h dz?
g = ar Tlig Y

i

esitligi kullanilirsa

é‘th h kdﬂfj dl‘i
a2 Y g T T

ifadesi bulunur. Burada R,’;ﬁ, Vnin egrilik tensoriiniin bilesenleridir. Béylece C' = nwC

tizerinde tanimh y*(t) vektor alam1 C' iizerinde bir jakobyendir ve C, (2.38) den bir
geodeziktir[25]. :

2.22. Tanmm (Riemannian Manifoldu): Burulmasiz afin konneksiyonlu manifold
verilsin bunun iizerinde simetrik kovaryant regiiler tensor verilirse bu uzaya Rieman
manifoldu denir[7].

M bir Riemannian manifoldu olmak iizere, x (M) de taniml (, ) i¢ ¢arpim fonksiyonu ,
M nin her bir tanjant uzayma bir i¢ carpim indirger. Soyle ki, X, Y € x(M) olmak izere
PeM igin Xp, Yp € Ty (P) dir. Diger taraftan, (X,Y )e C°(M, R) oldugunu biliyoruz.
Buna gore, (X,Y )(P)eR dir. Boylece,

< y )(P) . TM(P) XTM(P) - R
fonksiyonu, V Xp, Yp € Tps(P) igin
(Xp, Yp ) = (XY }(P)

seklinde tamimlanabilir. Burada Tp(P) nin elemanlarimi X (M)de indirgenmis
elemanlar olarak gérmek miimkiindiir. Yani, V Xe x(M) i¢in Xp e Tas(P) dir. Buna
gore, (,)(P), Tar(P) de bir ig carpim fonksiyonudur[6] .

2.23. Tanim (Yari-Riemannian manifoldu): M bir C* manifold olsun. M tizerinde
vektor alanlarimin ciimlesi  x (M) ve reel degerli C* fonksiyonlarinin halkas: da
C*(M,R) olmak iizere,
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() x(M)x x(M) — C*(M,R)

fonksiyonu,

1) 2 — lineer

2) Simetrik

)V Xex(M) iscin (X,Y)=0=Y =0ex(M)

ozelliklerini sagliyor ise, M ye Yari-Riemannian manifoldu denir[6].

2.24. Tanim (Riemannian konneksiyonu): M bir yari-Riemannian manifoldu ve D,
M iistiinde bir afin konneksiyon olsun. Eger

1) D, C*smifindandir.

2) M nin bir Abbdlgesi iizerinde , C* olan V X, Ye x(M) igin,

DxY — DyX =[X,Y]
dir.
3) M nin bir A bélgesi lizerinde , C* olan V X, Ye x(M) ve VpeA igin,
XP<Y7Z> = <DXY72>IP + <YaDXZ)|p

ozellikleri saglamyorsa, D konneksiyonuna , M iistiinde bir konneksiyonu ve Dx e de
X e gore Riemannian anlaminda kovaryant tiirev operatorii denir[6].

2.25. Tanmm (1-Formlar): E"in PeE™ noktasindaki kovaryant uzayi, Tg.(P)olsun.
Buna gore, bir

w:E HP%HTE,.(P)

fonksiyonu i¢in,
Tow: B" — E" (6zdeslik)
olacak sekilde bir,

U Te(P n
TFPGE”E( )~ E

fonksiyonu mevcut ise w ya E" iistinde 1-form denir[6].

¥V M, de bir afin konneksiyonu olsun. M, nin her {U, 2"} koordinat komsulugunda

0
Oxt

Xo =
seklindedir. Her bir Pen™! (P) noktasinda 2n boyutlu X g) ve X ) lokal vektor alanlan

T,(T(M,)) tanjant uzayimn bir bazidir ve bilesenleri T'(M,) de indirgenmis (=", y")
koordinatlara gore
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bi¢imindedir[6].

2.26. Tanm: {X g) X (‘f)} ifadesine 7~ !(U)komsulugunda V afin konneksiyonuna
gore adapte olmus ¢at1 denir.

Adapte olmus gatida (0, 2) tipli G tensor alaninmn Gj;lokal bilesenlerine gore VG, G
ve ¢G liftlerinin bilesenleri

Ve Ji Crv_ Ji H~ __ [ Y VG ji
G_(O 0)’ G—<Gﬁ >Ve G_< Gji 0)

o

seklindedir[25].

2.27. Tamim (Killing vektor alani): Her hangi bir pseudo-Riemannian metrigine gore
eger Lxg = 0 ise X vektor alanina Killing vektor alani denir ve eger Lxg = ag ise X
'e konform vektor alani denir[25]. Burada a bir fonksiyondur.

Hemen hemen F' kompleks yapisina gore eger Ly F = 0 oluyorsa X vektor alanina
hemen hemen analitik vektor alan denir[25].

2.28. Tanmm (Es-afin konneksiyonlar): Burulmasiz M, uzaymnda Vi, V;,...,V,
vektorlerinin paralel taginmasi durumunda V hacmi korunursa bu tiir uzaylara es -afin
uzay denir.Bu uzayin konneksiyonuna da es -afin konneksiyon denir[25].

2.29. Tammm(Metrik uzay): Burulmasiz uzayda her bir noktadaki yonler tanjant
uzayinda bu yOnlerin paralel tasinmasi sarti dahilinde korunan poloriteat verilmigse
boyle uzaylara metrik uzaylar denir[25].

M, Riemannian manifoldu {izerinde ’Vk gi; =0 sartim saglayan burulmast olan
konneksiyonlara metrik konneksiyonlar denir.

2.30. Tanim(Weyl uzayn): Farzedelim ki metrik uzay verilmis olsun. Eger bu g;; esas
tensorii regliler ise yani Det(g;;) # 0 ise bu tiir uzaylara weyl uzay: denir[25].

Det(g;;) # 0 ise 5” tersi de vardir. Bu matrislerin tersi 6zelligine goére 5” gij = 6.
sarti verilmig olur. Boylece @ weyl uzayr burulmasiz uzayda esas tensoriin
(simetrik,regiiler) verilmesi ile karakterize olunur. Weyl uzayindaki weyl konneksiyonu

~Tk

k T T
Fi'cj = {ij}g - (wi(sj + w;6] — wig gij)
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seklindedir. Weyl uzay: aslinda bir Riemannian uzayidir sadece konneksiyonlar
farklidir.

2.31. Tamim (Riemannian uzay1): Es-afin weyl uzayma Riemannian uzay: denir[25].

Riemannian uzay1 bir metrik uzaydir. M, manifoldu iizerinde g;; tensorii olsun. Bu
uzayda Vg;; = 0 sartin1 saglayan burulmasiz tek bir I‘fj = {Z}g konneksiyonu vardir.
Bu konneksiyona Riemannian konneksiyonu veya Levi-Civita konneksiyonu denir ve

k 1Nk7'
F?j = {ij}g = 59 (0igrj + 0gri — Orgij)
seklinde gosterilir.

2.32. Tamim (Sabit egrilikli Riemannian uzay): Izotropik Riemannian uzaymin tiim
noktalarindaki kesit egrilikleri ayni ise buna sabit egrilikli Riemannian uzay: denir.

R = R;;g" skalarina Riemannian manifoldunda skalar egrilik denir.

2.33. Tamim (Einstein uzay1): Riemannian uzay1r R;; = Ag;; sartim sagliyorsa bu tiir
uzaylara Einstein uzay: denir[25].

Sabit egrilikli Riemannian uzayi Einstein uzayidir.

2.34. Tapim(Konform doniigiim): M, in metrik tensoril g ve M » Nin metrik tensorii g
olsun. Eger

[ (Mn,g) = (M, 9)

donilistimiinde a¢1 korunuyorsa buna konform doniisiim denir ve g;; = )\g—]ij sart1 ile
tanimlanir[6].
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3. RIEMANNIAN MANIiFOLDUNUN TANJANT DEMETINDE METRIKLER

3.1. Metrikler

M,,,g metrigi ile belirtilen bir Riemanian manifoldu olsun. g metriginin herhangi bir U
koordinat komsulugunda bilesenleri g,olur ve Christoffel sembolleri I‘?i ile gosterilir.

Eger T'(M,) nin 71(U) komsulugunda U,M nin herhangi bir komgulugu oluyorsa
7Y (U) c T(M,) de (z*,y") indirgenmis koordinatlara gore

sy" = dy" + T}dat

ifadesini yazariz. Burada
h _ o imh
i = yjrji
bigimindedir. Béylece
I: gjdzidz
I7: 29ﬁd:r,j6yi
IIT: gjiéyjéyi
seklinde T'(M,,) tanjant demette global olarak tammlanan ikinci dereceden diferensiyel

formlar elde edilir. Ayrica,

-

IT : 2g;,d2? 6y
I+11: gjida:jdnci + 2g;:dz’ 6y’
I+1I1: gjid:vjda:i + g6y’ 6y
IT 4111 : 2g;da’6y* + g;i6y° 6y

diferensiyel formlarin hepsi singiiler degildirler ve sonug olarak 7'(M,,) tanjant demeti
iizerinde Riemannian veya pseudo-Riemannian metrikleri olarak bakilabilirler[25].

IT metrigi T(M,,) de indirgenmis koordinatlara gore

_H:<3gﬁ gji)
gii O

seklinde bilesenlere sahiptir. T'(M,,) de koordinatlar (z°, yf=yi )idi. O halde
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I1=2g;;d=' (dy’ + I‘isdxky")
= 2gijd:cidyj + 2gijF{,sd3:"'dmkyS
= 2g;;dz'dy’ + g;Tl da’daby® + g0, dadz'y®
diger yandan Riemannian metrigi burulmasiz oldugundan
Vigij =0 & Okgij — F‘Zigf; =I5 =0
olup
IT : 2g;5(dy’ + T, dz*y*)da?

yazilir.  Buradan  IImetriginin @ ©g = fgile cakisir. T(M,)deindirgenmis
koordinatlara gore I 4+ 11 metrigi

I+H:<gﬁ+59ji gji)
gji 0

seklinde bilesenlere sahiptir. Diger yandan

v [ 9ji 0 c._{0g9;  g;
-g_<0 0>’ g_<9ﬁ 0)

ifadelerinden dolayr I + I metriginin Vg + © g ile ayni oldugu gériiliir. Ayrica T'(71,,)
de indirgenmis koordinatlara gére I + 11 metrigi

]+III:(QJ Tttt 193>
I'79js gji
seklinde bilegenlere sahiptir. Ayrica
Dy = <9ji + 9174} [39si )
ngjs 9ji

oldugundan dolayr I+ III metrigine g nin diagonal lifti adi verilir ve Pg ile

gosterilir.

Yine T'(M,,) de indirgenmis kordinatlara gore I + 111 metrigi,

g5 +'igjs gji
seklinde bilesenlere sahiptir.

3.2. Tanjant Demette IT Metrigi

M, lokal bilesenleri gj olan ¢ metrikli bir Riemannian manifoldu olsun. Tanjant
demette indirgenmis (X“), yani (:ch,yh) koordinatlarina gére lokal ifadesi
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ECBdJ:Cda:B = 2gjid:cj6yi
seklinde olan g Riemannian metrigi verilsin. Burada
(Syh — dyh + F?dil?i , 1-‘:1 — ykrt

bigimindedir. I‘Jhl ifadeleri ise g;; ile belirlenen Christoffel sembolleridir. Bu metrige 11

metrigi denir. g5 metriginin koordinatlari

~ _ (9g; gji | -
(9cp) = (gji 0 ) (3.1)

seklinde olup bu ise tanjant demette g nin tam liftinin kordinatlan ile aymdir ve
contravariant bilesenleri ise
~CB 0 g%
( g ) = <gji agji)

seklindedir. Burada g7 | M,, manifoldundaki g nin contravariant bilesenleri olup

gjig" = 67
bigiminde yazilir. Simdi M,, de X vektér alanimi gézoniine alalim. X in {(9,-} cinsinden
yaziligi

X = X'0,

seklindedir. Buna gére T'(M,,) indirgenmis kordinatlara gore X in dikey lifti

~

VX=('X") = ( )2,,,) (3.2)

Xin tam lifti

‘X = ()N(A) = k(@?")

- A Xh
HY (X )= :
( ) < . ySF}sranl >
seklindedir. (3.1) ve (3.2) ifadelerini kullanarak

ve X in horizontal lifti

g1y X'x7 =0

elde ederiz. Burada IT metrigine gore ¥ X bir sifir vektrdiir.
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S 56 Gii i Xi /Yj
Fix0 - (V09 g | _
91y ( 9ij 0 - ysl—‘;me - ySP.Jszm

N o . X
= (X'¥°0s9i; — 9’ Ui X™ 1 X'g45) ( B ysrgmx'nz)
= Xinys sGij = gz‘jysrimeXj - QiniysF.Js-me

- Xinys(asgij - F?}gmj - F;T;'gim) =0

olur. Burada {iglincii satirin ikinci teriminde m < i ve tiglincii terimde m « jindisleri
degistirilmistir ve

vkgij = 8kgij - F;Cnigmj - P}Z}gim =0
degeri kullanilmigtir. Bu da g6steriyor ki /7 metrigine gore X in yatay lifti ve dikey lifti
stfirdir.
Ayrica X ve Y vektor alanlarinin tam lifti © X ve €Y olmak iizere

“e(“X.°Y) =“(g(X,Y))
idi. Buna gore
(X, Y ) =gy, CXI Y = 0,95 XY )
Ohll‘. Buna gére )N( , )';tam liftlerinin i¢ ¢arpimi
§(X,Y ) = 8(giX7Y)
bi(;im\inde verilir. Boylece g¢;X'Y7 i¢ garpimi  sabit ise y°0s(gi; X'Y7)=0 olur.

gi;X'Y7 nin sabit olmast normunun yani X "nin sabit olmasidir. Bu da verilen vektdriin
sabit uzunluga sahip olmasi demektir.

IT metrigine gore T'(M,,) de tanunhi %, Riemannian koonneksiyonun tam lifti ise V;
Ve, OY =€V, Y = ©(VxY) (3.3)

sartint saglayan tek bir konneksiyondur. Simdi V nmn f‘f] Christoffel sembollerini
bulalim:

Ve, CY=C(VxY)
ifadesini agik sekilde yazarsak
%18117‘] + E{A[ };AI )}1 = (VNXY)J

olur.
1) Burada J = jalinirsa,
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R1a 041 YMET iV T, Y mk

Z)}i&'};j"‘ )};521;]._% f‘gmym)’z'i_f_f‘]: ymX

m
SR YR PR R
im m
= X8,V + 1] ymx
bulunur, burada X ;81—,}71' = 0 dur. Son esitlikten,
ol i T 1 -
M,=Th,TI = TL= T =0
elde edilir.
2)J =7 igin

X1y i +T9, YMX! =XV i4T VX!
_%iayiy Xiavie TLY AR
BIRZS SRS RS
— X'9,YI +Ti ymXx'
olur. Buradan

~ ~

r{, =98Il , I'l = T — 1

oy

r’ =0
mm m . m ? —

N im 5

elde edilir. X€7.'(M,,) vektor alamnuin V' X dikey lifti igin
Ve, VX =CVeg VX =Y(VyX)

oldugundan %Cy VX konneksiyonu

~ 0
Vy=
Voy X‘(kakxh)

(3.4)

(3.5)

(*)

seklinde T'(M,,)de bilesenlere sahiptir. Burada X,YeZ. (T(M,)) seklindedir.Fibrenin
teget diizlemleri T'(M,,) de vertikal dagilim adi verilen bir dagilimdir. Buna gore ( * )

ifadesinden su teoremi verebiliriz.

3.1.Teorem: T(M,) de vertikal dagilim Levi-Civita konneksiyonuna gore

paraleldir[3].

T(M,) de bir X horizontal vektsr alan:

~1 ~h
"X +X =0
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sartint saglar. §imdi V., X konneksiyonunun bilesenlerini bulalim:

~ o~ ~1 ~I o~
Vo, X = Vg, X =°YH VIX = Y[((al()& + T X )

yazilir.

1) I = tigin

~

(Ve X) = Vg X =O¥H@X + T, X))

~l o~ d ~T ~' ~t o~ g ~1

= Cyk(akX + IyX 4+ Ti5X )+ C‘Yk(a X + FkJX - rk]X )

~i ~i ~i
olup agx =0, Ty=0 ve Ty; =0 olduklan g('jzéjniine alinirsa

(va )l—Yk(akX + Fk]X)
bulunur. Ayni sekilde

2)I =1 igin
(Ve, X)i = Cyk(akX + rkmfé + rkmf( ) + Cyk(a S rkmE{* + rm}Z )
3 ~h Nh

= V*[0u( - ' Ty X + 970 D)X + Th (— Th X )]

~

+yoYF o~y I, X )+r§;mx ]
-Nh

= — Y, T, X —Y rhakX +Y* 0, F;;m

~m

~m

_Yk ka I‘h‘X +y ayk[a ( y Félz)ﬂ )+F;.cmX ]
~h ~m . ~ T o h

i h :
- _Y Fh(akX + FLmX )+ ys Yk Fsh kaX - Ykak F X y

+y535YkamX —‘Yk ka FhX +y 8 Yk( Fth )+Yk 93 ka

~m

- v ¥ )+ yYET o X _yvig Xy

~m ~ m

F A YL X ~YE T, X" ot (—r ¥ )+ e Tl X

i, h hoo~m o i i _h h
= _—Yk F;l(al‘-X + kaX )+ YkX ys(a ka 6/»]:‘ + I‘vsh ka FLh rcm)

sm

.~k
= VLK 4T X ) +VEX K

skm

~

olur. Boylece indirgenmis kordinatlara gére herhangi bir YeZ.' (M) igin Ve, X
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bilesenleri
~i i ~d
YE(OX + T, X
VCYX“’( ' Nh( kh Nmk] ) . )
—Y*T, (6 X + T}, X ) +YEX v K
seklinde yazilir. Burada K, _egrilik tensoriiniin bilegenleridir.

3. 2.Teorem: Yatay dafilim II metrifinin Levi-Civita konneksiyonuna gore parelel
“olmasr igin gerek ve yeter sart M, nin metriginin lokal olarak Oklityen olmasidir(3].

9opdaCdal = 2g,,dzisy’
ifadesinde goriildiigii gibi dz" = 0 ile temsil edilen fibre 1T metrigine gore T'(M,,)de

bir bog alt manifoltdur ve §y" = 0 ile tamumli horizontal dagilim aym sekilde sifirdir.

X iyeT'(T( M,)) olmak iizere w(Y) = g(X Y) ile tanumlanan % 1-formu X ile
~A ~ ok

birlikte kovektor alani denir ve X ile gosterilir. Eger X in lokal bilesenleri X ise X

mn lokal bilesenleri
~B

X¢ = 9opX
seklinde olur.

w,M,, de w; bilesenli 1-form olsun. Bu taktirde w ninT(M,,) de dikey,tam ve yatay
liftleri sirastyla

(wp)=(w;,0) , (wp) = (Owi, wi), (wp) = (— [Pws, wi)
seklinde olur.

Bir X vektor alaninin dikey ,tam ve yatay liftleri sirasiyla

x =) @)= () @)= (Ty) 09

seklinde verilmisti. Buna gore T'(M,) de IT metrigine gore VX ,%X ve X kovektor
alanlarin bilesenleri sirasiyla

(X:,0),(0X:,Xy),(— I Xy, Xi) (3.7)

olur. Burada X;=g;; X7 , X*kovektor alammn bilesenleridir. Buna gore diyebiliriz ki ,
(3.7) ifadeleri X* nin dikey,tam ve yatay liftleridir.

3.3. Teorem : Herhangi Xe7;!(M,) igin T(M,) de I metrigine gére

(VX)" =(X7), (OX) = O(X"), (HX) =H(x*)
seklindedir.

ispat:
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N 0
X =C%gapX” ve VX = (Xi>

scklinde oldugunu biliyoruz. Buna gére

co=((C07) 2 (C0) ) = (79 %) ()
= (gi;X7,0)
ve
X' =(X")0, (X) = (95X
ifadelerinden
Y(X*) = (9 X7, 0)
elde edilir. Buradan |
("x)="00)
oldugu goriliir. Ayni sekilde

(), (0 = (75 %) (o)
| = (¥°0s9i X’ +95y"0: X7, 955 X7)
= (¥°0s(9:;X7) » 95;X7 )
ve |
(X*)i = (9;;X7)
oldugundan
“(X*) = (¥°0s(9:;X7) , 91 X7)

elde edilir. Bu ise
°X)" = °(X*)

olmasi demektir. Yine ayni sekilde hareketle
Hy\* H 3\, ((H vy Y°0s9ij  9ij Xj.
oy = (R ) = (V08 (S
= (y°8s9:; X’ — ysrilxlgu ,gi; X7)
= (v* X' (9591t — T119i5 ), 95X7)

elde edilir.

0= Vigi = Os9u — Fiigjl - Filgij
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oldugundan
859 — I'%,9;=T" 951
ve buradan da
Xy = (¥ X'Thg1, 9 X7)
= W’ X'Th95,9,X7)
bulunur. Ayrica ,
(x*) = H(gz‘;Xj) _
=’ X' Tyg1, 9 X7)
seklinde olup buradan
(HX)* — H(X*)

bulunur.

X, M, de X" bilesenlerine gore bir vektdr alam olsun.T'(M,,) deV VX , VCX ve V
A X kovaryant tiirevleri igin indirgenmis koordinatlara gore ;

~

(VB'XA) — (CVB VXA) — V(VBXA)

oldugundan

~ o, 0 0
Ay __
(VBX )_<vah 0>
olur.Benzer olarak

(T5 X ) = (CV5CXA) = C(V x4

oldugundan
~ ~A \VJ 'Xh 0
VX )= J
( B ) <6(V]X'l) vah>

yazilir.§imdi (Vg X ) koveryant tiirevi indirgenmis koordinatlara gére yazalim:

~ A —-A ~A - M
- VB HX =BBX +PBI\1X

bu esitlikte A = h, B = jalinirsa
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~ —h Nh —‘]\f Nh —Tm ~h -m
VHX =9;X +D;uX _aX + X +TnX
:an +rij
=V, X",
A=h, B :Eahmrsa
- M —~h ~h —m ~h —m
v- Hy" &X +P—MX =X +TjnX +T3X
=0,
A:ﬁ,Bz}ﬁhmrsa
ho o~k M ~h -m ~h —m

ve A =

v—HX aX +u X =0(- y° T Xl)+r— X +T:X
= ~I‘h,Xl + T, X"
= Q,

hve B = jalmrsa

—~h Nh — M

v HX = 8,X +T;X

I\lh ~m

=8,(~y'Ts Xl)+r X" +TnX
= “y(aF )thsr (8X’)—— Y TRX (0T )X
= (le‘ki) ~y'Th (9 X -t S TRX + 40, Th) X (3.8)

bulunur. Simdi

— TV, X 4 Kkﬂkaz’ _ |
— P Th( 8, X HTL X ™yt X10, T8 — o X1 Thty XL, I — o X'Th, IR
srgzaj)c y’ThTY XMyt X9, Th

-y X ’8jr£i+y8X MM Dm — ¥ X ir?m ki

—~y* X9} — v ThO X~y X'T%, T/ X', T (3.9)

S’LJ

olup (3.8) ve (3.9) ifadelerinin esitliginden

~h  ~h M A 4 bk
0, X +TjuX =-y'TuV;X + Ky X'

oldugu gortiliir. Buna gore
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{_"7 )}A_ Vin 0
(Vg )= —F?Vin-l-K,’fﬁkai 0

yazilir. Boylece V;X" = 0 igin K}, 4" X" = Oolur.
3.4.Teorem: T'(M,,) de I] metrigine gére M, deki herhangi bir vektdr alaninin dikey,

tam ve yatay liftlerinin paralel olmas: igin gerek ve yeter sart M, de verilen vektor
alaninin paralel olmasidir{3].

M, deX" bilesenli X vektor alani, YeZs (M) ve k sabiti igin

VyX =kY yani V;Xh= k(S;-1
sarti saglanirsa X e concurrent diyecegiz.

3.5.Teorem: T'(M,) de II metrigine gbre M, deki bir vekt6r alammn tam liftinin

concurrent olmasi igin - gerek ve yeter sart M, de verilen vektdr alaninin-concurrent - -

olmasidir[3].

M,de X"bilesenlerine gore bir X vektor alam alalim. X* kovektor alaninin tam ve:
dikey liftlerinin bilegenlere gore kovaryant tiirevlerini bulalim;

~ ~Mo,
Vy Xp=04 Xp—Typ Xy
seklindedir. Simdi bu ifadeyi acik sekilde yazalm -
A=1,B =3 igin
~ ! * ! * NA:[ ! *
Vi X] = az X] _Pl] X]\/[
ﬁl ’ *

~me ~
=0,X; - Ty X,
=V, X;,
A=1i ,B=7icin

! * ! * 7 *

A=4i, B=j icin
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~ ~M
’ . ’ . 1yt

~T ~T

-0,
A=i, B=j igin
~ ~mo, N Nﬁl T
Vi ijc'?l XJ_F13 Xm_ri_—i ‘Xﬁz
=0
olur. Dolayist ile bu matris
%A,X}f(vjoxj 8) -

seklinde yazilir. Diger yandan;

~ ~ ¥ ~* ~Mo ok
VA XB = 0y Xp — FABXM

seklindedir. Simdi bu ifadeyi agik sekilde yazalim.
A =1,B =j olsun. Budurumda,

7 =0 K, - K
= 04y'8,X}) = Ty’ 0, X, — YOI X 1y
= ¥ 0,0.X; — 8, (L X )

= ¢ 8,8 X ~ T X 1)

= y°8,(V; X,),
A=i,B=7 i¢in

~TIL ok ~TL Ak

vi X; = 0; X} - Fi;'Xm “FiEXﬁl
=V, X,

~

Azg,B:j ise
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TSP S S S
=0, (v'8,X;) ~ T X ,,
= 9,X; T, X,,
=V, X;,

A=1i,B=7icn
YN7; )}; = 0- jE'~ — I“:-; )N(m — I‘T— )N(,;l
1 J 1]

=0, X;
=0

ifadeleri elde edilir. Dolayisi ile bu matris

W SO(V. X)) V. X,
VAXB:<y (Vi X5) Y ) G.11)
Vi X, 0

seklinde yazilir. Burada X: = g, X" seklindedir.(4.10) ve (4.11) matrislerine gore

Va' X4V X, = (Vi XitViXi 0)

0 0
Y, S S0V, X 4+ V. X, V.X.+V, X:
VAXB+VBXA: Y 5( I*J ]* ) 1 ’ ’

olur.

3.6.Teorem: T'(M,) de II metrigine gdre M, deki bir vektor alaninmn tam ve dikey
liftinin Killing vektdr alani olmasi igin gerek ve yeter sart M,,de verilen vektdr alaninin
Killing vektor alani olmasidir[3].

(3.10) ifadesinden

V. X, -V, X, o)

vV, X5 —vB’X;x=< . .

olur. Ayrica

i

~AB 0 gji
(g ) <gji agji )

oldugundan
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~AB ™~ ~t g

gVAXB—gVX+gVX+gVX +gV \’]

~AB ™
=g VA XB

=0
clde edilir. (3.11) ifadesinden

*

~ ~ % ~ ~ K 58 VX*—VXl* VX*_VX1*
VAXB+VBXA: Y s( z*] J ) ? J o 77

olur. Ayrica

~AB ~ % Nl]N ~ % "N ~ K "N ~ % “N ~ %

G VaXp=9 VX, + g VX + g VX +97'V-X; (3.12)
= Uv,ij-}-g”vin
:Zgule]

elde edilir.

3.7.Teorem: T'(M,) de II metrigine gére M, deki bir vektsér alanmin dikey liftinin

harmonik olmast igin gerek ve yeter sart M, de verilen vektoér alaminin kapah
olmasidir(3].

3.8.Tcorem: T'(M,) de II metrigine gore M, deki bir vektdr alaninin tam liftinin

harmonik olmasi igin gerek ve yeter sart M, de verilen vektor alaninin harmonik
olmasidir[3].

(3.4) ve (3.5) esitliklerini kullanarak T'(M,) deki II metrigine gore K eprilik
tensoriintin bilesenlerini indirgenmis koordinatlara gore hesaplayalim ;

k]l 8/»Fh a + FZtF_tﬂ - F_ljrlril

oldugundan
~h ~h ol bt bt shoat bt
KL]z = akr _a'rkz + Fur - thrki + Pkirji - Fjirki
= O~} + Dt — ThIT},
I(h

Kji o
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~h ~h ~h NI—L ~t NI—iNt Nil ol Nﬂ ~t

’[(kji = akP],~3]Fkl + Fktfﬁ - F Fki + szF - F'ﬁrki ‘

= 04O 5= 0;OT s + ATy T — AT Ty + T, 005 — [, AT,

=0 Kk]l ,
~h ~h ol el bt ohoel okt
Ki =000 + FuF i Dalei + Dl = Tl
= O Th—0,T}; + — ThTY,
K,m ,
~h ~h IS S MY S N S S S
‘[(k;'i = 8kr_' '_B_Fki + PktF'- F— Pi Fk’i + FkZF" P-_FM
—mﬂlar — 4T
K,m ,
~h ~h b oot bt ~homl kot
K= Bk O+ 0Ly = Uyl + iy = Tyl
= O —0,T; + TR — DT,
F Ktﬁ
olur. Ayn1 sekilde
~h ~h ~h ~h
Ki;;=0, Ki;7=0, K57=0, Ki5:=0
olarak bulunur.
~A ‘ A

Simdi IT metrigine gore T'(M,) nin K g egrilik tensoriintin Vi K pop kovaryant
tiirevini indirgenmis koordinatlara gére hesaplayalim ; '

Vi KDCB = aEKDCB + iy KDCB ~TY KMCB - Th KDMB - FI‘BA DCM

ifadesini kullanarak



~h ~h ~h ~m ~h ~m ~m o~ h

%l [(kji = all(kji + Plm I{kji + Flr;tf{kji - Flk. I<m i

~T ~o h ~mo~h ~m o~h ~mo~h ~m ol

Flk I('nl]l - I'_‘lj I(kmi - I1lj I<k511 Fh I(k]m - rli I('kjm
o h
= 61[{19_1'1' + F;;LI{kji F K mji F I{Lmt P [{ k]m
h

~h ~h Nh ~T ~h ~m ~m o~ h

vl [(k]z - all(ka + 1_‘lm ‘[(’»]l + le‘Kk]z Flk I(mji

~m ~h ~m o~ h ~m o~ h ~m ~h ~m ~h

Flk Ko — Flj I(kmi - I1lj I{kﬁzi - Fli I{kjm " rli ]{kjn_w

mji

h h m h m
= 816]{/;]’1’ + al_‘lm I(kji + Flma‘[{k]z Flkal(mﬂ arll‘ ‘K mji
k m h m h m h m __h
- Flj al(kmi - aFlj [(kmi F Fli aI{kjm - arli 1{1.:]’111
h

~ ~h ~h ~h ~m ~h ~m ~mo~oh

Vi K5 =07 + D Ky + D K7 — Dy i3

~mo~h ~m ~h ~mo~sh ~m o~ h ~ e h

Flk I m]z o I'-‘lj I{kmt I‘ilj I(kmz Fl; I(kjm FI: K kjm
I3
= a[[(kji + F;ImI{kﬁ Pm[{m]t Fm[(kmz F?il[(kjm
h

~ ~h ~h ~h ~m ~h ~m ~m o~ h

vl [(k}1 = alj{kg‘i + Flm I{k;i + Flﬁl I{k}1 Flk I{m]l

~m o~ h ~m ~h ~Th Nh ~m o~ h ~mo~h

- Flk I(m]t I--\l] I{kmi - Tl; I<k771i - I‘li Krk}' m Fh A; im
] h
= 81[<kji + I-"llmI{kji - F [(mﬂ F;?[(kmz r I{k]m
h
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~h ~h em ~ho o ~m ~h ot~
Vl ‘[(k)l — alf(kﬁ + I"‘lm ‘[(]»]1 + Flm[<k]1 Flk I(mji - Fli I(fflji
~T rv]_l NT:I'L N’_l ~T rv’;
- Flj I(j;mi - Flj I(I—H;l’l: - Fli [('L:jm
h m m h m h
= alI{k]l thI(/cji 1(771]1 I-‘lj I{kmi - I-111', K kjm
: h
~ ~h ~h o e ~ho e ~m ~h o o
vf [{kji = 8[‘[(/»']'1' + I'-‘Em[<kji + FZ?i[(kji - FZkK'm]z Flk[{mﬂ
~T N’.l . an N;I ~m N/;,
- FZ 'I(kmi - FZ] I<kr7u’ - Fizl{k]m -
h m h h
= all{kji + rﬁnl(kji Fm[(mjz Pm‘[(}cmt 1_‘ml{kjm
b .
=V Kkji
elde edilir. Buradan
y . . . .
V[ IX]C]'; = V[ I(AEI = VI I(}:],L = V’l‘ I(k]I = Vz K kji
oldugu goriiltir. Ayni sekilde hareketle diger bilesenler sifir bulunur.
NA
K pop egrilik  tensoriiniin - yiiksek mertebeden kovaryant tiirevleri

koordinatlara gore ;

~ ~ ~h h
Vlr,..vlll(kji = vlr4,4vlll(kji’
~ ~ ~h h
Vlr...th{kji = a( vlr.. vhl(k]z)
~ ~ ~h ~ ~ ~h ~ ~  ~h
vlr.“vlll(kj; = Vlr.. vlll{k]l Vlr...v11[{ kji
~ o~ ~h ~ o~ ~h
=V, V; Ky = =V; W Ko =V, VKL,

seklinde olup diger bilesenler sifirdir.

ot s h

- Fli K I]m

~m el

F;iK kym

indirgenmis
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3.9.Teorem: I metrigine gore T'(M,) de K egrilik tensoriiniin r. kovaryant tiirevinin
stfir olmasi igin gerek ve yeter sart M, de K egrilik tensériiniin  r. kovaryant tiirevinin
sifir olmasidir[13].

3.10.Teorem: I metrifine gére T(M,) tanjant demetinin basit harmonik olmasi igin
gerek ve yeter sart M, nin basit harmonik olmasidir.

3.3. Tanjant Demette I+I1 Metrigi

Metrigi g olan M, Riemannian manifoldu {izerindeki T'(M,)tanjant demetindeki
Riemannian metrigi ‘ '

gopdaCdz® = gjidacjdxi + 29jidxj6yi (3.13)

bigiminde verilsinn Bu metrige ] +I] metrigi ad1 verilir. (X4) indirgenmis
koordinatlara gére I + I1 metrigi

~ _ {95 T Y059 gji)
( 9cB) ( ;i 0

: ~AB . .
bilesenlere sahiptir. §imdi g ~ metriginin bilegenlerini (X4), yani (2", y") indirgenmis
koordinatlara gore bulahim : ’

9am 5 MB = 55

tensoriinil agik sekilde yazalim. j = 1,...n i=n +1,..2n

1) gimg  +959 =6 (3.14)
~my ~mj : ‘

2) 9;,9 +9;-9 = 5{ =0

3) gimg 499 =6 =0
~mj T

B, ; YY)
4) 9.9 9.9 =8&=46
sistemi elde ederiz. Bu sistemin ikinci esitliginden g;m?— Iim V€ 93 51=0 oldugundan
gimam] = O olur. Bu ifadenin her iki tarafi g** ile ¢arpilirsa,
L ami ~mj ok
3* gimg T =0= 6§1ng =0= g =0 (3.15)
elde edilir. (3.15) ifadesini (3.14) iin 1. denkleminde kullanirsak
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~j .

- — 7
9im9 =0
~nj :

_ J

gimd - 61‘

elde ederiz. Bu ifadenin de her iki tarafini g'*ile garpalim

T i1 Nl;j .
o= ¢'=g =g (3.16)
olur. (3.14) Sisteminin 4. denkleminden
Nm} Nr;LE .
gimg = tg-g =0
olur. Ayrica g-. = 0oldugundan
m
~7n; :
gim9 = 1]
Nm} il
g =g"
elde edilir. Sistemin 3) denkleminden
~7n3 Nﬁz}'
gmg  *g.-9 =70
~mj ~mj -

(ysasgim + gim)g +tg img

~myJ

(ysasgim)gmj + gimgm] + gimg =0

~mj

(v 0sgim)g™ + 8] +9,,9 =0 (3.17)

olur. Ayrica

mj

g gim:O

(¥°059™)gmi = — 9" (¥’ OsGmi)
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oldugunu (3.17) esitliginde kullanirsak,

. . Ny
— (¥°059™ )gmi + O1+g,9 =0

km]

— (W hg™) G+ g =0
T = pag -
olur. O halde bﬁ matris
~BA 0 g"
g =

gt =g+ yosg"

seklindedir. dz” = 0 ile belirtilen fibrenin I + II metrigine gére T'(M,)deki alt
manifoldu sifirdir. Fakat 3" =0 ile belirtilen yatay dagiim sifir degildir. I + I
metrigine gore T'(M,,) deki X ve Y vektor alanlarinin ©X , €Y tam liftlerinin garpimi

- ~1 N] ~ g N] ~1 N] ~ 1T N]

9on CXCY =9,;XY +9: XY +g XY -i-g-—X Y

= (gij + 0gi5) X Y + gij X Y -+ gin 8Y

= 0, X'V +0g;; X'V + g5;0X'Y + g, X 0V

= giniY] + 8(91']' lej)

' ~B B

olur.Burada X", Y* M, deX veY nin lokal bilesenleri. X ve Y ise ©X ve €Y tam
liftlerin bxlesenlendu Boylece, I + I1 metrigine gére T'(M,)deki bir vektor alanimn
tam liftinin birim vektdr olmasi igin gerek ve yeter sart M,, de birim vektdr olmasidir.

T(M,)deki iki vektdr alaninin ortagonal olmasi i¢in gerek ve yeter sart M, de iki
vektor alaninin ortagonal olmasidir.

Diger yandan X7, (M,,)igin
“Ver, Vg="(Vxg) =0, V¢, % =% (Vxg) =0veVxg=0
oldugundan .
“Ver (Yg+%) =0
elde edilir. Boylece I+ I] metrigi ,yani Yg+ g metrigi g nin V Levi-civita

konneksiyonunun ©V tam liftine gore sabittir. Diger yandan 'V burulmasizdir.

3.11.Teorem: I] metriginin ve I + I metriginin Levi-Civita konneksiyonlar1 aynidir.
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Simdi,(M,,) de X" lokal bilesenlerine gore X vektoér alammn dikey tam ve yatay
liftlerini diistinelim ve I+ 1] metrigine gére X*kovektér alanimn bilesenlerini

hesaplayalim. Buna gore,
i 0
A
X4 = ( I )

olmak lizere

ve

bulunur. Buna goére

~B Xh
X = <6X’l>

yazilir. Diger Yandall

oldugundan

o o~ L~ . )
Xi=9;X +9;;X =(gi;+09;)X +9,;(0X7)

~

ve

- e
~r

© o~ .
X:=95,X +9i;X =g;X =X,

~

elde edilir. Buradan

(X,) = (Xi+0X:, Xi) = (X0, 0) + (0K, X:)

© yazilir. Ayrica
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- B Xh
= ()

oldugundan
oSV S
= (95 +09;;) X7 + g;;( =TI X°)
= ginj + /Yjagij +gi;( — riX?)
= X; + X/ (T} gn; + Thoin) + 9:;(— I7X°)
= Xi + gh]X]Pil + gthjF? - gu)(sl_‘?S
= Xi + g XTI} + i XTI — g, X°TY
= X; +T!X,
ve
X =5 X 45 X
P95t TG ,
= gin]
= X,

bulunur. Buradan

(XB) = (Xi + F?XmXi) = (Xi’o) + (F?X/,’Xi)

elde edilir. Burada X; = ginj , X* vektor alanimin lokal bilesenleri X" da X vektor
alaninin lokal bilesenleridir.

3.12.Teovem: Herhangi bir XeZ:'(M,,)igin I + IT metrigine gore

X =0X), Cx) =YX 09X, dX) =YXy + X
olur.
ispat:
(X" =V(gi;X7) = (95X°,0), (3.18)
. 0\ [9;+v09; 95\/( 0
(VX). :<Xj> :( ] 9ij ] Oj><Xj> (319)

seklindedir. (3.18) ve (3.19) ifadelerinden
V(X*) — (VX)*
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oldugu gorilir. Diger yandan

(Cx)* _ X/ ‘ ’ _ gi]"{“ys s9ij  Gij X7 |
y*Os X7 9ij 0 )\ y'd,X

= (y°059;; X7 + g;; X7 + g,y 8, X7, g1, X)
= (g;;X7,0) + (y°05(9:;X7), 9;;X7)
X)) =Y(X") + (X

olur. Ayrica

HX) = X.j ) _ (9t V0595 9y X7
_ 81“] Xxm i 0 __ysI‘] Xm

( 59:;X7 + 95X — 'L, X 9,5, 95X7)
ngX + QUX] - yst'X]gim) 9:;X7)
(911 ,0) +( SX](asng - Fmglm) g/inj)
= (g;X7,0) + (v XT3 9,05 9:;.X7)
Xy =YX +7(x)

S
S

olarak bulunurl.

Levi-Civita konneksiyonu I metrigi ve I + II metrigi i¢in aym oldugundan (3.4) ve
(3.5) teoremleri I + I metrigi i¢in de gegerlidir. :

Simdi, X"bilesenli bir X vektor alani alalim. Boylece X in liftlerinin kovektor
alanlarina gore

~ VX, 0 ~ VX, +0(ViX;) VX,
— Ry — J J J
olur ve I 4 I metrigine gore 3.6 teoremi gegerli oldugundan sonug olarak

(vA’XB+vB'XA):< 0 0

(VAXB+VBXA):(

elde edilir. Diger yandan 3.7 ve 3.8 teoremleri I -+ I1 metrigi i¢in de gegerli oldugundan

~ ~ VX, -V X, 0 ~AB
(VAXB—VBXA):< A= Vi >’

ve
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~ ~ VX, -V, X, +0(V; X, - V;X,) V:X,—V,;X,
(VAXB“"VBXA):< j i X+ 0( j iXi) j j >

SAB g
g VaXp=29"V;X;

olur.

3.4. 11 Metrigine Gore Metrik Konneksiyonu

I1I metriginin V Levi-Civita konneksiyonu

sartinl  saglayan ve burulmaya sahip olmayan tek konneksiyondur. Ayrica bu

konneksiyon I + 11 metriginin V Levi-Civita konneksiyonu ile aymdir. Fakat (3.20)
—A
esitligini saglayan C' ve B indislerine gore anti — simetrik olan T'-j; asikar olmayan

burulma tensoriine sahip baska bir konneksiyon mevcuttur.Bu konneksiyon V ile

gosterilir ve bilesenleri r cp Seklindedir. O zaman v konneksiyonu

. ~A —A —A
Vegpa =0 ve Iep—Tpe=Tep (3.21)
esitliklerini saglar. (3.20) esitliginin ¢dziimiinden
—~A ~A ~A

Lep=Tept+Ucp

NA
elde edilir. Burada I I/ metrigine gore yapilanmig Christoffel sembolleri ve

~ 1 — — —

Ucpa = E(TCBA + T pcp + T apc)

~ NE ~ -— — L ~
Ucsa=Ucp9pa » Tepa= Tcp 9Ea

seklindedir. Eger

mt h _k
Tep= Kjiky

—A
alinirsa (1, 2) tipli C ve B indislerine gore antisimetrik T tensor alan elde edilir.

ij = K]"lik yk s Kikn = K;ik 9sh

oldugundan
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Teopat+Tacp+Tape = Tjin+ Thji + Thyj
= ( l<]1kh + I(h]kz + I(hzk]) k

= - 2K;mh
elde edilir. Buna gore
(}CBA = %(’f]’ih + fhji + fhij) = — Kjin y"
yani
Jx
U — K} Y

~A
ve diger Uy bilesenler sifir bulunur. Boylece,

—A ~A ~A
Tep=Tep+Ucp

formiiliinde degerler yerine yazilarak

-h ~h —h —h
—P Fjizo, F;i:O, F]'i:O,

—h K —h h —h h —h
Ty= T fe®  Tp =Ty Ty =T;, T3=0

jio Jio

elde edilir. Bu V konneksiyonu M,, de g metriginin Levi-Civita konneksiyonunun V//
~A -A
yatay lifti olarak adlandirihir. Ciinkii Upsp ve Top, II vel + 1T metriklerine gore
-E

UCB Gpa Ve T cp 9g4ile aymdir. Buradan goriiyoruz ki, 1T metrigine gore verilen

TC p tensoril ile birlikte V metrik konneksiyonu [ 4+ II metrigine gore verilen metrik

konneksiyonu ile aymidir. v konneksiyonu kisaca g metrigi ile birlikte bir
M,, Riemannian manifoldu tzerine T'(M,)tanjant demetinde metrik konneksiyonu
olarak adlandirilir. -

X, M,de X"lokal bilesenleri ile birlikte bir vektér alam olsun. X in V
konneksiyonuna gére dikey , tam ve yatay liftlerini bulalim :

~ -B i
VAVXBzaAVXB+PAA[ VXJ\I

ifadesini agik yazalim.

61. VX/l — 8i VXh 1—1 VXm + l-\ VXr;l

im
=0,
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- —h —h -
V- VX/L = 5- VXh_*_P._ VX771+P7” VXm
i i im im

=0,

— - - _h ~h -
Vi Vth — 81' VXIL + Fim VXm + Fir_n VXm
h
=9 X"+r,, X"

— vi Xh ,

; - —h ~h -
VoYXt =0 VXt 4Ty, Y X T, VX

im im
=0

elde ederiz. Buradan
- ' A 0 O
Ve X =
¢ <v,- x* 0>
yazilir. Ayni sekilde hareketle

- —h . =h -
V,eX" =9,°X" + T, C X7 4+ T ;X7
=8, X" + T}, X7

=V; X",

- —-h . —-h -
VX" =0 CX" 4T CXI 4+ T;; O X7

12 1

=0,

. R S S
VX" =0,°X" + T, X7 4T ;X7
1 . h .

= 8,0X" + (AT}, — Kl y*) X7 + I 87

h . s xri h i
— aiaXh + arij X7 — [(}{11‘]ka] - FU ox’

= 8(3,X" + T, X7) — Kby X
= 0(V; X*) = Kfyh X7,
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- - b=k -
V.CXM=8-CX"4+T,°X7 + ;X
h :
=0.0X"+T; X’
h .
=0, X" +T; X7
=V X"

- olduguna gore buradan

6‘ )"(’,A N v,' Xh - 0
T \A(Vi XY~ P XT v X
yazilir. Ayrica
- —h ~h -
H yh H yh Hyj SHyj
Vi Xlzai X +F1] X]+Fl] X]

= O X" 4 Iy X
= V; X",

§_HXh :3; IJXh+f2j11Xj+f';;11X}

=0,
VXM =0, TX" 4 f’fjHXf + f‘f; i X
= 8,(— T X™) + (8T — K@) XT + T~ Th X )
= 8 ThX™ = 8, X" T + AT XT — BTy X
+ ATy X7 = T Ty X7+ Ty Troyt X7 — T X
SR 4 YSUILS Vi T ¢
= — YT (8 X™ + T X7)
= — Y Tn(Vi X")
- Th Y X™,
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_ —h - -
\A Hxh =9 Hxh 4 I‘;jHX’ +I3; 7%
m h j
=0
elde edilir ve buradan
- —A v, X™ 0
VeX = 3
-, ViX™ 0
matrisi yazilir.
3.13.Teorem: V metrik konneksiyonuna gore T'(M,,) de bir vektor alanimin yatay, tam

ve dikey liftinin paralel olmasi igin gerek ve yeter sart verilen vektor alammn M, de
paralel olmasidir(3].

k sabitine gore V,;X" = k6! olduguigin K}; =0 seklindedir.

3.14.Teorem: V metrik konneksiyonuna gére T'(M,)de bir vektor alamnin  tam
liftinin concurrent olmasi igin gerek ve yeter sart M, de verilen vektdr alaninin
concurrent olmasidir(3].

—A
V metrik konneksiyonunu R egrilik tensoriiniin  Rp,p bilesenlerini bulalim. Buna

gore
— -8
[R(CX, Cy)]f( — RIJK CXI CyJ
ifadesini agalim:
_ _s -
[R(°X, °Y)]5 = Ryyx CXT Y7
”kCXzCYJ—i-R CXzCY]+R_ C’XzCY]_I_R
R X'Y7 + Ry 0 (0uXE)Y? + Ry Xiy™(YY)
+ R;;ky (0 X )y™ (8 YY)

C viCvij
=R ijk z]k XY

olur. Buradan

Rz]k - Rzﬂc

yazilir. Diger yandan R”k igin
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R, XY =R, W XY 4 Ry (0 Xy’ +R Xy (0 YY)

+ Rl]ky (0, XY™ (O Y7)
= mentRl]k + ymFtnk Rut

elde edilir. Buradan

-3

Ry = — ymenth x+y D kL

yazilir. Simdi s ve k icin bakalim:

-5 -3

Ri = Ry X'Y? +R;J;y"(anx NE +R,;; Xy (8, Y7)

+ Rz]ky (8nXl)ym(aij)
=R XY’
olup

—S

R; ij k= R 17k
bulunur. Aymi sekilde hareketle diger bilesenlerin sifir oldugu goriliir.

- IJ
V metrik konneksiyonunun kontraksiyona ugranus egrilik tensori RC B = fpen

bilesenlerine sahiptir ve
REﬂ:I(ﬂ)RE‘;t:O: R];:O,REE;:O (*)

seklindedir. Burada Kj = K,m M, Riemannian manifoldunun  Ricci tensoriiniin

bilesenleridir, Simdi ( * ) ifadelerini ispat edelim,

- B _s
Ry = Roy “ XY Rszj XY+ Rs,; CXiCYI 4 Rs;; CxiCy

= R, X' Y+ Ry, Yo X Yi+ R Xy0,Y7 + R,;;0 X9 Y
—R. Xy

sij

olup

seklindedir. Diger yandan
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~-E =3

Ry = Ry CX OV + R ;X1 OV + Ryj; X OYI 4 R, ;3 O X' Oy
=0,

~E

Rpg = Ry CXOV7 + R OX OVI + Rys OXiOYT + Ro55 O X Oy
=0,

)

RE;; Rsz] C’Xﬂu CYJ + Rsa Cxt CYJ + RS;;CX1 CY] + Rs;; CX"» C’Y)
=0

oldugu bulunuril.

3.15.Teorem: V metrik konneksiyonuna gore T'(M,)tanjant demetinin sifir olan
kontraksiyona tabi tutulmug egrilik tensoriine sahip olmas: igin gerek ve yeter sart sifir
olan Ricci tensoriine sahip olmasidir|3].

Metrik konneksiyonu ile birlikte T'(M,, ) nin skaler egriligi i¢in

_ b y A
R=g o RCB—QJRIJ g R”+g R“*‘Q R "‘ R“

olup buradan

]_% NCB RCB =0

~CB . 1 1
yazilir. Burada g, IIveya I+ II metriginin ters(anti) simetrik bilegenleridir.

3.16.Teorem: Metrik konneksiyonuna gore T'(M,)tanjant demet J[Iveya [+ I1
metrifine gore sifir olan  skaler egrilige sahiptir(3].
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4. TANJANT DEMETTE I + I'II METRIGI

M, g; bilesenlerine sahip g metrigine gére bir Riemannian manifoldu olsun. (z", y" )
indirgenmis koordinatlara gore

503 dz® dz? = Gij dztdz’ + 9ij 5y 6y’ (4.1)
Riemannian metrigi verilsin. Burada

Syt = dy" + FZ yidzl

seklindedir. Biz (4.1) metrigini I + I1] .metrigi (veya g nin Pg diagonel lifti) olarak
adlandiracagiz. $imdi I + 7] metriginin bilesenierini bulalim.(4.1) ifadesinde

gep da® dz® = gijda’ da’ + gi; 6y'6y’
= gijdz’ da’ + gij(dy' + Tipy*da™)(dy’ + I y'da™)
= gij dz’ da? + gi; dy'dy’ + gi; dylrfnyldmn + gijdy]F;,,ly"dx”'
+ gi;Umy*dz™ I,
= g;;dz’ da + gij dy'dy’ + g;: dy’T}, ydz" + mydy Ty
+ g iy’ d:l:"[“;; Y da ‘ |
= gijdz’ dz’ + gi; dy'dy’ + g dy'Tliy'da’ + gn;dy’ Ty da™
+ giTymy’ da™ ]

in

yldCE"’

yldaz”

olur ve matris dilinde

P gmnl“ml—w; Gm Tm
Dopp=1I+1IIT= (%" v Imit 4.2
AL gimrg‘n Gij ( )
seklinde yazilir. Simdi bu matrisin tersini bulalim :
D
Popp g% =65
Poas PdC +Pg, - PgiC = 6§
ifadesinde A =i, C = k igin
Dgingjk-i‘Dgi;ngk :(Zk (4.3)
A=1i,C =k igin
Dy, Dgik g Dy Pgit = sk =, (4.4)
ij ij i
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A=1,C =k icin

Dgingjk+1)gi3ngls:6ik:0’ (45)
A:;, C=k icin
Dg_ ngk-{—Dg__ngk:($_k:(5:C (46)
ij ij i
olur. Buna gore (4.2) ifadesi kullanilarak (4.6) denklemi
gL} Pg* + gy Pg’* = 6F, (4.7)
(4.3) denklemi
(gij + gmnP;nF}l) ngk + gmil 7" ngk = 611”’ (4.8)
(4.4)denklemi
gl 79" + 95 PgT* =0, (4.9)
ve (4.5)denklemi
(gij + gmnF;'_nP;'l) ngk + gmjfli,m ngk =0 (410)
bigiminde olur. (4.9)denklemini g% ile ¢arparsak
s3Iy D:qjk +6; Pgt =0 (4.11)
ngk — ___Iﬂg Dgsk
bulunur. Ayrica bu degeri (4.8) ifadesinde kullamlirsa,
(9ij + gma LT PG F + gi 7" Pg?* = 6F (4.12)
(gij + gmnF;nF;‘l) ng e Qijz-mst DgSk = 61]
95 "9 + gl V'] PG = gmi I P = 6
| 9ij Pyt = 6f
| Dgik — gik
elde edilir. Bu degeri (4.11) de kullanirsak
Yot = —ri Py (4.13)
Pt = — 17 g*
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bulunur . Diger yandan

gimI|" Dgﬂ; + gij DQ;}; = &f
6 P97 = 6 = g I P

ifadesinin her iki tarafi g"" ile ¢arpilip diizenlenirse,
§r0gik = g g rm Dgik (4.14)
Pgik = g — 61Ty Pyt

ngk :gk]__(ST]lI—v]an]k

elde edilir. Bu degeri (4.10) da kullanilirsa,

(95 + gun LT P g + gui I (69 = ST Pg7*) =0

(gij + gan?lF? _ 5711[;1 gijim )ngk — i gm]‘gkjflm
i ngk — ——I“Z-k\gis

§:Pglk = — glort

ngk = o g]S[!Sk

bulunur. Bu deger (4.14) esitliginde kullanilirsa

Dgik = gt 4 § g Ik
Dgik = gh 1 g Ik 7S]
Dg"ll = g8 4 gk
Dgik — gik 4 gns ik

elde edilir ve matris formunda

(DQAB) — < gjkj . . - ngFsk‘ k)
- gt ¢g"+ g I

seklinde ters matris yazilir.

M, de X" lokal bilesenlere gore X vektor alanim distinelim. X in 7 X vyatay lifti

FNES

seklinde bilesenlere sahiptir. Buna gore
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. =-C -B _ -1 —-J
gopX Y =g ;XY

=G XY G XY 4G XY 45X Y

= (gij + g [iT5 ) X'Y7 + Ay = T X™)Y o+ A X'( = T, X™)
+ gy — TiX*)(~TIY")

= gij + 29,707 XY — AT XY — A5 D) XY™

= gij + 2051\ X'Y* — AL X™Y) — Ay DEX™Y

= g XY

-7 =

olur. Burada Y bir Y vektér alamnin #Y yatay liftinin lokal bilesenleridir.Burada
Aji = I‘;gu seklindedir.

4.1.Teorem: X ,YeT) (M) olsun. I + III metrigine gére X ve 7Y yatay liftlerin i
¢arpimt X ve Y nin i¢ ¢arpuninin dikey liftine esitir.

0
)= 5%
seklinde idi. Tanjant demette dikey ve yatay liftler

0 X
Vv _ CHy
K= () e = ()

X( 1= n tane

seklindedir. Simdi

0
X0 = 35
vektorlerinin koordinatlarini yazahim.
0 d
X,' = T = (Sh ap—
W= oxi % gxh

buluruz ve

seklinde gosterilir. Ayrica
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ile de gosterilir. Diger yandan

, X

H

r= ( - "XL>
jl /

} H 5 o! ~
X(l) = {61 } = X(1) = _ rhé] = < _1‘\/}) =€
iYi i

olur. Bu catiya adapte olmus ¢ati denir. Agik olarak yazarsak

icin

~

e. = (e,,e_)
1
~ _ <h h
ei —-(Slah—rlafl
~ h
e. =60~
: 6;0;
olur. Buna gére e, = AZ Op olmak iizere
e, = A} O+Al 0
e. = Al g+ A" O
i i i h

olup tabii g¢atidan adapte olmus ¢atiya gegis yapilir. Bu formiilleri matris dilinde
yazarsak

Al Al

¢ i
Al b
olur. Boylece tabii ¢atidan adapte olmus gatiya gegis matrisi

N .
DT g ) = aba?

. ~Q
bi¢iminde bulunur. Simdi bu matrisin tersini Ap ile gosterelim. Ters matrisin
ozelligine gore
~Q
ABAL =68

yazilir. Buradan

~1 ~1
APAA+AB AL = 68
1

yazilir. Buna gore
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~h

~1 ~ 1 ~1
h
A?Ak'*'Al—,LAk = 6;} = 6{1Ak = 6k = Ak = 5]’:,
1

- ot NI; ~h

‘N'i ., ~ 1 !
APAAARAL =0 = —Thel + 684, =0= —Th+A4,=0= A, =0,

~h

~T ~ 1 ~1
AP AGHAY AL =0 = 1AL =0 = Af =0,

) -~ t ~1 ~ 1 .
AYAFAL AL = 6 = T+ 6! A =6 = A; =6
t
olup

0_<6z: 0>_ Ap
PO & Al

Aly=(6,0) ve Af=(The})

seklind¢ yazilir. Burada

seklindedir.
9y 7 = Ai'Ailgij
doniigim kanunu adapte olmus ¢atida
Dgaﬁ = AQAE DQAB
seklinde yazilir. Tensor dilinde ise
9z, = A" 94

seklinde yazilir. Buna gére
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(Pg), - :<5£‘ —F?>(gh1‘+gtsf,,f‘j Ajn > 6{ 0
(€a) 0 6{1 Ap; Ghj _I‘i (%

::<mf+9wﬁfﬁ—f?mw Aﬁ*I?Wu> % 0
Ajj 9ij YUt

(3 2)
0 g

olarak bulunur.P g, nin tersini yazarsak

~ ~AB
05" = A5455
olur. Bu ise
A=h, B=k igin,

~ ~hk NII

05 = A2 A% l—kA?A p —kA.Aﬂq -kA“Aﬁ

i Chk ik k hk

25" = AT AL+ A alg" AT
— (5; 6igltk
l
= g7,

D = ALals" 4 Al A" AL : AL Ajwhk
—Izkg+/ 9+ng+
ZY&MM+%%0~“W)
=Tjg" — ¢'T}
=0,

Nh,l\,

%”:AAﬁ“+mA@ +AA% +mAf

6lzzghk + 6/1(5{( - Ahk)
=T{g* + 6,6]( ~ g"T})
=0,
~1 Nhk
L)]”&Aw +AAg +m¢f +AA’
=TT AT~ A%+ 650" T
— Fhlﬁ hk 5;‘1F_liglntric + 6}1'16ighk 4 6/16];gtsr‘;.1r’s€)
— FhF] Itk Figitris _ I«{cgitric + gij + gtsr;rg)
=g"
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bi¢iminde elde edilir. Buna gore

yazilir. Diger yandan

)
B;=1(8)=¢; =(BE)=(AP) = (j;) = ( _‘5’;,1),

A

A

Ve

( ;HA:;) = (62,0) ve (A;L)Ai) = (Fﬁw 6}11)
seklinde elde edilmisti. Buna gére

~

Da = E€q = {E“E’;} = AEOB

seklinde bir vektor alam alalim. Bu vektor alanlari bir baz olusturur. Boylece tabii
kogati dzP olmak tizere 6= A%dzP seklinde yeni bir kogati olusturmug oluruz.
Simdi D, lar1 agik yazacak olursak o = ¢, B = h i¢in

Dy = A9y + ALo. = 8, ~T0; ,
D; = A9, + AlD; = 0-

i

f'=Ajda" + Aldz" = da',
bi=Ajda" + Aida" = Tids® + do’
olur. Simdi holonom olmayan objenin bilesenlerini bulalim.
Ol = (Do AG — DgAS )AL
ifadesinden |
QF = (DA™ — D; AT )AL, + (D;AT — D;AT) AL
= (Di6]" — D;67")6 + (Di( = T7) + DiTT).0

= (8, — I}9:)6} — (8 — T30;)8¢
=0,
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Qi = (DA - DS AP )AL + (DAT = D3 AT )AL
1 7 J )
= 53(ysrfi)
= 615 +y°0- T
1k _ 1Tk
= rji = Fij ’

O = (D-A} = DA ) Ak, + (DA — DA™ )AL

¥

. my\ ck
_(—_8;]:‘] )6m

= —5;(1130)
—_ stk __ k
= = §T5= -1y,

ve

Q’;j = (D; AT — D;AT AL, + (D, AT — DAT )AL
= [(8 — T4 )67 — (8; = [}8;)8T T, + (8 = T19,)TT — (95— L3007 6y
. mck h sm ck mck h sTm gk
- 8irj 6171, . Fi 8,—1 Y st67n 4 ajri 6771 + Fjal.ly 1151'6171
= 9Tk — 9Tk — ThaTt, + Tha TS,
= 9,7k — 9;TF — i, + QF T

: 4

= - ](]l';h yh

olup buradan

ko ko_ kb
Qij— _sz" —_"‘Kijhy ’
ko ko otk
QT._ _Q.T“—Fij

ij jt

elde edilir. Burada I ,gi; metrigine gore efrilik tensoriiniin bilesenleridir. Diger
yandan

[p..0s] = 221,450
= AL Ox(AF8p) — AJOB(AZ Oa)
= AL(OxAR)0p + ALAG O — AB(0AL) Ox — ABAL 4
= (AR0,4AS — A0, AS) Oc
= (D AS — Dy AS)ALAS Oc
= Q’lﬁDV
elde edilir.
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~A
Top, 9op metrigine gére Christoffel sembolleri olmak tizere, I 4+ 111 metrigine gore

tanimlanan V Riemanman konneksiyonunun bilesenleri adapte olmus gatiya gore

~Q rvA

seklindedir. Ayrica burada

~

~Q
— o7
Fvﬂ B Fﬂ7 - Qaﬂ

olur. I + I1] metriginin kovaryant tiirevinin adapte olmus ¢atiya gére bilegenleri
Vs 9y = Dsgyg = L'519:5 — Top9ne

seklindedir. Buna gore asagidaki gibi li¢ durum mevcuttur.

~E ~& ~
V5935 = Dsgap ~ Loy 9e = Lspgre = 0.,

~E

~

Vy 5/66 = D’Ygﬁ& - f‘iﬂgsé =595 =0,

Vﬂ 557 = Dﬂaay T f‘;(sasy - F;fyg&e =0
Son iki ifade toplanip birincidelg cikarilirsa .
D95 + Dpgsy — Dsg.p — 21:7/3555 + Qigaae ¥ 21N“5,95m - 9%5557 - 595 =0
bulunur. Burada

~

~Q
Lop—Tpy = Q5

ifadesi kullanilmistir. Buna gore

~E

F’yﬂgsé = §(D79ﬂ5 + Dﬂgé'y - Dﬁg'yﬁ) + 5(95,[3955 - Qf;agm - Q'Eyégﬂe)

~60
yazilir. Bu ifadenin her iki tarafi ¢ ile ¢arpilirsa,

Tos =59 (Drgps + Dpgsy = Dogyp) + 59 (Wpgse — Lpsgey = 5595e)

olur. Ayrica

~E ~E
£ — — €
5y "PW —PM"QW’

~E
I\’)’(S:F(S’y—l—QE’yb-’

ifadesi kullanilarak
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~0 160, ~ ~ 1~60 ~ ~ ~
L= 29 (D49g5 + Dpgsy — Dsgp) + 29 (U pgse + Qs Gey + 2 595¢)

elde edilir. Bu esitlikte

0% = ~aE ~ Qé
98 =9 Jsp ey
oldugu g6z Oniine alinirsa

~8 1~60 ~ ~ ~ 1 8 9 g
F'Yﬂ = ‘2‘g (Dygﬁ(g -+ DggM el Dég7ﬁ) + 5(975 + Qw + Qﬂ7)

~0
olur.§imdi farkli indisler i¢in T, 5 degerlerini bulalim:

Di=0;-T}9; , D; = 8.

: L : I— h
Qﬁi = - (]"ikyk ) Q;; = F}i
seklindedir.
vy=3,0=h,f=1i,e=k,6 =m igin
~0 160~ 4 o 1 b0 60
Lyp= 59 (Dyggs + Dpgsy — Dsg.g) + 5( Qig + Q%59 Gery + V59 9pe)

formiiliinti kullanarak

~h 1~mh ~ 3 o 1 k ~mh o~ % ~titheo
Pji = Eg (ngim -3 Digmj - Dmgji) + 5( Q_’jli + Qmig 9hj + glm,jg gil\:)
1 u
? agm L(ajgim + 3i9mj =2 3mgji) & F?i >
"_"h_ 1~mh ~ ~ ~ 1 h g ~mh~
I'ji= 59 (ng;m-i-D;gmj“‘Dmgj;)+§(Qj;+ ngg 9kj
‘: ~mh o~ I ~mhe ;: ~tithes
+Q -9 g9 AWy g+ g 977
1 ,: ~M L~
PR
Lok 1 omi Loy
= - é‘ijlyg ”gik = = 53/ I{jlli )
"’;l‘ 1,\,7]1,/_1 ~ ~ ~ 1 }; 2 Nm;l' ~

~ k ~mh~ ~mh~

l; le_l . - I: o
+Q 19 gk}+Qm3g gik—*—Qm}g g”")

mi

=0,



I- =
Jji

~h

I

i il i

DN D= B[t DO |

1
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1 ~mh ~ ~ 1 h o~
ag (D gzm +D igm} - Dmg;’i) + —( Q_" + Qmig gk}

~mhl ~mihies L ~mhes
Q’” b

g T80 Ga + Qg 0 )

| mh
- K mzly g' gk] y I<zl] ’

1~mh ~ & ~mho~

~ 1 h
= 59 (D]g;m + D- gn} - mg_;) - ’2'( Q;; -+ Q —g gk]

~mh o~ ~mhes Toemh o~
Qk ‘

g+ 95+ Qg gy)
g™ (O = D05 )95 + 5 (r,mg*"’lgkj + T 9:0)
(g™ Bmg ;) + ‘1“( Thig™ gy + Thsa™ 9y)
G (Omg; + Thidrj + Tmiida)
9""Vug, =0,
th ~

(Qh + QF g 9

mi

p] (DJE L+Di§mj”'Dm(§j)

t [\D])-—*

k th,\, ~mhe % th .

+Q s +Q 9 91k+9 9 g)



59

Nil 1'\17;1;;4
I = 59 (D— glm—{-D, g_— -D- g )
1 ,_L L thN k thN k thN k th ~
+o (88 + Qg g, +Q,mg G-+ g gy +80--g 9 )
I kj m]
1 1 ,
= Eg"ll( lg'[n]) 2( Ph - Flkm e k])
1
— é_gmhalgmj 2FI mll L _l—\k mh A]
= Eg"“(aigmj - Fi}gmk - Flmgk]
1
— Egmhvigm]
=0

~0
seklinde adapte olmus ¢atiya gore .5 nm koordinatlari elde edilmis olur. Burada

Il = 6" 9is I

seklindedir. X, adapte olmus ¢atiya gore bilesenleri

~h

seklinde olan bir vektdr alant olsun. Buna gore VX kovaryant tirevin bilesenlerini
bulahim.

(VX)8 =¥ AXB = 9, X8 4+ T8 XC

ifadesini agarsak

ALAP(VX)B = AAAD (9, X" + B, XC) | (7.15)
= AZAT (0, XP) + AMNOLAD) XP — AN O AR X P
+ AR ARTE XC

olur. Diger yandan adapte olmus ¢atida

~7

Top = AGAGALTG s + (DaAS) AL
~B
Lo, = ARASAGTE . + (D AS) AL,

oldugundan bu ifadenin her iki tarafim X7 ile ¢arpilirsa
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~f
XDy, = ALASARTE X7 + (Do AS) AL XY
elde edilir. Simdi
AdART e
ifadesini AS X7 ile garpalim:
~f
ABATTE AS XY = XV, — (D A)ALX"
= AS(Do AL) X"
= Do (ASAL)

= Do 68
=0

yazilir. Buna gore (4.15) ifadesi
~ ~B
ALAL(VX)E = DoXP + Ty X7 — (Do AS)ALXY — AL AT XP
= D X? +T0 X

olup

elde edilir.

M,, de bir X vektdr alam diistinelim. Buna gére X in ¥ X dikey lifti,C X tam lifti ve 7/ X

yatay lifti
, 0 ~A Xh —A X’l
Ay _ _
(X)_<X}l>,(X)—<8Xh>’(X)_<-—F?Xh

seklinde bilesenlere sahiptir. O zaman adapte olmus ¢atiya gore

~O ~A —a

"yra a' a a‘A
Xe=A%'X%, X =A%X , X =A%X

bilesenleri
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: 5 0\ / 0 0 0
ay . o' vA Yy, . _
= AT (pz 5;;) () = (e ) = ()
~a ~A st 0 h shxh h
(X>: (/YlX = I;L <Xh>:: hk :<JXIJ>’
r, & /\0X X", + 6r0X" VX"

o _A 6,{1 0 Xh X’l Xh
(X ) = AiX = h h = h h = < )
T, o )\ —I,X* X', - I X* 0

seklinde bulunur[19]. Simdi bu liftlerin kovaryant tiirevlerini diigtinelim % VX, % Cx

ve V # X kovaryant tiirevleri adapte olmus gatiya gore -

~ _ LK'h ‘kai, 0

V, X%) = 270k 4.16
( il ) ( vah 0 ( )

@ Yh o Lyoh ok i,,0 _Llyph ki
.5 = VXt LIy VXY - KX i
Vjleh — %[(J/-;kkal Vth
~ - V. X" — Lph Yk X
VX )= ’ , 270iks 4.18
( B ) < . %K']/zkykxv 0 ( )

seklinde bilesenlere sahiptir.

4.2.Teorem: [ 4+ I1] metrigine gore M, de herhangi bir vektdr alaninin vertikal , tam

ve horizontal liftlerinin parelel olmasi igin gerek ve yeter sart verilen vektor alaninmn
M, de parelel olmasidir[23].

(4.17), (4.17) ve (4.18) ifadelerinden

~
’

1

olarak yazilir.

M, de X" bilesenler ile verilen bir vektor alamnin [ + II] metrigine gore yatay, tam
ve dikey liftleri adapte olmus ¢atiya gore

~

(Xp) = 0.X) , (Xp)=(X:, VX)), (Xp)=(X;,0)

seklindedir. Burada X; = g;, X" seklindedir. Boylece X ,°X ve VX liftlerinin
rotasyonlarinin  bilesenleri adapte olmus ¢atiya gore

i ~ ~h, k v
(Vo' X, =V, Xg) = < —Gay Xy - VzXJ>

4.19
V,X; 0 (4.19)
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J

( %ﬁ)} _ % )N(ﬁ) — (Vin - Vin) - (K}';kVIXh)ykyl - kainX])

kajkai Vin - Vin
(VsXa — VoXp) = (vf‘Xi 6 ViX; 8) (4.20)

seklinde olur. (4.20) esitliklerinden birincisinden eger X in tam lifti T(M,,) de kapali
ise

ViXi—ViX; =0, V;ViX,=0 (4.21)

oldugunu goriiriiz. Ayrica (4.21) saglanirsa

(Kyhikleh)ykyl =0

sonucu ¢ikar . Boylece eger X* kapalt ve X in ikinci tiirevi (M, )de sifir ise X* in
tam lifti T'(M,,) de kapalidir. Yine (4.20) ifadesinden gériiyoruz ki X™ in yatay liftinin
T(M,) de kapali olmast igin gerek ve yeter sart X* in kapali olmasidir.

4.3.Teorem: M, de bir X vektor alaniun I + I1] metrigine gore

i.Dikey liftinin T'(M,) de harmonik olmast i¢in gerek ve yetef sart M, de
verilen X vektdr alamimin paralel olmasidir,

ii.Tam liftinin T'(M,,) de harmonik olmasi i¢in gerek ve yeter sart M, de verilen
X vektor alantnin harmonik ve ikinci kovaryant tiirevinin sifir olmasidir

iii. Yatay liftinin T'(M,,) de harmonik olmasi igin gerek ve yeter sart M, de
verilen X vekt6r alanimn harmonik olmasidir{23].

Simdi I + II] metriginin Lie tiirevlerini

~ —

(X5) =(0.X) , (Xp)=(X:,VX:) , (Xp)=(X:,0)

ifadelerini kullanarak VX, %X ve # X liftlerine gore hesaplayalim. Boylece T'(M,,) de
adapte olmus ¢atiya gére Lie tiirevlerini

= o 0 VZX
— J

(Vs X, + 9, X,) = (vai - ) (4.22)

~ o ~ g (Vin + ViX') (VinX' + Khir ’Xh)yk

VX V. X5 = J J J R
( graT Va ﬁ) <(VijXi + KhjkiXh)yk Vin + Vin
% ViXi+ViX; KhytX

Ki};cjkah 0
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seklinde bilesenlere sahiptir. Béylece V,;X; + V;X; =0 [22], olmasimn bir sonucu
olarak

Vi X Xi + [(;U'k,‘Xh =0

elde ederiz. (4.22) ifadesinden soyleyebiliriz ki ,° X tam liftinin T'(M,,) de bir Killing
vektor alani olmasi igin gerek ve yeter sart X in M, de bir Killing vektor alan
olmasidir. Ayrica X in ikinei tiirevinin sifir olmasinin bir sonucu olarak

KhiXy=0

elde ederiz. Yani V;X; +V,X; =0 ve K]]»';;.iXh =0 olmast X in ikinci kovaryant
tlirevinin sifir olmast anlamina gelir.

4.4.Teorem: (M,,) de bir X vektor alanmun [ + I11 metrigine gore ,

i.Dikey liftinin 7'(M,,) bir Killing vektér alant olmast igin “gerek ve yeter sart X
in M, de ikinci kovaryent tiirevi sifir olan bir Killing vektér alani olmasidir.

ii.Tam liftinin T'(M,,) bir Killing vektor alani olmasi igin gerek ve yeter sart X
in M,, de bir Killing vektor alani olmasidir.

iii. Yatay liftinin T°(M,,) bir Killing vektér alani olmast i¢in  gerek ve yeter sart
X in M, de parelel olmasidir{23].

4.5. Teorem:M,, de bir X vektor alaninin [ + 7] metrigine gore ,

i.Dikey liftinin bir infinitesimal konform doéniistim olmasi igin gerek ve yeter
sart X in M,, de ikinci kovaryent tiirevi sifir olan bir Killing vektor alani olmasidir.

ii.Tam liftinin bir infinitesimal konform doniisiim olmasi igin gerek ve yeter
sart Xin bir infinitesimal homothetik déniisiim yani c sabitine gore  Lxg = cg
olmasidir.

iii. Yatay liftinin bir infinitesimal konform déniisim olmast igin gerek ve yeter
X in M,, de paralel olmasidir[3].

Simdi 7'(M,) nin K egrilik tensortiniin  bilesenlerini [ + I1] metrigine gore
hesaplayalim. Adapte olmus gat1 {X(,)} ile ifade edilmistir. Dolayisiyla

~ ~Noo~ o~ ~NoN o~

[((X((s), X(ﬂ)X(ﬁ) = V@VA,X(@) - V7V5X(g) - S2§,5VEX(5) (4.23)

oldugu goriiliir. Burada
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Vo=V.
Xo)
seklindedir. Diger yandan
~ ~ ~O o~
VX =I5 X(q) (4.24)

elde edilir. Burada Fvﬂ adapte €d111n1$ catiya gore ¥ nin bilesenleridir. Boylece (4.23)
ve (4.24) ifadelerinden

~a ~Q ~O ~E ~O ~E ~
Ks5=Dsl 5~ D Péﬂ + Dl = Toelgp — Q5,15 (7.25)
oldugu gdriiliir. Boylece adapte olmus satiya gore

~ I R 1,k 1, a i )
I{kji = I{kji + Z([{atkl(j [<at][(kzs) 5([{];]‘/,[(1‘50,)7.,/"9 ’
~ b 1 h h s .

Kkﬁ = 3 ’i(kajis - V;K,..)y,

~h h 1 I
Fiji = K+ 7Ky — K IC03'y
~h h 1 n a h _a t s
5= Ky + Z(K rtadSjsi = K o I 45) YY"
Nl_l ~h ~h
~h 1. h 1 h a ~h

K= 5K+ (KK ) vy, K57 =0

4
yazilir.

4.6.Teorem: Bir M, Riemannian manifoldu tizerinde T'(M,) tanjant demetin Jokal
olarak ylizey olmasi i¢in gerek ve yeter sart M, in lokal yiizey olmasidir{3].
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5. I+ III METRIGINE GORE TANJANT DEMETTE ALMOST KAHLER
YAPILAR

Tanjant demette g;; metrigine gore bir Riemannian manifoldunun
p= — gpyds’

seklinde global olarak tanimli ‘1 — formu mevcuttur.
1 ~
dp = —Q—chd:pcA dz?
dig difarensiyeli global olarak tanimlanmis 2 — formdur.Indirgenmis koordinatlara gore

2 — (B9~ Bigin)y®  — s |
- (Feg) = ( (9ig o 9is)y 09] > (5.1)
bilesenleri mevcuttur.

(89is — Gigis)y° = Aji — Ayj
oldugundan (5.1) ifadesi

Sy (A=A — g

(Fen)= (Y75 7,

olarak yazilabilir. Burada A;; = F;g“ seklindedir.

(Fo )= Fcpg

esitliginden indirgenmis koordinatlara gére

A _ I‘;L - (S;l )
F.)= 5.
(Fo) Lirh K 6y T (52)
elde edilir. Buna gore

A
oldugunu gériirtiz. Burada F';; ,T'(M,,) de bir almost kompleks yapi tanimlar.

~ g5+ asT0E Ay )
(QCB) < Aji gji
ve (5.3) ifadesinden

~E D N
FoFggpp = 9cp
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buluruz. ( F g ,Jcp) gosterimi T'(M,,) de bir almost Hermit yapi tammlar. Diger
yandan 1F.p dzCdz?B, 2 — formu igin
d(%fodecAde) =0
olur. Ciinkii bu form
dp = %ECB dzC A dz®
ifadesine dayanarak ¢ikarilmstir.
5.1.Teorem: T'(M,,) tanjant demette I + I1I metrgi ve (5.2) ifadesi ile tamimli almost

kompleks yap1 bir almost Kahlerian yapidir{3].
~A

I;C p ve F' tensor alanlari adapte olmus ¢atiya gore
~ . [0 —gj ~o (0 =6
(F’Yﬁ) - <9ji 0 > s (F'y) — (6? 0 (54)
~A

seklinde bilesenlere sahiptir. Simdi F; almost kompleks yapinn kovaryant tiirevini
diigiinelim.(5.4) ifadesi ve ~

~h 1 ~h

~ho h &b " 4 hok o
Fji"rjz' ) Pji = —EKjkiy ) Pji: "EKikjy ) rji =0
r]’i = 'Z'sz'ky ) I‘ﬁ :Fji ) Fﬂ =0, F;i =0

~A

esitlikleri kullamilarak I + IIT metrigine gore F; almost kompleks yapinn kovaryent
tiirevi

~o ~o 1

ViF; = — V;F;= ’2'(K]"1ki+K]hik)yk
o A R

ViF; = v}Fi "2‘Kikjy

~ ~QO

seklinde olan V. F'y bilesenlerine sahiptir ve diger bilesenleri ise sifirdir.

5.2.Teorem: Herhangi bir Riemanniann manifoldun tanjant demeti I + 111 metrigine
gore Kahleriandir ve (5.2)ile tanimlanan almost kompleks yapmn integrallenebilir
olmas i¢in gerek ve yeter sart Riemanniann manifoldun lokal flat olmasidir[20].

T(M,,) de bir X vektor alanina gore Fe g tensoriintin L}? Fcp Lie tiirevini inceleyelim.
~ ~A
X vektor alaninin bilesenleri X olmak tlizere
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LiFep =X OpFop +FppicX + FepdpX

seklindedir. Adapte olmus gattya gore Lil?c g nin bilesenlerini (L}Q IN) .5 1le gosterirsek

~ ~E ~ ~ ~E ~ ~E ~E ~ ~ .
(L3F)yg = X DeFop +FepDy X +FpeDpX + X (9, Fap + QgFrs)

elde ederiz. Burada X ve %w strast ile X ve }NTCB nin bilesenleridir. Boylece X vektor
alamnin ¥ X dikey liftine gére Lie tiirevi

= V-Xi~Vin 0
() = - (7575 0)

A X yatay liftine gore Lie tiirevi

~ 0 - V. X
(i )
(@b = (v o
ve ¢ X tam liftine gére Lie tiirevi

~ gﬂ,(LXF{’ )Xa - gbi(LxFl? )Xa Lxgj,'>
Lo F = — 1a jo .
((LexF)yp) ( " ;

seklinde bilesenlere sahiptirler. Diger yandan Lyxgj = 0 oldugundan dolayr L l“g?,- =
olur{22).

5.3.Teorem: M manifoldundaki X vektor alanimin T'(M,,) deki IN*‘CB nin Lie tiirevinin,
i.Dikey lift olmasi i¢in gerek ve yeter sart harmonik olmasidir,
ii.Yatay lift olmast icin gerek ve yeter sart parelel olmasidir,

iti. Tam lift olmast i¢in gerek ve yeter sart Killing vektor alani olmasidir[23].

~A

F tensor alanina gore bir vektér alaninin Lie tlirevi sifir ise o vektdr alanina almost
~A ~A

analitik denir. Adapte olmus ¢atiya gore Ly Fp nin bilesenlerini (Ljf Fp)g ile

gosterirsek,

~ ~& ~ X ~E

~ ~ ~ ~E ~ ~
(L:F)§ = X DeF§ —F3D.X +FIDpX +X (8 F5 — QLF8)

olur. Boylece ¥ X dikey lifti igin
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TN & ViX" 0
(nd) = = (5 %),

H X yatay lifti igin
T & 0 ViXh
((LniF)g) = ( ~vXE 0 )
ve ¢ X tam lifti igin
~ a (LxTh)Xs 0 )

((Le, F),) = — '

(( Cx )ﬁ) < 0 (LXF:;)XS
bulunur.

5.4.Teorem: Almost analitik olan J 4 I1] metrigi ile tanimlhi almost -Kahlerian yapiya
gore M, de bir X vektor alaninin

i.Dikey liftinin olmasi icin gerek ve yeter sart X in parelel vektor alans
olmasidir,

ii.Yatay liftinin olmasi igin gerek ve yeter sart X in parelel vektor alani
olmasidir,

iii.’am liftinin olmast i¢in gerek ve yeter sart X in M, de bir infinitesimal afin
dontisiim  olmasidir(3)].

5.1. I + I1I Metrigine Giore Tanjant Demette Geodezikler

C, M,, de lokal olarak z" = z"(¢) ile ifade edilen bir egri ve X"(¢) ,C boyunca bir
vektor alani olsun. g metrigine gore M,, Riemannian manifoldu tizerine Tanjant demette

bir C egrisini
ot = 2Mt) , y" = XM(t) (5.5)

ile tanimlariz. Eger C egrisi her noktada

i@z’

Xhoaxt  _, dal
e + T

= . Xt —
dt dt 7 dt 0

=0 yani

sagliyorsa o zaman C egrisi C egrisinin bir horizontal lifti olur. Burada

Ch — (F?’(Szh)

seklinde tanimlidir. Boylece, eger t = t,icin X" = X! baslangic sarti verilmigse

(5.5) esitlikleri ile ifade edilen tek bir yatay lift mevcuttur. (5.5) ile verilen bir C
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egrisinin M, de z" = z"*(t) ile verilen egrinin bir yatay lifti olmasi igin gerek ve yeter
sart X" in C boyunca parelel vektdr alani olmasidir. X" C ye gore ‘” £ tanjant vektor

alant ise C egrisi C nin dogal(tabii) lifti adint alir.

Simdi [ + III metrigine gére T(M,) tanjant demetin geodeziklerinin diferensiyel
denklemlerini diiglinelim . Eger t, T'(M,,) de bir egrinin yay uzunlugu ise geodeziklerin
denklemleri indirgenmis koordinatlara goére

6233/\ _ deA _*_f*A d_aﬁﬁ
e~ di? CB gt dt

=0 (5.6)

seklindedir. (5.6) denklemini AZ bilesenlerine gore {)}(i),;( G )}adapte olmus c¢ati

tercih etmek daha uygundur.
Simdi

0" = Bhdg” = dz",

thdx 6 h
yazabiliriz. 2/ = z4(t) egrisi boyunca
?_h_ = Bh M dTh
dt TAdt dt
Hh Ch dz? _ sy _ dy" + dax? J

" ar T et T Ty
olur. Buna gore (5.6) formiiliinii

d 64~ gv gP

2y 4 =) = 5.7
gt a) T () Gg) =0 (57
seklinde yazabiliriz. O zaman
§2zh S 6yj dzt
- = 5.8
(CL) dt? + [<k]1 dt dt 0 ’ ( )
62yh
b — =
(, ) dt? 0

elde ederiz. (5.7) ifadesinde ¢ parametresi yay uzunlugu oldugu igin

~ 08 g
g[}a(&?)(a) =1

olur. Bu ifadenin agilimini yaptigimizda
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daz? d$' 51’ 6y

9i7qr ar Y9 a ar T

bulunur. Diger yandan (5.8) , (b) ifadesi

LI
dt "9t

anlamindadir. Boylece
(g_s_ 2 - dz dzt
dt’
buluruz. Burada s, M, de yay uzunlugu olur. Bu yiizden sve t lineer bagimlidir

dolayist ile ayni alinmasi uygun olabilir.

Eger (5.8) (b) ifadesini saglayan bir egri, a«" = sabitile verilen fibre tizerinde
bulunuyorsa
52yh
dt?

=0

denklemine indirgenir. Oyleki 3" = at + b, o/ ve b" sabit olur.

5.5.Teorem: Eger herhangi bir geodezik I + II1 metrigine gére M, nin herhangi bix
fibresinde uzaniyorsa, bu geodezik (z", )mdlrgenmls koordinatlara gére z" = ¢"
y" = a"t + b" lineer esitliklerle gostenllr Bmada a , b ve c! sabittir[3].

5.6.Teorem: (M) de bir geodezigin yatay lifti I 4 II1 metrigine gore T'(M,)de her

zaman geodeziktir[3].

(M,) de z" = z"(t) ile tanimh bir egrinin dogal liftinin T'(M,,)de geodezik olmasi igin
gerek ve yeter sart

62" dz* §%x7 dt
(a) a g g = (5:9)
63112h
(b) T =0

olmasidir.

5.7.Teorem:(M,) de herhangi bir geodezigin yatay lifti I+ [/] metrigine gore
T(M,)de geodeziktir[3].
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(5.9) de tanimlanan (M,) deki egrinin natural lifti hakkinda su sonuglar elde edilir;

(5.9) ifadesinin (b) esitliginden

%(Qﬁ&i&i) =0

olur. Burada p sabit olmak lizere
524"
dt?

— [)Yh

seklindedir ve Y" , 422" /dt?vektériinin yoniinde birim vektdrdiir. M, deki egrinin
tanjantinin yoniinde X" = (dz"/dt) birim vektori alahm. Eger p % 0 ise (5.9)in (b)
esitligi

Yh+ KL XMYIX =0

seklinde yazilabilir. Boylece Y" vektériine gore
KX YIXY" = ~1

elde edilir. Bu da, M, deki egrinin kesen(oskiilatoér) diizlemi tarafindan belirlenen
kesite gore Riemannian kesit egriligi sabit olmasi demektir.

5.8.Tcorem: Eger M, de bir C egrisinin C tabii lifti I 4 1] metrigine gére T'(M,,) de
bir geodezik ise ya C geodeziktir veya C nin birinci egriligi sabittir. C nin
kesen(oskiilator) diizlemi tarafindan belirlenen kesite gore Riemannian kesit egrilifi her
noktada sabittir[23].
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