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Bu caligmada, s8zde-analitik fonksiyonlar uzayi
PD(E)'nin bir altuzayi olan PD(F,fF) uzayl incelenmistir.

Inceleme sirasinda, P_(E) de gegerli olmayan ancak bu alt
sinif igin gegerli olan bazi teoremler ve bu teoremlere
iligkin sonuglar elde edilmigtir. :

Bu tez d8rt bdliimden olusmaktadir. 1lk b&liim,
tamamen bilinen ve P_ (F,fF) uzayinin incelenmesinde ihti-
ya¢ duyulan temel tanim, kavram ve bazi teoremlerin yanin-
da kisa bir agiklamayi kapsamaktadir. Ikinci bdliimde
PD(F,fF) uzayl incelenmis ve buna iligkin bazi sonuglar

elde edilmigtir. n bir tamsayi olmak lzere PD(Fn,iFn),
PD(Fn,an) uzaylari iiglinct b8llimde ele alinmis ve bu uzay-
larin PD(F,fF) uzayi ile iligkisi ortaya konmugstur. DOr-

danci bdliimde dogurucu cift denilen fonksiyon ¢ifti kulla-
nilmadan bir kompleks denklem sistemi incelenmig ve bu
sistemin ¢8zlimleri fonksiyonel denklemlerden yararlanila-
rak elde edilmistir.

ANAHTAR KELIMELER: Dogurucu ¢ift, S&zde-analitiklik, Do-
urucu dizi
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In this article the subspace Pp(F,fF) of the space
Pp(E) of pseudo—analytic functions have been investigated.
Some theorems and corrolaries related with these theorems
have beenconstructed for this particular subspace which
does not hold in Pp(E), in general.

The thesis is composed of four chapters. In the
first chapter some fundamental definitions and theorems
for the space Pp(F,fF) are summaried which can also be
obtained from the existing literature. In the second chap-
ter some new properties for Pp(F,fF) have been stated.

The spaces PD(Fn iFn) and Pp(FR,fFN) with n€ Z have been
constructed in the third chapter. Also, the interrelation-
shipsbetween Pp(F,fF) and the above mentioned spaces have
been obtained. In the last chapter the solutions of a
system of complex differential equations have been discus-
sed by use of the functional equations.

KEY WORDS : Generating pair, pseudo-analytic functions,
generating sequence. o
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1. TEMEL KAVRAMLAR

1.1. Girig

Stzde—analitik fonksiyonlar, 1942 yilindan beri
izerinde {inlii matematikgilerin calistigr ve Szel halleri-
nin Elastisite Teorisi ile Gazlar Dinamiginde kullanilda-
g1 aktiiel bir konudur. Ozellikle 1953'te L. Bers'inh yazdigi
"Theory of pseudo—analytic functions" adli kitap Bauer,
Gilbert, Habetha, Kobhara, Protter, Tutschke ve Vekua gi-
bi inld matematikg¢ilerin dikkatini gekmigtir. Cesitli ma-
tematikg¢iler tarafindan ortaya atilan agik problemler, ko-
nuyu daha da ilging¢ hale getirmigtir. Bir kag Ornek vermek
gerekirse, Bers'in 1953 yilinda ortaya koydugu dogurucu di-
ziler igin.periyo&iklik problemi, 1955 y1l1nda Protter ta-
rafindan "The Periodicity Problem for Pseudo-analytic Func-
tions" adli galigmada ¢6z{ildli. Bu ilging problemin ¢&ziimlin-
den sonra Japon Matematikg¢i Koohara'nin 1976 yilinda yap-
t181 bir inceleme sirasinda karsllastlgl‘ve agik prbblem

olarak biraktidi

X K. K, _
Gg = —= G- ~=3 (1.1.1)
1-KK 1-KK

diferensiyel denkleminin ¢8zilimleri, daha sonra 1978 yilin-
da, diferensiyel operatSr yardimiyla Bauer tarafindan el-
| N A

YaksekS§retim Kurule
Dokimantasyon lﬁgkqu



de edildi. Zamanimizda ise Bauer, Tutschke, Withalm gibi
matematikgilerin yaptigi konuya iligkin inceleme ve arag-

tirmalar devam etmektedir.

PD(E) sembolii ile g¥sterdigimiz sdzde-analitik
fonksiyonlar uzayinin IR reel sayilar cismi {izerinde bir
vekt®druzay yapisina sahip oldudu biliAmektedir. Genel hal-
de bu uzay,T kompleks sayllar cismi lizerinde bir vektdr uzay
olusturmaz. Bundan bagka PD(E),JR ﬁzérinde cebir yapisina
da sahip de§ildir. Withalm, 1974 yilinda yaptidi "Uber
algebraische Strukturen pseudoanalytischer Funktionen" ad-
11 bir caligmada PD(E)'nin'iki elemaninin g¢arpimini tanim-
layarak bu uzayin cebirsel yapisini inceledi. Ancak iki
elemanin ¢arpimi, PD(E) uzayina ait olmayip "PD(E)}nin dal-

lari" adini verdi§i bir baska uzaya ait olmaktadair.

Bundan baska genelde PD(E)'nin bir w elemani ic¢in
tanamlanan E~Tilirevi hesaplandiginda elde edilen fonksiyon

yine PD(E) uzayinin elemani dedildir.

Incelemeyi, aksi belirtilmedikg¢e basit baglanti-
11 bir DOC T bOlgesinde yapacagdiz. D ise Do'da relatif

kompakt bir bdlge olarak gdzdniine alinacaktir.

Sozde—analitik fonksiyonlarin ortaya g¢ikisa

Cauchy—-Riemann denklemleri olarak bilinen

* *
u, - vy = 0

(1.1.2)
u* + v* =0

Y X



reel denklem sisteminin genellegtirilmesi diiglincesine da-
yanir. Burada u* ve v* reel dééerli fohksiyonlarl, bir
w* analitik fonksiyonunun sirasiyla reel ve sanal kisim-
laridir. Bu durumda w; = O olacadi agiktir. §imdi !

(1.1.2)'den daha genis bir reel sistem olan
u_ - v.. = au + bv
(1.1.3)

cu + dv

o
.+.
<

it

denklem sistemini g&zOniine alalim. Burada a,b,c,d katsayilari
Do'da HS8lder-siirekli, reel dederli fonksiyonlardir. (1.1.3)'
deki ikinci denklem "i" ile g¢arpilip taraf tarafa toplana-

rak diizenlenirse w = u + v, w = u - iv olmak {izere

W= =AW+ BW (1.1.4)
z o o ‘

kompleks diferensiyel denklemine ulagilir. Burada

A =,%{a + d + i(c = b)]
1 .
B = z{a - d + i(b + ¢)]

0 allnlfsa w'nin D'de analitik bir fonk-

1l

dir. Ao = 0, Bo'
siyon olacadi agiktir. L. Bers (1953) (1.1.4)'lin ¢dziimle-

rini "Sdzde-analitik fonksiyonlar" olarak isimlendirdi.

Bers (1953), (1.1.4) diferensiyel denklemini,"doéu—'
rucu ¢ift" denilen ve belli Szellikleri saglayan (F,G) fonk-

siyon ¢ifti yardimiyla inceledi. Rus matematikg¢i Vekua
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1)
P
kosulu aitlndawinceledi ve ¢bziimlerin integral g&sterili-

(1963) ise ayni formdaki denklemi, AO,uBOG L 94 P > 2
mini elde etti. Bers ise belli kosullar altinda bu denkle-

minin ¢Sziimlerini direkt olarak ortaya koymusgtu.

1.2. Temei KRKavramlar

Simdi PD(F,fF) uzayinin incelenmesinde ihtiyag
duyacadimiz s8zde—analitik fonkéiyonlarla ilgili bazi ta-

nim ve kavramlari acgiklayacagiz.

TANIM 1.2.1. T kompleks diizleminde basit baglan-
til: bir D, b8lgesini g8zdniine alalim. DO b&lgesinde tanim-
11 ¥,G fonksiyonlara

i) ¥z €D igin Im[F{z)G(z)] > O

ii) ¥z€D, igin F,GE€ Héo

kosullarini gergekliyorsa E : = (F,G) fonksiyon ¢iftine

dogurucu ¢ift (generating pair) denir. Hé ’ Do'da tanimla
‘ o

HS1lder-siirekli 1. basamaktan diferensiyellenebilir fonksi-

yonlarin uzayini g8stermektedir. Do'da tanimli dodurucu

L Lp 5 Uzayinin tanimi ve 6zelligi ig¢in Vekua'nin "Verall-
14

gemeinerte analytische Funktionen" adli kitabinin 6-12

sayfalari arasina bakilabilir.



¢iftlerin uzayini bundan sonra ED ile gbsterecediz.
o

D, Do'da relatif kompakt yani DCICZDO, D C Do

olacak sekilde bir altbdlge olsun. $imdi

Oy = {o= (z)lw,sz »1R}

climlesini g&zdnline alalim.

TANIM 1.2.2. w = (:;)en E€E, olsunlar.

D'
O

w: = E.w

fonksiyonunu tanimlayalim. Burada ., aligilmig ig¢—cgarpim

operatdridir. vz, z, €D, 2z + z, ig¢in

d_w w(z)—w(zo)

= lim [E(z) . . — 5 ] (1.2.1)
z> 2z, o]

W(ZO): - (ZO):=

limiti varsa D'de tanimli w fonksiyonuna z noktasinda

1. tiirden regqgiiler (F,G)-sbzde—-analitik fonksiyon ve (l1.2.1.)

limitine de w'nin E-Tlrevi denir. Eger (1.2.1) limiti D
bolgesinin timiinde varsa w'ya D'de l.tiirden (F,G)-sbzde-

analitik fonksiyonu denir ve PD(E) semboliiyle g&sterilir.

w = E.wesPD(E) ise o zaman FwE + GWE = 0 kosulu
altinda w fonksiyonu w = Fy + GY formunda yazilabilir.

Buna g&re

P — v + iy (1.2.2)
FG-FG FG-FG

i

w: =

fonksiyonu, modulo E'ye gdre 2. tiirden E-s&zde-analitik

fonksiyon olarak isimlendirilir (Bers 1953).



$imdi 2.tiirden E-sbzde-analitik fonksiyon igin

Bnemli bir teorem verelim : ‘ —

TEOREM : 1.2.1. Bir ,w= ¢ + i¢y fonksiyonunun
2. tiirden (F,G)-sbzde~-analitik olmasi ig¢in gerek ve yeter
kosul, ¢ ve ¥ reel deferli fonksiyonlarinin siirekli kismfi

tlirevlere sahip olmasi ve

Fg

2-+Gw2=o (1.2.3)

badintisinin gergeklenmesidir. EJer (1.2.3) gergeklenirse
W = sz + Gwz (L.2.4)

baintisi da gercgeklenir.

Bers (1953), bu teoremin ispataini "Theory of
Pseudo-analytic Functions" adli kitabinin 26. sayfasinda

verdi.

A o= FG - FG  olmak iizere

a: = —(FG. =~ F_G)/A*, b_: = (FG=- F=G)/&*
E . , r by
2 z F (1.2.5)
. = —(F - 2y A% . - - *
A (Fe, - F ) /A%, B_: = (FG_-F_G)/A

fonksiyonlarina bundan sonra karakteristik katsayilar ciye-

cediz. Buna gdre wGEPD(E) ise

W o= apW + b_w (1.2.6)

(1.2.7)

£
i
g
N
I
£
1
o
)
n
!
6
+
@
<
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ba§1nt11ar1h1n gergeklenecedi basit bir heéapla gérﬁle—

bilir, I

dogurucu ¢ift olsun. Eger
a = a ’ b = -B (102.8)

bagintilari gergeklenirse E dodurucu g¢iftine E'nin bir
izleyeni (successor), E'ye de E; 'in izlgneni (predecessor)

denir.

Simdi burada s8zde—-analitik fonksiyonlar teori-

sinde ¢ok Onemli bir yeri olan bir teoremi daha verelim:

TEOREM : 1.2.2. w, 1. tlirden E-s®zde—analitik

ve E; , E'nin bir izleyeni olsun. Bu takdirde

fonksiyonu 1. tiirden E; -sdzde-analitiktir.

Bu teoremin ispati, Bers'in yukarida belirtilen

kitabinin 44. sayfasinda bulunabilir.

TANIM : 1.2.4. aij (l,j = 1,2)"ler allazz-a12a21> 0]

kosulunu saglayan reel sabitler.ve EEEED olmak . lizere
o

F=ay; F+ ajsG, G=ap; F+ a,0 (1.2.9)

bagintisi gergeklenecek gekilde E : = (g,E)EEED varsa
o

K%,E) ve (F,G) dogurucu giftlerine denktir (equivalent)

denir.
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Bu aragtirmada ihtiyag duyulan kavramlardan bir

tanesi de "doJurucu dizi® dir.

TAﬁIM 1.2.5, a) ¥v € Z igin (F Gv+1) dogurucu

v+1,
cifti, (Fv'Gv) dofurucu ¢iftinin bir izleyeni ise
{(F,, Gv)}veiz dofurucu ¢iftlerin dizisine bir dogurucu

dizi (generating sequence) denir.

b) (Fg, Gg) = (F,G) ise (F,G) dojurucu ¢ifti,

{(FV, Gv)}vez dodurucu dizisine daldirilmistir (embedded)

denir.

c) (F ’ Gv+“) dogurucu ¢ifti, (F,,G,)'ye denk

v+
olacak gekilde bir # > O dogal sayisi varsa {(F,,G,)}, ¢,

dogurucu dizisine g periyodludur diyecediz. Tersine bdyle

bir » sayisi yoksa bu dizi sonsuz periyotludur veya bir -

periyvoda sahip degildir denir.

d) DO b8lgesinde (F,G) dofurucu ¢iftinin dalda-
r11digi en kiigik periyotlu dogurucu dizinin periyoduna

minimal perivot denir Bers (1953).

TANIM : 1.2.6. Her 1. tiirden E-s®zde—analitik
fonksiyoh ayni zamanda 1. tilirden E—sﬁide—analitikse E ve E

dogurucu ¢iftlerine Bers anlaminda es etkilidir (equipotent)

denir.

Simdi es etkililigi karakterize eden Onemli bir
teoremi verelim :

~

TEOREM : 1.2.3. E = (F,G), E = (F,G) ayni bdlge-

(1]

de tanimli iki dodurucu ¢ift olsun. Bu takdirde agadidaki



tic hal birbirine denktir:

i) E ve E eg etkilidir.

ii) ag = ags by = by _

1ii) F ve G, 1. tiirden E-sdzde-analitiktirler.
(Bers 1953). B
Dojurucu ¢iftlerde es etkililikle ilgili olan bu

teoremin ispati Yiiksek Lisans Tezi (Koca 1982)'nin 49. say-

Vdfa51nda bulunabilir.

WGEPD(E) ve D bllgesinde w # O olsun. O zaman w

diferensiyel denklemini saglar. Bu diferensiyel denklemin
her iki yani w ile bdliinlip z'ye gdre integrallenir ve
Ostrogradski formiili 1) kullanilirsa o zaman bu diferensi-

yel denklemin bir
w(z) = £(z) e (1.2.10)

¢Oziim gbsterilimi elde edilebilir. Burada f,D bbdlgesinde

analitik bir fonksiyon ve { = § + in olmak lzere
1 aE(f) + IbE(I) wi$)/wi()]
T b {-z

dir. Bu durumda s fonksiyonu D'de diizglin slirekli ve k yal-

nizca D ile (F,G) do§urucu giftine bagli bir sabit olmak

L Diizlemde "Green Formiilii" olarak da bilinen Ostrogradski

formiild igin Vekua'nin "Verallgemeinerte analytische

Funktionen" adli kitabinin 45-48. sayfalari arasina ba-

kilabilir.
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lizere IS(Z)|§ k dir. (1.2.10) gdsterilimi, sbzde-analitik

fonksiyonlar uzayinda "Benzerlik Prensibi"(similarity |

principle) olarak bilinir. WEEPDiE) ve £, D b&lgesinde ana-
litik bir fonksiyon olarak verildiginde w = fes seklinde
D'nin ﬁ—kapanlglnda sifirdan farkli, slirekli bir s fonksi-

yonu*bulﬁnabilirse f ve w'yva benzerdir denir (Bers 1953).
e —————

Simdi benzerlik prensibini karakterize eden bir

teoremin ifadesini ispatsiz olarak veriyoruz.

TEOREM : 1.2.4. (Benzerlik Prensibi). D, sinir-
11 bir b8lge olsun.D'de tanimli ve E-sbzde—analitik her w
fonksiyonu, bir f benzer analitik fonksiyonuna sahiptir.
Tersine, her f analitik fonksiyonu, bir benzer E-sdzde-ana-
litik fonksiyonuna sahiptir. E§er fonksiyonlardan biri ve-

rilmigse

f(z)
w(z)

lim

= o _ (1.2.12)
Z> 2 :

1

olacak sekilde digJerini segebeliriz. Burada Z D'nin ve-

rilmig bir noktasi ve o # 0 sonlu bir degerdir.

Bundan sonra PD(A) senmbolii ile D'de tanimli ana-

litik fonksiyonlarin cilimlesini gdsterecegiz.

Son olarak s&zde-analitik fonksiyonlarda "genel-

legtirilmig sabit" ve FED 'da benzerlik" kavramlarini verelim.
' o

TANIM : 1.2.7. w€ PD(E) ve w = (:;) € Qp olsun.
Ww = E.w yvaziligsinda w 'nin bilesenleri reel sabitlerse

w'ya, modiilo E'ye gbre genellegtirilmis sabit denir ve
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genellesgtirilmisg sabitlerin uzayi Pg(E) semboliiyle gdste-
rilir (wWithalm 1974). Pg(E), PD(E)'nin bir alt vektdr uza-

yidir. w'nin modlilo E'ye gdre genellestirilmis sabit olma-

0 olmasidir ¥Bers 1953).

l:

s1 ig¢ip gerek ve yeter kogul w

TANIM 1.2.8. E = (F,G), E = (F,G) €E_ olsun.
FG = %G bajintisi gercgekleniyorsa E ve E doéurugu ¢iftleri-

ne benzerdir denir.



2. PD(F,fF) UZAYTI VE ILGI.LI TEOREMLER

Bu bdlimde, PD(F,fF) uzayinin 6zellikleri incele-
necektir. Elde edilen sonug¢larain bir kismi, "Uber die
Eigenschaften des Raumes PD(F,fF)" (Koca-Withalm (1987))

adli galigmada yer almaktadir.

2.1. 1Iki GBsterilim Teoremi ve Sonuglari

TEOREM 2.1.1. wEEPD(E) ve fGEPD(A) olsun. w'nan
wzz a_w (2.1.1)

diferensiyel denkleminin bir ¢Ozilimli olmasi ig¢in, gerek ve
yeter kosul E dodurucu ¢iftinin, Imf > O olmak {izere

E = (F,fF) formunda olmasidir.

ispat. wEEPD(E) olsun. O zaman w, (1.2.6) diferen-
Asiyel denklemini saglar. Clinkii Bers (1953), daha Once s&-
zli edilen kitabinda bu diferensiyel denklemin s&zde-anali-
tik1igi tek basina karakterize ettigini gdsterdi. Simdi
(2.1.1) denkleminin gergeklendigini varsayalim. Bu takdir-
de by = O olmalidir. Buradan (1.2.5) yardimiyla G = fF

bulunur. O halde E dogurucu ¢ifti E = (F,£fF) formundadir.
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Simdi £, Imf > O olacak gekilde bir analitik
fonksiyon olmak lizere E = (F,fF) olsun. O zaman b = O
bulunur. WGEPD(E) oldugundan bu fonksiyon (2.1.1) diferen-

siyel denklemini saglar. Bu ise ispati tamamlar.

TEOREM 2.1.2. {2.1.1) diferensiyel denkleminin

biitlin ¢&zlimleri ¢€EPD(A) olmak {izere
W= ¢F N (2.1.2)

formundadir ve bu ¢dzlimler T kompleks sayi cismi lizerinde

bir vektdr uzay olusturur.

Ispat. wéSPD(E) ve bu fonksiyon (2.1.1) denklemi-

I

ni saglarsa bE O dir. O halde Teorem 2.1l.l'den E= (F,fF)

bulunur. Buna gdre (l.2.5)'ten ap = EE/F elde edilir.

{(2.1.2)'den

WE = ¢F2 = a(F,fF)w

yvazilabileceginden (2.1.2), (2.1.1) denkleminin bir ¢&zil-
miidiir. $imdi wj, (2.1.1)'in w'dan baska bir ¢dziimlii olsun.

O gzaman

)z = 2, epy¥
Yz T A, )Y

denklemleri gergeklenir. Buradan

Wi
()5 = =
wz

(3(p,e5)"1¥ ~ W13(p,£p)¥] = O

*
yazilabilecegdinden (w;/w) = ¢ GEPD(A) dir. O halde
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* . * A
W= w = ¢**F'dir. Burada ¢ %= ¢*¢€EPD(A)'dlr. 0 halde

wi, {2.1.2) formundadir. -

Diger taraftan (2.1.1) denkleminin ¢&zlimlerinin

€ lizerinde bir vektdr uzay olusturdudu agiktir.

SONUG 2.1.1. (‘z)eﬂn, £€ P (A) ve Inf > O olsun.

wezPD(F,fF) ise (2.1.2)'deki ¢ analitik fonksiyonu

o{(z) = v(z) + £(z)¥(z) , (2.1.3)
formundadair.

Ispat. wezPD(F,fF) olsun. O halde w, Fwi-kfF¢E= 0

. kogulu altinda

w = Fyp + fFy = F(o + £fV¢)

gseklinde yazilabilir. Do'da F # O oldugundan (w-+f¢)§ =0
dir. Bu ise fe;PD(A) igin (¢ + fw)esPD(A) oldudunu gbste-
rir. Teorem 2.1.2'ye gbre ¢ fonksiyonu, (2.1.3) formunda

olmak zorundadair.

> (F,fF)W Denklemlng fligkin Eliptik Sistem ve

Bir C8ziim GOsterilimi

2.2. W= = a

we P, (F,fF) ise (:)EQD,'fePD(A), Imf > 0 olmak

lizere

"bagintisi gergeklenir. £ = u + iv olmak lizere (2.2.1) denk-
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lemi reel ve sanal kisimlarina ayrilirsa
+ - =
v, tub, = vy 0

Yy - (2.2.2)
g+ u¢y + vwx =0

Yy
reel sistemine ulagilir. (2.2.2)%'den x ve y'ye gdre tiliret-
me yardimiyla
vAY + 29v.V = O (2.2.3)
Ap + uAy + 2Vu.vV¢ = O
2.basamak£an reel sistemi elde edilir. Burada A ve V sira-
siyla aligilmig Laplace ve Nabla operatdrleri olup (.) ali-
silmig ig¢—g¢arpim anlamindadir. EJer £ = a + ib; a,b€IR;

b > 0 alinirsa A¢y = 0, AYy = O oldugu agiktir. (2.2.3) 'teki

birinci denklemden

vx - u v+ uk
AY + F——;f—x ¢x + —z—;~—— ¢y = Q0 (2.2.4)

vazilabilir. fEEPD(A) oldugundan {2.2.3) veya (2.2.4)'ten

AY + v ¢x + 3 wy = 0 (2.2.5)

bulunur.¢, (2.2.5)'in bir ¢dziimiiyse ve bu ¢dziim bilinirse

w = Fg + waéiPD(F,fF)(olacak gekildey fonksiyonu

z
elz) =17 (va - uy ) dx - (uwy + vy ) dy

z
o]

edrisel integrali yardimiyla tek anlamli olarak belirlene-
bilir.

Simdi w fonksiyonu,(2.1.1) denkleminin bir ¢Ozlmi
olmak lizere

w(z) = a(z)¥(z) + B(2)¥, (2.2.6)

formunu g&zdniine alalim. Burada a,BEEHé ve D'de o # O,
o
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B-# O dir. simdi,wEEPD(F,fF) oldufunda: hangi kogullar
altinda ¢'nin (2.2.5)'in bir ¢6zimi oldujunu aragtiraca-

giz.

(2.2.6)'yr (2.1.1)'de yerine yazarsak

BY - + awz + {Bz‘a

23 B]¢z + [ a~—a aly = 0O

(F,£fF) zZ “(F,fF)

(2.2.7)

ya da buradan

2. 21,
AY + E[a +\62 - a(F,fF)Slwx + 7?[“—32 + a(F'fF)B]wy

+ [az - =0 (2.2.8)

a(F’fF)a]¢

elde edilir. Eder V,(2.2.5)'in bir ¢oziimiiyse (2.2.8)'den

ez = a(F,fF)a (2.2.9)
- - (2.2.10)

- a_ = -1 .2.11

o B + a(F,fF)B 1B(logv)y - (2.2.11)

kosullar:r ortaya g¢ikar. (2.2.9)'dan aGSPD(F,fF) oldudu

anlasilir. (2.2.10) ve (2.2.11) birlikte deJerlendirilir-
se D'de (logv)Z # 0 olmak tiizere

a(z) = 8(z)[logv(z)], (2.2.12)

veya
(logg)z = (logF)z + (logv)s = [log(vF)lg (2.2.13)

bulunur. (2.2.13)'tin her iki yani Z'ye gSre integrallenir-
se $€EPD(A) olmak {lizere 8 = @§vF olur. Buradan o = $VZF ve

W o= $(vw)zF elde edilir.
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Bbylece su teoremi ispatlamig olduk:

TEOREM 2.2.1. ¢ € P,(a) ve v = Imf > O olsun.
w = $(vw)zF fonksiyonunun (2.1.1) denkleminin bir gﬁzﬁmﬁ'
Oolmasi i¢gin gerek ve yeter kosul ¢'nin (2.2.5)'in bir ¢&zil-

mii olmasidir.

2.3. PD(F,fF) Uzayinin Elemanlari Ic¢in Benzerlik Prensibi

Ff: = (F,£fF) GED olsun. Bu takdirde FEPD(F,fF)
o
oldugu bilinmektedir. O halde (1.2.10)'dan FEEHg fonksiyonu
o

s (z) (2.3.1)

F(z) = ¢1(z) e
gbsterilimine sahiptir. Burada ¢1€EPb(A) ve { =% +in igin

Ff(f)/F(f)
i'_

S(z): =- 7-7% i1 dt Adn
D

dir. Diger taraftan (2.3.1)'i (2.1.2)'de yerine yazarsak

s(z)

wiz) = ¢(Z)¢1(z)e§(z)2 = ¢2(Z) e (2.3.2)

elde edilir. Burada ¢,(z) = ¢(z)¢1(z)€5PD(A)'d1r.

Simdi Im(gh) > 0 ve (g,h)EEHé xHé olmak {izere
o o

—
~

g,h€ P (A) oldugunu kabul edelim. Im(ge5he®) > 0 ve

~

(ges,hes)EEHé xHé olduklarindan (ges,hes)eED 'dir. Buna
o "o o

gdre Ey 'da bE karakteristik katsayisinin Szdeg olarak si-
0 ~ ~

fir oldugu en genel doJurucu ¢ift (ges,hes) formundadir.

SONUG 2.3.1. wezPD(E) fonsiyonunun D'de sifirdan

farkli oldudunu kabul edelim. Benzerlik prensibindeki s
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fonksiyonunun w'dan badimsiz olmasi ig¢in gerek ve yeter
kogul E dofurucu ¢iftinin E: = (ges,hes) formunda olmasi-

dir. Burada gihezPD(A)'dlr.

Ispat. s fonksiyonunun w'dan bagimsiz oldudunu
varsayalim. O zaman bE = 0 dir. O halde E = (¥,G) doguru-

cu ¢ifti, genel olarak (ges,hes) formundadir. Tersine E,

(ges,hes) formunda ise (l1.2.11)'den s'nin w'dan badimsiz

oldugu gBriilir. -

2.4. Ff—Tﬁrevi ve (F,fF)'nin izleyeni

waPD(E) ise genel olarak (1.2.1) yardimiyla ta-
nimlanan w'nin E-Tlrevi yine PD(E) uzayina ait dedildir.
f valnizca x'e badli bir analitik fonksiyon dedilse bu du-

rum PD(F,fF) uzayi ic¢in de gegerlidir. Yani

d W
. (F,£fF)
W= - g PU(F, £F)
dEW
dir. Fakat wesPD(E) ise wz'?ETEEPD(El) 0ldudu bilinmekte-

dir. Burada E,,E'nin bir izleyenidir. f's i segersek w'nun
(F,iF)-Tldrevi yine PD(F,iF) uzayina ait olur. Bu her basa-

maktan (F,iF)-Tiirevi ic¢in de gegerlidir.

wesPD(F,fF) ise w fonksiyonunun F¢ + fF¢y formun-—

da yazilabilecedini daha dnce gdrdiik. Ayrica D b&lgesinde

d w
o = AEEF) Fo, + FEy_= w A

= — 4z (F, £0)" B (F, £1) "

F f Ff
4
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bagintisinin gegerliligi de kolayca gdriilebilir. w'nin zZ'-

ye gOre tilirevini hesaplarsak

N FE_
(") = (logF), w- —= & (2.4.1)
F(E-£)

elde edilir.

TEOREM 2.4.1. h Fonksiyonu hezHé olacak sekil-
o
de

f h
he = —2— - (2.4.2)
z £-F

diferensiyel denkleminin sifirdan farkli, reel degerli bir

¢Ozlimli olsun. O zamantzeﬂfolmak lizere

a W
e _ (F'fF) . -1
W = ———EE———GEPD(hF, ich F)

dir.

Ispat. E;: = (hF,ich—lF) dogurucu ¢iftini tanim-

layalim. F,hEEHé oldugundan ElezHé xHl dir. Ote yandan
o o o

vze D, igin Im(F;G,) > 0. Burada Fi: =hF, Gi: = ich 'F dir.

an ve bE karakteristik katsayilarini hesaplarsak
1 =1
N __FI(GI)E_ (F1)EG1 _ E‘_—z: .
(F,,Gy) Flal‘ flGl F (F,fF)
F]_ (GI)E “(Fl)EGl FhE ’ Ffz
bir,e T = = T = Iz Bw,em

elde edilir. O halde w

(W)E = aElw + bEl \

diferensiyel denkleminin ¢dzlmilidir. Yani WezPD(El)'dir.

TEOREM 2.4.2. wezPD(F,fF) olsun. w'ya iligkin
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2.tlirden (F,fF)-sdzde—analitik fonksiyonu ,w analitikse
ya wesgg(F;fF)'dir ya da (F,fF) dofurucu ¢ifti (F,iF) do-

gurucu ¢iftine indirgenebilir.

Ispat. we;PD(F,fF) oldugunu kabul edelim. O zaman

(1.2.2)'den w'ya iligkin 2.tiirden (F,fF)-sﬁzde—anali@ik

fonksiyonu
w=—S24 - Lt 1 g (2.4.3)
-F(f - £) F(f - £)

olarak yazilabilir. (2.4.3)'lin her iki yaninin E'ye gbre

tliretilip diizenlenmesiyle

£-i _fz¥ w fow
(WWlz = ——f—= - (D) + —=—] (2.4.4)
Z  F-f F(£-f) F %2 F(E-f)

f =
W Z w W
&) = 2= (2 - D) (2.4.5)
Flz ¢35 F §
dip eV .
dir. (2.4.5)'ten ¢ + fwz = 0 = = iz : elde edilir.Yani

weng(F,fF)'dir.

SONUC 2.4.1. (aF,ich”'F) dodurucu g¢ifti, (F,fF)
dogurucu ¢iftinin izleyenidir.
SONUC 2.4.2. F*: = (F,iF) ve (F,fF) dogurucu

giftleri es etkili dogurucu g¢iftlerdir.
TEQOREM 2.4.3. Eger fEEPD(A) ise PD(F,fF),
PD(F,iF)'nin bir alt uzayidair.

tspat. fEPD(A) ve w€ PD(F,fF) olsun. O zaman

W, F¢§ + fF¢§ = 0 kosulu altinda w = Fp + fFy formunda
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yvazilabilir. Bu yaziligta £= u+ 1iv olmak lizere

2 =¢o + £y =9 +{ut+ iv)y= ¢+ uy+ ivy
fonksiyonu, D bOlgesinde analitik bir fonksiyondur. Ote

yandan ¢t

V¢uw)ezﬂD oldufu agiktir. w fonksiyonunu

W= Fo + £Fy = Flg + uy) + iF{(vy)

formunda yazdidimizda

F(e + uW)E + iF{v¢)§ Fle + uy + i(v¢)]§

6zellidi gergeklenir. O halde WGEPD(F,iF)'dir.

Il

TEOREM 2.4.4. E (F,G) herhangi bir dodurucu
gift ve wEEPD(E) olsun. G = iF ise w'ye iligkin 2.tlirden

E-sdzde-analitik Y fonksiyonu analitikdir (Koca 1982).

iF oldudunu kabul edelim.

]

ispat. wéEPD(E) ve G

Bu halde ap = FE/F’ bE = 0 olur. Buna gbre w
W- = (FE/F)W ’ (2.4.6)
diferensiyel denkleminin ¢oziimlidir. Ote yandan G = iF ig¢in
{1.2.2) formiiliini kullanirsak
*

W = '}_-l”’ , ‘ (2.4.7)

elde ederiz. (2.4.7)'nin her iki yaninin Z'ye gdre tilire-

tilmesi ve (2.4.6)"'nin kullanilmasiyla

F- F_ P
()7 = . W+ R Ws o= - W+ ET WSO

bulunur. O halde n D'de analitiktir.



3. PD(Fn,iF?) VE PD(Fn,iFn) UZAYLARI

Genel halde PD(E),]R veya L lizerinde bir cebir
yapisina sahip oimadlglndan sOzde-analitik fonksiyonlarain
kuvveti ve iki elemanin garpimindan elde edilen yeni eleman
PD(E) uzayina ait de§ildir. Agagdidaki bdlimde (Fn,an)
dofurucu ¢ifti ile PD(F,fF) uzaYinln elemanlarinin kuvvet-
leri arasinda baginti kurulmugs ve sonug¢lar formiillegtiril-
migtir. Bu bdliimdeki sonug¢lardan bir kismi yine "Uber die
Eigenschaften der Rdume PD(Fn,an), PDan,iFn)"‘(Koca 1987)

adly caligmada yer almaktadar.

3.1. hE = [fz/(f—f)]h Denkleminin Reel (C&zlimleri

Bu paragrafta, Once ileride reel ¢Sziimlerine ih-

tiya¢ duyacadgimiz

£
hs = Z—h (3.1.1)
f - £
denklemini inceleyecediz. Burada fEEPD(A) ve Imf > 0O'dir.

" Eger h reel dederli bir fonksiyonsa (3.1.1) denk-

lJemi £ = u + iv olmak {izere

<

"X

hx=-\7-h
v (3.1.2)
h_ = - L p
V4 v

reel sistemine denktir. DifJer taraftan (3.1.2) sisteminin
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.q62ﬁ1ebiiir olmasi igin gerek ve yeter kosul Imf = v fonk-
siyonunun

v - 0 - (3.1.3)

v:
xy  Vx'y
diferensiyel denklemini gergeklemesidir (Tutschke 1971).

Bu diferensiyel denklem gﬁzﬁiﬁrse
v(x,y) = explp(x)+ g(y)l (3.1.4)

elde edilir.. Burada p,qué reel deerli fonksiyonlardir.
o]

v fonksiyonu analitik bir fonksiyonun sanal kismi oldugun-

dan

+ + p2 2 =0
ax POy Y PR 9 (3.1.5)

kosulu gergeklenmelidir. Eer (3.1.4), (3.1.2)'de yerine

b

yazilip sistem ¢Oziillirse qe]R'olmak lizere
h(x,y) = c exp[p(x) - q(y)] (3.1.6)
bulunur. BSylece asadidaki teoremi elde etmis olduk :

TEOREM 3.1.1. (3.1.3) baaintisi gergeklenirse
(3.1.6) yardimiyla tanimlanan h fonksiyonu (3.1.2) reel
sisteminin bir ¢oziimidir.
mwm<.kiem,i= lﬂ,L4;(x+lﬁ)> o,
(y + k3) > O olmak lizere p ve g fonksiyonlarina
p(x) =log(x+k )+ ky, q(x) = log(y + k3) + k;
(3.1.7)
‘olarak segelim. Bu takdirde p ve g fonksiyonlari (3.1.5)
bagintisini gergekler. Buradan v ve h reel degerli fonksi-
yonlara

h{x,¥)= [ (x+k ) /{y +k4)1, v(x,¥) =c; (x+ k) (y+ k;)
(3.1.8)
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olarak bulunur. Burada c, = exp(kzhku), csa exp(ké%¥ kq),
v = Imf > 0 dir. v fonksiyonu belli oldudundan f analitik

fonksiyonu

f(x,y)==c3{%(x2*y2)-+k1x - ky+ ks+ i(x + ky)(y + k3)]
olur. Burada kg herhangi bir reel sabittir. Bu takdirde
p,q,h,v,f fonksiyonlari (3.1.1), (3.1.2),(3.1.3),(3.1.4),

(3.1.5) bagintilarini gergeklerler.

3.2. PD(Fn,an), PD(Fn,iFn) Uzaylari

f, Imf > O olacak sekilde analitik bir fonksiyon

olmak {lizere Ff =(F,fF) €E dogurucu ¢iftini gdzdniine ala-

D
o}

lim. DO b8lgesinde F # 0 ve H8lder-siirekli oldudundan

¥ne 7z igin F de D,'da HSlder-stireklidir. O halde

Fi: = (Fn,an)EEEDO'dlr. f = i segersek Fi:==(Fn,iFn)€EED
olacadi agiktar. FE,F% dogurucu ¢iftlerine karsi gelen °
karakteristik katsayilari hesaplarsak
ae?, ) = (p, £r) ¢ P (F0, £7")= O

nF_ ] 'Enfz (3.2.1)
St er™) 2 TF T fg Poter) T mEg

ve

3F?, i) = "(p,ip) PE?, i) = O AR, ir%) = MRr,im) .
elde edilir.
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SONU¢ 3.2.1. Fﬁ ve Fj‘l dogurucu ¢iftleri Bers

anlaminda eg etkili dodurucu ¢iftlerdir.

TEOREM 3.2.1. we PD(F,fF) ve D'de w # O olsun.

Bu takdirde ¥ne Z igin w' e P (F",fF")'dir.

Ispat. we PD(Ff) olsun.0 halde W W= tiirevleri

vardir ve w

Wz = ap eV (3.2.3)

diferensiyel denklemini sadlar. Buna gOre w''nin de z ve

z'ye gdre tiirevleri vardir ve HBlder-siireklidir. (3.2.3)'ilin

her iki yanini nw" 1 ile ¢arpip diizenlersek

(W)= = a,n (3.2.4)

n
(FRer)¥

bulunur. O halde wnEPD(Fn,an) tdir.

SONUC 3.2.2. WE PD(F,fF) ise ¥n€ Z igin

wnePD(Fn,iFn) dir ve asagidakiler gegerlidir:

. n _ _ n
1) g = agh i)V
—— d,n . nw d LW
., n, _ {(F ,iF) - n-1 “(F,iF)

ii) (w) = dz nw —az

3.3. (F7,fF")'nin Bir Izleyeni

WEPD(F,fF) ise c€]R+ olmak {lizere

d
o = AF,EF)¥

. -1
= € PD(hF,J.cb )

oldugu 2.b8liimde gbsterilmigtir. Burada h fonksiyonu

(3.1.1) denkleminin bir reel ¢Ozilimiidiir. Ayrica wE€E PD(F,fF)
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igin w" e P (F",£F") oldugu bir bnceki alt bdliimde ispat-

landx. - -

TEOREM 3.3.1. n€Z; c€R' ; h, (3.1.1) denklemi-
‘nin sifirdan farkli reel degerli, H8lder-siirekli bir ¢dzii-

mi ve WHEEPD(Fn,an) olsun. Bu takdirde

d,_n n,w

. _ _(F ,EfF7) n n ., .-l_n

W 37 PD(hF yich TF) (3.3.1)
dir.

Ispat. wnGEPD(Fn,an) oldugunu kabul edelim. O
zaman 7

d. n n,w

. _ (F ,fF ) ™ n . =

(iplg =1 daz 1z = 2@, erMYn T B, er™M)Vn

| (3.3.2)
oldugu bilinmektedir (Bers 1953). §imdi E_: = (hF™,ich 'FM)

fonksiyon ¢iftini tanimlayalim. ¥ne Z igin EnezED oldudu

o
kolayca gdriilebilir. Ap bE karakteristik katsayilarini
n n
hesaplarsak
Pz n
aEnE a(th,ich-an) =n -5 = (logPF )E =.a(Fn'an) (3.3.3)
Flh, Fof
b = b n . -1l n, = z = - 2z
E, (hF",ich F) 5, R (£-F)
FUf,
=-——— = =B, _n n (3.3.4)
T EE-0 (", £F")
bulunur. O halde wn fonksiyonu.
] — = _1 L2 . —1 --
(wn)z a(th,ich Fn)wn + b(th,lCh F)'n

diferensiyel denkleminin ¢dzilmiidiir. Yani wnEEPD(En)’dir.

SONUG 3.3.1. ¥n€gz igin E_ = (aF",ica 'F"),

Fi = (Fn,an)'nln bir izleyenidir.
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3.4. -PD(Fn,an) Uzayinin Elemanlari I¢in Benzerlik Pren-

sibi -

wne;PD(Fn,an) old&éuﬁﬁ kabul edelim. Bu takdirde

wa fonksiyonu benzerlik prensibine gdre her ne Z igin

w, o= ¢nexp(sn) (3.4.1)

gbsterilimine sahiptir. Burada ¢n€EPD(A), W # 0 ve

{ =& + in olmak lizere

Fg (¢ )/F(5)

«_ N -
sy (2)i= 2 =0 dt Adn

dir. Ote yaﬁdan wEEPD(F,fF) ise bu fonksiyon da

. Fx($)/F ()
s{z): = 7%‘ff £

[J =g deadn

olmak lizere w(z) = ¢ (z)expls(z)] gdsterilimine sahiptir.
Burada yine ¢65PD(A) dir. Eger (3.4.1)'deki ¢n'analitik
fonksiyonlari D'de sifirdan farkliysa weﬁPD(F,fF) igin
n n : n n * n n

w = ¢ exp(ns) = ¢ exp(sn) = ¢ wn/¢n= ¢nwneaPD(F , £F)
yvazilabilir. Burada ¢; = (¢n/¢n)e;PD(A)'d1r. BOylece su

sonucu elde ettik:

SONU¢ 3.4.1. PD(F,fF) uzayinin elemanlarainin
n. kuvveti, PD(Fn,an)‘nin‘elemanlarlnln bir analtik fonk-

siyonla garplml sekliﬁde yazilabilir.
. A gop” 0 o . R
wnezPD(h «ich "F) oldudundan W fonksiyonu

n . .-1_n
hF (¢n)§ + ich 'F (¢n)§ = 0 (3.4.2)

kosulu altinda
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% = hF'p_ + ich F¥ (3.4.3)

7 n

- e @

formunda yazilabilir. Burada ¥n€ Z ig¢in (wn)EEQD'dir. Ay-
n

rica benzerlik prensibinden ¢;*€EPD(A) olmak {lizere wn

w_o= ¢** * 3.4.4
wn. n exp(sn) (3.4.4)
formunda da yazilabilir. Burada ¢{ = § + in olmak {lizere

| he () B @ )e, )" @) ()]
§;(z):='§n(z)— =ff § ' n n d¢ Adn

"D a)ak)e () ich €)Y, ()] €-2)

di?.ih fonksiyonu reel sabitse s; = 85, dir ve PD(Fn,iFn)
ile PD(th,ich_an) uzaylarinin denk olacaklari agiktair.

(Fn,an) ve (Fn,iFn) doJurucu c¢iftleri Bers an-
laminda eg etkili olduklarindan Fn, iFnezPD(Fn,an)'dir.
Daha Once PD(F,fF) uzayinin £ cismi {izerinde bir vektdr
uzayil yapisina sahip oldudgunu gdrmiistiik. BOylece PD(Fn,an)
uzayi da T Uzerinde bir vektdr uzaydir. Simdi asagidaki
teorimi'verebi;iriz:

é ve Im(éf) >0 ol-

o
sun. Herhangi bir PD(E) = PD(F,G) stzde-analitik fonksiyon

TEOREM 3.4.1. ‘f,gEEPD(A) n H

uzayindaj; T lizerinde vekt8r uzay olusturan en genis alt

sinif PD(gF,fF) formundadir.

Ispat. P (E;) = PD(Fl,Gi), P (gF,fF)'den bagka
PD(E) uzayinda PD(gF,fF)c<:PD(F1,G1) kogulunu sadlayan
ve T ilizerinde vektdr uzay olusturan bir altuzay olsun. O
zaman wji QPD(gF,fF) fakat wlePD(El) olacak sekilde en az

bir w; elemani vardir. wlesPéiEl) ise w; fonksiyonu

(wily = ag, W1 + by Wy (3.4.5)
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diferensiyel denkleminin bir ¢dzimidiir. y€C ve Imr # O
olmak {izere W: = vw; fonksiyonunu, tanimlayalim ve

WE PD(EU oldugunu kabul edelim. Bu takdirde

W- = (7W1)§ a 1(7w1) + bEl(vﬁl) + bE1(7w1) - bE1(7w1)

E

_ 7—a 1(7W1) + b

E 1(7w1)+ bE1(7w1- TW1)

E
yazilabileceginden bE1 = 0 olmak zorundadir. Cilinkl

ywi— YW, #0 dir. Bu durumda E; dodurucu g¢ifti

Ey: = (g9,F,f;F,) formunda yazilabilir. Efer F, = F,

9, = 9, £, = £ alinirsa w; € P_(gF,fF) olur. Halbuki bu
wl’iPD(gF,fF) varsayimina aykiridir. Bu ise teoremi ispat-

lar- 3

SONUC 3.4.1. 1. tlirden E-s8zde—analitik fonksi-
yonlar uzayi PD(E) 'nin T lizerinde bir vektdr uzay olustur-

masli igin gerek ve yeterli kosul bE = 0 olmasidir.

SONUC 3.4.2. £ fonksiyonu, Imf > 0 ve fGHé ola-
o

cak ‘$eki1de D'de analitik bir fonksiyonsa Yn€Z ig¢in
PD(Fn,an), T lizerinde bir vektdr uzayi olugturur.

SONUC 3.4.3. (F,fF7) ve (gF",fF") dogurucu c¢ift-

leri ¥ne Z ig¢in eg etkilidir.

' m
TEOREM 3.4.2. Vke Z, m€EW ve X »n =1 olmak {izere
v v k=1
W, GIJ'D(Fk , EF k’) oldugunu kabul edelim. Bu takdirde
K ,
) - m
w. e = 1l w seklinde tanimlanan w_ .fonksiyonu
n =1 % n

~(W,n)'z' = a(}_,,n,an)wn (3.4.6)

diferensiyel denkleminin g¢6ziimiidiir.
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Ispat. Varsayim dolayisiyla LA fonksiyonunun ta-
nimindaki w, k=1,2,...,m fonksiyonlarai

k
- v, . 12
(w, )z—-a(Fk ,ka ) (3.4.7)
k ~ k
diferensiyel denkleminin ¢8zlimleridir. Dider taraftan
m m v
w)-= 2z Hw(w )= ’
2 o1 k=1 "1 Z
k#1i
m v v m
= X a,,1 i, Iw
i=1 (F£F 70
3 i
= v, a W
=1 & (F EF) 'y
m.
na I w
(FofF) oy 9
= aE eptyWy

vazilabildiginden W fonksiyonu (3.4.6) diferensiyel denk-

leminin bir ¢oziimlidir.

n V., v,
SONUC 3.4.3. Z w.=m ve w €P_(FJ, fFJ) ol-
AR v, D
Jaal J
mak lizere
n v, 14
©: X P (F5 £F %) —= p_(F,ir™
k=1 D D
6 _ n
(WVI’...'WV)—H (Wyly.-.,wv) ‘_‘"I—-[ Wv'
n n. j=1 j

seklinde tanimlanan bir © doniigiimii vardir.

SONUG 3.4.4. W¥k€Z igin P (F',£F) C B (F",iF")

dir.
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3.5. Pﬁ(ﬂF,icﬁ_lF) Uzayi

g, ﬁzg =0, 8 EHll) » 8 # O kogullarini sadlayan
reel dederli bir fonksiyonove cEHﬁ-olsun. aGPD(A) olmak
izere f'nin B = ¢ +& formunda oldudu agiktir. DiJer taraf-
tan bu kogullar altinda {(8F, icB—IF)EEED oldugunu gdste-
rebiliriz. Burada F, (3.2.3) diferensiyelodenkleminin bir

Szel ¢ozimidir. we PD(BF,icﬁ'lF) oldujunu kabul edelim.

Bu takdirde w
WE = (FE/F)W + (FBE/Fﬁ)W (3.5.1)
diferensiyel denklemini gercgekler.

Simdi (3.5.1) diferensiyel denklemine w = WF do-
niislimiinli uygulayalim. Dodrudan E'ye gbre tiiretmeyle elde
edilen

ws = W.F + WF- = (Fo/F)w + (FB_/Ff) w
esitliginden

W- = (B-/B)W (3.5.2)
"diferensiyel denklemi bulunabilir. (3.5.2)'nin her iki ya-

ninin z'ye g8re tiiretilip diizenlenmesiyle ortaya ¢ikan

W,o + (B, /8)W; - (ﬂzﬁg/ﬁz)w =0 (3.5.3)

diferensiyel denkleminin g¢8ziimlerine "Potansiyel fonksiyon"
veya "Kompleks potansiyel" denir (Vekua 1963). (3.5.3) di-
ferensiyel denkleminin ¢dzilimleri yine Vekua tarafindan

"Verallgemeinerte analytische Funktionen" adli kitabinin

140. sayfasinda
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W) W = g (W 4 g W)

1
Wy = E(W -
Z

ﬁ“b»

olmak {izere W = W; + iW, gbsterilimi ile verilmisgtir.

TEOREM 3.5.1. WEEPD(E) olsun. W fonksiyonunun
(3.5.2) denkleminin ¢Bzilimi olmasi igin gerek ve yeter ko-

sul E dofurucu ¢iftinin E: = (5}icﬁ—1) formunda olmasidir.

Ispat. WEEPD(E) leun. O zaman W fonksiyonu
(1.2.6) denklemini saglar. W ayni zamanda (3.5.2)'nin bir
¢cOzlimliyse ap = O olmak zorundadir. Buradangf'G2 - FEE =0
veya G2 = (F§/§)§ bulunur. G fonksiyonunun (3.5.2)'nin
bir 6zel ¢dzlmi olmasi gerektidinden (E;/f) = (ﬁ;/ﬁ) =(BE/§)

olur. Bu ise F'nin de D'de reel deerli bir fonksiyon ol-

masi gerektigi sonucunu verir.

Simdi G fonksiyonunun G = an formunda oldudunu

diistinelim. Burada @EECI(DO) ve n€ % dir. G'nin bu deferi

FG= - F-G = O
VA VA

1

+ . "
ifadesinde yerine yazilip F'" *ve F''nin kuvvetlerine gbre

diizenlenirse Dg'da F2 # 0 olmak izere

1) ¢—- =0
z (3.5.4)

_ 2) ne =@
bulunur. (3.5.4)'deki ilk denklem wezPD(A) verir. Ikinci

denklemden. n(¢ - ¢)--= ) vazilabilecedinden n = -1 elde

edilir. Bu halde Rey = O dir. Buna gdre i, D  bdlgesinde

reel dederli bir fonksiyon olmak ilizere ¢y fonksiyonu ¢ = i¢

formundadir. ¢, D'de analitik ve ¢; reel dederli fonksiyon-
. .=l
lar olduklarindan ¢; = c€R bulunur. O halde E:= (8,icB )

dir. Ayraica (BriCB—l)EEED oldugundan c€ﬂR+ olmak zorundadir.
o

LY
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Rarsit olarak E doJurucu ¢iftinin E = (5,ic671)

formunda oldufunu kabul edelim.

1, = 0, bE'sb

g = A8 ,ic8 ") @ ,ics” 1)

oldugundan W fonksiyonu (3.5.2) diferensiyel denklemini
saglar.
TEOREM 3.5.2. WeP (f,icf ') ise Wi = AW olacak

sekilde WlezPD(ﬁz,ic) vardir ve asagidaki Ozellikler sag—

lanirs:

1) (Wy); = B(W + W)

dg,ic8” HW
dz

_9p2,i0)™

2) Wy dz

= §

Ispat. W€ PD(B,icﬁ-l) ise (:Z) € Qp ve

. =1 =
Boo + icg "d5 = O olmak lizere W = fv + ich 'y dir. Buradan

BW = 629 + icy yazilabilir. (,ic6 ') €E. oldugundan

D
(o}
ayrica (§2,ic) €Ej 'dir. Ej: = (f,ich Y ve Ey: = (82,ic)
- .
oclmak {lizere asafidaki egitliklerin dogdru oldudunu basit

bir hesapla gbrebiliriz.

It
1

0, BEl = {SZ /B

iR ] = 0, bEl ‘62/5 ' AEJ_

(85 /8)

i

V)]
1l

bEz' AEZ = (§Z /B) = BEZ.

Dier taraftan D bdlgesinde W; = B2¢ + icy igin

2 . o . -1 _ -

g8 & +1cq!:i —ﬁ{ﬁao-z- + ich ahz-] =8.0=0
yazilabildiginden W,, E,-Tiirevine .sahiptir. O halde

Wi € PD (E,) dir. Ayrica
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ey

(W) = =gz~ = (W), - Ag Wy~ B
- 8
- 2 - 2 (TG
=ﬁzw+6wz B(ﬁw) B(W)
- BW, -8 W
Z
_ dElw
= #Lw, - By W= o |

(Wl)-zr = ﬁEW + 5W—Z-

R
Z
- 8-

1}
NT
>
=
.I.-
=

elde edilir. Bu ise teoremi ispatlar.

SONU¢ 3.5.1. E; ve E, benzer dodurucu giftler-

dir.

SONUC 3.5.2. (3.5.1) denkleminin biitlin ¢bziimleri,
- (3.5.2) denkleminin biitliin ¢bziimlerinin F fonksiyonuyla g¢ar-

pimina egittir.

3.6. Bir Dourucu Dizi

Bauer ve Ruscheweyh {1973),

* -
We = C W
z

diferensiyel denklemini incelerken

UE, /G, g= () @ + )7, i(ie) @+ @)™}, o, (3.6.1)

seklinde dogurucu dizi elde ettiler. Burada
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. me-_
C s =, aEPD(A), mGSN,

o+
dir. aEEPD(A) kogulu altinda (3.6.1) dizisinin biitliin ele-

manlari igin a elde edilir.

(E, /G,) =
Simdi Do btlgesinde

{Eu }v c gt

= . v . s v, -1

={1(i8,)"8F, ic(i8 )8 F13, o, (3.6.2)
dogurucu g¢iftlerin bir dizisini tanimlayalim. Burada

B, ﬁﬁz=#0, ﬁzE = 0 kosullarini saflayan reel deferli D,

da holder-siirekli bir fonksiyondur.

TEOREM 3.6.1. f# fonksiyonu yukarda agiklanan 6zel-

liklerine sahip olsun. Bu takdirde

a) (3.6.2), Bers anlaminda bir dodurucu dizidir.

by ¥k€Z igin @ r,d€ER, r >0 ve z = x+ iy €D

X!
igin

g{x,y) =4 + r(XCOSek— ysin%{) (3.6.3)
ise (3.6.2) dogurucu dizisinin g > O periyoduna sahip ol-
masi ic¢in gerek ve yeter kosgul vya

Oy =‘]2'<‘7)%' k=0, #l,..., 4 ; ¢ =2, AEN

veya

= L kn _ - - _ L
b =TTy T merr K= 0 Tl F2,...,F 2021

g = 2A-1, X EN

olmasidir.

Ispat. a) W €Z igin a b, karakteristik kat-

Ev' EV
sayilarini hesaplarsak
v
F- (i8_ ) Fp-
ap = ms by = =T (3.6.4)

v v (18, ) F8
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‘q . . , v . v, =1
elde edilir. Simdi F,: = (1ﬁZ)BF, Gv:==1c(1ﬁz) g F

fonksiyonlarini tanimlayalim.

. v
(F,)z = [(i8,)"8FI
N p
= (152) (ﬂEF + BFE
= aE FV + bE FV
14 14
ve
(6 )z = [ic(if ) 8 'F
v'Z IC(le ]E

= ic(16) (=62 /8")F + 87

=aEGV+bEGV
v 14

vazilabildiginden bu fonksiyonlar

diferensiyel denkleminin iki ©zel ¢Ozimiidiir. Dider taraf-

tan f,FeHl ; 6. # O, ceR' olduklarindan W € % icin

D Z
o
E €eE_. 'dir. a , B karakteristik katsayilarini he-
v D E E
c v—=1 v—-1
saplarsak
Fs (i6.) Fb
aE = fbr,z- ' BE = - "-“'-'E'—;_-_'—'z—— (3.6.5)
v-1 v—1 (iﬁz) FB

bulunur. (3.6.4) ile (3.6.5)'i kargilastirirsak (3.6.2)
dizisi igin

a = a ;s b, = - B (3.6.6)

bagintilari elde edilir. Dolayasiyla (3.6.6)'ya gdre

¥ez igin E Ev_l'in izleyenidir. O halde(3.6.2), bir

dogurucu dizidir.



37

b) #E€EW igin a ap ,'bE = 'bE egitlikleri

Ev+u v v +u v
gergeklenirse (3.6.2) dizisi u >0 periyoduna sahip olacak-

tir. ¥v €Z igin a_, karakteristik katsayilarar »'den badim-

El)

51z olduéundén periyodiklik ig¢in yalnizca bE = bE
v+u v

esitligini ele almak yeterlidir. (3.6.4)'deki ikinci egit-

1i§i kullanirsak b, = b_ kosulundan
E E
v +u v
(16,)"™Fe.  (1m7FE, .
o = = (3.6.7)
| (16)"™Fe (18 F6 )
yazilabilir. (3.6.7)'den
(18,)"
== = 1 (3.6.8)
(i8)
z i6
elde edilir.f = 5 e © olduju igin (3.6.8)'den

bulunur. Simdi # = 2A, X €N oldudunu kabul edelim. O za-

man cos(4xek)‘ + isin(4\6,) = 1 olmaladir. Bu ise k = 0,

- km
k ~ 2\
der taraftan g = 2A -1 1ise AEN igin

¥1l,..., ¥4\ olmak lzere 0 olmasini gerektirir. Di-

eZua.Gk = =1

olmalidir. Buradan ise k = 0, %1,..., F2(2X-1) olmak lzere

_ _km L ‘q s
%{ = S3C1 + 2 (2h=1) elde edilir.

Karsit olarak Bk' larin teoremde verildidi sekilde
ve B 'nin da (3.6.3) formunda segilmesi halinde (3.6.2) dogu-
rucu dizisinin ¢ > O, ¥ €N periyoduna sahip olacadi ag¢ik-

tir.



4. TLOGARITMIK SUZDE-ANALITIK FONKSIYONLAR

Bu bdliimde, dofurucu ¢ift kullanmadan klasik fonk-
siyonlar teorisindeki bir logaritmik fonksiyonun sadladigi
denklem sisteminden daha genel bir kompleks denklem siste-

mini inceleyecediz ve bu sistemin ¢8ziimlerine de "Logarit-

mik s8zde-analitik fonksiyonlar" diyecegiz.

4.1. Bir Kompleks Denklem Sisteminin Bir GOsterilimi ve

I1gili Sonuglar

D, .T kompleks diizlemde sifir noktasini kapsamayan
basit balantili bir b8lge olsun. -7 < argz < 7 olmak lze-

" re D'de tanimlanan w = Logz = loglzl + iargz fonksiyonu-

nun
%ﬂ = l.e—W
4
(4.1.1)
W _
9z

denklem sistemini gergeklediéi bilinmektedir. Burada
z2 = X + iy, Z = x-iy'dir.
Simdi A ve B, D blgesinde slirekli diferensiyelle-
nebilir fonksiyonlar olmak lizere
-w

= Ae
(4.1.2)

l& Sl

“w

@
N
Il
jus
(0]
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seklindeki kompleks denklem sistemini g¥z®bnline alalim. On-

ce hangi kosullar altinda {4.1.2) sisteminin ¥z;,2, €D ig¢in

w(zy125) = w(zlj + w(zy) (4.1.3)
fonksiyonel denklemini ve w{l) = 0 6zellidini sadlayan
bir ¢Oziimlinlin bulundufunu aragstiracadiz ve bir ¢bzilim gdste-

rilimi elde edecediz.

(4.1:2) formundaki bir kompleks denklem sistemi-
nin ¢dziilebilir olmasi ig¢in gerek ve yeter kdsulun A, = Bg
esitliginin gercgeklenmesi oldugu bilinmektedir (Tutschke

1971).

D(w) ile w fonksiyonunun tanim bdlgesini gdste-—
relim ve D'de asagidaki kosgullari saglayan bir T fonksi-

yonu gdzdnline alalim :

1) T(z;z,) = T(z;)T(z,)
2) T(l) = 1, 1€ D{w), D'de T + O
3) =7 < arg(T(z)) <= (4.1.4)

1
4) TEHD.
O

Bu kosullardan 3)‘'ilin gerceklenmesi, Log(T(z)) = :w(z) sek~
linde tanimlanan bir fonksiyonun tek deferli olmasini ga-

ranti eder. .

(4.1.4) kogullarini gergekleyen bir kag¢ fonksi-
yon drnedini -7 < argz < kogulu altinda T(z) =z, T(z)=1,
T(z) = 2zZ, T(z) = explg(logz)] olarak secgcebiliriz. Son Or—
nekte g, D'de tanlmlanmls.ve g{zi1+ z5) = g(z1) + gl(zy)

fonksiyonel denklemini gergekleyen bir fonksiyondur.
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$imdi w(z) = Log(T(z) fonksiyonunu g8zdniine ala-
lim. Burada T (4.1.4), kogullarini gergekleyen bir fonksi~-
yondur. Bu takdirde w fonksiyonu, T, = A, T, = B olmak
lizere ¥zy,22 €D igin w(z123) = w(zy) + w(z,) ve w(l) =-0
kosullarini saglayan (4.1.2) sisteminin bir ¢dziimiidiir.

z , D bblgesinde sabit bir nokta olmak lizere —

h{z) = w(zoz) - w(z) (4.1.5)

fonksiyonunu tanimlayalim. Bunun yaninda

A{z) = z_A(z z)exp(-h(z))
e (4.1.6)

B(z) = ZOB(zoz)exp(—h(z))

bagintilarinin gergeklendigini varsayalim. Jte yandan

g%-, j% kompleks operatdrleri ig¢in zincir kuralindan
D _ 3% o L 2f 0
84z -~ 0z 0¢ 9z 0%
_ (4.1.7)
J % o 3 3
3% ~ 03Z 9¢ 0z of
bagintilarini yvazabiliriz. § = Z,Z T = %OE ddnliglimi ig¢in
IR | SRR T S |
5z =~ Zo’ 3% - O, 5, = Oy 35 = 2o (4.1.8)

bulunur. {4.1.7) ile tanimlanan g%, é% operatdrleri,
(4.1.8)'in de g6z&niline alinmasiyla (4.1.5)'de tanimlanan

h . fonksiyonuna uygulanirsa (4.1.6) kosullari altinda

hZ = O, hE = O bulunur. Bu ise h fonksiyonunun D b8lgesin-

de sabit oldufunu gdsterir. O halde

hiz) = w(zoz)— w(z) = ce dir.

SONUC 4.1.1. 1€D olsun. Bu takdirde w(zo)=c=h(z)

olmasi igin gerek ve yeter kogul w{l) =0 olmasidir.
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SONUC 4.1.2. w fonksiyonu, {4.1.2) sisteminin
w{l) = O kogulunu sadlayan bir ¢bzimi ise Vz;,z,€D igin

{(4.1.3) fonksiyonel denklemi gergeklenir.

w fonksiyonunun (4.1.2) sisteminin bir ¢Ozimil
oldugunu kabul edelim. O zaman w'nin kompleks diferensi-

yeli

dw

wzdz + WE dz (4.1.9)

—$eklindedir. Yy = vy iley = v,,D bOlgesine teget iki dog-
ru ve y; < v € Yo olmak lizere x = tcosy, y = tsiny; t,yeR
ile verilen kutupsal koordinatlari kullanirsak (4.1.2)
sistemini saglayan w fonksiyonu ig¢in yazilan (4.1.9) dife-

rensiyeli

aw = [(BelY + ae " yat + it(BelY- ae ™ Myayle™  (4.1.10)
seklini alir. Diger taraftan w fonksiyonunun w(z}=Logix (z)]
va da kutupsal koordinatlarda w({t,y) = Log{x (t,y)] formun-
da oldudunu kabul edelim. Bufada x fonksiyonu D bOlgesin-
de sifirdan farkli degerler alan ve daha ileride {izerine
bazi kogsullar koyacagimiz siirekli,tliretilebilir bir fonk-
siyondur. BOylece

-l

x (t,y) dx (try)

aW(trY) =

dx (t,v)exp{-Log[x {t,y)]} (4.1.11)
~w(t,y)

dx (t,yle .
esitligi yazilabilir. (4.1.10) ile (4.1.11)'i karsalagta-
rirsak x'nin tam diferensiyeli olan

ax (€,v) =(Be Y +ae"tY)at + it (e~ ae 1V)dy (4.1.12)

bagintisi elde edilir.
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(4.1.12) tam diferensiyel oldugundan x (t,y) fonk-
siyonu
x = § (@elY +aeT Mat + it(BeV-ae M)y (4.1.13)
r

eQrisel integrali yardimiyla hesaplanabilir. Burada
r = F(zo,z) C D, baslangig¢ noktasi zO(Sabit), bitim nokta-~

s1 z olan basit, diizgilin bir edri ve z # 2 oldugu varsa-

o)

yilmaktadar.

w(z) = Log{f (BelY +ae” 1) at + it (et Y-ne 1V)ay} (4.1.14)
r

olarak bulunur. -7 < argx (z) < = olarak segilirse (4.1.14),

(4.1.2) sisteminin tek dederli ¢dzimi olur.

SONUC 4.1.3. (4.1.13) ile belirlenen x yardimci
fonksiyonu,T igin verilen (4.1.4) kogullarini saglarsa

(4.1.14), (4.1.2) sisteminin ¥z,,z, €D, 1€D igin

w(z1zo) = w(zy) + w(zp), w(l) = 0O

kosuluna uyan bir c¢ozilimlidir.

SONUC 4.1.4. (4.1.5) ile tanimlanan h fonksiyonu-
nun sabit oldufunu kabul edelim. Bu takdirde {4.1.2) sis-

teminin katsayilari arasinda
B(z)z0 A(zoz) = zOA(z)B(zOz) (4.1.15)

seklinde bir baginti vardir. Kargit olarak (4.1.15)'in ya-

ninda A(z) = z

laraindan biri gegeriiyse (4.1.2) sisteminin her w ¢bzlmi,

-h _ -h . _
A(zoz)e Aveya B(z) = ZOB(zoz)e baginti

w(l) = O kosulu altinda ¥z,, z, €D igin (4.1.3) fonksiyo-

nel denklemini sadlar.
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