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R bir acgik Riemann ylizeyi ve H{(R), R lizerindeki tilim
holomorfik fonksiyonlar cilimlesi olsun. Bu durumda H(R) nokta-
sal toplama ve carpma islemleri altinda bir halkadir. X, R
nin bos olmayan bir altclimlesi olmak lizere, H(X) in hem €
kompleks sayilar hem deIR reel sayilar cismi lizerinde bir ce-
bir oldudu bilinmektedir. Bu tezde esas olarak S ag¢ik Riemann
ylizeyinin bos olmayan ¥ altclimlesi iizerinde holomorfik fonksi-
yonlarin cebiri H(Y) olmak {izere, H(Y) nin izomorf gdruntiile-
ri olan H(X) in R, 6z althalkalari incelenmistir. Burada s6z
konusu izomorfizm¢c— izomorfizmi olup, H(X) in R, 6z althal--
kas1i igin R, nin spektrumunun. Gelfand topolojisi¢ile birlikte
Y ye hOmeomgrf bir Riemann ylizeyi oldugu gosterilmistir.

Bu tezde ayni zamanda c¢esitli tipten ¢:H(Y) > H(X)
homomorfizmleri incelenmistir. Ornedin, ¢ bir cebir izomor-
fizmi ise, bu durumda ¢ € A(X,Y) icin o¢(f) = fo¢ ve her
C-konjlige homomorfizminin £+~ f o ¢ bi¢iminde oldudu gdsteril-
mistir.

ANAHTAR KELIMELER : Holomorfik ve meromorfik fonksiyonlarain
halkalari, C-izomorfizmi, konform esde-
gerlik, bir 6z althalkanin spektrumu,
bir a¢ik Riemann ylizeyin bos olmayan alt-
climlesi, bir acik Riemann ylizeyinin bir
altclimlesi lizerinde tanimli analitik fonk-
siyonlar.



ii
ABSTRACT
Ph.D. Thesis

RINGS OF HOLOMORPHIC AND MEROMORPHIC FUNCTIONS
ON RIEMANN SURFACES

Nurhayat ISPiIR

Ankara University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

Supervisor : Assoc.Prof.Dr. I.Kaya OZKIN
1989, Page : 50

Jury : Prof. Dr. Tiirkdn BASGOZE
Assoc. Prof. Dr. Mustafa BAYRAKTAR
Assoc. Prof. Dr. I. Kaya OZKIN

If R is an open Riemann surface - and H(R) is the
set of all holomorphic functions on R, then H(R) is a ring
under pointwise addition and multiplication. Let X be a non-
empty subset of R. It is well known that H(X) is an algebra
over both the complex numbers € and the real numbers R. This
thesis is mainly concerned with the proper subrings Ry of
H(X) which are isomorphic images of H(Y), the algebra of all
holomorphic functions on a non-empty subset Y of the open
Riemann surface S, under a C-isomorphism. For Ry a proper
subring of H(X), it has been shown that the spectrum of Ry
with the Gelfand topology is homeomorphic to Y.

Also various kinds of ring homomorphisms ¢:H(X)-H(Y)
has been investigated in the thesis. For example it has
been shown that if ¢ is a C-isomorphism, then ®(f) = fo ¢;
every C-conjugate homomorphism is of the from £~ fo ¢, etc.

KEY WORDS : Rings of holomorphic and meromorphic functions,
C-Isomorphism, conformal equivalence, spectrum
of a proper subring, non-empty subset of an
open Riemann surface, analytic functions defined
on a subset of an open Riemann surface.



H(X)

£|A
A(X,Y)
A% (x,Y)

a3 M o oa o
¥ o

c

m,e,K

=

g

s (E(ny))

.

iii

SIMGELER

Kompleks savilar cismi seeeeerecscacces

X lizerinde holomorfik fonksiyonlar
halkasl ® 9 & 6 & 5 8 & 6 O 0 O O O 0SB 0SS HO e e O S C e B s

a sabit fonksSiyonu ...eeeececssocaascas
f fonksiyonunun A climlesine kisitlama-

Sl * s 0 0 0 000900 LR R I 2 K R B I B Y O I I I N Y B B I A B I

A(X,Y) = {¢|¢: X » S analitik, ¢(X) cY}

A¥(X,Y) = {¢|$:X~S) anti-analitik,
¢(X)CY} * 9 9 S & 5 0 6 O 5 B O * Pt O e

¢EA(X’Y) 00.".0.0...‘..‘..‘....’....
H(X) den H(Y) ye C-izomorfizmi ........
H(X) in 6z althalkaSl .sceeessscoenconse

A nin spektrumu ...cceceessensnscecsas . s

: Nokta-degerlendirme donlisiimi ....c00...

A {izerindeki kompleks dederli f fonk-
siyonlarinin cebiri ...iceeeccoceceeass

e yaricapli f(m,) merkezli daire ......
Gelfand topolojisinin a¢ik komguluklari

ER¢ den TH(Y) ye bir homeomorfizm .....

: Y den 2ZH(Y) ye bir homeomorfizm. .....

Sayfa
4

5

11

11
14
14
23

31
31
35
37
37
39
39



OZET ....

ABSTRACT

iv

1 CINDEKILER

..... ® & & 0 0 5 0 s s 0 00 0

@ ¢ ¢ 08 ¢ 0 00 a0 8 0 0o ¢ ¢ 0 0

® 5 6 0 0 s 005 8 0 08 e e e

SIMBELER. e i ittt et ieeeieeeeeneseneennaanns .

Giris ...

BOLUM I

1.1. Kompleks Diizlemin Herhangi Altciimleleri

® o 0 4 08 0 0 e ® o 0o e o o ¢ s 0 0 o

® 6 0 06 6 0 & 004 00460 0000 0

@ e o 0 4 & 0 0 o o

e o o 00 o o

{izerinde Analitik Fonksiyonlarin Halkalari.

1.2. Agik Riemann Yiizeylerinin Altciimleleri
izerinde Holomorfik ve Meromorfik Fonksi-
yonlarin Halkalara

BOLUM II
BOLUM III

KAYNAKLAR

oooooooooooooooooooooooo

® 0 0 0o 4 5 6 0 00 008 0 00 LT B A I A B A S B B I S R S AR B

ooooo ® ® @ ® 6 @ 4 6 0 8 3 G 2 0 O 0 O G G G S e s O P s e s 0 s

»

® % 06 6 6 4 3 8 0 00 & 8 5 0 5 5 00 6 B 0G0 s B S s b0t e s 00

Sayfa

ii

iii

23
31
49



GIRTIS

U¢ bdliimden olusan bu c¢alismada basllca i temel
problem {izerinde durulmus ve her bir problem ayri bdliimde

ele alinarak incelenmigtir.

I. BOlim, ayni zamanda didger iki bdliim ig¢in hazir-
11k anlaminda olup, burada konform esdederligin bir cebir-

sel karakterizasyonu verilmistir.

I. BSlimde esas amag; X ve ¥, sirasi ile, R ve S
agik Riemann viizeylerinin altclimleleri olmak lizere, X ve Y
izerindeki holomorfik fonksiyonlarin H(X) ve H(Y) halkalarai-
nin cebirsel yapisi ile X ve Y nin kqnform yvapisi arasindaki
bagintiyi kurmaktir. Benzer problem acik Riemann ylizeyleri
igin [19] Royden, diizlemsel bdlgeler igin [4] Bers, Riemann
kiiresinin maksimal sanirli bSlgeleri ig¢in [21] Rudin ve
kompleks diizlemin herhangi altclimleleri igin [24] Su tara-
findan ele alinmigtir. Burada yukarida s6zli edilen sonug-

larin bir genellegstirmesi yapilmigtir.

ITI. B6liim, H(Y) halkasinin izomorf goriintiileri olan
H(X) in & 6z althalkalarinin incelendigi boélimdiir. Burada sz
konusu izomorfizm sabitleri sabitlere déniistiiren bir izomor-

fizmdir.

Burada, ¢, H(Y) den H(X) ig¢ine sabitleri sabitlere
doéniligtiiren bir izomorfizm, ¢, X ten Y ye bir analitik dénii-

slim olmak lizere, H(X) in bir R, &z althalkasi ile ¢,¢ ara-

)
sindaki badintilar incelenerek, ilk defa [18] Royden'in be-



lirttigi (a),(B),(y) Ozelliklerine R¢ halkasinin hangi ko-
sullar altinda sahip oldugu arastirilarak big dizi sonuglar

elde edilmigtir.

III. Bdlimde amag¢; bir Y Riemann yilizeyinin varligi
igcin gerek ve yeter kosullari H(X) in R¢ 6z althalkasinin
H(Y) ye izomorf olmasi durumunda arastirmak ve R¢ spektru-

munun bir Riemann yilizeyi olarak Y ye homeomorf oldudgunu gds-

termektir. Bunun ig¢in R, nin spektrumundaki nokta-degerlen-

¢
dirme dénilisiimiiolan homeomorfizmlerin ¢(X)SY nin noktalari

ile bire-bir eslemede oldudu, nokta-dederlendirme ddniiglimi
olmayanlarinda Y - ¢(X) in noktalari ile bire-bir eglemede
oldugu gdsterildikten sonra, Gelfand topolojisi ile birlik-

te, R, nin spektrumunun bir Riemann yilizeyi olarak Y ye homeo-

¢
morf oldugu gésterilmistir.

Calismanin sonunda holomorfik ve meromorfik fonk-

siyvon halkalari ile ilgili agik problemler verilmistir.



BOLUM I

Iki kesimden 6lu$an bu b&limiin ilk kesiminde komp-
leks diizlemin herhangi‘bir altclimlesi lUzerinde tanimli tim
tek-deferli analitik fonksiyonlarin halkalari [24] su yakla-
sim1r ile g®z®niine alinarak konform esdederlidin bir cebir-

sel karakterizasyonu verilecektir.

fkinci kesimde ise, X ve Y nin, sirasi ile, R ve S
agik Riemann ylizeylerinin bos olmayan altclimleleri olmasi du-
rumunda, X ve Y lizerinde tek—deéerli* analitik fonksiyonla-
rin halkalarindan yararianllarak konform egdederligin bir
cebirsel karakterizasyonu verilecektir. Bu kesim, birinci ke~
simin Riemann ylizeylerine genigletilmesi probleminin ¢8zimi-

diir.

1.1. Kompleks Diizlemin Herhangi bir Altciimlesi Uzerinde

Analitik Fonksiyonlarin Halkalari

Bu kesimde, X daima € kompleks dlizleminin bos olma-
yan herhangi bir altciimlesini gdsterecektir. Once gerekli

tanimlari verelim.

Tamim 1. £, X lizerinde tanamli kompleks degerli
bir fonksiyon olsun. E§er £, X i kapsayan bir bdlgede (agik~

irtibatli climle) analatik ise, bu durumda f ye X de analitik-~

tir denir [1] Ahlfors.

* : Bundan béyle g&zdniine alinan tim fonksiyonlarin tek-degerli oldugu
diigiiniilecektir. Dolayisiyla bir fonksiyondan sdz edildigi zaman,

bunun bu anlamda bir fonksiyon oldudu kabul edilecektir.
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Bu tenima egdeder olaraﬁ sﬁ tanimi da verebiliriz:
X {lizerinde taniml:i bir f fonksiyonu ve bir p € X noktasi se-
celim. Eder D = {zeC€:]lz-p| < R, R > 0} de yakinsak kir
%oan(z—p)n kuvvet serisi varsa ve z€X N D icin f(z)=°§’an(z—9)n

oluyorsa bu durumda £, p €X noktasinda analitiktir denir. Bu-

rada n=90,1,... ig¢in an€5¢ dir.E§er f,X in her noktasinda ana-

litik ise,bu durumda f'ye X.lizerinde analitiktir denir [24] Su.

Tanim 2. X ve Y, € nin bog olmayan herhangi iki
altclimlesi ve ¢, X ten Y ye bir doniiglim olsun. Eder ¢, X

{izerinde analitik bir doniigliim ise, bu durumda ¢ ye X ten Y

ye bir analitik ddniislim adir verilir. X de ¢ analitik ve =

¢'# 0 ise ¢ ye X de konformdur denir. Efer X ten Y {lizerine

konform, bire-bir bir ¢ ddniisiimi varsa, bu durumda X ve Y

ye konform egdederdir denir.

Tanim 3. X, € nin bos oimayan bir altclimlesi ve
X lizerinde analitik tiim kompleks degerli fonksiyonlarin clim-
lesi H(X) olsun. H(X), X lizerinde tanimlanan noktasal topla-
ma ve ¢arpma ikili-islemlerine gSre bir tamlik bdlgesi (si-

fair éélensiz halka) hatta bir cebirdir. Yani; H(X)

i) Noktasal toplama ikili-islemine gdre bir
defismeli grup,

ii) Noktasal toplama ve garpma igslemlerine gdre bir
tamlik bblgesi,

iii)Her g€ € ve f€ H(X) icin of€ H(X)" olarak ta-
nimlanan skalerle g¢arpma iglemine gdre; o,8 €€, f,9€ H(X)

igin
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i

o(BE) (aB)E, oaf(f + g) = of + ag, (a + B)f = of + BE,

i

o (fg) (¢f)g = £(ag) ve 1f = f
Yzelliklerine sahiptir.

Bundan bdyle H(X) den analitik fonksiyonlar halkasi

~ veya analitik fonksiyonlar cebri diye sdz edilecektir.

O # £f€H(X) olsun. S(f) = {z€X : £(z) = 0} climle-

sine f nin sifir climlesi denir. Sifir clmlesinin bir cebir-

sel climle oldufu acgiktar.

Efer H(X) in bir I ideali igin ﬂIS(f) # ¢ ise,
f&

1 ye sabit ideal, aksi halde serbest ideal denir.

Eger f€H(X) ve X,YEX, x # ¥y i¢in £(x) # f£(y) ise

H(X), X in noktalaraini ayirir denir.

Agsagidaki sonug¢lardan metin ig¢inde sik, sik yarar-

lanilacaktar:

(A) Her peX igin Mp = {feH(X):f(p) = 0O} ciimle-
si H(X) in fo(z) = z-p fonksiyonu tarafindan liretilen bir

maksimal idealdir [ 4] Bers.

(B) EJer herhangi bir p € X noktasi igin s(£f) = {p}
olacak big¢imde bir fEEMp fonksiyonu varsa, bu durumda f,Mp

den bagka hi¢ bir maksimal ideale ait degildir [24] Su.

(C) X ve Y, € nin bos olmayan altciimleleri ve H(X)
H(Y), sirasi ile X,Y lizerinde analitik fonksiyonlarin halka-
lari olsun. Efer ¢: H(Y) »H(X) bir izomorfizm ise, bu du-

rumda @kmp) maksimal sabit idealdir [24] Su.

Burada ¢, her sabit fonksiyonu kendisine d&niistii-

ren H(Y) den H(X) e bir homomorfizm olarak gdzdniine alina-
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cak ve bu tip homomorfizmlere metin i¢inde C€-homomorfizmi

denilecektir.

Herhangi bir a sabit fonksiyonu a ile g&sterilecek-

tir.

Bundan bdyle X ve Y, € nin bog olmayan altclimlele-
ri olarak kabul edileceklerdir. H(X) ve H(Y), sirasi ile,
X ve Y lizerindeki analitik fonksiyonlarain halkalarini gds-

terecektir.

TEOREM 1. ¢, H(Y) den H(X) e bir €-izomorfizmi
olsun. Bu durumda ¢, ge H(Y) ig¢in ®(g) = g o ¢ ile tanim-
11 bir ¢:X > Y dbniistimli belirtir ve ¢, X ten Y ye bir kon-

form doniisiimdir.

| ISPAT . ¢:X - Y Abnliglimliini herhangi bir p€X i¢in
¢ (p) = ﬁS[¢_1(Mp)] olarak tanimlavalim. Hipotezden dolayi
¢_1, H(X) den H(Y) ye bir izomorfizm olup, (C) den dolaya
®—1(Mp), H(Y) de sabit maksimal idealdir. O halde ¢ tek-~de-
gerli bir dbniiglmdir ve agik olarak M, . = o1 (M) dir.

¢ nin bire-bir oldudunu gdsterelim. Bunun igin pl,pZEEX ve

¢ (p;) = ¢(p,) olsun. Bu durumda M¢(p1) = M¢(p2) dir. Bu-

&b = ¢ ARy = =
radan (M¢(Pl)) (M¢ 2)) olup, b&vlece Mp M ve pl P

(® S

bulunur. Dolayisiyla ¢ bire-~bir ddniligiimdir.

2

¢ nin tzerine oldudunu gdstermek igin ge ¥ alalim. Bu durum-
da Mq, H(Y) de bir maksimal idealdir. (C) den dolayi ¢(Mq),
H(X) de bir maksimal idealdir ve ¢(Mq) = Mp olacak bigimde
bir peX vardlf. O halde ¢ nin tanimaindan ¢ (p) = ¢ olur, do-

layisiyla ¢ Uzerinedir.



Simdi her bir ge H(Y) ve pe X ig¢in ®(g) (p) = a(ae €) olsun.
-1 -1 . v

O zaman ¢(g) geMp ve g-¢ (a) eM¢ (p) = ¢ (Mp) dir. Boyle

ce g(¢(p)) = ' (a) (4 (p)) = a = ®(g) (p) olup, ®(g) = g o ¢

bulunur.

Benzer sekilde ¢ 1Y » x,¢—1(q) = ﬂs{¢(Mq)] olmak {iizere

Q-I(f) = f o $-1 oldugu goriiliir.

Efer Y lizerinde g(w) = w ve X lizerinde f(z) = z segersek,
bu durumda ¢(p) =g o ¢ (p) ve ¢ ' (q) = £ o ¢ '(q) analitik-

dir. B8ylece ¢,X ten Y'ye bir konform doniigimdir.

Ayni sonug, X ve Y nin € nin irtibatsiz altclimlele-
ri olmasi durumunda da gegerlidir. Burada R-homomorfizmi,
® nin reel sabit fonksiyonlari yine kendilerine d6nligtiirme-

si anlaminda kullanilmistar.

TEOREM 2. ¢, H(Y) den H(X) lizerine bir R-homomor-
fizmi olsun. X1 ve XZ, X te agik ayrik, Y1 ve Y2 » Y de
agik ayrik olmak lizere {X,,X,}ve {Y,,Y5} nin sirasi ile, X
ve Y nin bir parcgalanigi bic¢iminde oldugunu varsayalim.
Bu durumda X,,Yl ile konform, XZ,Y2 ile indirekt konformdur.

Burada XI,XZ,YI,Y2 climlelerinden biri bog olabilir.

1SPAT. Teorem 1 de oldudu gibi ¢ (p) = nS[¢"1(Mp)]
olarak tanimlanan ¢ ddnilisiimii bire-bir ve ilizerindedir.
{¢(1)]2 = &(-1) = -#(1l) = - 1 oldufundan (i) = i, -i veya
X in hem agik hem kapali bir altcilimlesi {izerinde, &rnegin
X, lizerinde i ve X, = X-X, lzerinde -i dir. Dolayisiyla

herhangi bir a sabit fonksiyonu igin X, izerinde ¢ (&) = a

ve X, tizerinde ®(a) = é dir. Bdylece Teorem 1 den dolay:



her bir g€ H(Y) igin X, Uzerinde ®(g) = g o ¢, X, Uzerinde
®(g) = g © ¢ ve herbir fe H(X) igin, X, lUzerinde

-l - . -1 . =
" (£f) = f o ¢ 1,x2 izerinde ®  (f) = £ o ¢ ' oldugu gdrilir.

TEOREM 3. ¢ ,X ten Y ye bir konform dénligiim olsun.
Budurumda ¢, H(Y) den H(X) lizerine, her bir ge H(Y) ig¢in

$(g) = g o ¢ olarak tanimli, bir ¢, ¢—izomorfizmi belirtir.

IsPAT. Bir g& H(Y) igin g 0 ¢ nin X lizerinde ana-
litik oldugu bilinen bir gergektir. Yani g o ¢ e H(X) dir. O
halde ¢(g) = g 0 ¢ ile tanimli ¢ fonksiyonu H(Y) den H(X) e
bir homomorfizimdir. Ayrica ¢ nin tanimi geredi bire-bir ve
izerine oldudu ag¢ikca gdriillir. EJer a, Y iizerinde bir sabit
fonksiyon ise, ®(a) = a o ¢ = a oldufu igin @ sabitleri ko-

rur. O halde ¢ bir €-izomorfizmidir.

Sonug olarak, X ve Y nin € nin bos olmayan herhan-
gi altciimleleri olmasi durumunda, X ve Y nin konform egde-
Jer olmasi igin gerek ve yeter kogul, H(Y) ve H(X) analitik

fonksiyon halkalarinin izomorf olmasidir.

UYARI. Dikkat edecek olursak,® nin sabitleri ko-
ruma kogulu kaldirilamaz. Clinkli X = {p}, ¥ ={qg} alirsak,
bu durumda H(X) = € = H(Y) olup, € nin ¢ ﬁzérine Z w Z ve
z ¢ z den bagka izomorfizmlerde vardir. ®:H(Y) - HX),

z v z ve z » z den farkli olarak tanimlanirsa, bir ae H(Y)
igin #(a) # a ve a o ¢ (p) = a oldufundan ¢(a) # a o ¢ bu-

lunur.



1.2. Ag¢ik Riemann Yilizeylerinin Altclimleleri Uzerinde

Holomorfik wve Meromorfik Fonksiyonlarin Halkalarzi

Bu kesimde X ve Y, sirasi ile, R ve S agaik Riemann
ylizeylerinin bog olmayan altclimlelerini belirtecektir. Bu
kesimde amag; X ve Y lizerinde tanimli tilm kompleks degerli
analitik fonksiyonlarain H(X) wve HfY) halkalarinin (cebir-
lerinin) izomorf olmasi durumunda, X ve ¥ nin konform egde-
ger oldudunu ispat etmektir. Egdefer bir ifadeyle, H(X) ve
H(Y) nin cebirsel yapisi ile, X ve Y nin konform yapisi ara-
sinda bir baginti kurmaktir. Dolayisiyla bu kesim, birinci
kesimin, Riemann yiizeylerine genigletilmesi probleminin bir

¢Szlimlidir.

Tanim 4. Bir ¢: X - S fonksiyonunu g&z&niine ala-
lim. Eéer her p€X ig¢in p nin bir Up agik komgsulugu ve
Up N X lizerinde ¢ 1ile g¢akisik olan bir ¢p: Up - S analitik

fonksiyonu varsa, bu durumda ¢ fonksiyonuna analitiktir de~-

nir.

Bu tanim gu kabule esdederdir : Bir, birtek U O X
agik climlesi ve ¥|X=¢ olacak bigimde bir ¢¥:U - S analitik
fonksiyonu vardair [12] Minda; bu referansta R= § = (€
oldugu. kabul edilmekle beraber metot simdi ki duruma rahatlik-
la genigletilebilir. S6z konusu referansta verilen lokal ve
global analitik olma kavramlari ve bu iki kavramin birbirle-

rine egdeger oldugunu gbsteren bir lemma verelim.

Tanim 5. A, € nin herhangi bir altciimlesi ve

f:A - € fonksiyonu verilmis olsun. Bu durumda,
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(i) Eger bir U D A agik climlesi ve U izerinde ana-
litik olan bir F fonksiyonu varsa ve F|A = f

ise, bu durumda f'ye A lizerinde analitiktir

veya global analitiktir denir.

(ii) Eger her a€ A igin a'nin bir Na komgulugu ve
a da analitik bir Fa : Na -+ C fonksiyonﬁ var-
sa ve Na N A fizerinde Fa ve £ egit oluyorsa,

bu durumda f'yve A lizerinde lokal analitiktir

denir.

Eder £, A tizerinde global analitik ise, bu durum-
da ag¢ik olarak £, A lizerinde lokal analitiktir. Gergekten;
f nin A lizerinde global analitik oldudunu varsayalim. Bu
durumda bir U D A agik climlesi ve U da analitik olan byle
bir F fonksiyonu vardir ki, F|A = f dir. U agik oldudundan
her aeA igin V_ € U olacak bigimdé a'nin bir vy agik komgu-
lugu vardir. F, U lizerinde analitik oldugundan Vi dzerinde
de analitiktir. Yani, Va {izerinde bir Fa : V. » € analitik

a
fonksiyonu vardir ve F[Va = Fa dir. Buradan

Fl (v, N A) = Fa[(va na) = £| (v, N A)

dir. Bu ise f nin ac€ A da analitik oldudunu g&stermektedir.
A nin her noktasi ig¢in bu yazilabilecedinden f,A lizerinde

lokal analitiktir.

Bunun karsitainin da dodru oldugu asadida ki lemma

da verilmektedir.

ILEMMA 1. AcC € ve f:A > € olsun. Eger £, A lize-
rinde lokal analitik ise bu durumda £, A {izerinde global

analitiktir [12 ] Minda.
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Sonug¢ olarak; A € € ve £: A » € olmasi durumunda
f'nin A lizerinde lokal analitik olmasi igin gerek ve yeter

kogul, f£'nin A {izerinde global analitik olmasidair.

‘Burada, efer S agik Riemann ylizeyi lizerindeki her-
hangi bir wi lokal koordinati ig¢in wi o ¢ :X - € analitik

ise bu durumda ¢:X - S fonksiyonuna anti-analitik denilecek

ve dolayisiyla ¢ (X) C Y olmak lizere ¢:X - S analitik fonk-
siyonlarinin climlesi A(X,Y) ile gbsterilecektir. Yani
A(X,Y) = {¢l¢:X » S analitik ve ¢ (X) C Y}

dir. ¢ (X) € Y olmak lizere ¢:X - S anti-analitik fonksiyon-

*
‘larainin climlesi ise A (X,Y)ile g&sterilecektir. Yani,
A" (X,Y) = {¢!¢:X > S antianalitik ve ¢ (X) C ¥}
dir.

Y= S = C olmasi durumunda A(X,C) ye ait bir fonk~-

siyona holomorfik fonksiyon denilecek ve A(X,C) = H(X) ola-

rak yazilacaktir.

Bundan béyle A(X,Y)'vye ait bir fonksiyona analitik fonksi-.
yon, A(X,C) = H(X)'e ait bir fonksiyona holomorfik fonksiyon

denilecektir.

Eer P genigletilmig kompleks diizlem veya Riemann
kiiresi ise, Y = S = PP olmasi durumunda A(X,P) ye ait her 1

fonksiyona meromorfik fonksiyon denilecek ve M(X) = A(X,P)

olarak yazilacaktir.

Bu kesimde, gegitli tipten ¢:H(X) - H(Y) halka ho=-
momorfizmlerini inceleyecediz. Dikkat edilecek olursa, eger

$cA(Y,X) ise, bu durumda ¢ (f) = £ o ¢,H(X) ten H(Y) igine
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bir C-cebir homomorfizmi tanimlar. Elde edecegimiz ilk sonug;
eer@® bir C~cebir homomorfizmi ise, bu durumda bir ¢€ A(Y,X)
igin @ = ¢* oldugudur. Bu elde edilen sonug, diizlemsel bdl-
geler igin [ 4] Bers, agik Riemann ylizeyleri ig¢in [1l9 ] Royden,
Riemann kiiresinin maksimal b8lgeleri ve sinirli analitik
fonksiyonlar ig¢in [21] Rudin tarafindan ele alinmigtir. Bu-
rada amag¢, bu galismalarin ve Teorem l'in bir genigletmesini

vermektir.

Problemin geriye kalan kisminin stratejisi, g&zonili-
ne alinan didger tipten homomorfizmlerin, yukarida sdzil ge-
¢en iki gesit homomorfizme indirgenebilecedini g8stermekten
ibarettir. Ornedin, efer ¢ bir R-cebir homomorfizmi ise, bu
durumda g&sterecegiz ki ¢, bir C~cebir homomorfizmi ve bir
C~cebir konjlige homomorfizminin (Tan;m 6) toplami olarak bir-
tek $ekilQe yazilabilir. Bagka bir Ornek olarak, Y nin her
bileseninin birden fazla nokta igermesi durumunda, belirli
uygun kogullari sadlayan bir ¢ halka homomorfizmi ya bir
C-cebir homomorfizmidir veya €-cebir konjlige homomorfizmi-
dir. Bu ise [4] Bers, [11] Kra ve [ 13 ] Nakai'nin sonuglari-

nin bir genellegtirmesidir.

Son olarak, eder X ve Y irtibatli ve birden gok nok-
ta igeriyorlarsa, bu durumda C nin bir otomorfizmini ortaya
¢ikaran her ®: M(X) - M(Y) cisim homomorfizmi, A(Y,X) veya
Af(Y,X) in bir elemani olarak tanimlanir. Bu teorem [ 8] Iss'sa
ve [11l] Kra'nin g¢alismalarina aittir. Burada bu teorem,Iss'sa'-
nain teoremini genellegtirerek, M(X) lizerinde ki her diskre

valuasyonun* esas olarak bir nokta valuasyonu oldudunu gbs-

* ¢ vValuasyon, diskre valuasyon, nokta valuasyonu kavramlari bu ¢alig-
mada kullanilmamakta olup, bunlar igin [8] Iss'sa ve [10] Kelleher
referans olarak verilebilir. Ag¢ik probleme 1gik tutmasi agisindan

burada s6z edilmektedir.
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tererek elde edilmigtir. Bu ¢aligmada [4] Bers, [8] Iss'sa,
[11] Kra, [13] Nakai ve [19] Royden'in y&ntemleri kullanil~-

1

migtir.

11k olarak, H(X) ten € fizerine C-cebir homomorfizm-

lerini ele alalim.

Bilindigi gibi, w:H(X) = € homomorfizminin gekir-
degi gek (n) = {feH(X) : wn(f) = O} olarak tanimlanir. Her-
hangi bir p€ X noktasi igin, Ip(X) = {f€eH(X):£(p) = O} di~

yelim ve np(f) = f(p) olacak bigimde v _:H(X) - € yi tanim-

P
layalim. A¢ik olarak np, H(X) ten € lizerine bir C-cebir ho-
momorfizmi olup, bunun qékirdeéi.lp(x) dir ve Ip(X), H(X)
de bir ideal olmak zorundadir. Dolayisiyla € bir cisim ve
H(X)/Ip(x), € ye izomorf oldugundan IP(X), H(X) de bir mak-
simal idealdir. H(X) ten € lizerine bir C-cebir homomorfizmi-
nin bu tipten oldudu elde edilecek bir dijer sonug¢tur. Bu

gergek X = R olmasi halinde ilk defa [19] Royden tarafindan

ele alinmigtair.

TEOREM 4. R herhangi bir ag¢ik Riemann ylizeyi ve
X, R nin bog olmayan bir altclimlesi olsun. Efer n:H(X)>¢ fizgerine
bir C-cebir homomorfizmi ise, bu durumda r = T olacak bigim-

de birtek pe X noktasi vardair.

ISPAT. 1I= gek(nr) olsun. € bir cisim ve H(X)/I,
€ ye izomorf oldudgundan I nin H(X) ﬁe bir maksimal ideal ol-
dudu agiktir. Once I = Ip(X) olacak bigimde bir p € X nokta-
sinin varlidini g¥sterecediz. 7 (f) = n(£]|X) olmak. lizere,
¥:H(R) » € yi tanimlayalim. Bu durumda 7,H(R) den C izeri-

ne bir C-cebir homomorfizmi olup, her £€H(R) igin 7 (£f) = £(p)
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olacak gekilde bir tek p e R noktasinin varligdini [19] Royden'-
in sonucu garantiler. 7 nin tanimi geredi, p noktasi X'e ait
olmak zorundadir. fpiEH(R), P de bir basit sifiri olan ve

R de bagka hig¢ bir sifiri bulunmayan bir fonksiyon olsun. Bu

f nin wvarlaigi, [5] Florack'in bir teoreminden dolayi garan-

P
ti edilmigtir. Bu durumda ﬂ(ﬁlX)(p) = O olup, dolayisiyla,

p
birim olur ki, bu da I=H(X) g¢eligkisini verir.

fplxe I dir. Efer p¢ X ise, bu durumda £_, H(X) halkasinda

Sonug¢ olarak, peX ise Ip(X) C I dir. Clinkd fezIp(X) ise
(£/£,) €H(X) dir. Buradan I = I,(X) elde edilir. Ginki bu

ideallerin her ikisi de maksimal ideallerdir. Bdylece w =

P
dir.
Eer f eH(X) ise, bu durumda (f-n(£f)).leI = Ip (X) olup,
f(p) = n(f) dir. H(X), X in noktalarini ayirdidindan p € X nok-

tasi birtektir.

Simdi, H(X) den H(Y) ig¢ine €-cebir homomorfizmleri

ile ilgili Snemli sonuglar elde edecediz.

Eer ¢ € A(Y,X) ise, bu durumda ¢*(f) = f o ¢ geklin-
de tanimlanan ¢*:H(X) - H(Y) dénliglimiinlin bir C-cebir homomor-

fizmi oldugu agikga gdriiliir.

X = Rve Y= S olmasr durumunda, bunun gibi her €-cebir homo-
morfizminin bu bi¢imde elde edilebilecedi [19] Royden tara-

findan gOsterilmigtir.

X ve Y nin € nin altciimleleri olmasi durumunda ise, benzer

sonug¢ Teorem 3'te elde edilmigtir.

Asagidaki teorem, Teorem 1'i agik Riemann ylizeyle-

rinin herhangi altcﬁmlelefine genigletmekle beraber [19 ] Roy-
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den'in sonucunu da bir &zel durum olarak igermektedir.

TEOREM 5. Eger ®:H(X) - H(Y) bir €-cebir homomor-
fizmi ise, bu durumda ¢ = ¢* olacak bigimde bir birtek

¢eA(Y,X) fonksivonu vardir.

IspAaT. 11k olarak, bir é: Y » X fonksiyonunu in-
sa edelim. Her g€ Y igin nz(f)=tb(f)(q) seklinde tanimlanan
Tq:H(X) -+ € fonksiyonu bir C-cebir homomorfizmi olup, Teo-
rem 4'ten dolay1.732= np olacak bigimde birtek pe&X nokta-
s1 vardir. ¢ (q) = p diyelim, bu durumda herhangi f € H(X)
igin £ o ¢ (q) = np(f) = (®f) (gq) veya £ o ¢ = $f bulunur. Ge-

rive ¢€A(¥Y,X) ve ¢ nin birtek oldugunu gdstermek kalaiyor.

¢ nin slirekliligini gdstermek ig¢in efer (qn):=l dizisi nok-
talari Y de olan bir dizi ve q, q ise, bu durumda

¢(qn) - ¢ (q) oldujunu gbstermek yeterlidir. BSyle olmadigini
kabul edelim. Bu durumda ya ¢(qn)-+p'=#p:=¢(q) olacak bigim-
de, yine (qn):= N ile gdsterilen bir altdizi segebiliriz
veya (¢ (qn))‘;:= , un R de higbir limi% noktasy oclmayacak gekilde
bir altdizisini alabiliriz. ‘

Birinci halde, fe H(R), p de O ve p' de 1 olsun [5] Florack.

Bu durumda,

1= £(p') = lm £(p (g )) = 1lim ®(£]X) (q)) = ®(£]X) (q)

n=- oo n=> e
= f(¢(q)) = £(R) = O
dir. Bu ise geligkidir.

Ikinci halde, £€H(R), ¢(qn) in her noktasinda 1 ve p de O

olsun [ 5] Florack. Bu durumda da ayni g¢eligki ortaya g¢ikar.
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O halde ¢ silirekli olmak zorundadir.

Bu noktada ¢ € A(Y,X) oldugunu g8sterebiliriz. ge Y olsun.

p = ¢(g) nun bir komsuludunda linivalent olarak bigimde bir

f e H(R) wvardir; Ornedin herhangi bir £f€H(R) yi p de bir ba-
sit sifiri olacak gekilde alabiliriz. p nin bir U agik kom-
sulugunda f nin tinivalent oldugunu kabul edelim. ¢, g da si-
rekli oldugundan g nun bir V agik komsuludu igin ¢ (VN Y¥) Cc U

dur. @ (£]|X) = (f|X) o ¢ olmasi gergedi,

ol (VYY) = (£](UNX)) o @(£]X)|(VNY)
olmasinil gerektirir.

®(£f|X) €EH(Y) oldufu igin g nun bir agik komsulugunda holomor-
fik olan 8yle bir g fonksiyonu vardir ki, q'nun komsuludunda
ki Y nin tiim noktalarinda g ve ®(f|X) gakisiktir. Bu durumda
¥ = (f]U)"1 o g dersek, ¥, g nun bir komgulugundan p nin bir
komguludu igine bir analitik doniiglim olup, g nun yeteri kadar
kiiglik bir komsulugunda ki, Y nin tilim noktalari igin ¢ ve ¢

aynidir. Yani ¢EA(Y,X) dir.

¢ bir tektir. Her f&€ H(X) ig¢in YeA(Y,X) ve £f oY= ®(f)=£f o¢
oldugunu varsayalim. EJer ¢ # ¢ ise, bir ge¥Y ig¢in ¢ (q) #¢ (q)
olup, H(X), X in noktalarini ayirdigindan £(v(q)) = £(¢ (q))
olacak big¢imde bir f£e<€ H(X) vardir. Fakat £ (g)) = (®£) (q)

= f(¢(gq)) oldudu igin bu olamaz. O halde ¢ birtektir.

Tamim 6. Eder ¢ € A" (Y,X) ise, bu durumda ¢ (£f) = Fo ¢,
IH(X) ten H(Y) iginc bir halka homomorfizmi herhangi bir z
kompleks sayisi igin¢*(z) = z ®zelligine sahiptir. Bbyle bir

homomorfizme €-cebir konjlige homomorfizmi denir.
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TEOREM 6. X ve Y, sirasi ile, R ve S agik Riemann’
diizeylerinin bog olmayan altclimleleri ve & :H(X) - H(Y) bir

homomorfizm olsun. Bu durumda, ya

(1) @ bir C-cebir homomorfizmidir, ®#(£f) =f o ¢

olacak bigimde birtek 9€A(Y,X) vardir.

|
veya ‘

(ii) ¢ bir C€-cebir konjlige homomorfizmidir,
®(f) = £ 0 ¢ olacak bigimde birtek ¢ €A” (Y¥,X)

vardir.

ISPAT . Esas olarak ispat, Teorem 5'in aynaidar,
tek fark, (ii) igin burada 7, 7 (£) = @ (f) (q) olarak tanim-
lanir ve bu durumda anti-analitik olan bir ¢ :¥ » X fonksiyo-
nu elde edilir. Bundan dolayi ispatin tlm detaylari verilme-

migtir.

Simdi H(X) den H(Y) icine R-cebir hormomofirmlerini

inceleyecegiz. Burada ki inceleme Teorem 2'in ag¢ik Riemann
ylizeylerinin altclimlelerine bir genigletmesi olup, ®:H(X) >H(Y)
nin bir R~cebir homomofizm oldugu kabul edilecektir. Bu du-

rumda & (£)% = & (1)d (1) = @ (i%?) = @ (-1) = -1 oldugundan bir

ge Y noktasi ig¢in ya ¢ (i) (q) i veya ¢ (i) (gq) = -i dir.

Y, = {gqe Y (i) (q) = 1}, ¥, = {g€ Y:® (i) (q) = -i}“diyelim.
Bu durumda Y= Y, U ¥Y,,Y nin iki ayrik climleye parcalanmasi
olup, Y, ve Y, nin her ikisi de agik ve kapali climleledir.
Simdi, Hy(Y;)= {g€H(Y):g|Y,= O} ve Hy(Y,) = {ge H(Y):gIYl.-:- o}
olsun. Ag¢ik olarak, HQ(Yj) vi H(Yj)';le belirleyebiliriz,

(3 = 1,2) ve H(Y) = Hy(Y,) e Hy(Y,) dir.

Ty H(Y) den H(Y,) Uzerine bir tabii projeksiyon ve zj,
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H(Yj) den Ho(Yj) c H(Y) lizerine bir kanonik injeksiyon ol-
sun. ¢j =Ty o ¢ dersek, bu durumda ¢;:H(X) - H(Y;) bir
C-cebir homomorfizmi ve ®,: H(X) = H(Y,) bir C-cebir konjii-

ge homomorfizmi olup, iistelik,

¢ = 21 o ‘1’1 + 22 o] q’z dir.

Bbylece agagidaki teoremi verebiliriz :

TEOREM 7. X ve Y, sirasi ile, R ve S ag¢ik Riemann
yiizeylerinin bog olmayan altclimleleri olsun. ®:H(X) - H(Y)
nin bir R-cebir homomorfizmi oldudunu kabul edelim. Bu durum=-
da Y nin kapagik (ayni zamanda kapali ve agik) ciimlelere dy-
le birtek Y = ¥, VY, pargalanmasi vardar ki, eger;
ﬂj:H(Y) i H(Yj) tabii projeksiyon ve Ej:H(Yj) > Ho(Yj) kano~-
nik injeksiyon ise, bu durumda ®; =7T; o ¢:H(X) = H(Y;) bir
C-cebir homomorfizmi, ®, = 7, o ®:H(X) - H(Y,) bir C-cebir

konjlige homomorfizmidir ve ® = Zj0 & + X, o @, dir.

Pargalanmanin birtek olmasi disinda teoremin tim ki-
simlarini ispat ettik. Simdi birtek oldudunu gdsterelim:
Y = Y;kJ Y£ r ¥ nin kapagik climlelere bir bagka pargalanmasa
ve ﬂ&, 25, ¢5 déniliglimlerinin de yardimci doniiglimler oldudu-
nu kabul edelim. Eder & (i) 'nin Yf iizerinde i, Yg lizerinde -i

oldudunu gdsterirsek Y1 ve Y, climlelerinin tanimi geregi

- — w1 "
Y1 Y1 ’ Y2 Y2 olur. Buna gbre,

& (i) = E;(éf(i)) + 22, (1)) = Ef(ilYf) + Eé(-i]Yg)
olup, bu ise ¢(i)|Y; = i, @(i)]Yé = =i oldudunu g8sterir.

Sonu¢ olarak Y, = Y/ ve Y, = Y dar.

Son olarak, H(X) ten:H(Y) icine halka homomorfizmle~

ri ile ilgili sonuglari -elde edecediz.
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Birinci kesimde verilen uyarida, Teorem 6'da ve-
rilen ®:H(X) » H(Y) donlglimlinlin bir C~cebir homomorfizmi veya
C-cebir konjlige homomorfizmi olmasi hipotezinin ¢ nin sade-
ce bir halka homomorfizmi olmasi varsayim ile deJigtirileme-
yvecedl bir Brnekle gésterilmisfir. S8z konusu 6rnek, Ozdes
ve kompleks konjligasyondan farkli € nin bir gok otomorfizmi
bulunmasi gergedine bagladir. Fakat [ 4] Bers ve [ 13] Nakai
gostermiglerdir ki, H(R) den H(S) lizerine her halka izomor-
fizmi sabit fonksiyonlarin C-cismine kisitlandidinda ya bir
Ozdes fonksiyondur veya kompleks konjligasyondur. Bu gerge-
gin H(R) den H(S) ig¢ine halka homomorfizmlerinin genis bir

sinifi igin dodruludu [ 11] Kra tarafindan gbsterilmigtir.

Burada, Kra'nin teoreminin bir genellestirmesi ya-
pilacaktir. Bers-Nakaili teoremi basit bir sonug¢ olarak elde

edilebilir.

TEOREM 8. X ve Y, sirasi ile R ve S ag¢gik Riemann
ylizeylerinin bog olmayan altcilimleleri olsun. Y nin her bile-
seninin birden fazla nokta igerdidini kabul edelim.
$d:H(X) » H(Y) donliglimii; ¢, C-sabitler cismine kisitlandigain-
da € nin bir otomorfizmi olacak bigimde bir halka homomorfiz-
mi olsun ve ¢ nin resmi, Y nin bir bilegeni izerinde sabit
olmayan en az bir fonksiyon igersin. Bu dqrumda & ya bir
C-cebir homomorfizmidir veya bir C-cebir konjilge homomorfiz-

midir.

ISPAT. 0, ¢ yardimi ile elde edilen, C nin otomor-
fizmi olsun. Amacimiz igin 6 nin € lizerinde ya &zdeg fonksi-

yon veya kompleks konjligasyon olduunu gSstermek yeterlidir,
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Her g € Y noktasi igin rq(f) = 0 1 ((2f) (q)) dbniistimil H(X) ten
C lizerine bir C-cebir homomorfizmidir. O halde Teorem 4'den
dolayi Tq = rp olacak bigimde birtek p e X noktasi vardair.
¢:Y » X fonksiyonunun ¢ (gq) = p olarak tanimlayalim. Bu du-
rumda her £feH(X) igin, Tq ve 6 nin seg¢imi gere§i,

rq(f) = 0_1(¢(f))(q) = (f o ¢)(g) bulunur. Bu egitlik her
g€eY igin dodru oldugundan 0-1(¢(f)) = £f o ¢ olup,

®(f) = 6 o £ 0 ¢ elde edilir.

Burada ¢ nin silirekliligini g&sterelim. Bunun ig¢in, Once eger
(qn);==1' Y de bulunan bir noktaya yakinsak olan, ¥ nin fark~-
11 noktalarinin herhangli bir dizisi ise, bu durumda P, = ¢(qn)
noktalarinin tiimlinlin R nin bir kompakt altclimlesi iginde ve

bu cilimlenin (qn): dizisine bagli oldudu gdsterilecektir.

=1
Eer bu dodru olmasaydi, bu durumda (qn);::l, q, - geyY
olacak bigimde Y nin farklai noktalarindan olugan bir dizi
olacakti ve (pn) = ¢(qn), R nin bir ideal sinirina yakinsaya-
cakti. Burada, m # n olmas; halinde Py, #* P, kabul edebeliriz.
(p, ), _, dizisinin R de higbir limit noktasi olmadigi igin,
£(p,) = n olacak bigimde bir fe€ H(R) fonksiyonu vardir [5]
Florack.f tiim rasyonel sayilari sabit bairaktigindan,

n= f(p,) =6 ofo ¢(g) = ¢(f[x)(qn) elde edilir. n -» o

ig¢in ¢(flx)(qn) - & (f|X) (g) oldugundan bu bir cgeligkidir.

Simdi ¢ nin stirekliligini gBsterebiliriz. 0, @ rasyonel sa-
yilar cismini sabit birakacagindan ya 0 (i) = 1 veya 0 (i) =-1
dir. Bu durumda 6 nin ya Q[i] lizerinde Szdes fonksiyon veya
ol i) ﬁzerihde kompleks konjligasyon oldudu agiktir. Burada

@[ 1] rasyonel sayilar cismine i,eklénmesiyle elde edilen cim-

leyi ifade etmektedir. Burada,einih Qli] lizerinde 6zdeg fonk-
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siyon oldugunu kabul edelim. & nin Q[ i ] lizerinde kompleks

konjligasyon olma durumu benzer gekilde yorumlanabilir.

EJer ¢ siirekli olmasaydi, bu durumda bir g € Y noktasi igin
9, ~ 9 olacak bigimde Y nin farkli noktalarindan olugan bir

(qn):==l dizisi bulunacakti, 8yle ki p_ = ¢(q ) +p = ¢ (q)
va yaklnsamagaéaktupn noktalarinin tamami R nin sabit bir
kompakt altclimlesine ait olduklarindan p' # p olmak lizere
p, p' € R varsayabiliriz. Burada g&zdniline alinmasi gereken
iki durum vardir; Snce her n igin P = p' oldugunu kabul
edelim. £(p) =0 ve f£(p') = 1 olacak bigimde £ e H(R) yi se-

gelim [5] Florack. Bu durumda,

—
i

£(p') = lim f(p ) = 1lim 0o f o ¢(q,) = lim¢(f|X)(qn)

it

®(£]X)(q) = 0 o £o0 o (g) = £(p) = O

celigkisi elde edilir. Ele alinmasi gereken ikinci durum

ise, her n ig¢in P, # p' ve efer m % n ise, Py, # Py olmasi
halidir. O = f(p), 1= £(p') ve her n igin f(pn)EEQ[i] ola-
cak big¢imde bir fésH(R) fonksiyonu vardir [7] Heins (sf:202-
203). Burada da bir Snceki durumda oldudu gibi ayni geligkiyi

elde ederiz. Sonug¢ olarak, ¢:Y » X silireklidir.

Son olarak, ,f nin 6zdes fonksiyon veya kompleks konjligasyon
oldugunu gdsterecediz. ¢:¥Y - X slirekli ise, ®f=0 o £ o ¢ ol-
dugu gdsterilmig bulunmaktadir. £, ¥ nin bir ¥, bileseni
tizerinde sabit olmayacak big¢imde bir f€ H(X) in varligini ka-
bul edelim. 0 stirekli oldugundan X; = ¢ (¥;), X in bir irtibat-
11 altclmlesidir. ¢|Y, fonksiyonu sabit dedildir. Aksi halde
(¢f)|Yo =g o f'o (¢|Yo),sabit olur. O halde X;, X de irti-

batli bir cilimle olup, birdén fazla nokta igerir. P, * PEX,
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olacak gekilde, X, in farkli noktalarindan olugan bir dizi

(Py)y, . , Olsun. Hatta kabul edebiliriz ki, q - qe€Y; ve

n

P, :~¢(qn) olacak bigimde Y in farkli noktalarindan olusan

bir (qn):==l dizisi vardir.

Herhangi bir z kompleks sayisi verilmis olsun. f£(p) = z ve

her n igin f(pn)EEQ[i] olacak sekilde bir £e€ H(R) fonksiyonu

vardir [ 7] Heins (sf : 202-203). 0 (i) = i ise, bu durumda,
6 (2z) = 6 (£(p)) = ®(£]/X) (g) = lim ¢(f|X)(qn) = lim B(f(pn))
Nn - oo N >

fl

lim £(p ) = £(p) = z

n - oo

elde edilir. Burada eder 0 (i) = i ise 0 6zdeg fonksiyondur.

0 (i) = -1 ise, 0 nin kompleks konjligasyon oldugu gdriiliir.



BOLUM II

Bu boliimde, H(Y) nin izomorf g&riintiileri olan H(X)
in & 6z althalkalari lizerinde durulacaktir. Burada Y, $§ agik
Riemann yiizeyinin bos olmayan herhangi bir altcilimlesi ve H(Y),
Y lizerinde tanimla tiim holomorfik fonksiyonlarain halkasi olup,

sbz konusu izomorfizm ise, C-cebir izomorfizmidir.

Bu btlimde, X ve Y sairasi ile, R ve S agik Riemann
ylizeylerinin bos olmayan herhangi altclimleleri olup, bu du-

rum tekrar edilmeyecektir.

¢be A(X,Y) olmasi durumunda, bir ge H(Y) ig¢in &
¢ (g) = g o¢ olarak tanimlanan H(Y) den H(X) e bir ¢ C-homo-
morfizminin varligi bdlliim I'den bilinmektedir. O halde ¢ al-~-
tinda H(Y) nin gbriintisii olan R¢:= ®(H(Y)), H(X) in bir alt~-

halkasidir.

Eer ¢, H(Y) den H(X)'e bir C-homomorfizmi ise, ge H(Y) igin
®(g) = g o ¢ olacak bigimde birtek ¢ € A(X,Y) vardir [Teorem 5].
Ayrica eer ¢, H(Y) den H(X) lizerine bir C~izomorfizmi ise,
bu durumda ¢ nin X ten Y lizerine bir bire-bir analitik doénii-
siim oldugu b&liim I'den bilinmektedir. Dolayisiyla H(X) in

bir & althalkasinin C~homomorfizmi altinda bir H(Y) halkasi-

nin homomorf gdriintlisli olmasi ig¢in gerek ve yeter kosul,

® = Ry="{go9¢ : ¢ €A(X,Y), gE€EH(Y)}

olmasidir. ¢ bir €-homomorfizmi ve € € H(Y) oldugundan R, ,

C ile gdsterilen tim sabit fonksiyonlar climlesini kapsar.

Asagida &, ¢ ve R¢’ara81ndaki bagintilari veren

bir teorem verelim.
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TEOREM 9. ¢ €A(X,Y) olsun. Efer &(g) = g o ¢ ola-
rak tanimlanan ®:H(Y) - H(X) dbnigiimil i¢in & (H(Y)) = P%p ise,

bu durumda agagidaki U¢ kogsul egdedgerdir:

(1) Fb, sabit fonksiyonlarin C climlesini 8z ola-
rak kapsar.
(ii) ¢ sabit fonksiyon degildir.

(iii) H(Y), R¢vye izomorftur.

IspPAT. Once (i) = (ii) oldudunu gdsterelim. Yani
C g.R¢ ise, bu durumda ¢ nin sabit olmadigini g8sterecediz.
Aksine ¢(X) = {c }ise, ge H(Y) ig¢in &(g) = g o ¢=g(c) olup,
dolayisiyla R¢ = ¢p(H(Y)) = C bulunur. Bu ise kabullimlize ay-—
kiradir. O halde R¢, C yi 6z olarak kapsiyorsa, ¢ bir sabit

fonksiyon olamaz.

(ii) » (iii) oldudgnu gOsterelim:¢€ A(X,Y) fonksiyo-
nu sabit olmasin. Bu durumda ¢(X) ¢ Y c S olup, ¢(X) ve Y (
yi kapsayacak gsekilde S de bir U a¢idi alabiliriz. U da ho-
lomorfik F ve G fonksiyonlarini segersek, £ = F| 6(X) ve
g = G| ¢(X) fonksiyonlari ¢(X) de holomorfik H(Y) ye ait iki
fonksiyondur. ¢(f) - ®(g) = ®(f~-g) = (f-g) o ¢ olup, £f-g,
¢ (X) lizerinde holomorfiktir. Eger &(f) = ®(g) varsayarsak,

f = g oldugu gOriillir. Boylece, & bir bire-bir homomorfizmdir.

Ayrica o(H(Y)) = R¢ oldugundan R¢ ve H(Y) izomorftur.

Son olarak, (iii) = (i) oldufunu gbsterelim: R¢ ’
H(Y) ye izomorf olsun. Bu durumda H(Y) sabit olmayan bir g
fonksiyonu icerdiginden [11] Kra R , * C dir. Gnkd bir c
sabit fonksiyonu ig¢in &{(g) = c¢ olsaydi, bu durumda ¢rl(c)={c,g}

olurdu, bu ise ¢ nin bire—bi:”dlmaélna aykiridir. O halde



25 r

R¢, H(Y) ye izomorf ise, bu durumda R¢, C yi 6z olarak kap-

sar.
Sonug¢ olarak, H(X) in herhangi bir 6 althalkasinin

H(Y) ye C-izomorf olmasi ig¢in gerek ve yeter kosul,

® ={g o ¢: ge€H(Y), ¢, X ten Y igine analitik ddniiglim}

olmasy & nin X lizerindeki sabit fonksiyvonlarin C ciimlesini

6z olarak kapsamasidair.

I. bOliimden, ¢, X ten Y lizerine bir bire-bir anali-
tik dBniliglim ise, bu durumda ¢ nin H(Y) den H(X) {izerine bir
izomorfizm oldugdu bilinmektedir. Yani, ¢, X ten Y {izerine bi-
' re-bir analitik bir doniigiim ve ¢, geH(Y) igin ®(g) = g o ¢
olacak bigimde H(Y) den H(X) e bir déniliglim ise, ®(H(Y)) = H(X)

tir. BSylece ¢ (H(Y)) = R, nin H(X) in bir 6z althalkasi ol-

¢ .
masi durumunda, ¢ hem bire-bir hem iizerine olamaz, ya bunlar-

dan biridir veya higbiri degildir.

TEOREM 10. ¢ ,Xten Y igine bire-bir analitik bir
ddniiglim, A, X ten Y igine sabit wve bire-bir olmayan bir ana-
litik d&niiglim, ge H(Y) ig¢in, ®(g) = go ¢ , A(g) = g o XA ve
$(H(Y)) = R,, A(H(Y)) = RA oldugunu kabul edelim. Bu durum=-

da R¢ ve Bk izomOﬁfturlar fakat R¢ #* RK dir.

ISPAT . ¢ ve A siras ile, H(Y) den R¢ ve Rk ya
izomorfizmler oldudundan A © ¢_1 de R¢ den Rk ya izomorfizm-
dir. O halde R¢ # Rk oldudunu g8sterelim. Aksini varsayalinm,
R¢ = Rk olsun. Bu durumda bir g€ H(Y) ve z€X igin
(g o¢)(z) = (h o A)(z) olacak bigimde bir he H(Y) vardar.
¢ bire-bir ve A bire-bir olmadigindan z; # zy, 2, Z3 €X

igin ¢ (z,) # ¢ (23), A (2;) = A(zy) dir. Ayrica H(Y), Y nin
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noktalarini ayirdidindan bir g € H(Y) igin (g o ¢)(z;) *(g o ¢)(25)
dir. Fakat (g o0 ¢)(z;) =(h o A)(z;) =(h o A)(z,) = (g 0 ¢)(z,)

dir. Bu ¢eligki ispati tamamlar. Yani R¢ #* R, dar.

Bir X climlesi lizerindeki bir A fonksiyon cebirinin
sahip oldu&u agadadaki (o), (B), () Bzellikleri [18 ] Royden
tarafindan verilmigtir. Buna g8re ¥'nin S agaik Riemann ylize-
yinin bos olmayan bif altcﬁmlesivolma81 durumunda H (YY) holo-

morfik fonksiyonlar cebiri agadidaki li¢ 6zelligi sadglar,

(o) feH(Y) ve her z€ Y igin £(2) # O ise ]../f,eH(Y)
dir.

(B) H(Y) nin fl,.;.,fn elemanlarinin ortak safira
yoksa, bu dgrumda £,e; +...+ fnen = 1 olacak
bigimde H(Y) de 17058, fonksiyonlari vardir.

(y) Eger f€H(Y) ve £ # O ise, bu durumda H(Y) de
8yle bir {£f,,..., fn} fonksiyon dizisi wvardar
ki, x # y ve £(x) = £(y) = 0 igin £, (x) # £, (y)
(i=1,...,n) dar. Yani i = 1,...,n igin £, ler

£f nin sifirlarini ayirair.

Bu kisimda R¢ nin (o), (B), (vy) Ozelliklerini hangil

kogullar altinda saflayacadir incelenecektir.

TEOREM 11. R¢ nin C yi 6z olarak kapsadigini kabul

edelim. Bu durumda R¢ nin (B) bzellifine sahip olmasi igin

gerek ve yeter kosul ¢ analitik ddniiglimiinlin X ten Y {lzerine

olmasidir.

1SPAT . Unce ¢ analitik ddniiglimliinlin X ten Y lzeri-

ne oldudunu kabul edelim. Bu .durumda R¢ nin (8) yi1 sagladiga-
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ni1 gbsterelim. 1 = 1,...,n igin fiesR¢ olsun ve fi lerin

hi¢ bir ortak sifiri bulunmasin. R¢ nin tanimindan dolay:
i=1,...n i¢in h; eH(Y) olmak Uzere ®(h;) = f, dir. a€y
igin hi(a) = 0 oldudunu varsayalim. ¢ ,XiY lizerine d¥nligtiir-
diiglinden ¢ (z) = a olacak bigimde bir z € X vardir. Bu durumda
i=1,...,n igin 0==hi(a)==hi(¢(z))==®(hi(z)) = fi(z) olur
ki, bu g¢elisgki, hi lerin i=1,...,n igin hi¢ bir ortak sifi-

rinin bulunmadigini gdsterir.

H(Y), (B) 6zelligini sagladifindan h;e;+ ... + hnen = 1 ola-
cak bicimde H(Y) de €1re-0r0y fonksiyonlary vardir. ¢ bir
homomorfizm ve i = 1,...,n ig¢in ¢(hi) = fi oldugundan,
f1¢(e1)+...+fn¢(en)==l olacak bigimde R¢ de ¢(et)(i==l,...,n)
fonksiyonlari bulunmug olur. Dolayisiyla R¢ r (Bg) Bzelligini

saglar.

Karsit olarak, R.¢ (8) 6zelligine sahip olsun. Bu du-
rumda R,, (o) 6zellidinede sahiptir. Glinkdi n = 1 igin (B8),
(¢) dir. O halde R¢ # C ve R¢ nin (o) 6zelligine sahip olma-

s1 halinde ¢ nin X ten Y lizerine oldudunu g&sterelim.

Benzer isglemler, R¢ # C nin (B) yi'saglamasi duru-

munda ayni sonucu verir.

a, Y ye ait bir eleman olsun. S ag¢ik Riemann ylizeyi lizerin-
deki biitlin analitik fonksiyonlaran cebiri H(S) olmak ilizere,
a€sS igin, bir tek basit sifir noktasi a olan ve S - {a} da
si1firdan farkli kalan bir Ge H(S) fonksiyonu vardir [5] Florack.
G|Y = g dersek, g(a) =0 ve a # w igin g(w) # O dir. geH(Y)
oldugundan ¢ (g) € R¢ olup, bir ze€X igin ®(g) (z) = gl(¢ (z))=.¢0
ise, R¢ .

cak bigimde bir hGER¢ vardir. he ® (H(Y)) olduundan dolayai

; (o) Ozelligini saglad;glndan dolayar ¢(g).h = 1 ola-



28

h = ®(k) olacak bigimde bir k € H(Y) vardir. Yani @(g).®(k)=1
dir.?® bir izomorfizm oldudundan ¢ (gk) = 1 olup, gk = 1 dir.
Buradan da g(a).k(a) = 1 oldufu agiktair. Bu ise g(a) = O ol-
masina aykiridir. O halde z€ X igin g(¢(z)) = O olmaladir.
Bu ise ¢ (z) = a oldudunu verir. O ha;de ¢, X ten Y lizerine

bir donitigtimdiir.

TEOREM 12. Eder ¢, X ten Y igine bir bire-bir 4o-

niisiim ise, bu durumda Ry, (7) 8zelliyini saylar.

ISPAT. fEERz ve £ # O olsun. Bu durumda & (h) = £
olacak bigimde bir he H(Y) vardir. f nin seg¢iminden dolayi
h, © sabi£ fonksiyonu olamaz. Bu nedenle H(Y), (Y) &6zellidine
sahip olup, h 1n sifirlaraini ayiracak gekilde H(Y) de hl""'hn
fonksiyonlari vardir. Simdi x # y ig¢in f(x) = £(y) = O oldu-
Jgunu varsayalim. £ = ®(h) = h o ¢ oldugundan h(¢(x)) = h(e¢ (y))
= O dir ve ¢ bire-bir oldudundan ¢ (x) # ¢ (y) dir. O halde
H(Y) de bir hi’ i=1,...,n fonksiyonu vardir Oyleki
h,(¢(x)) # hy (¢(y)) veya ¢(hij(x) # @®(h,) (y) dir. Agik ola-
rak, {¢(hi):i =1,...,n} ¢ R, olup, R, (v) 8zelligini sag~

¢ ¢
lar o

TEOREM 13. Ry nin X in noktalarini ayirmasi igin

gerek ve yeter kosul ¢ nin bire-bir olmasidir.

ISPAT. Once R¢ nin X in noktalarini ayirdigini ka-
bul edelim. Bu durumda x,YyE€X ve x # y 1l¢in £(x) # £(y) ola-
cak bigimde bir fesz vardir. O halde eder £=a(g)=9g 0 ¢
ise, gl (x)) # gl (v)) dir.(Eéer X # y igin ¢ (x) = ¢ (y) ise,
‘her ge H(Y) ig¢in 9(¢(x{)'= gle (y)) dir..Bu nedenle ¢ (x)#¢ (y)

olmak zorundadir.
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Dolayisiyla ¢ ,X ten Y ig¢ine bir bire~bir d&nisilimdir.

Kargit olarak, ¢, X ten Y igine bire~bir déniigiim
olsun. R¢ nin X in noktalarini ayirdigini éésterelim. Bunun
igin x,y€ X ve x#y olsun. Bu durumda ¢ (x) = ¢ (y) olup,

9 (x), ¢(y) € Y dir. H(Y), Y nin noktalarini ayirdigindan bir
geH(Y) igin g(s(x)) # g(¢(y)) ve dolayisaiyla @(g) (x) #2(g) (y)

dir. ¢(g)esR¢ oldugdu igin, R¢, X in noktalarini ayirir,

TEOREM l4. (y) O6zellifine sahip R¢, C yi 6z olarak

kapsarsa ¢,X ten Y igine bir bire-bir d&niigilimdir.

ISPAT. Teorem 1l3'ten dolayi (7) 8zelligine sahip
C # R¢ nin X in noktalaraini ayirdidini g&stermemiz ispat ig¢in
yeterlidir. Bunun igin x,y €X ve x # y oldugunu kabul edelim.

R., (y) 6zelligini sagladidindan, £(x) = f£(y) = O olacak bi-

¢’
gimde bir O %# f£5R¢ nin bulunmasi durumunda R¢ de Oyle bir
{fl,...,fn} climlesi vardir ki, i = 1,...,n ig¢in bir fi'.
fi(x) # fi(y) 6zellidini saflar. Ayrica R&,C yi 6z olarak

kapsadirdindan R, de sabit olmayan bir g fonksiyonu vardar.

9
Bilindigi gibi,eder g(x) # g(y) ise, bu durumda g, x ve y yi
ayirir deriz. g(x) = g(y) = € oldufunu varsayalim. Bu durum-
da ¢g(x) = ¢ ve 965R¢ oldugundan g - ¢ de R¢ ye aittir. Ayri-
ca (g-¢) (x) = (g-¢)(y) = O olup g-¢ = Q dar. Fakat g sabit
olmadigindan g # ¢ dir. Bu nedenle g(x) # g(y) olmalidair.
Sonug olapak R¢ nip (y) 6zelligini sadlamasi durumunda x,yeX
ve x #y igin h(x) # h(y) olacak bigimde bir h€R  fonksiyo-

nurvardir. O halde'R¢, X in noktalaraini ayirir. BOylece Teo-

rem 13'ten ¢ bir bire-bir déniigtimdiir.
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Yukarida ifade ve ispat edilen teoremleri g&zOniire

alarak ¢ ile R¢ arasindaki 6nemli sonuglari asagidaki big¢im-

de Ozetleyebiliriz:

(1) Eger R¢ # Cve R,, (a) yr sagliyorsa, bu durum-

da ¢, X ten Y iizerine bir Addniigiimdiir [ Teorem ll].R¢ nin H(X)
in bir 6z althalkasi olmasi durumunda ¢ bire-bir donilisiim ola-

maz, bu nedenle R,,X in noktalarini ayiramaz [ Teorem 13].

¢

(2) Eger R, # C ise, bu durumda R hem (o) hem

¢ ¢’
(v) Szelliklerine ayni anda sahip olamaz. Olmasi durumunda

¢, X den Y ye bir bire-bir ve {izerine doéniigiim olup [ Teorem

11 ve Teorem 14] ®(H(Y)) = Rﬁ =H(X) olur.

-

(3) Eger R¢, X in noktalaraini ayirirsa ¢, X ten Y
ye bir bire-bir ddniiglimdlir [ Teorem 13] . R¢ nin C yi 6z ola-

rak kapsamasi ve R¢¢ H(X) olmasi durumunda ¢ bir lizerine d8-

niislim olamaz, bu nedenle de R¢, {a) y1 saglayamaz[Teorem 11i].

4) R¢ # C olmasa durumunda Teorem 12, Teorem 13

ve Teorem 14 den dolayi asagidaki ifadeler egdegerdir:

R¢,

R¢, X in noktalaraini ayirir.

(vy) y1 saglar.

¢, X ten Y igine bir bire-bir ddniligiimdiir.

{(5) 1€ER¢ oldugundan R¢' H({X) in bir ideali olamaz.



BOLUM IIT

Bu bdlimde, Y bir S agik Riemann ylizeyinin bog ol-
mayan herhangl bir altclimlesl olarak gtz8niine alainacaktir.

Bu bdliimde amag, Y yi Riemann ylizeyi olarak, holomorfik fonk-
sivonlarain halkalary yvardimiyla karakterize etmektir. Bunun
ig¢in %, nin spektrumunun bir Riemann ylizeyi olarak Y ye homeo-
morf oldudu g&sterilecektir.

Burada ilk olarak, nokta-~dederlendirme doniliglimle-
ri olan R¢ nin spektrumundaki homomorfizmlerin ¢ (X) € ¥ nin
noktalari ile bire-bir eglemede oldudu, nokta deferlendir-
me doniigimii olmayanlarin da Y—-¢(X) in noktalari ile bire-bir

eglemede oldugu gdsterilecektir.

Son olarak, R, nin spektrumu {izerinde tanimlanan

¢

Gelfand topolojisine g6re R, nin spektrumunun Y ye homeomorf

¢
bir Riemann ylizeyi oldudu gdsterilecektir.

Once gerekli olan bazi temel tanimlari verelim:

Tanim 7. Bir F climlesi lizerinde tanimli kompleks
degerli fonksiyonlarain cebiri A olsun. A dan kompleks sayi-
larin € cismi #zerine saifirdan farkla « C-homomorfizmle-

rin climlesine A nin spektrumu denir ve ZA ile g&sterilir.

Tanim 8. Bir F climlesi lizerinde kompleks degerli
fonksiyonlarin cebiri A olsun. Bir x€ F noktasi igin T dsé-
niiglimiinl A dan € ig¢ine, £ €A igin ﬂx(f) = f£(x) olarak ta-

nimlayalim. Bir x€ F ig¢in, bu big¢imde tanimlanan T dénligli—

mi bir C-homomorfizmi olup, nokta-dederlendirme d&nilislimii
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adini alir. ZA nln'{nx : xeF} ni kapsadigi agiktar.

X, R agik Riemann ylizeyinin herhangi bir altclim-
lesi olmak lizere, H(X) in kompleks dederli fonksiyonlarin
cebiri oldugu BS1llm I'den bi%}nmektedir. Ayrica BSliim I'in
2. kesiminde H(X) den € lizerine C~cebir homomorfizmleri ele
alinmis olup Teorem 4'te H(X) ten C ye tanaimli bir n dtniigili-
miiniin bir C-cebir homomorfizmi olmasi durumunda, 7 = Ty ola-

cak bigimde birtek x €X noktasinin varlidi gdsterilmigtir.

Dolayisayla, H(X) in spektrumu ZH (X) bilitilin Ty nokta—degerr
lendirme doniiglimlerini igerir. n € ZH(X) olmasi durumunda
H(X) in I (X) = {feH(X): £(x) = 0} idealinin 7 nin g¢ekir-
deg§l oldugu BS1lUm I'den bilinmektedir. Boylece bir = ,
C-cebir homomorfizminin,r nin ¢ekirdedi ile saptanabilece-
gi Teorem 4 ten g6riiliir. Ayrica n €-cebir homomorfizmi, =
nin c¢ekirdiginin diginda H(X) in bir bagka elemaninda ki
dederi ile de saptanabilir. Gergekten, ge H(X), m nin ¢ekir-
dedinin diginda baska bir eleman olsun. Bu durumda

m{g=nr{g)) = n{g)-n{g) = O olup, g-n(g), m nin g¢ekirdedin-
dedir. Bu nedenle g(x)~n(g) = O veya g(x) = w(g) olup, b8y-
lece Ty (g) = g(x) = n(g) bulunur. O halde x€ X ig¢in 7 = T
dir.

Sonu¢ olarak, TH(X), x€ X olmak lizere biitilin Ty nokta~deger-

lendirme doniisiimlerinden olusur.

Burada X ve Y, sirasi ile, R ve S agik Riemann yli-
zeylerinin bos olmayan herhangi altclimleleri olup, bu durum

tekrarlanmayacaktir.
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' TEOREM 15. ¢, X ten Y igine bir analitik ddniistim

ve R¢ = ®(H(Y)) oldugunu kabul edelim. Burada ®, H(Y) den

H(X) igine ge H(Y) igin ¢(g) = g o ¢ olarak tanimlanan bir

R

C-izomorfizmidir. Ayrica M, ZTH(X) den IR, igine M(wx)==nx| 5

olarak tanimlanan bir fonksiyon olsun. Bu durumda,

(i) M nin bire-bir olmasi i¢in gerek ve yeter ko-

sul ¢ nin bire-bir olmasidair.

(ii) M nin lizerine olmasi ig¢in gerek ve yeter ko-

sul ¢ nin lizerine olmasadir.

ISPAT. (i) ¢ bire-bir olsun. Bu durumda Teorem

13 den dolaya R¢, X in noktalarini ayirir. Simdi “xu* ny ol-

sun. . ve “y tanimindan dolayi x # y olacagi agiktair. B&y~

lece R¢ , X in noktalarini ayirdidindan g(x) # g(y) olacak

bigimde bir gesR¢ vardir. O halde nx(g) #* ny(g) dir. Bu ne-

denle gesR¢ igin T, Ve ny.farkll olduklarindan M(nx) #* M(ny)

dir ve dolayisiyla M bire-birdir.

Karsit olarak, M bire-bir olsun. ¢ nin bire-bir ol-
dudunu g8sterelim. x # y oldudunu varsayalim. Bu durumda
H(X), X in noktalarini ayirdigindan g(x) # g(y) olacak bigim=-
de bir_gezH(X) vardir. Boylece nx(g) # ﬂy(g) olup, M nin
bire-birliginden dolayi n, +# Ty dir ve dolayaisiyla
wx]R¢ # ﬂle¢ dir. O halde &yle bir fe§R¢ vardir kl,nx(fhﬂy(f)
veya esdefer olarak, f(x) # f(y) dir. Bu ise R¢ nin X in nok-

talaraini ayirdigini gSstermektedir. BSylece Teorem 13'den ¢

bire-birdir.

Simdi (ii) nin ispatini yapalaim : w€52R¢ oldudunu

kabul edelim. Bu durumda m, R¢ den C ye bir C-homomorfizmi
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ve ¢, H(Y) den H(X) igine bir C-izomorfizmi oldugundan,

T o ®, H(Y) den C ye I;ir C-homomorf£izmi olup, m o &€ ZH(Y)
dir. Dolayisaiyla = o & = tby olacak bigimde bir y € Y vardar
ve g__-EH(Y) igin wy(g) = g(y) dir. Burada YE€¢ (X) ve YE ¢ (X)

olmak ilizere baglica iki durum s8z konusudur.

Eer ye€ ¢ (X) ise, bu durumda bir xe€X igin y = ¢ (x) olup,

gl¢ (x)) = @(g) (x)
f(x) = nx(f) dir.

her geH(Y) ig¢in n(®(g)) = wy(g) = g(y)

H

dir. O halde her £ = @(qg) eR¢ igin w (£)

Bu ise M(nx) = ¢ demektir.

Eder y ¢ ¢ (X) ise, bu durumda bir xe€X igin y # ¢ (x) dir.
Simdi gOsterecediz ki, her xe€ X igin 6yle bir fe Rqb vardir
ki, 7(f) # £(x) olmasi durumunda n;ﬁM(nX) dir. Bunun igin
x € X oldugunu kabul edelim. ¢ (x) €Y, ye¥ ve y=+#¢ (x) olup,
H(Y), Y nin noktalarini ayirdigindan, g(y) # g(¢ (x)) olacak
bigimde bir ge H(Y) vardir. Ayrica R¢ = ®(H(Y)) oldudundan
o (9) ER¢ ve T(d(g)) = gly) # glp(x)) = #(g) (x) dir. BSyle-
ce 17(dp(g)) # »(g) (x) olacak bigimde bir & (g) eR¢ bulunur.

Bu nedenle m % M(ﬂx) = wx|R¢ dir.

neER¢ igin 7t o & = wyeEH(Y) dir. meM(ZH(X))
olmas1 igin gerek ve yeter kogulun y c ¢ (X) 'oldudju gdsteril-
mistir.
Eger ¢ lizerine bir donilisiim ise, bu durumda her yeY ig¢in
ved (X)), v = ¢(x) dir ve bbylece 7 o @ = dly olmak {izere
T = M(']‘rx) dir.
Eer ¢ {lizerine bir d0nlislim dedilse, bu durumda: dyle bir
yEY-¢ (X) ve m€ IR, vardir ki, herhangi x€X igin » o &= \py

(]
ve m # M(nx) dir.
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BOylece teoremin ispati tamamlanmig olur.

TEQREM l6. &, H(X) in herhangi bir althalkasi ve
M, M(r)) = nxla olacak bigimde ZH(X) den ZR igine bir ddnii-
slim olsun. M nin bir bire~bir ddniligiim olmasi igin gerek ve

yeter kosul, & nin X in noktalarini ayirmasidir.

ISPAT. M nin bire-bir oldudunu varsayalim. E§er
T, T ise, bu durumda n |& # wy]ﬁ dir. gimdi x # y oldu-
gunu kabul edelim. Teorem 4 den ve nxlﬁ #* nylﬁ oldugundan
1B:¢“y dir. O halde wx(f) #* wy(f) veya f£(x) # f£(y) olacak
bigimde bir f£ €& vardir. Bu nedenle &, X in noktalarini ayi~-

rir.

Kargit olarak, & nin X in hoktalarini ayirdigina
ve m # ﬂy oldugunu varsayalim. Her bir x€X ig¢in birtek
L bulundugundan [Teorem 4| x # y dir. &, X in noktalarina
ayirdigindan f£(x) # f(y) olacak bigimde bir f € & vardir ve

dolayisiyla nxlﬂ * "yla dir. O halde M bir bire-bir fonk-

siyondur.

i
i

Simdi bir A cebirinin A spekturumu {izerinde bir
topoloji insa etmek igin gerekli tanim ve bazi lemmalar ve-

rilecektir.

Tanim 9. Herhangi bir F climlesi lizerindeki komp-
leks deferli fonkisyonlarin cebiri A ve A nin spektrumu ZA
olsun. £€A ig¢in A lizerinde kompleks degerli £ fonksiyo-
nu F(r) # w(f) olarak tanimlanir ve tiim £ fonksiyonlarinin

climlesi A = {£: feAl ile g8sterilir.
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LEMMA 2. ﬁ, A Uzerindeki fonksiyonlarin noktasal
toplama ve g¢arpma iglemlerine g&re bir cebir olup, C sabit

fonksiyonlar climlesini kapsar.

ISPAT. Eger, f, 5552 ise, ru durumda
(E+8)(n) = F(n) + §lm) = n(f) +nlq) = n(E4 g) = (£1 §) (1) ve
(£.9) (n) =F(n).g(r) = w(f).m(g) = w(f.g)= (£.9)(r) dir.

Dolayisiyla %.* a, E.gesA dir. Ayrica, acA sabit fonksiyonu

igin a(n) = m(a) = A dir. Yani A tiim sabit fonksiyonlara

ac
A A
eEAa

igerir. Ustelik af olup, bu nedenle A bir cebirdir.

LEMMA 3. y: £ v f dbniiglimi A dan A lizerine bir

C~izomorfizmidir.

| IspaT. ‘Lemma 2'de gOsterilmis oldugu gibi,
E + §'= f/:\g ve f.§ = f?& dir. Dider bir deyisgle
Y(E + g) = ¢(f) +v¥(g) ve ¥y(f.9) = ¥ (£f).¥(g) olup, ¥ bir ho-
momorfizmdir. Ayrica bir a €A sabit fonksiyonu ve m €ZA igin,
¢(a) (r) = aln) = n(a) = a, yani ¥ bir C-homomorfizmidir. 2
nin tanimi geredi ¢ nin A dan A fizerine bir fonksiyon oldu-
u agiktir. Simdi ¢ nin bire-bir fonksiyon oldudunu gdste-
relim : £,9 €A igin ¢(f) = V¥(g) veya £ = § olsun. Bu durum-
da v €3A icin E(m) = §(n) veya w(f) = n(g) dir. E§er her
1 €ZA igin 7 (f) = n(g) ise, bu durumda x €F igin nx(f)=nx(g)
olup, F lizerinde f(x) = g(x), yani £ = g dir. O halde ¥ bire-

birdir.

. ) ”~
Burada efer £ = g ise,n €ZA ig¢in w(f) = n(g) olup, £(m)= g(m),
yvani % = 3 dir. Bu nedenleAf.=‘g olmak i¢in gerek ve yeter

”~ ~
kogul £ = g olmasidar.
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Sonu¢ olarak A ve A izomorftur.
Tanim geredi x €F igin f(n ) = 7 (f) = £(x) oldudu agiktir.

Bundan sonraki kisimlarda, yerine gdre, H(X), A ve
H(Y) lUzerinde kompakt agik topoloji veya altliniform yakain-
saklik topolojisi kullanilacaktir. TH(X), ZA, ZH(Y) lzerinde
ise, aga¥idaki bigimde inga edecegimiz, Gelfand topoléjisi
ve ZH(X), TH(Y) Uzerinde de izdligim topolojisi kullanilacak-

tir.

Tanim 10. F lzerinde kompleks dederli fonksiyon-
larin bir cebiri A olsun. ﬁ nin her elemanin:i silirekli bira-

kan topolojiye Gelfand topolojisi denir.

Simdi bu topolojiye g&re agik komsuluklari,dolayi-

s1yla taban elemanlarini tanimlayalim.

m & A, EGEX olsun ve Se(§(wo)), f(no) merkezli ve € > O
yvarigapli: bir daireyi g&stersin. Bu durumda,

A....l

£ (s, (E(nq)) £(r)-F(ng) | < e}

I

{TE€ A :

i

{rnezA:|n(E)-mg(£)] < €} dar. Bu sekildeki

cimlelerin sonlu bir kesigimi, {rv€ ZA: ﬂ(fi)-ﬂo(fi)‘ < e,
1< i< n, fie.A} bigiminde bir cilimle olup, bu tip climleler

Gelfand topolojisinin bir tabanini olugtururlar.

Tanim 1l. K, A nin sonlu bir altcliimlesi olsun ve

€ > O bulunsun. U = {ne€ZA:s|n(f)-ng(f)| < €,f €K}
1To,€ 'K

climlesine wg € £A nin bir acgik komgulugu denir.

LEMMA 4. Gelfand topolojisi Hausdorff'tur.

Gergekten, eder m;,my €ZA igin m; # mp ise, bu du-
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rumda bir £€A igin, m, (£) # 7, (£), yani £(m,) # f(m,) dir.
Ayrica eger Ig(nl) - f(wz)l = ¢ > 0 ise, bu durumda

Al A A=l ~ ,

£ (Se/z(f(“l))) ve f (Se/z(f(nz))), sirasi ile, m; ve my
ayrik komsuluklaridir. Aksi halde, n€f 1(86/2 (f(nl))) ve
we?_l(se/z(f(wé))) igin, |£(m) - F(ny)| <e/2 ve

[f(v) - ?(n2)| < €/2 dir. Bu ise,

€ €
72732
olmasidir ki, bu da ]f(wl) - gknz)l = ¢ kabulumiize aykairai-

|E(ny) - E(ng)] < |E(ny) = Em| + |E(n) - Tny) |<

]

€

dir. O halde XA, Gelfand topolojisine gbre bir Hausdorff

¢

uzayadair.

Tamim 12. ZH(X) lizerindeki izdiliglim topolojisi p€X

olmak lizere, p + "p dénﬁsﬁmﬁnﬁn slirekli ve agik oldudu bir
topolojidir. Bu doniliglim altinda X in agik climleleri,FH(X) in
agik ciimleleri lizerine izdliglirlilmiigtlir. Np, p€X in bir agik
komgulugu ve WPGEEH(X) olsun. tzdligsim topolojisinde ™ nin
bir agik komsuludu {ﬂq<§2H(x) : qEENR} seklinde bir climle~-

dir.

Simdi Gelfand topolojisi ile izdiiglim topolojisi

arasindakl bagintiyi gdsteren bir Lemma verelim.

ILEMMA 5. IH(X) lizerindeki Genfand topolojisi ZH (X)

izerindeki izdiislim topolojisi tarafindan kapsanir.

IspaT. wquEH(X), H(X) in sonlu bir altciimlesi H

ve ¢ >0 bulunsun. Gelfand topolojisinde w_ nun bir agik kom~

q

suludu Unq,e,H = {np:lf(p)—f(q)|~<e, f €H)

i

. -1
{-np:p ef ng ‘: (S (E(@) )} = {np:peNq}
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olup, burada Nq, g€X in bir ag¢gik komgulugudur. Clinkii £€ H,
X lizerinde siireklidir. Fakat {ﬂp : pEENq}, izdiigim topoloji-
sinde ﬂq nin bir agik komsulugu oldudundan, iddiamiz ispat

edilmis olur.

TEOREM 17. ¢, H(Y) den H(X) igine bir C-izomorfiz-
mi ve R¢ = ®(H(Y)) olsun. Bu durumda 2R¢ ve ZH(Y) ilzerindeki
Gelfand topolojisinde L(r) = 7 o ¢ olarak tanimlanan L fonk-

siyonu ER¢ den ZH(Y) lizerine bir homeomorfizmdir.

Ispar. 1rEER¢ olsun. A¢ik olarak = o ¢ , H(Y) den
C igine bir homomorfizm oldugu igin = o P€ZH(Y) dir. Ustelik
bir a sabit fonksiyonu ig¢in (7 o @) (a) = n(®(a))=7(a) = a
oldugundan m o ¢ bir C-homomorfizmidir. Bu nedenle, L, ER¢
den ZH(Y) ig¢ine bir donliglimdlir. Simdi ¢ € ZH(Y) olsun. Bu
durumda © bire-bir ve L(¥ o ® ') = ¥ 0 ¢ 'o ® = y oldudu
igin ¥ o <D—IG ER¢ olup, bu nedenle L, 2R¢ den ZH(Y) lizeri-

ne bir doéniligtimdiir.

L bir bire-bir ddnlisimdlir. Gergekten ﬂl,ﬂ2652R¢ igin L(wy) =

L(mp) yani m) o & = m; o & oldugunu varsayalim. Bu durumda

bir heH(Y) ig¢in (rv; o @) (h) (ro o ®) (h) dar ve dolayisiy-

b

la £feR, = &(H(Y)) igin = (£) mo (£) veya m; = 7w, dir.

¢
L nin slirekliligi g&stermek igin %EEZRé, H, H(Y) nin sonlu
bir altclimlesi ve €>0 olsun. Bu durumda L(®) nan herhangi

bir agik komgsulugu,

Us g g,e,y = ("0 @€ ZHW: [(mo @)(q)-Fo @)(g)|< e, g€H} dar,
L, U?r,e,‘l’(H) = {HEER¢:|ﬂ(‘I’(g))—?(¢(g))I. < e, geH} y1
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Un igine doniigtlirlir. O halde L silireklidir.

T 0o ®,¢ ,H
Simdi ise L™! in slirekliligini gOsterelim. K nin R¢ nin son-
lu bir altclimlesi ve € > O olmasi durumunda 7 nin herhangi

bir agik komgulugu

~ -1
T(E)~-7(£)| <e, £€XK}) dar. L , 7 o @ yi

= < .
Ug,e K tn € 2R, :

T ye ddniistlirir ve ¢ bire-bir oldudu igin ' (K), H(Y) nin

sonlu bir altciimlesidir. Boylece L-l,

Ua

2o de, (g = {10 PEZH(V):] (m 0 @) (9)=(T 0 ) (9)] < e,

m(®(g))-T(Hg)) | < ¢, ¥(g) € K} igi~-

-1
g€® (K)} y1 U?,E'K = {1€ IR g

ne ddéniistiiriir. Dolayisiyla 1”! stireklidir.

-~

Bbylece L nin bir homeomorfizmoldufu gdsterilmig olup, teo~-

remin ispati tamamlanmigtar.

THOREM 18. P(x) = 7 olarak tanimlanmigs olsun. Bu
durumda P, Y den XH(Y) {lizerine slirekli ve bire-bir bir fonk-
siyondur. Burada, ZH(Y) iizerinde ki topoloji Gelfand topolo-

jisidir. | |

{sSPAT. OUnce P nin bire-bir bir fonksiyon oldufunu
gbsterelim. Bunun igin x,y€Y ve x # y olsun. Bu durumda
H(Y)’Y nin noktalarini ayirdidindan g(x) # g(y) olacak bigim-
de bir g€ H(Y) vardir. Dblasaiyla, “X(g) o "y(g) olup,ﬂxaﬁﬂy
dir. Yani, x,Yy€Y, x #y igin.P(x) # P(y) olup, P bire-bir

fonksiyondur.

H(Y) nin spektrumu yalniz nokta deferlendirme ddniliglimlerin-
den olugtugundan ve Teorem 4'den dolayi P bir lUzerine ddnili-

slimdiir.
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Simdi P nin silirekli oldudunu g&sterelim. H, H(Y) nin sonlu

bir altciimlesi ve ¢ > 0 olsun. Ty in bir a§1k komsulugu

U_n_x'e JH = {‘Wye XH(Y):‘ﬂy(f)—’n’x(f)|<’ €, £e€H} dir. ;'Ee H(Y)

siirekli ve H sonlu oldugu igin N = N {yeY:|f(x)-f(y)I< e},
feH
x 'i igeren bir agik clmledir. EJer y €N ise, bu durumda

e -
her £€ H igin I“y(f) nx(f)l < € dur. Bu nedenle “yEEwa,e,H

dir. O halde P, N yi U igine ddniigtlirlir. Dolayaisiyla

€ ,H
xl ’
P, Ty de silireklidir. BOylece ispat tamamlanmig olur.

Dolayisiyla Teorem 17 ve Teorem 18‘de>2R¢ ile ¥
arasinda bir bire-bir eslemenin varligi gbsterilmig oluyor.
O halde Teorem 15 ve bu 8zellikten dolayi agagidaki sonucu

elde ederiz:

Y - ¢ (X) in noktalari ile, R¢ lizerinde nokta-deger-
lendirme doniisliimleri olmayan 2R¢ nin elemanlara arasinda

bir bire-bir egleme vardair.

Teorem 18'de tanimlanan P dOnilislimii ayni zamanda bir
agik donliglimdiir. Her agik Riemann ylizeyinin ¢3 igine 8z ola-
rak ?erlestirilebileceéini ve buradan da, Y nin Gelfand topo-
lojisinin gergekte Y nin ilk (orjinal) topolojisi oldudu ger-
gedini Remmert'in g8sterdigini | 18] Royden ifade etmektedir.
Yukaridaki bu sonug¢ Remert'in su tzoreminden elde edilmig-
tir : F herhangi bir holomorfik olarak tam ve lokal olarak

indirgenebilir bir kompleks uzay *iolsun. Bu durumda F, yete-

ri kadar biiyltik bir N dogal sayisi igin, bir CN sayl uzayina

* s+ Kompleks uzay, lokal olarak indi;genebilme, holomorfik olarak tam-

-

11k kavramlari bu calismada bir arag olarak kullanilmakta olup,

bunlar igin [15], [16] referans olarak verilebilir.
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verlegtirebilir; vani bir r: F > CN holomorfik, &z, injek-

tif d6nliglimii daima vardir [ 17] Remmert.

Bilindigi gibi bir S ag¢ik Riemann ylizeyi lokal ola-
rak indirgenebilir bir kompleks uzay olup, holomorfik ola-
rak tamdir [ 3] Behnke. O halde Remmert'in teoreminden dolayx
bir n dogal sayisi ig¢in S de c? igine holomorfik, 8z, injektif

bir donliglim vardir.

Once bir kompleks uzayda ve ¢? nin bir agik altciim-

lesi Uzerinde holomorfik fonksiyon tanimlarini verelim.

Tanim 13. 7, bir F kompleks uzayindan bir G komp-
leks uzayl igine sitirekli bir ddniiglim olsun. Herhangi bi: £
fonksiyonunun bir V € G agik cilimlesi lizerinde holomorfik ol-
mas1i durumunda, eder £ o 7 fonksiyonu da T_l(V) agirk cilimle-
si lizerinde holomorfik ise, bu durumda r d&nilisiimiine holomor-

fiktir denir [15] Remmert.

Tanim 14. £ bir v ¢ ¢” agik clmlesi lizerinde tanim-
11 kompleks dederli bir fonksiyon olsun. Efer her w€ V nok-
tasinin w€ D C V olacak bigimde, bir D agik komguludu varsa
ve tlim z€ D ig¢in £ fonksiyonunun yakinsak olan bir

Vl 1 4

f(z) = Z a (zl— wl) .« e o (2Z —wn) N xuvvet

Vi envee,y¥Vn n

TP
Vir rYn
serisi agilimi bulunabilirse, bu durumda f fonksiyonuna V

de holomorfiktir denir.

Eger w = (W) ,...,w ) € € ve z = (z,,...,2,) €D ise, burada
D, w yl igeren ¢ nin bir agik altqﬁmlesidir, bu durumda
Py(z) = wy + (z27-w;) = 2z, tanimdan dolaya c® de bir holomor-
fik fonksiyondur. Bu durum Pi(z) =z, 1< i<nigin de

dogrudur.
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Bu tanimlardan yararlanarak gdsterilebilir ki; 7 nun
S agik Riemann yiizeyinden c” igine bir holomorfik ddniiglim ve
£1 70644 fn lerinde S den C ig¢ine holomorfik fonksiyonlar
olmas: durumunda bir gqe€¥Y c S ig¢in 7 (q) = (£f,(q),. £ (@)
dir. Burad;a fi(q) = Zy i=1,...,n dir. B6lliim I den i=1,..,n
igin fi € A(S,C) = H(S) olduundang nun bir ag¢ik komsuludun-
da holomorf olan 8yle bir 94 (i =1,...,n) fonksiyonu vardir
ki, g komgsulugunda ki Y nin tiim noktalarinda i = 1,...,n ig¢in
gy e filY ile gakigsiktir. Ayni zamanda 7 |Y = ¢, Y den c? igi~-
ne holomorfik dénlislim olup, geY igin o(q) = (g; (q) rees 9y (9))

dir. Burada i = 1,...,n igin gieA(Y,C) = H(Y) dir.

Daima, U,Y de bir agik climle ve x €U olacak bigim-
de Y nin en az bir x noktasi bulunabilir. Eger, 9, (U) ,eeey
gn(U) lar € de agik climleler ise, bu durumda gs (U), 1<ig n,

e > 0 igin, {zeC : |z--gi (x)| < e} climlesini kapsar.

O(U)"—'{(er'--rzn) . Zi=gi(X)l. l<i<n, xeU} dir.

n n

N{ye¥ :|g;(y)-g;(x)]| <el ¢ N {yeY : g;(y) e g; (0}
i=2 i=1

= {ye¥Y: o(y)e o(U)} = 0—1(0 (U)) = U dur. Burada o bir

-1
injektif ddniligliim oldugundan ¢ (o (U)) = U dur. Dolayisiyla

n .
U, N {y€vy:]| gi(y)—gi(x)[ < €} climlesini kapsar.
i=1

Bu ise P(U) nun Gelfand topolojisinde “x in bir ag¢ik komgu~
n

lugu olan ﬂ.{ﬂye ZH(Y) :lgi(y)"gi (x)| < €} ctimlesini kap-
i=1

sadidini gbsterir. BSylece Gelfand topolojisinde P(U) agik

olup, P, Y den Z(Y) Uzerine bir agik dénliglimdir.

Sonug¢ olarak L, ER¢ den ZH(Y) tizerine bir homeomor-

fizm ve P de Y den ZH(Y) {izerine bir homeomorfizm oldudundan



44

-1
P o L, ZR¢ den, Gelfand topolojisi ile birlikte Y ilizerine

bir homeomorfizmdir.

son olarak, ZR¢ nin bir Riemann ylizeyi oldugdunu g8s-

terelim:

Bunun igin &nce Riemann ylizeyili kavrami ile ilgili tanaimlara
hatirlatalim. Bilindigi gibi, kabaca, Riemann ylizeyleri; iize-
rinde analitik fonksiyonlarin tanimlandigdi yiizeylerdir. Bir

Riemann ylizeyinin sadlamasi gereken 8zellikler gunlardir :

M irtibatli bir Hausdorff uzayi ve efer M nin her noktasi
R? Euclid diizleminde bir ag¢ik climleye homeomorf olacak bigim~
de bir agik climle tarafindan igerilirse, bu durumda M iki

boyutlu manifold adini alir. O halde M nin iki boyutlu bir

manifold olmasi durumunda, eder

(a) bir I indeks climlesi igin {Ui : i€1}, M nin
bir ac¢aik drtiisti ve Bi, U, den € de bir agik climleye homeo-
morfizm olmak {izere bir KUi,Oi) : 1 €1} kolleksiyonu buluna-

bilirse,

|
\
i

(b) U Uj agik climlelerinin birbirini kismen O&rt-

il
-1
n U. ) Ny, lze-
mesi durumunda Gj o} 0i ’ ei(Ui .Uj) den GJ(Ui UJ) lize
rine ydn-koruyan bir konform ddnliglim, yani wn=(0j°9;1}(z)=f(z)

Gi(Uif\ Uj) de z nin bir analitik fonksiyonu ise,

bu durumda M bir Riemann yilizeyidir.

M bir Riemann ylizeyi ve M {izerinde (U,0) € {(Ui,ei):iGEI}
ve Pyp €U ise, bu durumda z = 0 (P), U daki Py komguludunda

bir lokal parametre adini alir. Birden gok uy climlesi Pal

icerdiginden, Py komgulugunda birden gok lokal parametre

bulunabilir. EJer, 8zel olarak 8 (Py) = z, ise, bu durumda
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yeteri kadar kiiglik bir r>0 sayisi ig¢in |z-zy| <r dairesi
2=Z

6 (U) tarafindan kapsanir ve w = = alindidinda ¥ (Py) = O,

lw| < 1 olacak bigimde yeni bir w = ¥ (P) lokal parametresi

bulunmug olur. BOylece M nin yapisi defigsmemis olacaktair.

£, M lizerinde kompleks degerli bir fonksiyon olsun. Eder
z = 0(p), 6§ (Pg) =0 lokal parametresi cinsinden £(8 ' (z))

fonksiyonu bir r > 0 ve |z]| < r i¢in z nin bir analitik

o0

fonksiyonu, yani £(07 (z)) = 3 a_z" ise, bu durumda £ fonk-

0 r
siyonuna Py noktasinda analitik veya holomorfik denildigi

bilinmektedir |2 | Ahlfors, | 6] Gunning, |23] Springer,

Burada ¢ , bir C-homomorfizmi ve ¥ irtibatli bir climle ola~

rak gdzdniine alinacaktair.

Simdi 2R¢ nin bir Riemann yilizeyi oldugunu gdsterelim. ER¢,

Gelfand topolojisi ile birlikte bir Hausdorff uzayidar
(Lemma 4). Ayrica ZR,,Y ye homeomorf ve Y irtibatli oldudun-
dan R, irtibatlidir. O halde ER¢ nin bir Riemann ylizeyi ol-

[
masi igin (a) ve (b) kogullarinin salanmasi yeterlidir.

Rqs = ®(H(Y)) ve « ez:R¢ olsun. Bu durumda gqe Y ig¢in,

T o® = wqes TH(Y) dir (Teorem 17). Ayrica S bir agik Riemann

i

ylizeyi oldugundan [z| < p ve 0_(0) = q igin (hQOQf(Z)= Zzaiz

q

ve Nq = oq(|z] < p) lzerine h = Z ai(hq)l olmasini gerekti-

rir. yEENq oldudunu varsayalim. Bu durumda,

8

- I io .- i o =
¢y(h) h(y) % ai(hq(y)i % ai(wy(hq)) dir. Ty © b ¢y

olacak bigimde = IR, nin bir elemanini belirtsin. Egér

y’
® i
= = (I)
& (h) ve wy(h) ﬁy(¢(h)),. % ai(wyg (hq)))

1

f€5R¢ ise f

.
olur ’(hq)

. 3 <t i
(=3 [ . kit =

olur.
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Simdi de €Y igin g nun komsulugu Nq olsun. fq ve ny yvi
yukarida tanimlandidi gekilde g®z&niine alalim ve yEENq igin

&q yu, 8g(ny)= ny(fq) bigiminde tanimlayalim. Bu durumda,
6 = f = (I) = = = =
q(Trq) ﬂq( q) ﬁq( (hq)) (wq o ¢)(hq) wq(hq) hq(q) o

dir.

& ) = . -
Dblayisiyla q’ nq € ER¢ nin bir 1\1Tr {wye ER¢. yequ} komsu

lugunu Sp(o) lizerine déniigtlirtir.ve & 'Nn={“ €IR :y € Nq}

q y ¢
q
izerinde bir lokal parametredir. Gergekten, Sq(wq)

(<3 6 = = P =
YENg tein B (ry) = w () = (n 0 #)(h) =¥, (h)

0 ve

h_(y)
-1 d
dir. {z : < = U = -
r. {z |z] < p} °q (Nq) tizerinde (hq o aq) (z) = z oldu

undan hqqu =g olup, hth » {z: z] < p} tizerine bir

q q
homeomorfizmdir.

P, Y den ZH(Y) ye P(y) = wy olarak tanimlanan bir homeomor-

fizm: (Teorem 18) ve L, ER¢ den ZH(Y) ye L{(r) = m o ¢ olarak

tanimlanan bir homeomorfizm (Teorem 1l7) oldudundan
-1 -1 -
"y‘Equ = {wy: yequ} igin %(ﬂy) = (Oq "o P, o L)(wy) dir.

P o L, Gelfand topolojisi ile birlikte ZR, den Y ye bir

]
-1
homeomor fizm ve g Nq dan |z| < p ya bir homeomorfizm ol-
dugundan aq da NTr dan | z| < p lizerine bir homeomorfizmdir.
q
Simdi, W=N NN olmasi halinde § o5_' in,
ﬂq nq q1 q2

1 2

Sq (W) den 8q (W) igine bir aralitik ddniiglim oldufunu gbste-
2 1

cediz. Bunun ig¢in x, € W olsun. Bu durumda y € Nq N Nq dirx,
1 2

ai(h )i olmasi durumunda; y € N_ oldu-

"N izerinde h
9, 9,

2 1
gundan dolayzx

I
oME K
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1

o0 o0 i
5 (1) =h (y) =z af_(y)=3x af_ (r ) dir.
a Y q, 0 iq2 o T'9, Y
O halde z, =5 (r.) =% a, (5 (r.)t = za,zd, 5_ (W) den
1 a Y o +Va, 'y o 12" "q,
s (W) Uzerine bir holomorfik ddnlglimdir.

9

Sonug¢ olarak ERb bir Riemann ylizeyidir.

Agik Problem : H(X) holomorfik fonksiyonlar halkasi-
nin kesirler cismi olan M(X) meromorfik fonksiyonlar halkasi
igin bu galigmanin hangi kogullarda gegerli oldudu bir arag-

tirma konusudur.

Oncelikle ele alinmasi gereken problem; B&llim I.l.2.
de verilen teoremlerin hangi kosullar altinda meromorfik
fonksiyonlar cismi iginde gegerli oldududur. Bunun ig¢in X ve
Y, sirasi ile, R ve's agik Riemann yiizeylerinin herhangi alt
climleleri, M(X) ve M(Y) de sirasi ile X ve Y lizerinde mero-
morfik fonksiyonlarin halkalari olsun. M(X) ve M(Y) nin izo-
morf olmasi duruﬂunda; X ve Y nin konform esdeéer olup olma-
di1g1 problemi ele alinabilir ki, s&z konusu problem [ 11} .Kza
ve [ 191, 20] Royden tarafindan agik Riemann ylizelleri igin
ele alinmig olup, valuasyon teorisinden yararlanarak ince-
lenmigtir. [ 10] Kelleher ise, bu problemi gbyle ifade etmig-
tir: "R ve § Riemann ylizeyleri ve R agik olsun. B, M(R) in
bir A-halkasi ve B,, S izerindeki sabitlerden olugan, M(S)
nin herhangi bir althalkasi olsun. EJer ¢: B, * B, lizerine

bir halka izomorfizmi ise, bu durumda ya,

(a) @(i) = i olmak lizere, her £ € B; igin &f)=fo¢
bigiminde birtek ¢: S - R analitik ddnliglimi vardir.
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veya
(bj (i) = -i olmak lzere, her £ e B, igin
& (f) = fo ¢ olacak bigimde bir tek ¢: S -=» R konjuge

analitik donlisiimi vardir."

Bu teorem g&zoniine alinarak M(R) in althalkalara
lizerindeki spektrumlarin varligi ve bir Riemann ylizeyi ola-
rak,ZR¢ nin Y altclimlesine homemorf olmasi durumu arastir-

ma konusudur.

Ayrica ¢: M(R)™> M(S) bir izomorfizm olmasi ha-
linde S den R ye ¢ d&nilislimiinlin varliginin hangi kosullarda

s6z konusu oldugu ayri bir problemdir.

[14] Nakai, M(R) ve M(S) nin izomorf olmalari ha-
linde R ve S nin topolojik egdefer olduklarini gdstermis

olup, probleme iki farkli c¢dziim vermigtir.
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