e +3

ANKARA UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTiTUSU

SPEKTRAL TEORI ve SPEKTRAL TEORI YARDIMI ILE
MERCERIAN TEOREMLERINiN ELDE EDILMESI

Cafer COSKUN

YUKSEK LisSaNS TEzZi
MATEMATIK ANABILIM DALI

T s coneas
WOKSEXKOGR
Dokamantasyon Merkesi

Bu Tez 2{-7+J9%9 Tarihinde Asadidaki Jliri Tarafindan .J30..
(Daksmn.) Not Takdir Edilerek Oybirligi/foysokiusu ile
Kabul Edilmistir. .

28 e

Dog.Dr.Cihan ORHAN Dog.Drh ismail TOK  PPof. Dr. Ofier GAKAR

Danigman \)\4«3




ii

OZET
Yiiksek Lisans Tezi

SPEKTRAL TEORi ve SPEKTRAL TEORI YARDIMI iILE
MERCERIAN TEOREMLERININ ELDE EDILMESi

Cafer COSKUN

Ankara Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali

Danigman : Dog.Dr. Cihan ORHAN
1989, sayfa 87

Jiiri : Dog.Dr.Cihan ORHAN
Dog.Dr.Iismail TOK
Prof.Dr.0ner CAKAR

Bu tez bes bdliimden olusmaktadir.

Birinci bdliimde, matris doniislimlerinin tanimi ve
bazi dizi uzaylari arasindaki matris doniislimleri ile il-
gili teoremler verildi. Ayrica Cesaro operatdri ve AJir-
‘11kla ortalama operatdriiniin tanimi ve bu operatdrlerin
ozellikleri ile ilgili teoremler yine bu bdliimde yer aldi.

fkinci bdliimde, sinirli lineer ddéniigiim, spektrum
ve fine spektrum kavramlari tanimlanarak bunlarla ilgili
6zellikler tanitilda.

Ugilincii bdliimde, Cesaro operatdriiniin CorCrlyrips
(L<p<w»)}, bv, ve bv lizerindek: spektrumu' ve c lzerin-
deki fine spektrumu incelendi.

Dordiincli boliimde, agirlikli ortalama operatoOrii-
niin c,co,lp,(1§;><w), Uzerindeki spektrumu ve c ve c,

tizerindeki fine spektrumu incelendi.

. Besinci ve son béliimde ise spektrum yardimiyla
Cesaro operatérii i¢cin Mercerian teoremleri elde edildi.

ANAHTAR KELIMELER : Matris doniisiimili, regiiler matris, kon-
servatif matris, koregililer matris,
iicgensel matris, normal matris, ya-
kinsakliga denk matris, resolvent,
spektrum, nokta spektrum, fine
spektrum, Cesaro operatdrii, agirlikla
ortalama operatdrii.
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This thesis consists of five chapters.

In the first chapter, the definition of matrix
transformations has been given. Some theorems related to
matrix transformations on certain seqguence spaces have
been stated without proof. Furthermore, definitions and
some properties of the Cesaro and weighted mean operators
have also been given.

In the second chapter, a bounded linear operator
and its specturm and fine spectrum have been studied.

In the third chapter, the spectrum of the Cesaro
operator acting on the sequence spaces co,c,lw,lp,

(1<p<=»), bv,,bv and its fine spekctrum on c have been
computed.

In chapter four, the spectrum of a weighted
mean operator acting on the sequence spaces, c,co,lp,

{1sp<=), and its fine spectrum on c, c, have been studied.

Finally, in chapter five, some Mercerian theorems
have been obtained via spectral theory for Cesaro operator.
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which is equivalent to convergence,
resolvent, spectrum, point spectrum, fine
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SIMGELER

(Anx) X dizinin A matrisi altindaki dénilislim dizisi

bs sinirli seri olusturan diziler uzayi

bv sinirli salinimli diziler uzayl

bv, hem sinairli salinimli ve hemde sifira yakinsak
diziler uzayi

c Cesaro operatdrii

C Kompleks sayilar ciimlesi

E rec:r-3 s 3

F {Aec:lx—%l < %—}

G {;E:n 2z 0}

n

c yvakinsak diziler uzayi

Cp A matrisinin yakinsaklik alani

Cy sifira yakinsak diziler uzayi

c; {x = (xk): AX € c,}

Cek(T) T operatdriinliin gekirdegi

e blitiin terimleri 1 olan dizi

ey k-1nci terimi 1 diger terimleri 0 olan dizi

L. sinirli diziler uzayi

zp 1 £ p < » olmak ilizere p inci kuvvetleri mutlak
yakinsak seri olusturan diziler uzayi

limAx (Anx) donlislim dizisinin limiti

0(1)  sinirli ifade

R(T) T operatériiniin gdriintéi (deger) uzayi



R(TT
r(T)
p(T)
o(T)

op(T)

viii

R(T) nin kapanisa

T operatoriiniin spektral yarigapi
T operatdriinilin resolventi
operatdriiniin spektrumu
operatdriiniin nokta spektrumu

operatdriinlin adjointi

“ H 1 A4

normlu uzayinin siirekli duali.



GiIRrRtTS

Spektrum kavrami toplanabilme teorisinde onemli
bir yer isgal eder. Spektrum kavraminin toplanabilme teo-
risindeki en 6nemli uygulamasi, tamamen analitik yontem-~
- lerle incelenmis olan Mercerian teoremlerinin fonksiyonel
analitik ydntemlerle daha kisa ve anlagilir bigimde yeni-

den elde edilmesine imkan sadlamasidar.

1965 yilinda, A.Brown, P.R.Halmos ve A.L.Sheilds
2, Hilbert uzayi ilzerinde tanimli Cesaro operatdriiniin si-
nirli oldugunu gdstermis ve spektrumunu incelemislerdir.
Daha sonra, ayni operétérﬁn Qp’ (1 <p <), lizerindeki spekt-
rumu 1973 vilinda G.Leibowitz, ¢ lizerindeki fine spektru-
mu 1975 yilinda R.B.Wegner, c, lizerindeki spektrumu 1985
yvilinda J.B.Reade tarafindan ve c, bv ve bv, izerindeki
spektrumu ise 1986 yilinda J.I. Okutoyi tarafindan ince-

lenmistir.

Agirlikli ortalama operatdriiniin ¢ lizerindeki
spektrumu 1977 yilainda F.P. Cass ve B.E.Rhoades,‘c lize-
rindeki fine spektrumu 1983 yilinda ve ¢, lizerindeki fine
spektrumu 1987 vilinda B.E.Rhoades ve lp,(1.§p><w), Uze-
rindeki spektrumu ise 1978 yilinda J.M.Cartlidge tarafin-

dan incelenmistir.

Bu arastirma, yukaridaki galismalarin derlenme-

sinden olusmaktadair.



BOLUM 1

Dizi UZAYLARINDA MATRiIS DONUSUMLERI

Bu bdliimde, matris doniislimlerinin tanimini ve
dizi uzaylari arasinda tanimli matris doniliglimleri ile il-
gili teoremleri verip, Cesaro Operatdrii ve Agirlikli or-
talama operatdriinii tanimlayacagiz. Ayrica bu operatdrle-
rin 6zelliklerini veren bazi teorem ve onermeleri ifade

edecegiz.

Bu.calisma boyunca kompleks ya-da reel terimli
blitlin dizilerin uzayini s, sinirli dizilerin uzayini £ _,
yakinsak dizilerin uzayini c, sifira yakinsak dizilerin
uzayinl c,, mutlak yakinsak seri olusturan dizilerin uza-
~yini &,, 1<p <~ olmak lizere p inci kuvvetleri mutlak ya-
kinsak seri olusturan dizilerin uzayini lp, sinirli sali-
~ nimli diziler uzayini bv, hem sinirli salinimli ve hem de
si1fira vakinsak dizilerin uzayini bv, ve sinirli seri

olusturan dizilerin uzayini ise bs ile gdsterecegiz.

Buna gdre;

L, = {x = (x,): supklxk[ < @}
c=({x= (xk): lim X, = £ mevcut}
k
c, = {x = (x ){ 1lim %, = 0}

0 k X k
2, = {x = (x): i [, | <=}



L= {x = (x%): JE. (% [P <=}, 1 <p <o

bv {x

It

(xy)e 2 1% = Xyl < =}

bv, = c, N bv
ve

bs

{x

n
(x,): sup,_ | Z x| < =}
k nkok

yazabiliriz.

1.1 Matris D&niislimleri

X ve Y,s in iki alt cilimlesi ve A = (ank) reel
yvada kompleks terimli bir sonsuz matris olmak iizere,

x=(xk)ix ve her n 2 0 icin

Y, = A X = i a Xy (1)
serisi yakinsak ise y = (yn) = (Anx) = Ax donilisglim dizisi

mevcuttur denir. Eder her x € X igin y = (Anx) doniisiim
dizisi mevcut ve yeY ise A = (ank) matrisi X den Y igi-
ne bir matris ddniiglimii tanimlar denir. X dizi uzayini Y
icine ddniistiiren blitlin matrislerin sinifini (X,Y) ile gds-
terecediz ve eJer A,X den Y i¢cine bir matris doniiglimi ise
A€ {X,Y) vazaca§iz. Toplami ya da limiti koruyan matrisle-
rin sinifini ise (X,Y;p) ile ngtereceéiz. Ozel olarak
Ae{c,c) ise A ya konservatif matris ve A& (c,c;p) ise A

va regiiler matris (ya da kisaca reglilerdir) denir.

{1) serisi her n i¢in yakinsak oldugundan matris



doniislimlerinin lineer oldugu agiktir. X ve Y dizi uzayla-
ri, lzerinde g&zdniine alinan normlarla birlikte, 8 X li-

neer uzayinin sifir elemanini gdstermek lizere eger,

HAXI

Al =

{ o

ise A matris doénisiimli sinirlidir denir ve bu durum
AeB(X,Y) ile gbsterilir. Eger X = Y ise B(X,X) yerine

kisaca B(X) vazacagaiz.

A= (a,) bir sonsuz matris olsun. EJer her
K>nz0 icgin B = 0 ise A matrisine {iggenseldir denir.
A liggensel bir matris ve her n icin a, * 0 ise A va
normal matris adi verilir.

A= (ark) sonsuz bir matris olmak lizere,
Cy = {x = (xk): Ax = ¢}

climlesine A nin vakinsaklik alani (toplanabilirlik alani)

ve eger Cy =¢C ise A yakinsaklida denktir denir.

AeB(¢c) olsun. a, = lim 4.k olmak lizere her k
n
igin a, = 0 ise A matrisine g¢arpimsal matris,

X{(A) = 1lim ¢ a - 3
n k nk k-

ax
saylsina A nin karakteristigi ve X(A) # 0 olacak big¢imde-
ki A matrisine de koregliler matris adi verilir. xec igin

limAx = lim,x = X{(A)limx + I a

X
A x X'k



olarak verilir ([21] Wilansky 1984, sh.6).

TEOREM 1.1.1: AeB(2_) olmasi igin gerek ve ye-

ter sgart

IAl = sup i lank[ < ® (2)
olmasidir. ([11] Maddox 1970, sh.174).

TEOREM 1.1.2: Ae€B(%,) olmasi ig¢in gerek ve ye-

ter sart .

HNI=&me|%m|<w
n
olmasidir. ([11] Maddox 1970, sh.167).

TEOREM 1.1.3: AGEB(CQ) olmasi igin gerek ve ye-
ter sart (2) ve her k igin 1lim an = 0 Ozelliklerinin

n
gerceklenmesidir. ([{11] Maddox 1970, sh.1l63).

TEOREM 1.1.4: (Kojima-Schur): Ae€B(c) olmasi

igin gerek ve yeter sart (2) ve her p ig¢in lim X a g=2a
n k=p n

mevcut, 6zelliklerinin gergeklenmesidir ([11] Maddox 1970,

sh.166).

ONERME 1.1.5: A=B(c) olsun. Eger A, (2) yi ger-

1

cekleyen bir A”! inversine sahip ise A™! eB(c) dir ([21]

Wilansky 1984, sh.92).

ONERME 1.1.6: AeB(c) olsun. Eger A nin (2) yi

gercekleyven bir sol tarafli inversi mevcut ise A higbir



sinirli iraksak diziyi limitlemez ([6] Copping 1955).

TEOREM 1.1.7 (Silverman-Teoplitz): Ae (c,c;p)

olmas1i igin gerek ve yeter sart (2) ve

(i) lim ark = 0, her k ig¢in

n
(1ii) l;m i ag = 1

o6zelliklerinin gergeklenmisidir ([11] Maddox 1970, sh.165)

TEOREM 1.1.8: E§er AeB(2,) NB(L,) ise A€B(L,),

(1l<p<w), dir ([11] Maddox 1970, sh.174).

TEOREM 1.1.9: 1 <p <« =, % + = 1 olsun ve her

Q=

n ve k igin bnk > 0 olmak lizere

sup

™~

o
5
B,

(o2
5
-

n
k
ve

-1
sup, I |a . |(b ;) /1 (

8™

gergeklensin. Bu durumda AeéB(lp) dir ({1] Borwein ve

Jakimovski 1979).

'TECREM 1.1.10- (Riesz-Thorin): AeB(%_) olsun.
Eder AEB(SL'p), (L£p<=), ve g>p ise AEB(JLq) dir
([4] Cartlidge 1978).

TEOREM 1.1.11: A€ B(bv) olmasi igin gerek ve ye-

ter sart .

® m
(i) sup = | = (a,, - a__ )| < (3)
m -0 k=0 nk. n-1,k



(ii) Ae ebv
6zelliklerinin gergeklenmesidir, burada e = (1,1,1,...)

dir ([21] wilansky 1984, sh.127).

TEOREM 1.1.12: A€ B(bv,) olmasi igin gerek ve
yeter sart (3) ve her k icin 1lim ak = 0 Ozelliklerinin
o n

gergeklenmesidir ([21] Wilansky 1984, sh.127).

1.2. Cesaro Operatdri

]

Bir x = (xn) dizisini, onun aritmetik ortalama-
s1 olan

4 4+ e e 4
Xo Xl Xn

y = (v)) = ( — )

dizisine ddniistiiren ddniisiime Cesaro operatdril denir ve

C ile gbsterilir. C = (cnk) matrisinin

o
A
=
A
S

cnx =S ‘ (4)

ile verilecedl agiktair.

TEOREM 1.2.1: Cesaro Operatdrii reglilerdir, vani

Cc € (¢,c;p) dir.

1.3. Agirlikli Ortalama Operatdril

n
P,>0, n21 iginpnzo ve P = X

olmak lizere



ak =ﬁ n (5)

bigiminde verilen A = (ank) matrisinin tanimladidi ope-

ratd8re Agirlikli Ortalama Operatdrii denir.

TEOREM 1.3.1: AJirlaikli ortalama operatdriinlin re-
gliler olmasi ig¢in gerek ve yeter sart h > « igin Pn->w

olmasidir ([14] Petersen 1966, sh.10).

Asadidaki teoremler bir agirlikli ortalama opera-

toriiniin B(Qp) de olmasina iliskindir.

= . b

TEOREM 1.3.2: A, lim 52 > 0 olacak big¢imde bir
n

agirlakli ortalama operatdri ise AEEB(lp),(1.§;><w), dir

([4] cartlidge 1978).

TEOREM 1.3.3: A, bir agirlik ortalama operatdri

olsun. Eger her nz2 N ig¢in Ph+1 2 P, > 0 olacak bigim-
de bir N 2 0 sayisi varsa AesB(lp), (1 < p < =) dir

([4] cartlidge 1978).

TEOREM 1.3.4: A ve B iki agirlikli ortalama opera-

e B 5 . . <
t6rii olsun. Eger Bc-:B(ﬁLp) ve her n 2 N ig¢in bnn an §Mbnn

olacak bigimcie bir N2 0 sayisi varsa A€ B(zp) (1l <Kp<K=),
dir ([4] cartlidge 1978).

Asadidaki teorem, pozitif terimli bir serinin



karakterini belirlemek ig¢in zaman zaman basvurabilecegi-
'miz bir kriterdir.

[+ 2]

TEOREM 1.3.5 (Abel-Dini): = dn pozitif terimli
n=0

iraksak bir 'seri olsun. Bu durumda Dn==d°4-d1-+~---+dn

olmak lizere

Sn
0 D

M 8

n

SR

serisi o >1 i¢in yakinsak, a£1 igin iraksaktair ([9]

Knopp 1971, sh.290).



BOLUM 2

SINIRLI LINEER OPERATORLERIN SPEKTRUMU ve FINE SPEKTRUMU

2.1. Sinirli Lineer Do&nlisiim

X ve Y, ayni bir K cismi lzerinde normlu iki
uzay ve T:X — Y bir lineer ddniislim olsun. EJer her xeX
igin

IT=xll = Mixl

olacak bigimde bir M> 0 sayisi varsa T ye X den Y igine
bir sinirli lineer donlisiim adi verilir ve X den Y icgine
tanimli biitlin sinirli lineer operatSrlerin sinifi B(X,Y)
ile gbsterilir. ﬁéer X = Y ise B(X,X) yerine kisaca

B(X) vazacadaiz.

B(X,Y) lizerinde tanimlanan

(T + S)x = Tx + Sx
toplama ve

(AT)x = ATx
'skaler ile garpma iglemleri ile K cismi lizerinde bir 1li-
neer uzaydair. Ayr;ca B(X,Y) lineer uzavi

1Tl

ITh = sup T

X#86
normuyla birlikte bir normlu lineer uzaydir. Eger Y bir
Banach uzayil ise B(X,Y) de bir Banach uzayidir ([2] Brown

ve Page 1970, sh.105).
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TEOREM 2.1.1: X bir Banach uzayi olsun. B(X) de-
ki tersi mevcut elemanlarin climlesi, B(X) Banach uzayi

iginde agiktir ([2] Brown ve Page 1970, sh.227).

X, K cismi {izerinde normlu bir uzay ve T e B(X)
olsun. x*, X in silirekli dualini gdstermek iizere yani,

x* = B(X,K) olmak lizere, her x€X ve her fex” ig¢in

.x* - x*
(T¥F)x = £(Tx)

bigiminde tanimlanan " operatdriine T nin adjointi denir.

TEOREM 2.1.2: X bir normlu uzay ve TeB(X) ol-
sun. Bu durumda T € B(X") olup ITI = UT*I dir ([2]

Brown ve Page 1970, sh.239).

TEOREM 2.1.3: Eer T ve T “1n tersi mevcut ise

(T")* = (T*)"* dir ([7] Goldberg 1966, sh.60).

TEOREM 2.1.4: X bir normlu uzay ve Te€ B(X) olsun.
Bu durumda T ' in mevcut olmasi igin gerek ve yeter sart

7" 1n Srten olmasidir ([7] Goldberg 1966, sh.60).

TEOREM 2.1.5: X normlu bir uzay ve Te€B(X) olsun.
Bu durumda T nin X ig¢inde yodun bir gbériintiiye sahip olma-
s1 icin gerek ve yeter sart T 1n birebir olmasidir ([7]

Goldberg 1966, sh.59).
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2.2. Spektrum

Bu kisimda X*i C kompleks sayilar cismi {izerinde
normlu bir lineer uzay olarak g6zdniine alip, 6 ile X 1li-
neer uzayinin sifir elemanini ve I ile X den X‘'e tanimli

6zdeslik operatdriinli gdsterecegiz.

TANIM 2.2.1: X #2 {6} ve Te€ B(x) olsun. Eger
(AI - T) ' mevcut, sinirli ve X de yodun bir ciimle iizerin-
de tanimli ise A €C sayisina T nin bir regliler degeri de-
nir. T nin biitlin regiiler dederlerinin olusturdudu ciimleye

T nin resolventi denir ve p(T) ile gbsterilir.

o(T) = C\p(T) climlesine de T n;n spektrumu adi

verilir. Buna gbre, efer X e€o(T) ise

(1) (AT -T) ! mevcut
(ii) (AI -7T) ! sinirla

(iii) (AI-T)"! X de yodun bir cimle {izerinde tanimli

Szelliklerinden enaz biri gergeklenmez.

Efer bir T sinirli lineer operatéfﬁ birden faz-~
la normlu lineer uzay lizerinde g&zoniine aliniyorsa, gdz-
6niine alindidi X normlu lineer uzayini belirtmek ig¢in p(T)

verine p(T,X) ve o(T) yerine o(T,X) yazacadgiz.

TANIM 2.2.2: T:X — X bir lineer operatdr olsun.
EJer, Tx = AX olacak bigimde X de bir x#6 elemani var-

sa A kompleks sayisina T nin bir ozdegeri ve x€X elema-
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nina da bir dzvektdr denir.

X in {x€X: Tx = 6} alt climlesine T nin ¢ekir-

dedi denir ve Cek(T) ile gbsterilir.

Tanim 2.2.2 geregince "\ kompleks sayisinin, T
nin bir dzdederi olmasi icin gerek ve yeter sart AI -T
operatériiniin bire bir olmamasidir" &nermesi dogrudur.

Gercgekten,

A€EC, T i¢cin bir 6zdeder ise Tx = AX olacak bi-
cimde X de bir =x# 6 elemani vardir. Buna gbre Tx = AX ise
(MI-T)x = 8 olup xXxeCek(AI-T) ve x#6 oldugundan

AI - T operatdrii bire bir degildir.

Karsitida benzer bicimde gdsterilir.

Buradan su sonucu elde ederiz.

SONUC 2.2.3: A €C sayisi T nin bir Szdederi ol-

sun. Bu durumda X e€5(T) dir.

X # {6} normlu bir uzay olmak {izere T € B(X) epe-
ratdriiniin biitiin 6zdederlerinin olusturdugu cilimleyi op(T)
ile gdsterecediz ve T nin nokta(point) spektrumu diyece-

giz.

Bilindigi gibi eger X sonlu boyutlu bir normlu
uzay ise T:X — X lineer operatérii sinirlidir ve 7!
in mevcut olmasi icin gerek ve yeter sart T nin bire bir

olmasidir. O halde su Snemli sonucu elde ederiz.
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SONUG 2.2.4: X # {6} sonlu boyutlu normlu bir uzay
ve T:X — X lineer bir operatér olsun. Bu durumda

op(T) = og(T) dir.

Burada hemen belirtelim ki, eder X sonsuz boyutlu
bir normluvuzay ise TeB(X) operatdri igin cp(T) = o(T)
esitligi gegerli degildir. Yani cp(T)C o(T) bagintisi ge-

nellikle kesin bir badintidir. Bunu bir Srnekle gdrelim.

ORNEK 2.2.5: T:%, —> %,

X > Tx= (xo,xl,'°') = (OIXOIXII.'.)

big¢iminde tanimlanan T operatdriinii gézoniine alalim. Tani-

m1 geregince T lineerdir ve
IT=I = (% |xk|2)“é-=.nxn
k

oldugundan sainirlidir, yani Te€B(%,) dir. Ayrica, asikar
olarak T bire birdir. Dolayisiyla =()¢op(T) dir. Ancak
Xo # 0 olacak bigimdeki biitiin x = (xk)ez2 elemanlari T

nin gdriintli uzayinin elemani olmadidindan T *

in tanim
cimlesi &, de yodun dedildir. O halde X = 0, T nin bir

regiiler degeri degildir yani A =0 € og(T) dir.

TANIM 2.2.6: X # {06} ve TeB(X) olsun.
r(T) = sup{|A]|: reo(T)}

sayisina T nin spektral yarigapi denir. EJer X bir Banach
uzayl ise

r(T) = lim jT?y1/n

n
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dir ([2] Brown ve Page 1970, sh.237). Buna gére Aeo(T)

ise |[A]| Sr(T) STl yazabiliriz.

TEOREM 2.2.7: X# {8} ve TeB(X) olsun. Bu durum-
da O(T*)(:G(T) dir. Eger X bir Banach uzayi ise

o(T*) = o((T) dir ([2] Brown ve Page 1970, sh.242).

Ancak op(T) ile op(T*) arasinda Teorem 2.2.7 de-

ki gibi bir karsilastirma yapllamamaktadlr.

2.3. Fine Spektrum

X bir Banach uzayi ve Te€ B(X) olsun. T nin goérin-
td uzayini R(T) ve R(T) nin X igindeki kapanisini R(T) ile

gdsterelim. Bu durumda R(T) igin
I. R(T) =X
II. R(T) #X ancak R(T) = X
III. R(T) # X

ve R(T) lzerinde gdz oniine alinan T ' igin

1. T°! mevecut ve sinirli
2. T7! mevcut ancak sinirli dedil

3. 77! mevcut dedil
durumlari .vardir ([7] Goldberg 1966, sh.66).
Yukaridaki incelemeleri birlikte gtz &nline alir-

sak; 1,,1,,I,,11,,1,,I1,,IIX,,III, ve III, olmak lzere

dokuz farkli durum sdz konusudur. Ornedin Tel, ise
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R(T) = X wve T ! mevcut ve sinirlidir, Te III, ise

R(T) # X ve T™!, R(T) lizerinde mevcut ancak sinirli dedil-

dir.

Eger A, A\I -TeI, veya AI-TeII, olacak bigcim-
de bir kompleks sayi ise X € p(T) ve diger durumlarda ise
A€ 0(T) dir. Burada AI - T nin bulundudu sinifi gdz OSniine
alarak o(T) yi I,o(T), I;o(T), II,o(T), IXIzo(T), III,o(T),
III,0(T) ve III,o(T) alt climlelerine ayiracagiz ve Orne-

gin AI -TeII, ise AeII,;o(T) yazacagiz.



BOLUM 3

- CESARO OPERATORUNUN SPEKTRUMU

Bu bdliimde C, Cesaro operatdriiniin c,,c,t ,%

! pl
(1<p<=), bv ve bv, uzaylari lizerindeki spektrumunu ve

c lizerindeki fine spektrumunu inceleyecegiz.

Cesaro operatdriine karsilik gelen C = (cnk) mat-
risinin (4) ile verildigini biliyoruz. c}, 2,;,(1 <p<w),

%
ve bv, uzaylarina sirasiyla izometrik olarak izomorf olan

L1, lq, (% + é = 1), ve bs lzerinde gtz oniine alinan c*
adjoint operatdril (4) ile verilen C = (cnk) matrisinin

transpozu, yani

—+T’ 0snsk
c;k = 4 (6)
_ 0 , k <n
olmak lizere C* = (c;k) ile verilir. c” ve 5% uzaylaraina

sirasiyla izometrik olarak izomorf olan %, ve Cobs

. . v wea * . . esve
{izerinde g6z Oniine alinan C adjoint operatdri ise

’

1 , n=k=290

, n=0,n<k

_ 0
v ls=snsk
0 , 0<k<n
N
olmak lizere C* = (c;k) ile verilir ([12] Okutoyi 1986).
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Bu bdliimde aksi belirtilmedikge

F = {)eC: |x~%[< %}
ve
E={rec: [A-1]s3)

olarak alinacaktir.

3.1. Cesaro Operatdriiniin ¢, Uzerindeki Spektrumu

Bu kisimda C Cesaro operatdriind lxl = supn|xn|
normu ile birlikte bir Banach uzayi olan c, uzayl lzerin-

de gdz Oniine alip spektrumunu inceleyecegiz.

Teorem 1.2.1 geregince CeB(c,) ve (2) den ko-

]

. layca gdriilecedi gibi |ICll = 1 oldugundan Tl 1 dir.

TEOREM 3.1.1: op(c,co) = ¢ dir {([15] Reade 1985).
ispat : op(C,co) # ¢ olsun. O halde Cx = \x ola-
cak bigimde ¢, da 6 dan farkli bir x = (xn) dizisi var-
dir. Oyleyse,
X, = AX,
1 ) = A
2 XO + Xl) - Xl
1 =
-3—(x0 + x, + X,) = AX,

1
n+1

@ 0 0 0 e 0 ¢ 09 e e s e 0 s s 00 s

(Xg+ +oo + Xn) = AX
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denklemleri gergeklenir. Bu denklemleri g¢bzerek, eger

X = (xn) dizisinin saifirdan farkli ilk bileseni X ise

- 1 > . .

A—m+1veher n 2m igin
X

n+l __n+1 > 1

X n+l-m :

elde ederiz. Bu ise X, 0, (n~»>«), olmasi ile ¢elisir.

O halde op(c,co) = ¢ dir.
i

LEMMA 3.1.2: Eger Re(—}-\-) = o ise n->e« igin

n=s
-
1

k

dir. Burada an'\abn notasyonu ile (an/bn) ve (bn/an)
dizilerinin sinirli olmasi gdsterilmektedir ([15] Reade

1985).

TEOREM 3.1.3: cp(c*,ll) =F U {1} dir  ([15]

Reade 1980).

Ispat: x# 6 ve c*x = Ax olsun. Bu durumda (6) dan

X, + —%—xl + %—xz + e = AKX,
—%—xl +.%—x2 + s = XX,

1 1 —

ntl *n T heZ Xpe1t = Axy

" e e . « o g8 v 1 e s s

denklemleri gerceklenir. Bu denklemleri g¢ozersek x, # 0

olmak lizere n 2 1 ig¢in
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n
_ o1
o= R (8)

elde ederiz. Lemma 3.1.2 geredince xe€&, vani I |x
n

olmasi ig¢in derek ve yeter sart Re(%ﬁ >1 olmasidir. Hal-

nl <=

buki Re(%ﬁ >1 olmasi ise |A-—%-{< % olmasina denktir.

UYARI: Aslinda Reade [15], cp(c*,zl) = F oldugu-
nu gdsterdi. Ancak Okutoyi ve Thorpe [13], A =1 inde 2,
lizerinde gdz Oniine alinan c* adjoint operatdriinlin bir oz-

dederi olmasi gerektigini belirtmislerdir. Gergekten de,

X, 720 ve nz21l igin Xn=0' vani x= (%,,0,...)
ise C'x = x gerceklenir. Halbuki, x# 8 ve x€ &; oldugun-

dan A = 1 bir Szdegerdir.
Boylece op(c*,zl) = FU{1l} elde edilir.

C, in bir Banach uzayi olmasli nedeniyle
o(C,c,) = o(C*,ll) ve 0(C,c,) kapali oldudundan E g o(C,c,)
yazabilitiz. Halbuki asadidaki teoremde de gosterecegimiz

gibi o(C,c,) = E dir.

TEOREM 3.1.4: 0(C,c,) = E = {AeC: [A-3[=1)

dir ([15] Reade 1985).

Ispat: Ispata lk-%| >%-6zelli§ine sahip A komp-
leks sayilarinin p(C,c,) da bulundugunu gdstererek yapa-

cagiz.

Teorem 3.1.1. geredince AI - C bire bir dir.
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Simdi x-—l‘ >l- 6zelligine sahip A kompleks
2 2

sayilari igin (AI -C) ' eB(c,) oldudunu gdsterelim.

(AI-C)x =vy den x i y cinsinden g¢ozersek

1
Xo T 3y 21 Yo

1 v 1
1 1
(n+1) (A -gFT) (A -2)

yn-l

Yn-z

+ T A 1
(n+1) (A=) (A-2)(n-

1
n- l)
An-z

Y n+1l ¥a

1
(n+1)'£2(>\-z)

An-l

+ n+1 1 Yo
(n+1) 1 (A-%)
i=1

denklemleri gergeklenir. Bu ise

( D= (k+1)

n+1 1
(n+1) I “"I)
i=k+1

O
A
=
~
e}

0 , k>n
N

olmak lizere (AI -cC) !

A = (ank) matrisini tanimlar.
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Lemma 3.1.2 geregince agsikar olarak her sabit k

i¢in l;m ang 0 dair.

simdi sup_ T |a_.,| < ® oldudunu gdsterelim.
n o nk :

(o]

=

= 0(1)
k=0 :

= R
|a0k| |a00l x - 1]

dir. nz 1l ig¢in Re(%) = a <1l olmak lizere Lemma 3.1.2

yardimiyla,
® n-1
S lal=la |+ = [a ]
k=0 DK nn' 7y DK
n-1
1 1
= =+ =
n+1l (n+l)|)\[ I ll—'ﬁl
i=k+1
k
1
. I |1-5|
. n-1 .= ix
__n+l 1 ( 1 s i=1 )
[A(n+1)-1| [x]|*(n+1) n+lI 1| k=1 n;[-lil 1[
1l - -—_—
i=1 A i=1
a=-1 n-1
so(r) + Matl) © g, s Ly
[ 2] k=1 k%
a-1 n-1
< 0(1) +M(n+)\13 (1 + | 9—3}
I l 0 x
, -1 l1-a
M(n+1)% (n-1)
£ 0(1) + NE {1+ =5 }

[7aY

0(1) + -|—>\l‘—2{(n+l)a—l + 0(1)}

elde ederiz. O halde o = Re(%) < 1 oldugundan
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sup lagl < =

M 8

dir.

Bodylece Teorem 1.1.3. iin sartlari gerceklenir,

yani (AI ~-C)*

A€ B(c,) dir. Dolayisivla IA-% (>-%
igin r€p(C,c,) dir.

BOylece ispat tamamlanmis olur.

3.2. Cesaro Operatdriiniin ¢ {izerindeki Spektrumu

Bu kisimda C Cesaro operatdriini Ixll = SuPann|

normu ile birlikte bir Banach uzayili olan c¢ iizerinde gdz

oniine alip spektrumunu inceleyecegiz.

TEOREM 3.2.1. Up(C,C) = {1} dir ([12] Okutoyi 1986).

Ispat x#6 ve Cx = AX olsun. Bu durumda Teorem

3.1.1 in ispatainda oldugu gibi efer x = (xn) dizisinin
si1firdan farkli ilk bilesgeni X, ise A= mr1 Ve her
nzm igin

Xn T n - m *n-1
elde edilir. Buradan

x = —B_ . n-1 ,_n-2 m+ 1 %

n n-m n-1l1-m n-2-m m+1l-mTm
- n! _ ¢n
mi(n-m)! Xm (m)xm

yani,
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o , m > n
elde edilir ki, x = (xn)€<: olmasi i¢in gerek ve veter

sart m =0 vyani X =1 olmasaidir.

Bu ise ispati tamamlar.

TEOREM 3.2.2. op(c*,zl) = FU {1} dir ([12]

Okutoyi 1986).

Ispat: x#26 ve C*x = AX gergeklensin. Bu du-

rumda
Xo = AX,
X, +5 %, + % Xy + ccc o= AX,
% X, + % Xy + s = AX,
_]_._ 1 o.o:)\x
nxn"Fn-klxn+l+ n

® 8 6 6 060 0 3 00 0 s e 00 s s e e e e

denklemleri gergeklenir.

Xg = AX, ise A =1 veya x, = 0 olmalidir. Di-

ger yvandan . n22 igin

n-1
(1~

)
nooyoq iX

]
]
=

X, (10)

elde edilir. E§er X = 1 ise X,#0 ig¢in x=(x,,%x,,0,° )€,

o * .
olmak lizgre C x = x dir.

n 2 2 igin genel terimi (10) ile verilen
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X = (X4,X,,X,,...) dizisinin £, de bulunmasi igin Re(%) >1

olmali yani, |[A -%—] <% gergeklenmelidir.
Bu ise ispati tamamlar.

Teorem 3.2.1 ve Teorem 3.2.2 den FU {1} co(C,cC)
ve ¢ nin bir Banach uzayl olmasi nedeniyle Eco(C,c) va-
zabiliriz. Halbuki asadidaki teoremde de gOsterecegimiz

gibi o(C,c) = E dir.

TEOREM 3.2.3: o(C,c) =E={\eC:[A-75|S2) dir
{[12] Okutoyi 1986).

ispat: ispat icin |A-%] >% 6zelligine sahip
A kompleks sayilari igin (AI -C) ' eB(c) oldudunu gbster-
mek yeterlidir. Bu ise Teorem 3.1.4 {in ispatinda oldugdu

gibi gbsterilir.

ONERME 3.2.4: A€ B(c) olsun. Bu durumda -

o{A,c) = o(A,% ) dar ([4] Cartlidge 1978).

tspat: A €p(A,c) olsun. Bu durumda (AI-A) ' eB(c),
vani (AI-A)"' (2) yi gergeklediginden (AI -A)™* €B(%,)

dir. Bu ise Ai€p(A,%_ ) olmasi demektir.

Karsit olarak, Aep(A,R; ) ise (AI-A)"" (2) yi
gergekler. Dider yandan A €B(c) oldugundan AI - A€B(c)
dir. Bdylece Onerme 1.1.5 den (AI - A) ' eB(c) yani '

A€p(A,c) elde ederiz.

O halde p(A,c) = p(A,L ) ve dolayisiyla
o(A,c) = o(A,%,) dir. '
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SONUC 3.2.5% o(C,2_) = E dir.

3.3. Cesaro Operatdriiniin lp ,(1<p<=), Uzerindeki Spektrumu

-Bu kisimda C, Cesaro Operatdriinii lIxl = (I |xn|p)1/p
k
normu ile birlikte bir Banach uzayi olan Rp, (L<p<e=),

uzayl {izerinde gz Oniine alip spektrumunu inceleyecegiz.

LEMMA 3.3.1% EGer 1< p<(<=, anzO ve

An =a, ta, + - +a, ise
S P p. . .p p = P
T (=—==) £ (=) s a
n=0 n+1l p-1 n=0 n

olup buradaki F% sabiti daha kiiglik bir sabitle degisti-

rilemez ([8] Hardy ve Littlewood 1952, sh.239).

TEOREM 3.3.2: 1 <¢p< = olsun. Bu durunda CeB(lp) dir.

ispat: 1<p<« ve -xef_ olsun. Lemma 3.3.1 de

P
_ ; l__ !-_= - ‘e
a, = !xn] alinirsa 5 + a 1 ve Cx v olmak lzere
kx P
= |y = = | = [
n=0 & n=20 k=0n'"1
s = ( = %, |)
n=0 n+1l k=0 k

< (==)P = |z | =4d° ; [x |p<°°
= 'p-1 n= n n= n

“elde edilir. O halde Ce (zp,zp) dir. Dider yandan
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(K>3
ICl = sup S supg=4g <K=

x=zg %l X#B

oldugundan C € B(zp) elde edilir.

C operatoriinlin lp,(l( p < ) lizerindeki normu,
Teorem 3.3.2 geredince g = 5%?I olmak lizere

fich = g
esitsizliéini saglar. Ancak Lemma 3.3.1. geregince

Ncxll s Mixl
esitsizligini gérgekleyen M>0 sayllarlnln en kiigidgli g

oldugundan ICll = g olmak zorundadir.

TEOREM 3.3.3: 1 <p< » olmak lizere cp(C,lp)==¢

dir ([10] Leibowitz 1972).

ispat: 1 <p<~ ve x#6 olmak lizere Cx = AX

olsun. Bu durumda

xo = AX,

1 =
S(xo + x,) = Ax,
—;L—(X +err+x ) = AX
n+17° n n

€ 6 & 5 9 0 8 0 4 s s s 0 e 00 e e 0o

denklemleri gergeklehir. Eder X

(xn) dizisinin sifir-

dan farkli ilk bileseni X0 ise M = ve her nzm igin

m+1

*n+l _ _n+1
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P

elde edilir ki, bu durumda 1lim |xn| = 0 olamayacagindan
n

L |x Ip = o yani xé¢ ¢ dir.

n 0 P

Bu ise ispati tamamlar.

. * = da-2 ] <2} ai
TEOREM 3.3.4: op(c ,Q,q) {rec: | 2|<2}d1r

({10] Leibowitz 1972).

Ispat: x# 6 olmak lizere c*x = Ax ise n21 icgin
X, = E (l---i%)x0
i=1

ve buradan da

ENRENENLNE SRS Y
elde edilir ki, Re(%) = o olmak {izere Lemma 3.1.2 ge-
redince

5 1% v <5
oldugundan x = (xn) € Qq olmasi igin gerek ve yeter sart
ag > 1 vyani a > % olmasidir. Bu ise |A-—%| <%' olma-

sina denktir.
B&ylece ispat tamamlanmis olur.

lp,(1< p < ), bir Banach uzayi oldugundan Teorem

3.3.4. geredgince

{(xec: [A-F |53} ¢ o(C,e)

yvazabiliriz. Ancak asagidaki teoremde de gSsterecegimiz gibi
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a(C,L,) = rec:(r-3s3)

dir.

TEOREM 3.3.5. 0(C,8.) = frec:a-2 <2y air

([10] Leibowitz 1972).

~ Ispat: Teorem 3.3.3 geredince her A kompleks

sayisl igin AI -C bire bir dir.

tspatai, {x-—§| >%~6zelli§ine sahip A\ kompleks
sayilari igin (AI-C)"lesB(Qp) oldugunu gdstererek ta-

mamlayvacagiz.

(MI-C)x =y den X 1 vy cinsinden ¢ézersek
(\I-C) "t =4 = (a ), (9) ile verilmek lizere x = Ay el-

de ederiz. Ispat igin AEEB(QP) oldugunu gdstermek yeter-

lidir.
- A . n+1
n,k =20,1,2,... ig¢gin bnk = X T 1 olsun.
o = Re(%) < % olmak lizere Lemma 3.1.2 yardimiyla
. © -1
. 1/p _ 1 1/p
(1) kfo'{ank((pnk) B kfolank‘(bnk) * [ann[bnn
- n + 1 4 ‘(n_{_ 1)(1/p)"'1
[(n+1)x -1 R n+1l 1
I m o 1-5%
i=1 +
+»(n+l)(l/P)"‘l n;_:l 1
A K =1 1/p 11 1
(k+1) Il (A =+

i=k+l A
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n-1
s 0(1) +HM~ at(1/p)-1 ' 1
(1) l)\lz(n+l) {l+k§1ka+“Jm}
-1
at+(1/p)-1 Bt ax
s Nl)+||2(n+l) i1+ =T (1757
0
_ _ 1 y1=a=(1/p)
=0+ et/ a2l L,
[ 2] 1-4g-1
P
s 0(1) + s (e /R Ly
l>\| 1 -q -2+
p
elde edecegiz. Buradan -F%-l % %-—1 < 0 oldugundan
1
sup, ]Z{ lan | (Pry) P ¢
bulunur.
‘s < -1/p _ 1/q
(ii) = J|a . |(b_.) = la,, | (b, ) + = |a b
n=0 | nkl k | kk| kk n=k+1 nk ! '""nk
ok +1 o 1 n+1,-1/p
Mk + D 1] ke hF1 T
(n+1)[A]" @ |1 -7

30

k
1-—ﬂ
(1/p)-1 n-1 |
0(1)+(n+l) ] { 1 — i=1
|x| n+1l 1 k=1 1/ n+1 1
I 1=+ (x+1)*'P 1 j1-+
i=1 ix i=1 1A
_ (1/p)-1 n-1
o{1) + Mnt1) ((n+1)%+ (n+1)* = i/ -
[x] k=1 (k+1)"Px

i=k+1
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I 1=+
l/gq = : _ ix o
='O(1)-+L£1T%%?—— = ;:;} (n+1) 1 (1/P)
i=1 1A

[eo]

: (1/q)-a -1
o(1) + Re+1) s (n+1)%"1-(1/Q)

A

'xlz n = k+1
(1/9q)-a ®© -] -
S 0(1) + K“"*H{z k [ xe1)e () g
k
' (1/g)-a -(1/9)+a
=ou4+-MK+TiV LAkt 1) =0(1)
a - =
- d
elde ederiz. O halde

sup, = la g | (o)
n
dir.

(i) ve (ii) den Teorem 1.1.9 geregince AEEB(QP)

elde edilir ki bu da ispati tamamlar.

SONUC 3.3.6: o(C,%,) = {AeC: |A-1] s 1} dir.

3.4. Cesaro Operatdriiniin bv, Uzerindeki Spektrumu

Bu kisimda, C Ceséro operatdrini, HxH=§:lxk-xk+1|
kK
normuyla bir Banach uzayi olan bv,, ([21] Wilansky 1984,

sh.110), lizerinde gdz dniine alip spektrumunu inceleyecegiz.

TEOREM 3.4.1: CeB(bv,) dir ([12] Okutoyi 1986).
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ispat: (4) den

. . , s 1
(i) Her k ic¢in l‘:g._.m cnk_]‘:;mn+l_0 dar.

i 2 2 n 11
() = | 2 Cox=Cpog = 2 L= 5775 =1
c-l,k= 0
oldugundan
w m
sup nfo lk;‘"..o(cnk‘- cn—l,k” =1
dir.

Bdylece Teorem 1.1.12 geregince CeB(bv,)

elde edilir.

TEOREM 3.4.2: or;(C,bvo) = ¢ dir ([12] Okutoyi 1986).

ispat: bv, c ¢, oldudundan ispat Teorem 3.1.1. den

elde edilir.

Simdi, ispatlayacagimiz teoremlerde yararlanaca-

gimiz su lemmayi verelim.

LEMMA 3.4.3: A€C ve A#0 olmak lizere

n
z = @I (1 -

—1
(i + 1)

@
olsun. Bu- durumda = z, serisinin kismi toplamlar
n=1

dizisinin sinirli olmasi ig¢in gerek ve yeter sart A #1

olmak lizere Re(%) 21 olmasidar ([12] Okutoyi 1986).
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TEOREM 3.4.4% o(C*,bs) = E\{0}={AeC: [A-3[53)}\{0}

dair ([12] Okutoyi 1986).

Ispat: x# 6 olmak iizere c*x = ax gercgeklensin.
Bu durumda x = (xn) dizisinin genel terimi (8) ifadesini

gercekler.

Buradan Lemma 3.4.3 geredince x € bs olmasi igin
gerek ve yeter sart A # 0,1 olmak lizere, Re(%ﬁ 21 olmasi-

dir.

X,#6 ve nz21 igin xn=0yani X=(x,,0,0,...)
ise c'x = X olup x#6 ve =xXxebs oldugundan >\=1€cp(c*,bs)
dir.

BSylece ispat tamamlanmis olur.

UYARI: Aslinda, [12] de cp(c*,bs)‘= E oldugu
ispatlanmistir. Fakat ispat yeniden incelenirse X = 0

in bir 6zdeder olamavacagi gdriilecektir.

TEOREM 3.4.5: o(C,bv,) = E dir ([12] Okutoyi 1986).

Ispat: bv, in bir Banach uzayl olmasi nedeniyle
o(C,bv,) kapalidir. O halde, Teorem 3.4.4 geredince
Eco(C,bv,) dir. Ispat: |>\--]2=| >-]2= dzellidine sahip A
kompleks sayilari igin (AI -C) ! eB(bv,) oldudunu gdste-

rerek tamamlayacadiz.

(MI -C)x=y den x i vy cinsinden g¢bzersek A=(ankL

(9) ile verilen matris olmak iizere Ay=(AI ~C) 'y=x el-

de ederiz.
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(i) Her k igin 1lim anp = 0 oldugu Teorem 3.1.1 in is-
n

patinda gdsterilmigti.

© m m n
G n’fo 'kgo(ank—an'lrk” =n§O‘k§ (3nk " 2n-1,%’ |

m © m

+] = (a a. )|+ = | = (a_ , ~a__ ) |
k=0 m+l,k mk n=m+2 k= nk nll,k
diyelim.
n
e=(1,1,1,...) olmak lizere Ade = ( X a k) dair.
k=0 "

Diger yandan A(AI -C)=(AI-C) ' (AI-C) =1 ve

Ce = e oldudgundan,

A(AMI~-C) = e => A(le-Ce) = e
=> A((A-1)e) = e
= (A -1)Ae. = e
= 1
=> Ae = o1 €
elde edilir. O halde

Y
[V)]
i
|H

k

bulunur. Dolayisiyvla a.y,x= ¢ olmak lizere

m n n-1
Zy=lage]l + =T | = a,, - = a__ |
1 0 nel k=0 nk K =0 n-1,k
] m 1 1 1
= + - = .
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elde ederiz.

m
£, = lkfo (3pe1,x = 2mk |
m+1 m
= lkfo fn+l,k T Cm+l,m+l kfoamkl
o |k . _m+2 S N
A-1 (m+2)A-1 -1
m+ 2 _
Terspesa Ity (12)

elde ederiz.

a = Re(%) < 1 olmak lizere Lemma 3.1.2 den

© m
T,= X > (a - a__ ) |
3 n=m+2 k= nk n-1,k
o m
_ 1 1 1
TV | = [ n " n-1
nEm2 k=0 el 1 (- L0 -y
i=k i=k
o m on-(n+1)(1-—tr)
1 o+ 11X
ST nZme2' ko0 n 1 |
npEm "%+ T Q-
i=k
1
_ =% L n 1 I
- 2
T n=me 2D o B 1
i=k (1+1)Ax
1
C11-5 1 > 1
= ~T 2
[ n=m+2 n(n'*-l)k=0 g |1 - 1 o
- T+ 1N



36

1
I L R 1 1
._—TKTq—-{ nemep D(DHD) n B [
i T s
{=0 (1+1)x
k-1
1 ‘
@ L mo 0ot ewl
+ = > }
n=m2 BBTL oy D -
i=0 (i+1)x
I Ll R 1 1
[x]2 nemty R(A+1) n+l oy
il ll-ﬁ‘
i=1
k i
' o I l1-g5l
. = Mnil) = ;ii s
n=m+2 k=1 1
i=1

_ o o -] o m
sKM 1|{ = (n+1) . o (n+1) + _%)}

M7 pZme2 (D) T T nint D) Ty g
K[A-1] -
- 1 l-a
T Caamente Y
K|x-1
) (lia)lklla ( +1)1—a * 01} =001 (13)
m

elde ederiz.
Bdylece (11),(12) ve (13) den

® m
sup = | = (a, - a__ )| <

bulunur.
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‘Dolayisiyla Teorem 1.1.12 geredince

A= (AM-C) ' e B(bv,) dir.

Bu ise tecoremi ispatlar.

3.5. Cesaro Operatdriiniin bv {izerindeki Spektrumu

Bu kisimda Cesaro operatdriiniin
Ixl = [limx[ + £ [x, - X, 41| normuyla birlikte bir Banach
k
uzayi olan bv {izerinde g&z &niine alip spektrumunu incele-

yecegiz.
TEOREM 3.5.1: CeB(bv) dir ([12] Okutoyi 1986).

fspati: (1) e = (1,1,1,...) olmak lizere Ce = e

oldugundan Ce € bv dir.

© m

(ii) sup = | = (c, =-c__ )| =1
m_ -0 k=0 nk n-1,k

oldudu Teorem 3.4.1 in ispatinda gosterilmisti.

O halde Teorem 1..1.11 geregince C € B(bv) dir.

TEOREM 3.5.2: Op(C,bv) = {1} dir ([12] Okutoyi 1986).

ispat: bvcec ve Teorem 3.2.1 geredince
cp(C,c) = {1} oldugundan cp(c,bv) c {1} olmaladair. Di-
Jer vandan e = (1,1,...)e€bv olup Ce = e oldugundan

le op(C,bv) dir.

Boylece op(c,bv) = {1} elde edilmis olur.
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TEOREM 3.5.3: op(c*,cebs) = E\ {0} dir ([12]
Okutoyi 1986):

Ispat: x# 8 olmak lizere C*x = AXx olsun. Bura-

dan

1
X = I (1-+7—)% (14)
n k=1 ka7t

elde edilir ki Lemma 3.4.3 geredince x, #0 olmak lizere
genel terimi n22 igin (14) ile verilen x = (xn) dizi-
sinin bs de bulunmasi ig¢in gerek ve yeter sart A1#0,1

olmak lizere Re(%) 2 1 olmasidir.

EJer X =1 ise x,# 0 olmak lzere x=(%,,%,,0,...)

segcilirse xebs ve c*x X olup X =#8 oldugundan

1 eop(c*,c ® bs) dir.

Ayrica Re(%) 2 1 olmasi, |>\-%| 512“- olmasina

‘denk oldugundan op(C*,C ® bs) = E\ {0} elde edilir.

UYARI: Aslinda, [12] de op(c*,c ® bs) = E
= {AeC: | --]2=| < %—} oldudu ispatlanmigtir. Fakat ispat
yeniden incelenirse A = 0 1in bir dzdeder olamayacagi

gdriilecektir.

TEOREM 3.5.4: o(C,bv) = E dir. ([12] Okutoyi 1986).

ispat: bv bir Banach uzayil oldudundan o(C,bv)

-~
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kapali olacagindan Teorem 3.5.3 den Eco(C,bv) elde ede-
riz. Ispati tamamlamak igin |x-—%| > %— 6zelligine sa-
hip A kompleks sayilari igin (AI -C) ' eB(bv) oldugunu

gbstermek yeterlidir.

A, (A-—%[ > % 6zelligine sahip bir kompleks sa-
AT ~

v1 olmak {izere A = ( c) ! = (a,,) olsun.

@ m
(1) sup, nE:O [kfo (a , - an—i,k)l ( o

olduéu Teorem 3.4.5 in ispatinda gbsterilmistir.

(ii) A(AI-C) = (AI-C) *(AI-C) =TI ve Ce = e

oldugundan Ae = A.El.e € bv dir.

O halde Teorem 1.1.11 geredince A= (AI-C) 'e B(bv)

dir. Boylece o(C,bv) = E elde edilir.

3.6. Cesaro Operatdriinin c¢ Uzerindeki Fine Spektrumu

Bu kisimda C Cesaro operatdriinii yine ¢ ilizerinde

g6z 6nilne alip, fine spektrumunu inceleyecegiz.

TEOREM 3.6.1: Eger Ré(%) <1l ise Xe€p(C,c) dix
([19] wegner 1975).

fspat: Kisim 3.2 de o{C,c)=E={)€C: |>\—%-| <%—}
oldudu gdsterilmigti. Re(%)< 1 olmasi |A-—%| >%- olmasina

denk oldudundan ispat agiktar.
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1

TEOREM 3.6.2: >\¢5r%r ... olmak lizere Re(%) > 1

olsun. Bu durumda X e III,o(C,c) dir ([19] Wegner 1975).

Ispat: {i) A =1, -%—,%- r+++ oldudundan AI - C opera-
tdriine kargsilik gelen matris bir normal matris oldugundan
AI - C bire bir dir. Dolayisiyla (AI - C) ' mevcut yani

AI-Ccelu2 dir.

(ii) simdi (AI -C)* = AI - ¢* operatdriini géz Snii-

ne alalim. Eger (AI —C*)x = 0 ise
(A-1)x, = 0
ve nz21 igin

(x-%)xn- = Tk=o
k=n+1

denklemleri gerceklenir. Bu denklemleri g¢ozersek x,=0
ve nz2 igin X, (14) ile verilir. Re(%f) > 1 oldugundan
Lemma 3.1.2 geredgince xe€ &, dir. Yukarida tanimlanan

x = (0,%,,%,,...) dizisinin ¢, de bulunmasi igin x; = 0
ve dolayisiyla x = 6 olmasi gerekmez, yani AI - c* bire

bir degildir.

O halde Teorem 2.1.5 geregince R(AI -C) # ¢ ya-
ni M ~-C e III dir.

(i) ve (ii) vi birlikte g6z Online alirsak

AI -C e III, UIII, elde ederiz.

AI -C € III, oldujunu gdstermek icin Teorem 2.1.4
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geredince R(AI-—C*) = £, oldugunu gbstermek yeterlidir.
VY = (Y¢sY1+:++) € &, olsun. Eger (x1-—c*)x==y

olacak bigimde bir x = (x4,X;,...) dizisi mevcut ise
(A -1)x, = ¥,

ve nz2l igin

@ X
A-Hx - = FE=y

n-n k=n+l k n

denklemleri gergeklenir. Eger X, = 0 seger ve X i vy cin-

sinden g6zersek

b
|
>
]
.—I
LA

7 W e _
Xn"x[yn n-1) ¥ " Tn=-2)x (1 (n-l)A)yn-z

1

1,y 1 (1 -+
S U mm A mey  (EaR

2\

1 1 1
-(1-TE:TTx)(1'-TE:ETK)"'(l-'Ex)Yl]

elde ederiz. Bu ise

1

80 T X% - 1
alk = 0

- -1
81 T 7%
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. 1n-2 1
8 = "3, I Q- maox) 2
i=1
1
n,n-1 = 7 Ta- 2% r 2
1 -2 1
Ak = T %% E (l-m),l(k(tl-l
i=k
=1
an =3 , > 1
ank=0 :k>n > 1

olmak {izere bir A = (ank) matrisi tanimlar.

(-] N 1 -
= a = |a = ——— (15)
n=0 l»no' | 00i |)\-1|

a = Re(%—) > 1 olmak {izere Lemma 3.1.2 yardimiyla

2 1 ® 1 Bn-2 1
= la,l=57+ =T 57 I |1-m517!
n=90 nl l)‘| n=3 ')“ i=1 (1+1)A
© n-1
- i 1+—L— = & 11-40D
(A [1-3 n=3i=1
K ® '
5—1—'(14' 11 = -—1——-(;
[A] 1-3! n=3 (n-1)
= 0(1) (16)
elde ederiz. k 2 2 ig¢in
© . © n-2
.1 1 1 . 1
= a = + + p i 1l-7—
2kl =157 *RIXT *KIATT pZgep 30x |- TTF DR

n=0
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n-1
1 1 1 < - Il-il_kl
l:
= —— (1L+=+ = )
[ 2] K k[N p=k+2 K 1
I ll_—'—)tl
i=1 1
-1
K k%
g—il—(1+%+ 2x s 1 )
l [A] n=%k+2 (n-l)a
-1
K k% ©
1 2 dx
€ == (1 +=+ )
] k (A k+1f (x-1)°¢
a-1
_ 1 (1 + 1, K,k ) kl—a)
[A] k x| e-1
K
1 . 1 2 r
=1yl T2 o o(1) (17)
a_
TR AR ITESS

elde ederiz.
(15), (16) ve (17) ifadeleri: birlikte gdz oOnili-
ne alinirsa

supy I [a | <=
n

oldugu goriiliir. Teorem 1.1.2 geregince de A e€B(%,) dir.
O halde Ay = x€ %, dir. Bu ise AL - c¥ operatd-

riinlin drten yani R(XI-C*) = ¢, oldugunu gbsterir.
Bbylece AI -CeIII, ve dolayisiyla X € III,o(C,c)

elde edilmis olur.

TEOREM 3.6.3: A#1 ve Re(%—) = 1 olsun. Bu du-

rumda Ae€II,o(C,c) dir. ([19] Wegner 1975).
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fspat: (i) rx=#1 ve Re(—i—) = 1 oldugundan AI -C
operatdriine karsilik gelen matris bir normal matristir.
O halde AI ~-C bire birdir. B&ylece (AI -C) ! mevcut yani

AI-C e 1U2 dir.

(ii) Simdi AI - c* adjoint operatdriinli géz Sniine

alalam. Eger (AI—C*)x 6 ise x, =0 ve nz22 igin

1l

x_ (14) U gergekler. O halde, Re(—i—) 1 oldugundan Lem-

n

ma 3.1.2 geredgince x = (0,X,,X,,...) € &, olmasi ig¢in
gerek ve yeter‘sart X, = 0 yani x = 6 olmasidir. Bu ise
AI - c* operatdriinlin bire bir oldugunu gésterir. Teorem

2.1.5 geregince de R(AI -C) = ¢ ve dolayisiyla MXI-CeITI

dir.

(i) ve (ii) vi birlikte gtz oOnline alirsak.

AL -Ce IT, Y II,elde ederiz. Hipotezi gergekleyen N komp-
leks sayilara o(C,c) de bulundugundan X[-C € IT; olmasi
miimkiin degildir. O halde M-CE€ II, ve dolayJ.SJ.yla

A €II, o(C,c) olmak zorundadair.

TEOREM .3.6.4: leIIlI,o(C,c) dir ([19] Wegner 1975).

tspat: (i) e = (1,1,1,...) & c olup (I-Cle=8
oldugundan I - C bire bir degildir. O halde (I - C)~!

mevcut dedil yvani I -C € 3 dir.

(ii) z, # 0 olmak lizere 2z = (2,,2,,...) € C

olsun. Bu durumda her xec igin

. | z
I =C)x-zl2 |z] >—5— >0
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dir. O halde z € R(I -C) vani R(I -C) # ¢ dir. Bu ise
AI - C € II olmasi demektir.

(i) ve (ii) den I -C € III, vani 1 € III,o(C,c)

elde ederiz ki, bu da ispati tamamlar.



BOLUM 4

AGIRLIKLI ORTALAMA OPERATORUNUN SPEKTRUMU

" Bu bdliimde, adirlikli ortalama operatdriiniin c,
c, Ve SLP (1 S p &), izerindeki spektrumunu ve c ve c,

lizerindeki fine spektrumunu inceleyecegiz.

p
Bu bdliimde aksi belirtilmedikce vy = 1i —I-,—r-’— '
n
—— Py P,
6 = 1lim 5 Ve G = {P—-: n 20} olarak alinacaktir.
n n

4.1. AJirlakli Ortalama Operatdriiniin ¢ Uzerindeki Spektrumu

LEMMA 4.1.1: A, bir adairlikli ortalama operatori
ve A\, B=)AI-~-A = (bnk) olmak lizere her n ig¢in bnn #0
olacak bicimde bir kompleks sayi olsun. Bu durumda

— -1 _. s s
D=2B = (dnk) matrisi

P
n
k=n
)\Pn—pn 4
n-k-1 .
AT P n P.
dnsz P k I mj_—p—,0§k<n (18)
n j=k °3 j
0 : k>n

~

ile verilir ([5] Cass ve-Rhoades 1977).
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ispat :
( N
po
A-'P_o'- 0 0 * e
b P
__o A-_l 0 e o
! P, P,
B=AI~A=
—?l _-p—l- A-.—Pg e e o
P, B, B,
U : :e )

olmak ilizere Bx = y ise

X, = P8
0 Pu)\'PoY°

pl 0 Pl PO

= — . + —
P,x-p, ¥, P, (P1'\"P1 )(Po)“'Po ,Y°

o

P P ®
2 1

(Pz)\'-Pz )(Pl)\"Px )Yl

P.A P P P
¢ (s 5 ) (5
P, PoA-p, 'PjA-p, 'PyA-p,

)Y,

® ® S 08 085S S OLE OO L e N e

n n-~ n n-1

Y, t ) - )y, _
n P PA-p," P, 4A-pP,_q "n-1

P P 1 P P
X = g———— (
n Pn)\-pn

n L

n 1 0
+ ( ) oo | ) )Y
P Pn)‘-pn P,A~-p, 0

® 9 5 9P D O PP S OGO OO PP S CSEEES
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denklemleri gergeklenir. Buradan,

/ P
n
— , N =K

Pnk pn
— n-k-1 ..
P P.Ax-p f = n
n i=k J 3
§ 0 , K> n

elde ederiz.

TEOREM 4.1.2: A bir agirlik ortalama operatdrii

olsun. Bu durumda o¢(A,c) c E dir ([5] Cass ve Rhoades 1977).

ispat:'k, ix-% | >-% esitsizligini gercgekleye-
cek sekilde bir kompleks sayi olsun ve: -~% = a+ iR diye-
P
lim. Bu durumda a« > -1 dir. j=0,1;2,... igin 0 & iﬁ-g
]
oldugundan
P Ps P
‘l-P—.Jxlgll+a—P-?-|=l+a‘§‘}
gerceklenir. (18) den k <n ig¢in
ld_. | = {pkkn—k-.l T )| = | 1o(—Li ]
nk 'Pn j=k PJA- j=k L. P
. P-)\
]
P n P n
- e ! ST ] l 3w
n Jj=k [1-=2 n J=k (1+a )

elde ederiz. Buradan,
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n0 " *nl T Th[’P. . R NE
MR 520 H+a£l) lAlPnJ=1(1+a'El)
P. P.
3 3
_ p, *+ p,(1+a) g 1
2 pl j=2 _pi
(AP _(1+0)(l+as— (1+az*)
n P, Pj
_ P [p,+p (1+a)] g 1
T A[PP (1 +a) +p,(1+a)] 4= P
Ix[*p, [po + P, j=2 u+a§%
3
P n 1

= . Il B
Ax]?P_ (1 +a) s . P

J

ve 0 < r <n igin timevarimla

r P . n ’ P
s f = I 1/u+a§%
- j=r+l 3

= 2
k 0 nk I)\l Pn(1+a)

eide ederiz. Dolayisiyla (19) dan

® | | n-1 | Pn n-1
= [d, | =ld. |+ = |d.,.] § —"—+ = f
k=0 nk‘ nn k=0 nk |Pn}\—pn| k=0 nk
_ T, Fn-1
p. - P
n n
M1 -5 [X[*P (1 +a)(l+ap™)
n _ n
< 1 S (1 + — 2 (20)
IA[(1+az2) (1+a) 2]
n

bulunur.
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P
Eer o >0 ise 0 <2< oldugundan
n
p
1 +a 52 > 1
n
ve-eder -1 < a £ 0 ise
P
1+aP—nzl+a
n
elde edilir. M = min {1,1 +a} dersek:bzd)den her n ig¢in
> 1 1
. . g — (1 + =
ko Tmel F G LT 7 O

ve . dolayisiyla
sup_ i [dp | < =

elde ederiz. O halde Onerme 1.1.5 geredince [) - %’-I > % igin

D € B(c) dir. Bbylece o(A,c) c E elde edilmis olur.

TEOREM 4.1.3: A, regliler bir agirlikli ortalama

operatdrii olsun. Bu durumda
1 1-48
{.KEC.IK-'Z—T?[ _—<.2_6}UG(_:O(A,C)

dir ([5] cass ve Rhoades 1977).

Ispat: A, |A - 5—%—? | = %——}% egitsizligini gergeklesin

P .
ve her n igin X #-P—n olsun. Bu durumda (18) den k< n igin
n



pk n P.
= _J
|| = Taiee, 41 P,
n J=k P - '
pk ; Pj
[x|%P - p
n Jj=k -1
P, lllfr(l %) Pj_1|
P n
- mz; I — — (21)
k-1 3=k h+(1-l)§l—
j-1

elde ederiz. Diger yandan

l1-+(1-%) 'g+1| 2 1 olmasi ig¢in gefek ve ye-
; n

ter sart -~

>j=

= a + if olmak lizere

2

D p
(1 + (1+a) §+1)2+(B g*l) <1
n n

vani

P p
2(1 + a) §+1+[(1+a)2+52](-g—+1-)2§o (22)
n n

dir. Ppep = 0 olacak bigimdeki her n i¢in (22) asikar

olarak gerceklenir. Ppsq > 0 olacak bigimdeki her n igin

ise (22),

p
2(1+a)+[(1+a)2+32]-—giigo (23)
n

ifadesine denktir. (23) ﬁﬁ gerceklenmesi icin
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Pr+1
Pnt1 _ _ Fnu1
Pn 1 - Pn+i
P
n+l

b
ifadesi EéL ye gbre artan oldudundan yeterince bliylik n
n

ler igin 6 nin
2 2 S
2(1+a) + [(L+a)” + B ] 13 £ 0 (24)
ifadesini gergeklemesi yeterlidir. Halbuki (24) ise

1 1-3
X = 5Z% | s 55— (25)

olmasina denktir.

O halde )\, (25) ifadesini gergekleyen bir komp-

leks sayi olmak {izere (21) den

elde ederiz. Bdylece yeterince biylk n ler ic¢in

n-1 n-1 p n-1 p
= |4 1 = S —135-
k=N k=N Fk-1 IM" x=n Px

CReM
Ry ﬂi{

olup k-»+« igin P, » «» oldudundan Abel-Dini teoremi
k

(Teorem 1.3.5) geregince

SUPp ﬁ |dnkI =

ve dolayisivyla e o(A,c) dir.
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P
EGer 1\ = -2 jse B = AI-A= (b_,) olmak iizere
Pn nk
b , = 0 olacagindan (AI - A)" ! mevcut dedildir. O halde
Pn
n
Boylece,
{Aeclx 6" 6}U{ :n20}c o(A,c)

elde ederiz. Ancak ¢ bir Banach uzayi oldugundan o(A,)

kapalidir. O halde

{recC:|x- }UG o(a,c)

75l s 153
dir.

SONUC 4.1.4: A, 6 = 0 olacak bigimde regliler. bir
agirlikli ortalama operatdrii olsun. Bu durumda

o(A,c) =
dir ([5] cass ve Rhoades 1977).

ispat: Teorem 4.1.2 den o(A,c) ¢ E olup, Teo-
rem 4.1.3 de 6§ = 0 alinirsa E c o{A,c) elde edilir.

Boylece o(A,c) = E elde ederiz.

TEOREM 4.1.5: A, ¥ > 0 olacak bigimde regiiler

bir agarlikli ortalama operatorii ise

<ﬂAc) {recC: |- -y

dir ([5] cass ve Rhoades 1977).
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. . _ 1 1 - ca s -
Ispat: A, [A Eﬁ:?| > 7=y esitligini gercek
. ’ P
lesin ve her n ic¢in X¢-¥r— olsun. Teorem 4.1.2 nede-
n

nivle sadece [A-—%| < % esitsizlidini gercgekleyen A\

kompleks sayilarini gdz Oniine alacadiz. Bu durumda

- i = a + if olmak lizere a £ -1 olacaktir. Ancak a=-1

e P
olmasi A =1 olmasini gerektirdiginden ve 51 = 1 olmasi
0

nedeniyle 1 € o(A,c) oldudundan o < -1 kabul edebiliriz.

A lizerindeki kabullerimiz altinda her j igin
_i, By
[1 + (1 ) gl > 1
oldugunu gdstermek istiyoruz. Bunun igin

f(t) = 1 + 2(1+a)t+[(1+a)® + g2]t?

fonksiyonunu géz o&niine alalaim. f, fonksiyonu

- = (1+a)

(1 + a)? + g2

noktasinda bir minimuma sahiptir. Diger yandan

2-vy
olmasi
“y(a? + B%) + 20 > y-2 (26)

olmasina denktir. Buradan

Y N -(l+a)
2(1-v) (1 +a)® +8

T =t
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oldugundan her ¢t > 7TT¥T7T igin £ artandar.

€ > 0 sayisini yveterince kiigiik segelim. Bu du-

rumda,
—Y = X . 2 29X
f(z25 -¢) = L+ (l+a)(gT e) + [(L+a) +8 T g)?

= D S 2 29/ Y 42
= l+2(l+a)l—Y+[(l+a) +8 ](1_Y)

- 2e{(l+o) +[(1+a)® + B 1(TI5-5))

= £(75) - 2e9(e)

elde ederiz. £, t > fTT%T7T igin artan oldugundan

veterince klicik € > 0 igin g(e) > 0 dir.

Simdi f(l—I—Y) > 1 oldugunu gésterelim. (26)
ifadesi

1 _ Y
=5 - s=vw!l > !

ifadesine denktir. Buna gore,

|

fris) =1+2(1+a)pis+ [(1+a) 2 + 821 ()

_ Y 2 Y 24,2
= [1+(1+a)1-Y] + (-————1_Y) B

1+ (1 + o+ ip)gis|”

' - L x
1+ (1 - 775 |
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= XY - Y 2
1+ - -+

_ 1 _ Y 2
==Y " sa-v! >t

elde ederiz.
Simdi e > 0 saylsini
X oy = Yy - = 2
f(l__Y €) f(l-‘y) 2eg(e) we > 1

olacak bigimde se¢elim. Bu durumda y nin tanimi geregince

her n 2N ig¢in

pn+1
Pn+1 - Pnel s —Y _ - ¢
“Pn 1 §n+l 1-v
n+l

olacak big¢imde bir N > 0 sayisi vardir. Boylece her

nzN igin

4
f(z2) > £ - g) = p?
Pn-l 1-v

yazabiliriz. Diger yandan her n 2 N igin

1
|dp _ IPn-i»l 3 -Xpn+1l — l?n TPn+1  Pna |
ldn+l,kl Pn Pn 'XPn
p
= 1+ (1- 5B
n

p
= £( g*l)l/z>u>1
n

elde ederiz ki, bu her n,k 2 N igin Idnkl nin n ye gdre
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“monoton azaldidini gdsterir. Dolayisivla D nin siitun ele-

manlari sinirlidir. Bdylece

sup, i |dnkl (

n-1
| ve > |d kl ifadelerinin
k=N "

oldugunu gdstermek igin ldnn

sonlu oldugunu gdstermek yeterlidir.

-
Pp - Pn
Pn-l 1 Pn
. -5
n
Pn 5 «
ifadesi == vye gOre monoton artah oldugundan her n 2 N
n
igin
P
n 8
< + 1
Pn 1-34

olacak bigimde N > 0 sayisini yeterince biiylik segebi-

liriz. Bu durumda

n-1 n-1 Py n 1
k=N k=N M Prog 3=k (14 (1-3)=—1|
P
o1 5 n-1 n 1

Ty 4= A P
k=N 3=k |1+ (1 -5
i-1
-1
1 8 n 1
(=g (2= +1) = =— =0(1) (27)
|AP 1-~86 K =N wmkl

ve



58

P

n
P P
S N e
n-1
P
n
C R 2+ o5
= - B < 3 = 0(1) (28)
1 n
A1+ (1 -3y
n-1

elde ederiz.
Bu gbre (27) ve (28) birlikte gdzoniine alinirsa
sup, I Idnkl ( ®
k
yvazilabilir.
Ohalde Onerme 1.1.5 den (AI -A) ! = DeB(c) el-

pn 1

de ederiz. Yani Xz35— ve |[A-
Pn 2-Y

| > %“:I’ igin

A€ p(A,c) oldugunu ispatladik. Bu ise

) R 1-v
o(A,c) ¢ {reC: |A 2_Y| s5-Ylue

oldugunu godsterir.

P
SONUG 4.1.6: A, vy=1lim =2 5 0 olacak bigimde

Pn'

regliler bir agirlikli ortalama operatdrii olsun. Bu durumda

'~

n_ Pn Y

{5 5= < 5=
P, Py 2-Y

W =

olmak lizere

1
o(a,c) = {AeC: |A-z—|
dir ([5] cass ve Rhoades 1977).

1-v
SgTvluw
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ispat: Teorem 4.1.3 ve Teorem 4.1.5 birlikte g&z-

online alinirsa

= . - i-y
o(A,c) = {xeC: |A 2_Y|§2_Y}UG

elde edilir. Eer X € G\ W ise

gergeklenir. Bu durumda ise

__1 l-v
h-xEe s

clacagindan

o(A,c) = {reC:|x -

elde edilir.

4.2. Agirlakli Ortalama Operatdriinlin ¢, Uzerindeki Spektrumu

LEMMA 4.2.1: A, tersi (2) yi gergekleyen, garpim-
sal,'koregﬁler bir Ug¢gensel matris olsun. Bu durumda
A™' € B(c,) ve c; = {x = (x,): Ax€c,} olmak lizere
c; = ¢, dir ([17] Rhoades 1987).

ispat: Hipotezler altinda AEEB(co)'dir.

xe:c; olsun. Bu durumda Ax = y € ¢, olacaktar.

co &4, ve {A7!' < » oldudundan
x = A7'Ax = ATy

den x € L. elde ederiz. O halde.cg Ciim dir.



Onerme 1.1.6 geredince ise c;‘= ¢ olmak zorundadair.

$imdi kabul edelim ki, Ax € ¢, igin xec\ ¢, ol-
sun ve limx = & diyelim. Bu durumda (x- %) €c, ve
A(x-12) € c, dir. Ancak A(x-4%) = Ax - AL olup Axe€c, ve

limAf = 1lim, 2 = X(A)2 + T a

2 = X(A)L 20
A K :

k

oldudundan A(x - %) € ¢, olmasi miimkiin dedildir. O hal-

. 0
de x € c, olmak zorundadir. Boylece c

Ac c, elde ede-

riz.
Simdi de x € ¢, olsun. Bu durumda hipotezler

altinda

X(A)limx + ¥ a = 0

k

limAx kxk

oldugundan Ax € ¢, vyani xesc; dir.

Bdylece ispat tamamlanmig olur.

Kisim 4.1 de ¢ igin ifade ettidimiz teoremleri
Lemma 4.2.1 yardimiyla c, ig¢in elde ederiz. Buna gore

asagidaki teoremleri ispatsiz olarak verebiliriz.

TEOREM 4.2.2: A, regililer bir agirlikli ortalama
operatdrii olsun. Bu durumda o(A,c,) & E dir ([17]

Rhoades 1987).

. TEOREM 4.2.3: A, regiler bir agirlikli ortalama

operatdrii olsun. Bu durumda



61

1
{rec: | -357% |

A

}UG ¢ o(A,c,)

O On

1-
2_
dir ([17] Rhoades 1987).

SONUG 4.2.4: A, § = 0 olacak bigimde regliler bir
agirlikli ortalama operatdrii olsun. Bu durumda

oc(A,c,) = E
dir ([17] Rhoades 1987).

TEOREM 4.2.5: A, v > 0 olacak bigimde regliler

bir adirlikli ortalama operatdri olsun. Bu durumda

o(A,co) € hee: A-zi—|s3 Y ue

dir ([17] Rhoades 1987).

Pn
R > 0 olacak bigimde
n

rggﬁler bir adirlikli ortalama operatdrii olsun. Bu durumda

SONUGC 4.2.6: A, vy = lim

. 1 1l -
o(A,cy) = {AEC: l‘k-'z—:—; = ”zﬁ} uw

dir ([17] Rhoades 1987).

4.3, Agirlikla Ortalama'Operatérﬁnﬁn lp,(l Sp<®),

Uzerindeki Spektrumu

Bu kisimda adirlikli ortalama operatdriinin lp,
(1 £ p ¢ =), izerindeki spektrumunu inceleyecegiz.

TEOREM 4.3.1: A bir agirlikli ortalama operatdril
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olsun. Bu durumda A" ' e B(R,p) (1 £ p <™, olmasi icin

gerek ve yeter sart 0 # G olmasadir ([4] Cartlidge 1978).

ispat: Eder 0 € G ise, !Lp, (1 $p < «), uza-
yinin bir Banach uzayl olmasi nedeniyle c(A,lp) kapali
olacagindan GGU(A,JLP) ve dolayisiyla O €'U(A,!Lp) dir.

Bu ise A"' ¢ B(lp) olmasini gerektirir.

Karsit olarak O 7( G ise (18) den A = 0 igin

( P
n ; k=n
Py
b P —
d, =4 ‘n_, . k=n-1
Py
\ 0 , diger durumda

elde ederiz. BoOylece

2P
sup ;: ldnkl = supn”dn,n—ﬂ +l8pl ) = sup,_ { -5—‘-‘-_ 1}
) n

P
<2sup. B -1=—2 _1<¢w (29)
n Py Pn
inf —
n P
n
sup, I [dnkl ='supk{]dk_l kl + |dkkl}
n I 4
P
k
< X _3
Zsupk By
2
> (30)



63

elde ederiz. Bdylece (29) ve (30) birlikte gdz Oniine ali-

nirsa Teorem 1.1.8 geregince A~ ! € B(lp) dir.

Genel halde, (18) ile verilen 1D = (dnk)rmmrisuﬁ
[ P
: n
= , D =K
5 _% Pnk pn
nk ~
§ 0 ,  # k
ve
0 » k2 n
Tos =< Fx n 1
nk > i —_——— 0 £k<n
AP, =k Py
n (1 - X )
~ j

olmak lizere D = B + S bigiminde vazabiliriz. Buna gdre
D= (AM-4a)""'e B(lp) oldugunu gdstermek igin X ¢ G

ve S e B(zp) oldudunu gdstermek yeterlidir. Ancak

P
Ae:G\{-P—Q:n?:O}
n

ise
pn—l
P
N 1 : n = o
*Pnl®n | T T SR T 1 By
1-% 22 13 52
- n

oldugundan S ﬁ‘B(lp) dir. Bdylece

pn
o(A,lp) = {(A€C: s¢B(£p)}u{-§—n-: n 2 0}
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vazabiliriz. Karsit olarak

A,L.) = {A e C: S € B(2L
o(A, p) { ( p)}
dir. Dolayisiyla A adirlikli ortalama operatdriiniin

P
spektrumunu incelerken, her n igin A = 52 kabul ederek
n

S = B(zp) oclup olmadigina bakmamiz yeterli olacaktuir.

Kompleks sayilarain Szellikleri kullanilarak asa-
gidaki lemma kolayca ispatlanabilecedi igin-ispatsiz ola-

rak verecegdiz.

LEMMA 4.3.2: Eger 0 £ t £ 1 ise

PR Y 1, 1-t
E.={x EC:(l-t)—lT_—_—ET 21l}={recC: X~ R

ve E, = {AeC: |x - %—| < -2]-'-} olmak lizere O0stsrsl
igin E_ ¢ E_ dir ([4] cartlidge 1978).

Bl

TEOREM 4.3.3: A bir agirlikli ortalama operatdrii

olsun. Eder A e'B(Rp),(l < p < =), ise

1 1

. 5
-1 S

58 € c(A,kp)

Pn
{g-:nz0} U {AecC:|r~
n

dir ([4] Cartlidge 1978).

— P
Ispat: 6 = lim 53 ise &6 £ 1 dir. Eger
n

P
{reC:[A-1]$0}={1}c{g~: nz0}co(a,L)
N P

dir.
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§ < 1 olsun. Bu durumda A, |A-—§%}g| s‘liLQ
esitsizligini gergekleyen bir kompleks sayi olmak iizere

P
i lsno| - ®

oldugunu gbstererek S ¢ B(lp) elde edecediz.

P
s | (1 - Pnfl)lkl
—n+1,0° _ ' n+1l
I5hol Pn+1
|3 - 22ty
n+1l

dir. § < 1 oldugundan 0 < 1 -6 dir. Simdi & > 0 sayi-

sini € < 1 -6 olacak bigcimde segelim. Bu durumda § nin

tanimi geregince her n 2 N ig¢in

Pn+1
P

n+1

< 6§ + ¢

olacak bigimde bir N > 0 sayisi vardir. Dolayisiyla

Lemma 4.3.2 geregince her n 2 N ig¢in E6+ c E

& pn+1/Pn+l
vani,
_ 1 1 - (8§ + =)
A - =Tl s a7 o
Sn+1,0,P P
igin | —=—==|" 2 1 dir. BSylece I |s " = =
$5Ho n n,o0

yvani (s ) ¢ 2 dir. Buradan 0 < € < 1-¢68 igin
n,0 P

S ¢ B(Qp) elde ederiz. Ayrica o(A,ﬁp) kapali oldugundan
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1 1-(8+e),, Fn
U {(A€C: | - 5= | £ 35— JU{z=:n20}co(ar,r )
0<e<l-§ 2-(8+e)! "2-(6+e) " " Py P

ve buradan

o)

n N . _ 1
{5;-.n 20} U {recC:|r-5T5 | = 5= s} < o(A, )

bulunur. Bu ise teoremi ispatlar.

TEOREM 4.3.4: A, bir agirlikli ortalama operato-

ri olsun. Bu durumda A € B(zp),(l £ p <<w), ve g >p ise

p(A,Rp) N p(A,r) ¢ p(A.lq)

ve

g(A,ﬁq) c o(A,lp) U o(a,L,)

‘dir ([4] cartlidge 1978).
ispat: A € B(Zp) ve g > p olsun.

AEo(A, 2 )N e(A,2,) ise (AI—A)—leSB(Rp)IWB(iw)
dir. Riesz-Thorin Teoremi (Teorem 1.1.10) geregince

(AT -2a)"t e B(lq) vani X e p(A,Qq) dir. Bu ise
PlA 2 ) N p(A,2,) ¢ o(A,lq)

oldudunu gdsterir. Bu ifadenin € ye gdre timleyenini
alirsak
o(A,;2,) € o(A,2) U o(A, L)

elde ederiz.
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" TEOREM 4.3.5: Eger A, v >0 olacak bicimde bir

agirlikli ortalama operatdrii ise

o(A,2,) g (AeC:|h- 32| S5

dir ([4] cartlidge 1978).

ispat: vy > 0 oldujundan Teorem 1.3.2 geredince

A € B(%,) dir. £>0 sayisa

ey~ 2—{-—; olacak big¢imde segelim. Bu durumda

P
her n2N igin y=-¢ ¢ 2 olacak bigcimde bir N > 0 sa-

Pn

yisi vardir. Bisyleée her n2 N ig¢in

P -
—’le_{xec:lx-zl |<-1—_-—I}

Py -y 2-v
dir.
A A - -2—%-7 | > H esitsizligini gergeklesin
- Pn
ve her n ig¢in A # 7 olsun.
n

Y-£S$8<1 olmak ilizere £ fonksiyonunu

_ [A{(1-8)
f(B) = ———+—
B) [r - 8]
olarak tanimlayalim. A, |A-zi'yl > %:3/{ esitsizligini

gergeklediginden vy # 8 olmak zorundadir. O halde f sii-
reklidir. Diger yandan f£(8) 20 ve Lemma 4.3.2 geregin-

ce £(B) <1 dir.
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Slirekli bir fonksiyon, kompakt bir climle iize-
rinde maksimum ve minimum dederlerine ulasacadindan
[y -e,1] {zerinde 0 £ £(B) £ u <1 olacak bigimde bir

M sayisi vardir.

Is { I)\‘(l'Pn+1) p
n+l, k' _ n+l = £ n+1) bo<1
[spx| Pn+l Ph+l
I)\—P l
n+1l
elde ederiz ki, bd&liim kriteri geredince = Isnkl
n=k+1

serisi yakansaktir. Bununla birlikte her k 2 N ig¢in

© o {S |
s s .| = s > —"nk'
n=k+s1 DK R T T LI

|s l
> 0 = ktlk

S I B ppT
_ 1 Pk 1
1=V Pri P+l

Py
X = 5= [x -
Py Prs1

elde ederiz. Her n ig¢in X = Pn
n

sayisil vardlf. O halde

< - Pn
oldugundan |A-—§—|> K
n
olacak bigimde bir K> 0

o . P :
= syl s A s —E— = o)
n=k+1 (1L -u)X k+1 (1 - u)K

vazabiliriz. B&ylece
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sup, » [s | < @
n

ve dolayisiyla S € B(L%,) elde ederiz. Bu ise

1 1- n
- 55l s Ly u {3x2: n 2 0}

o(A,2,) c {recC:|r >y

oldugunu gdsterir.

TEOREM 4.3.6: A, Yy > 0 olacak bigimde regililer
bir agirlikli ortalama operatdrii olsun. Bu durumda

(1 2 p < =),

MAJp)g{AEC:M-
dir ([4] Cartlidge 1978).

Ispat: Teorem 4.1.5 ve Onerme 3.2.4 geredince

r b
o(A,SLm)g{kEC:lx-zfylﬁ, H}u{ﬁl: nzo0}
n
ve Teorem 4.3.5 geregince
’ 1 1-y Pn
o(A,Rl)g{)\ec:M-z_Y(§2_Y}U{F:ngO}

dir. Teorem 4.3.4 de p =1 ve g = p alinirsa

o(A,85) € oA, 2,) U o(A,2,)

. | -y Pn
c {recC:|A 2_Y|§2_Y}U{Pn.ng0}

elde edilir.

b
SONU¢ 4.3.7: Eger A, lhnﬁg = y>0 olacak bi-
n

¢imde regliler bir agirlikli ortalama operatdril ise 1sSp<«
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olmak iizere,

(J(A,lp)={)\EC:‘)\-2_Y

dir. ([4] Cartlidge 1978).

ispat: Teorem 4.3.3 ve Teorem 4.3.6 birlikte gdz-

oniine alinirsa

p
il + 3 : - 1-y
{Pn.ngO}ulxec.lx 2_Y|<2_Y}c_:c(1>s,5l)

ve

1
-Y

o(Az)c{E-Il~n;0}U{)\ec-|>\- |§1- }
lp- Pn' b 2 2 -

elde edilir ki bu da ispati tamamlar.

b
TEOREM 4.3.8: A, lim P_n' = y olacak bigimde regiiler bir
n

agirlikli ortalama operatdri ve A€ B(zp) (1 Sp < =),
olsun. Eger q>p ise O(A,lq) c o(A,lp) dir ([4]

Cartlidge 1978).

ispat: vy > 0 ise Sonug 4.3.7 gerét‘jince

cnec:|r-=tysl=Y;yin,
o(A,kp)—{Aec.l)\ Z_Yigz_Y}U{Pn.n,zO}
dir. O halde ), Ix-ziyl > %:z dzelligine sahip ve

p .
her n igin A ¢§2 ise (AI-A)"! € B{2. ) ve
n P

(AI-a)"" € B(&_) dir. Riesz-Thorin Teoremi (Teorem 1.1.10)

geredince de (AI-A) ! e B(Zq) elde ederiz. Bu durumda
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A€ p(A,Qq) yvani p(A,lp) c p(A,lq) olacagindan ispat

agiktar.

0 ise Teorem 4.1.2 ve Onerme 3.2.4

Eger vy

geredince

1 1
o(a,L,) = (AecC:fr-3| s 5}

dir. Diger yandan Teorem 4.3.3 geregince

1

1
(rec:|[x-35| 535} ¢ o(a,L)

dir. O halde o(A,2_ ) c o(A,Qp) vazabiliriz. Buradan

Teorem 4.3.4 yardimiyla

o(A,Zq) c o(A,lp) U o(A,e ) = o(A,ip)

elde ederiz. Bu ise ispati tamamlar.

4.4. Agirlikli Ortalama Operatdriiniin ¢ Uzerindeki Fine

Spektrumu

Bu kisimda agirlikli ortalama operatdrini c lze-

rinde g&zdniine alip fine spektrumunu inceleyecegiz.

Kisim 4.1 de A regiiler bir a§1r11k11 ortalama

Pn

P
I lim =2 (g%
n

operatSrll, 6 =1lim ==/ y = — ve G =
Pn Pn

nzo0}

olmak ilizere

1
2=y

1 1-6 ' 1-
{(AeC:[A-7T35|s55tUGco(A,c) c{reC: |- |g—2—_—§}ue

oldugunu gdstermistik.
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Bu kisimda sadece vy = § olacak bigimdeki A,

regiiler agirlikli ortalama operatdriini gdz online alacadiz.

TEOREM 4.4.1: X, ‘A-23'6[< %: g esitsizligini

gerceklesin ve A £ G olsun. Bu durumda AeIII,o(A,c)

dir ([16] Rhoades 1983).

P
Ispat: (i) X ¢ 6 oldudundan her n. igin A = o}

Pn
dir. O halde )I -A operatdriine karsilik gelen matris
bir normal matristir. Bu ise AI -A nin bire bir vani
(AI -A)"! in mevcut oldudunu gbsterir. Bu durumda ise

AlI-A € 1U2 elde ederiz.

(ii) (AI-a)" = a1 -A" operatdriinii gdzdniine

alalim. A regliler oldugundan A¥ e B(2%,) ve bu operatdre

karsilik gelen AY = (a;k) matrisi
*
ang = X(A) =1
* *
a0 = qopn = 0 , n > 0
a¥ = n,k >0

nk ak—l,n—l !

dir ([12] Okutoyi 1986). O halde

¢
1 1 , n=k=0
* Pn-1
ankzﬁ Pk_l ’ 0 <nzsk
0. , diger durumda

elde ederiz.
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Eder (M)I - A¥)x = 8 ise
(>\ - l)XO = XO

ve n 2 1 igin

P, _ o _
-2 e s, = P2 =0 (31)
n-1 k=n+l "k-1
denklemleri gergeklenir. X # 1 oldudundan x, = 0 ve
{31) den
pl po pl‘ pO
X2 =3p, Ao )% =5 (-opx
P p 1 P
Xeg=—= (A-p) A =57)%, =5 %, 0 (1-5%)
P A 0 1 0 j=0 3
P _ n-2 P.
x, =21 x 1 (1-35d) (32)
0 j=0 j

3 - . L] . . . . . .

elde ederiz. (32) den de

P._ n-2 "Pa
x = (1-5 52 % 1 (a+a-PH) (33
n-1 j=1 j=-1

yvazabiliriz. Yeterince biliyiik j ler ig¢in -~

olmak lizere

1
[1 + (1 - 5)
A

| <1

olmasi

p. .
(L4 (L+a)g==)" + (Bg—)° <1
j-1 j-1

olmasina denktir.
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1.Hai: Kabul edelimki ancak sonlu sayidaki k lar igin
Py = 0 olsun. Bu durumda her j 2 N ig¢in

olacak bigimde bir N > 0 sayisi. vardir. Boylece her

j 2 N ig¢in

pP. D
(1 + (1+a)-§—3——)2+ (8 P—J—)2 <1

j-1 j-1
olmasi
P
2(1 + a) + [(l+a)2+82]P—j—<0 (34)
5-1
p

olmasina denktir. 1lim

i D= oldugundan ise yeterince
n H

Pn
bliyik j ler ig¢in (34) ifadesi

2(1+a) + [(1+a)® + g2] —2

ifadesine denktir. Halbuki (35) ifadesi de

1 1-6
R wear S A N
olmasina denktir.
n-2 P.
z = I (1+ (1-%3)52)
j=1 j=-1
diyelim. Bu durumda
Izn+1l 1 pnfl
[z | - 1++ (=% 5 |
n n-2

*dir. O halde yeterince biylik n ler ig¢in

T-35 <O (35)
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[z 441
—I%?—sv<1 . (36)
n

gerceklenir. Su halde I |zn| yvakinsaktir.
n

§

Diger yandan

1, Pn-1 _ 1 Pph-1
I(l"x) Pn-ZXII - I(l'j\')xllp

sinirli ve

1 Pn-1
= | = [(1 - )=, | lz,1
n A P .1 n

oldujundan £ [x | yakinsakdir.

O halde (AI -A*)x = 6 olmasy: X = 6 olmasini
gerektirmez. Bu ise AI - A" operatdriinlin bire bir olma-
mas1i demektir ki, Teorem 2.1.5 geregince R(AI-A) #c el-

de ederiz. Boylece AI~-A€III elde ederiz.

Bu durumu (i) ile birlikte g6z Oniline alirsak
M -Ae€III, UIII, elde ederiz. I -AeIII, oldugunu gds-
termek icin Teorem 2.1.4 geredince R{AI —A*) = £, oldugu-

nu gdstermek yeterlidir.

ye L, olmak lizere y = (AI -~ A*)x gerceklensin.

Bu durumda

()k - 1)xo = Yo

ve n21 icgin
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p © X
n-1 k
(X - )x - p__ = =y (37)
Pn—l n n-1 k = n+l Pk-l n
denklemléri gergeklenir. x, = 0 seg¢ip x 1 vy cinsinden
gbzersek
1
Xo=>\_1Yo
1 P,
x2=X[Y2--P—O—Y1]
p
=1 12 - -1 2
xa';\[Ya )\Pl Y2 (1 P)\)P Y]_]
o) jo) n-2 P
—-]—- - n_l -— % & & = n-l —-—l—
“n-2 ‘ ° 3= J
elde ederiz. Bu ise
_ 1
Poo = 7 =1
= L
bnn = X , D> 1
_pl
L1 = 33,
P
= - —n-1_
bn,n—l - P _,2% 7 n> 2
. T B I 5 2
= - ' n
nl APn j=1 ij
P, _ n-2 D.
p, ==21 g7 (3 .3y 1c¢k<n-1
nk 2 i PLA
AP 3=k J
by =0 , diger durumlarda
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olmak lizere bir B = (bnk) matrisi tanimlar. Simdi

B € B(2,) oldugunu gésterelim.

= = 1
Z IPpol = IPgol = T3 =77
n
dir.
j< P. . D
1 -5% = 139.1 (1+(1'7{"p. )
J . j-1
ve
P, _
sup |Pn l| S Mo
n>1 n-2
oldugundan
, 2 -1
S b .| = by |+ = —2 I |1 - ==
n nl 21 n_3|xmo 5 = P.A
P ® P._q n-2 P._ p
=_I%I_P_IML(—:AL— = gl i Pl'l+(l-l)P |
0 |11=3 S 4= j j-1
P ® P._ 4 N-2 P
e SEIREE T
l‘l 0 l"n=3 n-2 j= j=-1 .
@ n-2 Pa
=1 14 = I |1+(1-%)§—l—|)
|>‘| n=3 j: j"'l
ve k > 1 igin
byl = byl + (b | + = B |
. nk kk k+1,k S ks DK
p ® P, n-2 b,
A e B W e
k-1 n=k+2 M Prq j=x 3
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© n-2 P.
s 2+ M 1+ = i |1+(1—%)P—3—|)
I>\I |>‘[ n=k+2 j=k j-1
bulunur.
1 1-6
A= 325l < 55
gergeklendiginden
|1+(1——)—3—|<1
j-1

dir. Dolayisiyla k > 1 olmak iizere

n-2 n-2
I |1+(1-—)—3——| < I |1+(1-—)—3—| (38)
j=1 Fj-1' 5=x F3-1

dir. Buna gdre (36) dan

® n-2 » P ‘
> i |1+(1—-i—)§—3—-[<oo
n=k+2 j=k j-1
ve (38) geregince de
-] n-2 P
= I {1+ (1-F)gl] <=
n=3 j=1 j-1
dir. O halde
supk ‘bnkl

yani B &€ B(%,;) dir. Bu ise =x&%, vyani R(AI-—A*) =

oldudunu gdsterir.

2. Hal: Sonsuz sayidaki k lar igin Py = 0 olsun. A nin

regﬁler olmasi vani, Pn > o,(n »> =), olmas1 nedeniyle de
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sonsuz sayidaki k lar ig¢in Py * 0 olmak zorundadair.
Py * 0 olacak bigcimdeki terimlerden olusan alt diziyi

(p, ) ile gdsterelim. (33) den

k
n¢1+nk igin xn=0
ve
P P
n r n.
. . 1 k 1 i
n=1+n, igcin x_=xXx =(1~%) I (1+(1-%) )
k n. 1+nk A Pnk—l j=1 A pnj-l

elde ederiz. 1. Haldeki gibi Z{znl serisinin yakainsak
oldugunu gSstererek AL - A" operatdriinlin bire bir olma-
didini elde ederiz ve sonsuz sayidaki k lar igin Py * 0
oldugundan (kI-—A*)'1 operatdriine kargsilik gelen matri-
sin terimleri sifir olanlar disinda B = (bnk) ile ayna
olacaktir. Dolayisivla R(AI-—A*) = ¢, dir. Boylece

AI -Ae€III, elde edilir.

p

TEOREM 4.4.2: A, yeterince biliylk n icin 372 §
' n
Gt omsxs s 1 1 ,_.1-8
esitsizligini gergeklesin. Bu durumdagi, [x - 5 6[— 5=’

ve A # 1, 5—}—6 ozelliklerine sahip bir kompleks sayi ise

A € IT,0(A,c) dir ([16] Rhoades 1983).
5

1 1 — 1 - 6 = -
Ispat: X # 1, 5=< ve A =52%|= 5—% oldudun
Pn .
dan her n igin A = B Ve dolayisiyla AI - A bire birdir.
n

Buradan (MI - A)”! mevcut yani AI-A€1U2 elde ederiz.
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*
AI - A operatdriinl goz Sniine alalim. Eger
(AI-A*)x =0 ise X, = 0 olup n 2 2 ig¢in X, (33) 4

gercgekler.

P
Hipotezden her n 2 N ig¢in 53 2 8§ olacak bigim-
n

de bir N > 0 mevcut ve A, yukaridaki hipotezleri ger-
¢geklediginden ayni n ler igin

Pn
Pn-l

1+ (-3

3 | 21

gergeklenir. O halde her n 2 N igin (33) den

P
1 n-1

yazabiliriz. Diger yandan

P

n-1 , P
P

n-1
P

2
n-2 n-1

olup, A regiiler oldugundan Abel-Dini Teoremi (Teorem

Pn

n

(39) dan len[ iraksaktir. Buna gbére x = (X ) € £,

1.3.5) geregirnce I iraksaktir. Bdylece x, # 0 igin
olabilmesi igin x, = 0 olmali, (33) den ise x = 6 ol-
malidir. Buradan AI - A* bire bir olup Teorem 2.1.5 ge-

regince R(AI -A) = ¢ dir.

Diger yandan hipotezi gergekleyen A kompleks
sayilari o(A,c) de bulundugundan AI -A € II, olmak zo-

rundadir. Bu ise A € II,o(A,c) oldugunu gdsterir.
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TEOREM 4.4.3: 1 € III,o(A,c) dir ([16] Rhoades 1983).

ispat: (i) e = (1,1,...) € c olup (I - A)e = 8
oldugundan I-A bire bir dedildir. O halde (I - A)" ! mev-

cut degil yani I -A € 3 dir.
(ii) z, # 0 olmak lizere 2z = (z,,2,,...) €C
olsun. Bu durumda her x € ¢ igin,

|z
II-A)x-2zll 2 [zq] > 2° >0

olacagindan z ¢ R(I - A) ve dolasiyla R(I~-A)=#c dir.

Bu ise I-Ae€III, olmasi demektir.

(i) ve (ii) birlikte gbz Oniine -alinirsa I - A€ IIT,

vyani 1 € II,o(A,c) elde edilir.

4.5 Agirlikli Ortalama Operatdriiniin ¢, Uzerindeki Fine

' Spektrumu

Bh kisimda agairlikli ortalama operatdriini c,
lizerinde g6z oOniline alip fine spektrumunu inceleyecegiz.
Ispat teknigi ayni oldudundan Kisim 4.4 de ¢ igin verilen
teoremleri, c, icin ispatsiz olarak verecegiz.

P
Bu kisimda da sadece 1lim b £ 6 mevcut olacak

Pn

bicimdeki A, regililer adairlikli ortalama operatdriinli gozonii-

ne alacagiz.
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) __ 8 1-38 e aio1s
TEOREM 4.5.1: A, |[A 2-5' < 53— esgitsizli

Fini gercgeklesin ve X ¢ G olsun. Bu durumda A€ III;c(A,c,)

dir ([17] Rhoades 1987).

b
"TEOREM 4.5.2: A, yeterince biliyik n igin .

®n

8
8

esitsizligini gergeklesin. Bu durumda A, |X - Zf 6!= %:
ve A # 1, §f§3- 6zélliklerine sahip bir kompleks sayi ise
A€ II,o(A,c,) dir. ({17] Rhoades 19877).

TEOREM 4.5.3: 1 € III o(A,c,) dair ([17]

Rhoades 1987).



BOLUM 5

MERCERIAN TEOREMLERGT

Mercerian teoremleri verilen bir A operatdriiniin
yaklnsaklléa denk olmasi ile ilgilidir. Bu bdlimde C
Cesaro operatdrii igin AI + (1 - X)C vakinsaklida denk
olacak bigcimdeki A kompleks sayilarini belirieyeceéiz.
Aslinda elde edecedimiz sonuglar bilinmektedir. Ancak bi-
zim amacimiz bu sonuglarin spektrum yardimivla daha kisa
ve daha anlasgilir bigimde elde edilebilecedini gdstermek-

tir.

LEMMA 5.1.1: A € B(c) ve A operatdrii bire bir
olsun. Bu-durumcda A nin hig bir sainirli iraksak diziyi
lJimitlememesi ig¢in gerek ve yeter sart R(A) nin c ig¢ginde

kapali olmasidir ([20] Wilansky 1964).

>LEMMA 5.1.2: A regiiler bir operafér ve X = (xk)
kompleks terimli bir dizi olsun. Bu durumda X%éi-e p(A,c)
ve X =1 olacak bigimdeki )\ kompleks sayilari igin eger,

lim(ix + (1 - 2)AX) = & ise 1limx = 2 dir ([19] Wegner 1975).

ispat: Eer A =1 ise AI + (1- X)A = I olaca-
gindan ispat asikardar.
—2— e p(A,C) ve lim(ax + (1 - A)ax) = 2 olsun.

Bu durumda (X%}I]Z- A)"! € B(c) ve dolayisiyla
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(AT + (1 - A)A)™ ! € B(e) dir. Bdylece (AI + (1 - A)A) ™!
sinirli (siirekli) oldudundan R(AI + (1 - X)A), c iginde
kapalidir. O halde Lemma 5.1.1 geredince AI + (1 - X)A

higbir sinirli iraksak diziyi limitlemez.

Diger yvandan (AI + (1 - A)A)x € ¢ oldudundan

X = (AI + (1 -A)A)"HMAI + (1 - AM)A)x ve buradan

il

1% (AT + (1 =X)"2(AT+ (1-2)A)xI

S AT+ (1= X)A) " (AT + (1 -MA)xI < @

oldugundan x € ¢ olmalidir. Ayrica A regliler oldudundan

limAx = 1limx dir. O halde

2 = lim(xx + (1 - A)Ax)

i

Alimx + (1 - A)1limax

U

Alimx + (1 - A)1limx

limx

elde edilir.

TEOREM 5.1.3: (i) Eger Re(A) > O ve

lim(ax+ (1 ~A)Cx) = 2 ise limx = & dir.

(ii) Eger Re(Xr) <Ove (Ax+ (1-A)Cx) =2 ise

ya limx = ¢ veya x ¢ 2_ duir.

(iii) Re(A) =0 ise AI + (1 - A)C operatorii sinir-

11 1raksak bir dizi limitler ([19] Wegner 1975).

Ispat: C Cesaro operatdrii regiiler oldudundan

Lemma 5.1.2 yi uygulayabiliriz.
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(i) Re(A) > 0 olsun. Eger A =1 ise
AI + (1 -))C =1I oldugundan ispat asikardir. X # 1

icin Re()A) > 0 olmasi Re()‘;zl) < 1 olmasina denktir.

Teorem 3.2.3 geregince ise 7\7_\1 € p(C,c) dir. O halde

Lemma 5.1.2 geredince lim{(ix+ (1-A)Cx) = £ olmasi

limx = & olmasini gerektirir.

(ii) Re(A) ¢ 0 oisun. Bu durumda Re()")zl) > 1

olacagindan Teorem 3.6.2 geredince i—%_fs III,o(C,c) dir.

Bu durumda (AI + (1-2A)C)™! mevcut ve sinirli (silirekli)
oldugundan R{(AI + (1 -~ A)C) c icinde kapalidir. O halde
Lemma 5.1.2 geregince AI + (1l -A)C hicgbir sinirli irak-
sak diziyi limitlemez. BBylece lim(Ax + (1 =A)Cx) = & ise

ya x € c vyani limx = £ veya X ¢ L olmak zorundadir.

(iii) Re()) 0 olsun. Eger A # 0 ise Bu du-

rumda Re(kil) = 1 olmasina denktir. Teorem 3.6.3 gere-

gince -X_i—l- € IT,0(c,c) vani (AI + (1 - A)C)™* mevcut
ancak sinirli (siirekli) degildir. O halde R(AXI + (1 - ))C)
¢ iginde kapali degildir. Bu ise Lemma 5.1.2 geredince

A + (1 - A)C sinarli iraksak dizileri limitler.

Eder A =0 ise AI + (1-))C = C olup, C Cesaro
operatOrli sinirli iraksak bir dizi limitlediginden ispat

asikardar.
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