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Bu tez dort boliimden olusmaktadir. Birinci boliim temel kavramlara ayrildi. Ikinci bélimde,
calismamiz icin gerekli olan Gteleme operatorleri ile ilgili bilgiler verildi. Uciincii béliimde,
Laplace-Bessel denkleminin ¢6ziimii icin Ortalama Deger formiilii elde edildi. Doérdiincii boliimde,
ilk (n — 2) degiskeni adi ve son iki degiskeni R* &telemesi olan genellestirilmis ételeme ope-
ratorii ele alinmistir. Bu Otelemenin Fourier-Bessel doniistimii ile iligkisi incelendi. Ayrica
Laplace-Bessel denklemini saglayan homojen polinomlarin Fourier-Bessel doniigtimii bulundu.
Bu incelemeler sonucunda genellestirilmis oteleme ile ilgili Riesz doniisiimleri tanimlandi. Bu
Riesz doniisimlerin, klasik Riesz doniistimlerinin sagladigi kosullar sagladign gosterildi.

ANAHTAR KELIMELER: Laplace-Bessel Operatori, Fourier-Bessel
doniisiimii, Homojen Polinomlar
Genellegtirilinis 6teleme

Riesz doniigiimi .



ABSTRACT
PhD Thesis

RIESZ TRANSFORMATIONS GENERATED BY A GENERALIZED
SHIFT OPERATOR

[smail EKINCIOGLU

Ankara University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

Supervisor : Prof.Dr. I.Kaya OZKIN
1994, sayfa: 57

Jury:  Prof.Dr. I.Kaya OZKIN
Prof.Dr. AKIF HACIYEV
Associate Prof.Dr. Cemil YILDIZ

This thesis consists of four chapters. The first chapter devoted to the fundemantel concepts.
In the second chapter is mainly concerned with the basic definitions and background material
related to the shift operators required for our study. In Chapter 3, we prove the mean value
teorem for solution Laplace-Bessel equation. In the final chapter, we consider generalized shift
operator which has first n — 2 terms are ordinary shift and last two terms are R*-shift. Also we
study relations between the Fourier-Bessel operator and this generalized shift operator. Then we
give the Fourier-Bessel transformation of homogeneous polinomial which holds Laplace-Bessel
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SIMGELER
B¢ : Bessel operatori
D : Bélge
D+ : D bolgesinin R} da kalan kismi
D++ : D bolgesinin R}+ da kalan kismi
dr : Kiirenin hacim elemani
dw : Kiirenin yiizey elemani
dg : Lebesgue 6lgiisii
A : Laplasyen
Ap : Laplace-Bessel operatorii
f : f fonksiyonunun Fourier donigimi
Fg : Fourier-Bessel operatorii
f: : { fonksiyonunun Fourier-Bessel doniigiimii
f+xK : Konvolisyon
T : Gamma fonksiyonu
roo : Son iki bilegeni sifir olan diizlem
J, : v. mertebeden bessel fonksiyonu
K; : Gekirdek
Kr : R yar ¢apl kiirenin ici
K’ﬁ : K nin Dt de kalan kismi
p.v. : Esas deger (integralin)

Py : k mertebeli polinom
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: Ust yarl uzay

: (0, 00) araligy

: Riesz doniiglimi (operatorii)

: Birim kiirenin R}t da kalan kismi

: Genellegtirilmig 6teleme

: Son iki degigkene gore R} oteleme olan genellegmis 6teleme
: Adi oteleme

: R yari ¢aplt kiirenin yiizeyi

: Wg nin D de kalan kismu

: Schwartz Uzay1



vii
Giris
Riesz doniigiimleri ilk defa 1949 yilinda F.Riesz tarafindan incelenmigtir. Riesz doniigiimleri,
Singiiler integral teorisinde ve Potansiyel teoride ok onemli bir yer tutmaktadir. GCiinki,
Riesz doniigiimleri, konjige harmonik fonksiyonlar ile yakindan ilgilidir. Diger taraftan, bu
doniigiimler en basit n-boyutlu singiiler integrallerdir. Ayrica Riesz doniiglimlerinin Fourier

doniigiimleri yardimiyla bir ok kismi diferensiyel operator- ile iligkisi bulunmugtur. Ornegin,

eger R;f (j=1,2...,n), f fonksiyonun Riesz d6niigiimii ve A f Laplasyeni ise, bu durmda

afr \ . . | .
(m) (z) = —(R; Rk AS)

dir. Burada” Fourier doniigiimiidiir. Riesz doniigiimleri

f = T Yi _ . _
(B; @) = Timy e [ i fa-u)dy . G=L2.0m) ()
lyl>e
r (=)
konvoliisyon tipli operatordiir, burada ¢, = — 7 dir. Bu integral operatériin gekirdegi
T 2

Zj
||

(Q;(Az) = Q;(x), A > 0) olmak dizere K;(z) ¢ekirdeginin z = 0 noktasinda n. mertebeden

Ki(z) = I—?——’; dir, burada Q; = ¢, — dir. Yani Q;(z) stfirinci mertebeden homojen fonksiyon
singiilerligi vardir. Kisaca Riesz doniiglimii bir singiiler integraldir. Bu nedenle singiiler integral
teorisinin tiim Onermeleri Riesz doniigiimleri igin de gegerlidir.

Singiiler integral teorisi uygulamalarindasingiiler integralin ¢ekirdeginin Fourier doniigiimii ¢ok
onemli bir yer tutmaktadir. Cekirdegin Fourier déniigiimiine integralin sembolii denir. Sem-
boliin Gzellikleri singiiler integral denklemlerin ¢éziimiiniin varligi hakkinda bilgi vermekte-
dir. Singiiler integraller konvoliisyon operatorler oldugundan bunlarn Fourier doniigimleri, iki

fonksiyonun (Cekirdegin ve integral alti fonksiyonun) Fourier doniigiimlerinin ¢arpimidir. Bu
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yontemle, Riesz doniigimlerinin Fourier déniigiimii kolayca bulunmaktadir. Cekirdegin Fourier
doniigimii elde edildikten sonra Riesz doniiglimiiniin kendi Fourier dbnﬁgﬁmﬁ agagidaki gibi
yazilabilir.

(B ) =i b fe),  (G=1200m)
dir, burada Riesz doniigiimiiniin sembolii ¢ z; |z|~' dir. (1) bi¢imindeki Riesz déniigiimleri

agagidaki gekilde de yazilabilir.

(B ) @) = lim e [ ﬁ—% f@)dy, (G =1,2...,n)

dir. Dikkat edilirse, Riesz doniligiimiiniin ¢ekirdegi z ve y nin farkiyla ilgilidir. Bu farka bir
oteleme olarak bakilirsa diyebiliriz ki, Riesz doniigiimlerinin Rt uzayinda tammlanmig 6teleme
ile iligkisi vardir. Bu nedenle g6yle bir problem ortaya ¢ikmugtir: Agaba farkli bir Steleme
tammlamakla Riesz doniigiimii elde edilebilir mi ? Yani, genellegtirilmis Steleme ile iligkili ve
yukarida verilen Riesz doniigiimiiniin tiim 6zelliklerini saglayan bir singiiler integral bulunabilir
mi ? Boyle bir problemin ¢6ziimi 1987 yilinda I.Aliev tarafindan verilmigtir. Bu makalede,
ilk defa 1951 yilinda M.Levitan’min makalesinde verilen genellegtirilmis 6teleme ile ilgili olan
Riesz déniigimleri R;}’da elde edilmigtir. Bu makalede tanimlanmig olan Riesz déniigiimleri
cekirdeginin Gteleme ile iligkisi su gekildedir. (n — 1) tane degiskene adi ve n.degigkene ise

genellestirilmig oteleme uygulanmigtir. Yani

kiy
TY f(z) = ¢ / f (z’ -y, \/a:,% + 92 — 22,3, cos a) sin? ! o dov
0

dir, burada 2’ = (4171,(1)2, ey @no1)y, Y= (ylay% .. °7'!/n—1) ve

. = I'(v+1)
S Tr(3)
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dir.

Genellestirilmis 6telemeyle iligkili potansiyeller ve singiiler integraller A.Haciyev ve I.Aliev’in
makalelerinde incelenmstir. Bu ¢aligmalardaki potansiyel ve singiiler integraller, n — 1 degigkene
gore adi ve n.degigkene gore Rt oteleme olan genellegtirilmis 6teleme ile ilgkili fonksiyonlardir.

Bu galigmalarin incelenmesinden sonra gu problem ortaya gitkmigtir. Genellestirilmis 6teleme
birden fazla degiskene gore uygulanirsa Riesz dondgiminin sagladigs kogullar saglanwr ma .?
Caligmamizda bu problemin ¢oziimi aragtirilmigtir ve bu ¢aligmada (n — 2) tane degigkene gore
adi ve son iki degiskene gdre R*- dteleme olan genellestirilmis 6teleme ile elde edilen Riesz
doniigimleri tanimlanmigtir.

Caligmamiz dort boliimden olugmaktadir. Birinci béliimde temel kavramlar verilmigtir.

ikinci boliimde, adi ve genellestirilmig 6teleme ile bazi énemli dzellikleri verilmistir.

Cabigmamuzin {iglincii ve dérdiincii boliimii orijinal kismi olugturmaktadir. Problemimizin
¢oziimii icin gerekli olan ortalama deger formilii iigiincii boliimde elde edilmigtir. 1985 yilinda

N.I. Kipriyanova, Laplace-Bessel operatorii

n—1
0? 0
Zax2 ‘97t e a0 V>0

8:1:2 x, 02y

olmak iizere Agu + Au = 0 denkleminin ¢oziimil i¢in ortalama deger formiiliinii bulmugtur.
Calismamizin bu kisminda Laplace-Bessel operatorii

n—2 82

Z

" 0 2 vy 0O
3%—1 Tpo1 0Ty O0z2 z, Oz,

, v, >0

olmak iizere, Apu = 0 denkleminin ¢bziimii igin ortalama deger formiilii elde edilmigtir.
Caligmamizin dordiincii bolimiinde ilk (n — 2) degiskene gore adi ve son iki degigkene gére

R*- dteleme olan genellegtirilmis 6telemeyle elde edilen Riesz doniigiimleri elde edilmigtir. Yani



son iki degigkene gore Bessel diferensiyel operatorii ve ilk (n — 2) degiskene gore de Laplace dife-
rensiyel operatdr olarak uygulanan bir Laplace-Bessel diferensiyel operatéri igin {igiincii bélimde
elde edilen ortalama deger teoreminin kullamlmasiyla genellestirilmis 6teleme ile iligkili Riesz
dénigimleri tammlanmigtir. Boylece genellestirilmis 6telemenin birden fazla degigkene gore

uygulanmasi halinde Riesz doniiglimlerinin elde edilebilecegi gosterilmig olmaktadir.



BOLUM 1

1 Temel Kavramlar

1.1 Laplace Operatori

Tamim 1.1.1: Fonksiyonlar ciimlesini fonksiyonlar ciimlesine doniigtiiren déniigiime operator

denir.

Tanim 1.1.2:

operatoriine R™’de Laplace operatorii denir.

Tanim 1.1.3: G, R™ nin agk irtibatl alt climlesi ve u(z) = u(wy,22,...,2,) da G de

taniml n-degigkenli, bir fonksiyon olsun. Bu durumda,

denklemine Laplace denklemi veya potansiyel denklemi denir. Bu denklemin ¢dziimlerine potan-

siyel fonksiyonlar: veya harmonik fonksiyonlar denir.

1.2 Green Teoremi ve Formiilleri

Teorem 1.2.1: R? de bir G bélgesini ssnarlayan basit kapaly pirizsiz bir egri, I' olsun. P ve
Q, G bélgesinde z ve y degigkenlerine gore birinci basamakian kismi turevleri sirekli herhangi

iki fonksiyon ise bu durmda,



$Pds+Qdy = [ [1Q.— Pldedy
r G

dir. Burada egitligin birinci terimi I' nin pozitif yonde bir egrisel integraldir.

R? de bir G bélgesini sinirlayan basit kapali ve piiriizsiiz bir egri I ve u ile v G bolgesinde

iki fonksiyon ise bu durumda,

//![uzv$+uyvy+uzvz]dg + /'/CZUA'LL dg = /F/vg—zds

ve

///uA'v—vAu // - vg—z-}ds

birinci ve ikinci Green 6zdeglikleri elde edilir. Burada dg = dzdydz, G nin hacim elemani, n
dig normalleridir. Ayrica birinci formiilde, u ve v fonksiyonlari ile u nun birinci kismi tiirevleri
G + T kapali bolgesinde siirekliligi, » nun ikinci tiirevi ile v nin birinci kismi tiirevleri G de de
birinci tiirevlerinin siirekliligi kabul edilmigtir. ikinci formiilde ise u ve v nin G + I' da. birinci

tiirevleri ile birlikte G deki ikinci tiirevlerinin siirekliligi kabul edilmisgtir.

Tamm 1.2.2: Bir G bolgesinde siirekli ikinci tiirevlere sahip potansiyel denklemin ¢éziimlerine

G de regiilerdir denir.

Teorem 1.2.3: (Gauss Integral Teoremi) Eger bir u harmonik fonksiyonu bir G bélgesinde
regiler ve G + T’ da sirekli tirevlenebilir ise bu durumda normal tirevlerinin yizey integrali

sifurdar.



Kisaca bunu goéstermek icin eger Au = 0 ve v = 1 ise birinci Green 6zdegliginden,

//—ds:

bulunur.

1.3 Bessel Operatori ve Fonksiyonu

Tanim 1.3.1:

d? 2v d

b=t T

v>0, t>0

seklinde ifade edilen B, operatoriine Bessel operatorii denir.

Tamm 1.3.2: v parametreli Laplace-Bessel operatorii,

n—1

Ap Z 2 + Bz,
Z + ( 2’/ .i
63:2 dz2 Zn On,

seklinde tanimlamir.

Simdi agagidaki diferensiyel denklemi ele alalim.

~Byu = A, u(0) = 1, u'(0) =0 (A>0)
bu denklemin ¢ézimiinii bulalim.

d?u 2v du



olur. Bu durumda u = r™w doéniigimiinii uygulayalim.

du . dw 1

dr = dr +omr v

2 2

%T_Z:rm(fj?+2 ((11 ™1 4 m(m - 1)wr™?

olur. Bu ifadeler (1.1.1)’ de yerine yazilirsa bu durumda,

m 2w dw o -1 m~1 dw
™ + 2md1‘ + m(m — 1)wr + T i
+ %—{imrm"l w4+ Ay = 0

olur ve bu denklemden,
d*w  2(m+v) dw m(m— 1)+ 2vm o
dr? T dr [ 2 + Mw =0

bulunur. Eger 2(m+v)=1, m= % —v vem(m — 1)+ 2vm = s? ise bu durumda,

s=+(v— %) bulunur. $imdi = Ar doéniigimiinii ele alirsak,

d?w 1 dw , &

dx2+5%+[’\_r_2]w =0 (1.1.2)
£i—-z-—ui+l-c-i}g—l—[l—f-z—]w =0 B
da? r dz z? B

s. mertebeden bessel denklemini elde ederiz. & = 0 noktasi bu denklemin diizgiin aykir1 nok-

tasidir. Ohalde,

00
- Z an wm-{-n

n=0

serisini alalim. Bu durumda,



dw e
-— = Z (m + n)a, amtn1
dx =
2 oo
%fl%{ - Z (m +n)(m+n-— l)an mn—2

n=0

dir. Bu ifadeleri 22 ile garpip (1.1.2) denkleminde yazarsak,

o0 o o -
Z (m+n)(m+n-1a, 2™ + Z (m+n)a, 2™ + }: a, zmtt? _ Z $2a, g™ =

n=0 n=0 n=0 n=0

bulunur. Bu serileri diizenlersek,

[m(m — 1)+ m — s?]agz™ + [m(m+ 1)+ (m+ 1) — s?]ayz™H

+Y [(m4+n)+ (n+ m)(n+m—1) - stla, 2™ = 0
n=0
(m? — 8%)agz™ + [(m + 1) — ?|agz™t! +

oC

> Alm+ n)? - 8?lan + an-g} 2™ = 0

n=0

elde edilir. Bu denklemin saglanmasi igin,

(m? — s%)ag = 0, [(m+1)*~s%a; =0
ve
[(m+n)? = s%ay + ap_z =0 (n>2)
olmalidir. ag # 0 oldugundan, mq = +s ve my = —s bulunur. Ikinci denklemin saglanmasi icin

a; = 0 olmahdir. m; = s degeri iigiincii denklemde yerine yazilirsa,

n(n+28)a, = —ay—2 n> 2



katsayilar bagintisi elde edilir. Buradan ay = a3 = ... = 0 olup,

a——-———_1 a a———_1 a a*—_l a a S

2T t2s) 0 P T 428 Y TP T 66 +28) T TP T 2n(2n + 29)
dir. Bu katsayilar taraf tarafa ¢arpilarak,

(="
n = >1
2 2l (148)(24+8)...(n+s) do "
bulunur. Ohalde birinci bagimsiz ¢oziim,
o (=" 2n+
wi(z) = Yy, 23 gow ()

2l (14+8)(2+8)...(n+s)

coen Eirl

n=0

elde edilir. Eger,

1
25T(1 + )

g =

seklinde segilirse s. basamaktan birinci ¢egit Bessel fonksiyonu olarak bilinen,

z 2n

n=0
fonksiyonu bulunur. Burada,

I'(s+k+1)

I(n+s) = (s+1)(s+2)...(s+k)

formiili kullamlmigtar. Ohalde s = v — 1 alirsak bu durumda,

P 2n
o (__1)71,)\211, <§)
jl/—-%(’\r) = Z 1
n=0 nll'(n+v + 5)

bulunur.

a2n—-2



Tanim 1.3.3: n pozititif say1 olmak iizere Bessel fonksiyonu,

z\V
Ju(z) = Q—/e““’”(sina)z”da

geklindedir. Burada I'(v) = [f e ®z” ldz ve I‘(%) = /7 dir.

1.4 Fourier-Bessel Doniisiimii

Tanim 1.4.1: f OSlgiilebilir bir fonksiyon olmak iizere,

[P = LRP) = {f: [ 1@k ds <, 15p5<>o}
Rn
p. mertebeden integrallenebilen fonksiyonlarin ciimlesidir.

Tanmim 1.4.2: (Fourier Dénugiimi) 2,y € R®*vez.y =< z,y>= zipn + 2292+ ...+ Zn¥n
olmak {izere f € L(R™) igin, f fonksiyonunun Fourier doniiglimii,

Fi()i= fla) = [ e f(y) dy

Rr
ile verilir.
Tanim 1.4.3: (Z; Schwartz Uzay1) R} da C* sinifina ait ve tiim tiirevleri bir polinom ile

carpildiginda sinirh kalan fonksiyonlar uzayidir ve 24 ile gosterilir. Yani,

Rf = {z:2=(21,22,23,.--,@0) , Zn>0}
ise

z+ - {f‘ sup ImﬁDOtf(x)‘ < 00, a:(alva‘la'”aan) ve ﬂ:(ﬂlaﬂ%'”aﬁn)}

zeRt

o1 +ogt..t
dir. Burada D* = (Z : : na dir.
Oz{10z3?...0z5"




Tamm 1.4.4: R} = {z:z=(21,25,23,..-,%5) , &, > 0} olsun. v > 0 pozitif parametre

ve 1 < p < oo olmak iizere Ly, uzay: agagidaki sekilde tanimlanir.

Ly = {f(z) W = ([ 15 o @)’ <oo}

dir.

Tanim 1.4.5: ¢(z) € ZL(RE) = 24, o' =(21,22,..,%u-1)» ¥ = (Y1,¥2)--sYn—1) VO
<zhy>= zypn+ T2+ ...+ Typ—1Yn—1 olsun . Bu durumda Z; uzayinda Fourier-Bessel
doniigimi,

s ¢l(9) = o [ (@), 4 (20, 1a)odo
R

bigiminde tanimlanir. Burada ju_% (1.1.1) denkleminin ¢6ziimi ve
¢, = [(27r)”7”2”—5£1‘(u+ %)J—]
dir.
Lemma 1.4.6: Eger u D1t ’da sirekli bir fonksiyon ise bu durumda,

e—-0m

. 1 -
lim ——(TE)-F/ u(s) ds = u(0)

&

dir. Burada m(I'c), T'. nun lebesque dl¢tisidir.

Ispat . D+ C R} ve u DH+da siirekli bir fonksiyon oldugundan, her 5 > 0 igin en az bir by

vardir oyle ki |s| < § iken |u(s) — u(0)|] < 5 dir. Bu durumda, € < § iken,



1 1 1
I—_—m(l‘s) 1«[ u(s) ds — u(0)] = I——m(FE) F[U(S) ds — ) I{u(o) ds|
1

< T—n(Te)I{ lu(s) — u(0)| ds

elde edilir. n keyfi bir say1 oldugu i¢in,

. 1
lim ————)—/ u(s) ds = u(0)

e—0 m(I',

£

sonucu bulunur.

1.5 R" de Singiiler Integraller

Tamm 1.5.1: f, R™ de dlgiilebilir ve lokal integrallenebilir bir fonksiyon olsun. Bu durumda
z € R™ igin

(wp fp) = lim [ S@ee)dis
0<e<|=|

ifadesine f(z) in esas degeri denir.

Tanim 1.5.2: Her A > 0 ve ¢ € R™ icin eger K(Az) = A°K(z) ise, K(z) ¢ekirdegine o

mertebeden homojendir denir.

Tanim 1.5.3: f ve K , R® de tanimli ve dlgiilebilir iki fonksiyon olsun. Bu durumda

We) = (1+K) @) = [ S() Ko=) dy (15.1)

Rn
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bigimindeki ~(z) fonksiyonuna f ve K nin konvoliisyonu denir. Eger a = n ise (1.5.1) integraline

singiiler integral denir, burada « , K nin homojenlik mertebesi ve n uzayin boyutudur.

Ayrica,

-

(f*x9) =Tyg
bi¢iminde konvolisyon ile Fourier operatorii arasinda bir iligki vardir. Aynr gekilde konvoliisyon

ile Fourier-Bessel operatérii arasinda boyle bir iligki vardir.

Tanim 1.5.4: f ¢ R® olsun. Bu durumda

(R.’i f)(x) = Cn (151_1)% / f(.’l) - y) lyl]:z']'*‘l dy(] = 1,2,...,n)
ly|>e

n fonksiyonlarina Riesz doniigiimleri denir.

Eger Kj(z) = Q;(z)|lz|™ ((z) = cq zj |2z]71) ise K;(z) e Riesz ¢ekirdegi denir. Burada

_ (%)

Cn = w1
T 2

dir. Ohalde R; f = fx K; dir.
Genellegtirilmig 6teleme ile ilgili singiiler integraller ve bunlarin operator 6zellikleri [Kipriyanov

1970] , [Kipriyanov ve Kuluchantsev 1970] ve [Aliev ve Gadjiev 1992] caligmalarinda incelemiglerdir.
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BOLUM 2

2 Genellestirilmis Oteleme ve Ozellikleri

M.Levitan 1951 yilinda bir cahigmasinda (0, 00) dist yari uzayinda R* nin bir dtelemesinin
var oldugunu makalesinde gdstermistir [Levitan 1967) . Daha sonra Bessel diferensiyel op-
eratorleri ile iligkisini inceleyerek bu 6telemenin (0, oo) araligindaki noktalar: yine bu araliktaki
noktalara doniigtiirdiigini gostermigtir. LKipriyanv 1967 yilinda RJ n-boyutlu yari uzayinda
genellegtirilmis 6telemeyi tanimlamigtir [Kipriyanov 1967] . Caligmalarinda, bu 6telemnin (n—1)
degigkene gére adi ve n.degiskene gére Rt daki oteleme olarak ele almig, daha sonra Fourier-
Bessel operatori ile iligkisini incelemistir. R ve Rt ottelemeleri bu boliimde verilmigtir.

2.1 Adi Oteleme

Tamm 2.1.1: 7, f(z) = f(z+y) ile gosterilen « noktasin1 z 4 y noktasina Steleyen operatore

R de adi Steleme denir.

Adi 6teleme (—o00, o) araliginda tammlidir. Dolayisiylar : R — R dir. Bu gekildeki adi ﬁteleﬁe

ou(z,y) du(z,y)
Oz Oy

wz,y) = f(z)

baslangig deger probleminin ¢éziimiiniin degigkenleri adi dtelemeye baghdir.
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2.2 Genellestirilmis Oteleme

Simdi R* daki 6telemeyi inceleyelim. B; Bessel operatérii olmak iizere,

Bau = Byu
u(z,0) = [(z)
uy(z,0) =0

basglangig deger probleminin yani,

0%u 2p+1 Ou _ O%u 2p+1 Ou

0% x Oz Oy + y Oy (2.1.1)

denkleminin,
ou
Uly=0 = f(z) , a_y ly=0 = 0

baglangig kogullarini saglayan ¢oziimii

u(z,y) = 17 f(z) = [(2p+1) )./Orf[\/xz-]-yz-—z:cycoscp] sin?? pdyp

92p~1T'2(p + %
seklindedir. Bu formiilde ¢ yi 7 — ¢ ye doniigtiiriirsek ve I' fonksiyonlarina ait olan,

Ia) 1 I'(a)T(3)
[(2a) ~ 221" T(a+1)

formiiliinti kullanirsak bu durumda,

I'(p+1)

I = 56 @

T
f[\/a:2 + y2 — 2zy cos ] sin®? pdyp

elde edilir. Bu Oteleme (0, 00) araliginda tamimlidir. Bu 6telemeye Rt daki oteleme denir. Bu
ifade de T2 f(z) = f(z) oldugu asikardir. Ayrica eger f(z) fonksiyonunun siirekli tiirevi varsa

bu durumda,

0
5@l = 0 (212)
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dir ve f(z) fonksiyonunun ikinci mertebeden siirekli tirevi varsa bu durumda TY¢ f(z),
(2.1.1) denkleminin ¢oziimiidiir ve (2.1.2) baglangi¢ kogullari elde edilebilir. Ayrica

= (:I:',.’L‘n), y= (yl,yn)a T,y € R"vea' = (.’l:l,:l)z,. . wxn—l) 3 yl = (Z/l,?lz,- “a?/n-—l) ve
n—1
92
A = Z oz 2 +B
Laplace-Bessel operatérii olmak iizere,
"z_:l 2u_|_2p-i—1 ou _’S@ Pu  2p+1 Ou
8:82 T, Oz,

denkleminin yukarida verilen baglangi¢ kogullar: altindaki ¢oziimii

I'(p+1) "

. e’ — o, \/22 + y2 — 22,9, cos ] sin®? od
I'(p+ I (1) 0J’[ J,\/n Y2 Yn €08 ] @dip

TY f(z) =

seklindedir. Bu operatore genellestirilmis 6teleme operatorii denir [Levitan 1973].
Simdi de T¥ operatoriiniin agagidaki ozelliklerini verelim T operatoriiniin ozellikleri adi

Otelemenin ozelliklerine benzerdir.

1.Lineerlik Ozelligi:
T {af(z) + by(x)} = oTf f(z) + bTYg(x)

dir. Bu egitligi gu sekilde gosterebiliriz.

T¢{af(z) + bg(=)}

Ti {(af + bg)(=)}

I(p+1) " P02
= — 7 af +bg) [Va? + y? — 2zy cos ] sin? pdyp

= L(p+1) " 2 4+ y?2 — 2zycos
= me/oaf[\/ﬂi + 42 — 2zy cos ¢
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+ bg[\/z? + y2? — 22y cos ] sin?? pdyp

_I(p+1) / /a2 -
= V2 + y2 — 2zy cos ] sin?? pdyp
I(p+Hr(d)

I'(p+1)

e [\/z2 + y2 — 2zy cos @] sin®? pdyp
L(p+3)I(3 )

Il

aly f(z) + bT¥g()

bulunur.

2.Pozitiflik 6zelligi: Eger f(z) > 0ise TY f(z) > 0 dir.

I'(p+1)
I(p+ HT(E) Jo

ele alahm. f[v/z2 + y2 — 2zycosp] > 0 vesinp , 0 < ¢ < 7 araliginda pozitif oldugundan

TY f(z) = f[\/x2 + 92 — 2zy cos @] sin®? pdyp

yukandaki egitligin sag tarafida pozitiftir. Ohalde,

T f(x) 20
dir.

TY (1) =1 dir.

7. L(p+3T(3)
2p = " 27722/
/ sin“? pdp = T+ D)

0
yukaridaki formiilii kullanirsak, f(z) = 1 igin,
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TY f(z) I+ 1) /ﬂ sin® ody

T T+ Hri) e

_ T+l Te+TG) _
I(p+Hr(3) Te+1)

elde edilir.

4. Eger z > a, f(z)=0ise bu durumda |z —y| > @ i¢in T f(z) =0 dur.

5. TY operatori siireklidir: Eger f,(x) siirekli fonksiyonlar dizisi her bir sonlu aralikta f()
fonksiyonuna diizgiin yakinsak ise, bu durumda. iki degigkenli fonksiyonlar dizisi T f,() her bir
sonlu bdlgede TY f(z) fonksiyonuna diizgiin yakinsar.

6. 7Y operatori simrhdir:

v f(z)| = T+l [" 22 + 42 — 2zy cos | sin??
IT::: f( )l = lP(p+%)F(%)/() f[\/ +J2 2 Yy 30] n (pd(p'

2 r(r(ijll“)( )/ |f1V/a2 + y2 — 2zy cos ]| sin? pdyp
(p+ 1) / 212 2
_terl) ) P od
2210, OERATES [fTVx% 4+ y2 — 2zy cos ¢|] sin®? pdp

I'(p+1)

— T sm27’god<p
P(p+ 3)0(3)Jo

< sup | f(z)]
x>0

elde edilir. Buradan
[T% f(e)] <TY [f(z)] < iglglf(m)l
olur.

7. TY operatoriiniin yer degigtirme ozelligi:

Y17 f(=) = ;T3 f(2)
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dir.
8. Degisme 6zelligi:
TyTE f(=) = ToTY f(=)
dir.

9. Eglenik 6zelligi: Eger siirekli f(z) fonksiyon igin

/ 2 f(z)|dz < oo
4]

ve g(z), tiim z > 0 icin siirekli ve sinirh fonksiyon ise,

/°° TYf(z).g(x) a**! do = /°° f(2).TYg(z) 2?1 do
4 0

olur.

ispat . Kabul edelim ki f(z) fonksiyonu sonlu bir aralikta ikinci mertebeden tiirevlenebilir ise

f(z) =0 dir ve g(z) = Jp(VAz) (A <0) dir.

K(y) = /0 " 13 f(2)Jy (V)2 da

2
d 2+ 1.1 operatorinii uygulayalim. Bu du-

olsun. Simdi K(y) fonksiyonuna B, = pr + .

rumda,

[ty s + 22 L1y (o)) (o). o741

/0 "B, (TY £(2)). g(=). o*+1da - .

H

il

a2
/ TY f(z) g(z).a*tdz
0

dz?

z dz ®

+/ 2p+1 dTy f(z) g(z).a®¥lde = I + I,
0
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olur. Egitligin sagindaki birinci integrali hesaplayalim.

= 9 (9 Yy ) 2p+1
I = /0 o (&cT”‘f(m) g(z). z dz
de
— 9 (0 y — 2p+1
dv = % (8:1:T“’ f(m)) ve u=g(a)z

alarak kismi integrasyon uygulanirsa bu durumda,

= 9 o
o= ae T2 (@) g(@) ey — [ T8 f(e)5 (0(2) 57%) de

b WG, 99(2) _api1 /oo_‘?_ 2p+1
= - [T 1 @ awida — [ 1y f(2) g(@)

elde edilir. Ohalde,

z2rtldy

htly=— /0 ” %Tg f(m)a—g—g’—)xzi’+ldx

olur. Buna kismi integrasyon uygularsak sonug olarak,

[ B @ 1) o) e = [T 16) B glo). 2 i
0 0

bulunur.

10.

TV f(2) = TY f(=)
dir.
11.

/Ty f(z) 2%Pdz :/ f(z) 227 dz
Rn

Ry



18

BOLUM 3

3 Ortalama Deger Teoremi

I.Kipriyanova 1985 yilinda makalesinde

n—1
0? 0?2 2 0
AB—A'Z:; %2‘4-5;72:-{*;:-6‘;;, v>0

Laplace-Bessel operatorii olmak iizere Agu + Au = 0 denkleminin ¢oziimi igin ortalama deger

formilint bulmugtur [Kipriyanova 1985]. Caligmamizin bu kisminda,

’{5 LR m
63}2 6z2 y 8y z 0z

v, vy >0 (1)
Laplace operatdrii igin sinir probleminin adi 6teleme ile bagimli oldugu gibi Laplace-Bessel

operatori ile ilgili sinur probleminin ¢6ziimii de genellegtirilmis oteleme ile bagli oldugu goster-
ilmektedir. Bu nedenle (1) operatori ile ilgili sinir probleminin ¢6ziimil igin genellegtirilmig
oteleme ile ilgili ortalama deger formiili bulmak gerekir. Dolayisiyla bu boliimde bu formiil

bulunarak genellestirilmis 6teleme cinsinden elde edilerek sonraki boliimde kullanilmisgtir.

3.1 Laplace-Bessel Denklemi icin Ortalama Deger Formiilii

Rt = {z=(2,9,2) : ©=(21,22,...,%u-2)y, ¥ = Tup1 V€ 2z =Ty ,Y,2z> 0} olsun.
D++ ¢ R bir bolge ve I' bu bolgenin smirt olsun. Kabul edelim ki bu bélge y =0 ve 2 =0
hiper diizlemleri ile sinithdir. T nin R+ da olan kismum T ile, y = 0, z = 0 hiper diizlemleri
lizerinde olan kismini ise I'%C ile gosterelim. Bu bolgede Laplace-Bessel operatériinii gézoniine
alalim. Yani,

+

"fé‘uaz 7m0 w3
Ox? 83}2 92" Ty 8y ' Tz 0z
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dir. Burada vy ve vy pozitif sayilardir. Simdi agag1 daki teoremi ve ispatini verelim.

Teorem 3.1.1: Kabul edelim ki S§+ merkezi T da olan birim yaricaph kirenin R}t da
kalan kismudir. Bu durumda Apu = 0 denkleminin y ve z degiskenlerine gore cift fonksiyon

olan cézimleri u icin asadidaki ortalama deder formili mevcuttur.

"D + DI (vs +

7)
2 u(s',0,0 3.1.1
I +vs+ %) us0.0) (311

/ u(s + 10, 70,1, 76,)02, 022 dw; =
st

Burada @' = s +r0', y = 10,1, z = 18, dir ve S} birim yarcaph kirenin dst kismadar,

(3.1.1) formiiliini Agu = 0 denkleminin, D+ bolgesinin bir ic noktasindaki ¢6ziimii icin de
alabiliriz. Bunun icin genellegtirilmis oteleme operatoriinii kullanmak gerekir. Bu durumda,

n— 1 1
5T (i + SUCEES

8p—170n n—

/ THY ol 16, 10yq,70,)020 022 dwy = -
st L + vz +3) (3.1.2)
ca(s 1, 1)
dir. Burada T}y , (n — 2) tanesi adi, son iki degiskene gre R* dteleme olan genellegtirilmig
oteleme operatériinii gostermektedir.

Genellegtirilmig 6teleme operatdriiniin 6zeligine gore t; = {3 = 0 icin (3.1.2) = (3.1.1) elde’

edilir.

Ispat . Eger u(z,y, z) ve v(z',y,z), Dt da iki kez siirekli tiirevleri olan ve y, z ye gore cift
fonksiyon ise, bu durumda kismi integrasyon formiiliinii kullanarak Ap icin Green formiiliinii
buluruz. Bunun icin,

/ f (Pdydz + Qda'dy + Rdydz) = / / / (P +Q, + Ry) de’dydz
r

D++
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Green formiiliiniinde p = wv_y? 222, = uv,y? 222 ve R = uv,y®1 2% olarak alinirsa bu
x ’ Y )

durumda,
/ wv 1y 222 dydz + uo,y? 22 dz'dz + wv,y?1 222 dydz
T

201 5,212 201 21 2v1~1 ,2v 201 5215
// (uxlvxly Z42 L uvy oYz + 20 uvy g T 2+ uy vy Ytz

D+

1
F vy 2 222 4 2upuny ™ 222 4 uu e + U,y 2272) dz dydz

olur. Buradan,

vgyizte vy 2 vy 22
F/ ° { dz dz + T dz dy + R P dydz| ds

ds
2 2v
= / / {uyz”l Z22 [vx/,m/ + gy + U + —gl—vy + —z-z—vz]

D+

t
4 vy 222 4 vy 22 4w,y 2?2} dz dydz

elde edilir. Agv = v, + + vy + Va2 + '2—;‘1‘vy + g?—vz oldugundan,

/uy‘Zul 22”2 g’lids — / / [(uAva2”1 221/2) + y21/1 z‘zuz
r " Dt (3.1.3)

(U + uyvy + uz0;)] dz' dydz

bulunur. Benzer sekilde,

/vyZI/I zZV2 'g‘gds = / / [(UABuyzul zZVz) + yZl/l z2U2
(3.1.4)

r D+t

(10,0 + uyvy + 4,0,)] da'dydz
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bulunur. (3.1.3) ve (3.1.4) taraf tarafa cikartilirsa bu durumda,

/(u_g_:i, _ 3—1;'):(/2V122V2dr = / / (uAB'U . UABu)y2VIZ2V2dg (3.1.5)
r D++
olur. Burada dg = dz'dydz ve z' = (€1, . ., Tpy_z) dir.

Simdi T' mn keyfi bir i¢ noktasimu s’ = (81,82, -+, 8n—2) olacak gekilde P = (3',0,0) ile

gosterelim. Bu durumda,
-1
v = [(n + 2y + 215 — 2)1'”"'2”1’*‘2"2_2] + w(r)

fonksiyonunu goz oniine alalim. Burada w € C? gy ve z ye gore cift fonksiyonduf. r degigkeni
ise Q(z', v, 2) noktasindan P’ ye kadar uzakliktir. D+ bolgesinde merkezi P’ noktasinda olan
kiigiik bir € yarigaph yar1 kiireyi gikaralim. D++mn geri kalan kismint D}t ile gosterelim.DF+
bolgesinde, u ve v fonksiyonlart iki kez siirekli tiirevleri var ve y, z ye gore ¢ift fonksiyonlardir.
Buna gore D++ — DF+ bélgesine (3.1.5) formiiliind uygulayip, v fonksiyonunu yerine yazarak
¢ na gore limit alir ve (r*+21+22-2) nin Ag nin temel ¢dziimii olmast goz 6niine alimirsa bu
durumda,

/ / [uApv — vAguly* 222 de'dydz = / (ug—;i— - vZ—Z) y21 2% g1
r

D++-pit

v ouw\ o, 20
—/e(u%—*’l)a—n)y 1z dr
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olur. Bu egitlikte v fonksiyonu yazilirsa bu durumda,

/ /[UABUJ—UABU]?Jz"‘zz"’dﬂf"dydz - / /[uABw—wABu] Y21 222 dg’ dydz

D+ Dt

1 5 )
— vy 5209
/ +/+ (n+2v1 + 2v5 — 2)r(n+21/1+2u2-—2) Apuy*1 z*V2dz dydz
Dz

ov ou Y 2
= /(ua—n—van) 21z21/2d1‘+ /my2 1 5202 T

Ow v\ o, 2, 1 O o
b " Yan, 2dl’ — = dr
/ (u w37l> yztedl F (n + 2u1 + 2u — 2)rnt2nt2a-2 gy z

olur. Buradan,

ov ou
_ 211 420 i . 201 521
//[uABw vApuly?1 222 dg /( _6n van)y 1 z22 gl
D++ r

! 201 42
(n + 201 + 219 — 2)5n+2ul+2,,2_2 / Apuy*1z ”ng
Dt
- 1 B
(n + 201 + 209 — 2)5"+2V1+2V2 2

1
201 521
+ /urn+2u1+2u2-—1y tz42dl

Te

elde edilir. Ohalde
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/ / [uApw — vApuly*1222dg = I[(ug—: - v%}i—) y* 222l

D4+

1
201 5217
+ /urn+21/1+2112—1 y z dl
re

elde dilir. Yukaridaki egitligin sag tarafindaki integrallerden ikincisi Lemma 1.4.6’ e gore

hesaplanirsa, sonug olarak, Agv = Agw oldugu gbz 6niine alinarak,

n— 1 1
wfwm+?mw+§

u(s’,0,0)
Hw+w+§

//[uABw—vABu]y2”1z2”2dg =

D+
(3.1.6)
dv ou\ ,,
= 1 2202 4T
v /r (u(‘)n ”an) i *
elde dilir. Ayrica burada kiirenin yiizey elemani hesaplanmigtir. Yani,
1 f 1
/myz”l 222dl = / / myz”l 222 (rsinfy sinfy . ..cos b1 )21
Te 0 gn-1

. (rsinfysinfy .. .sin6,_1)?2r" " 1drdw
olur. Burada dw = sin® 26, sin"30,...sin0,_2d01db;...d0,_1,dr = r"~dw kiirenin yiizey

elemani ve dI' = 7"~ !drdw hacim elemanidir. Ohalde,
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&

1 . .

/—n+2u1+2u2 T yMzadll = /dr / sinttn+22-2 g, gipnt2ntn-3g,

; -
0 S

F; n—1

sin?1+22tl g o sin?"2 0, _1cos?10,,_1d81dby . ..d0,
bulunur. Bu kiirenin yiizey elemar igin egitligin sag tarafindaki integraller hesaplanirsa sonug

olarak,

n— 1 1
1 T (0 + 0 + 5)
/ yzm zzuzdr —_ 2 - 2
,,»'n.+2u1+21/2—1 F(I/l' + Vs + 5)

€

= m(le)

bulunur. Burada I'(3) = /7 ve m(I'.), I'; nun &lgiisiidiir. Ohalde Lemma 1.4.6’ gore,

i 1 1
e!—-pn(lJ m(re) /u ,’,.n+21/1+2i/2
L.

- g 222 dr| = u(s',0,0)

esitliginden

lim / U ey V2 #7dL| = m(T)u(s',0,0)

Te
bulunur. Dolayisiyla bu esitlik goz oniine ahndiginda (3.1.6) elde edilmis olur. $imdi (3.1.6)

formiiliinde D*+ bolgesi yerine R yaricapli P’ merkezli ve D+ da bulunan bir K g yar kiirenin

igini alalim. Bu kiirenin yiizeyini Wp ile gdsterelim ve kabul edelim ki,

v = (n + 21/1 + 21/2 . 2)—1 [T—('IH-ZW +20,-2) __ ]{—(71-{-21/1 +2l/2-—'2)] (3.1.6')
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dir. Bu durumda,

/ {uAB(n + 201 + 2vg — 2)—1 [r~(n+2ul+2u2~2) - R—(n+2u1+2uz—2)] - 'UAB'U,} y2u1 zZuzdg
I
) Wn__zr(ll + 1)I‘(l/ + 1)
hid 1 a 2 o
— / <u.a_v. — v.a_u) yzw zZVzdw + 2 T 2 'U,(Sl, 0’ 0)
on  On D(v + 1+ 5)

Wgr

olur. §imdi R nin sabit ve r(#t21+22-2) nin Ap nin temel ¢bziimii oldugu, ayrica Teorem 2.2.2
gbzoniine alinirsa bu durumda,

ne— 1 1
T n—zr(lll + E)F(Vz + 5) ,
u(s',0,0)

- /vABuy2”1 22dg = =
Kg F(Vl + vy + 5)

/ { A(n+ 2vy + 2vy — 2)71 [r—(n+2u1 +20,-2) R—(n+2ul+‘2u2—-2)]
u
on

Wgr

= (n 42 + 21, ~ 2)7! [r*(n+2m +202-2) _ R—(n—i—2u1+2uz—2)] g_“} Y21 222 oy
n

ne 1 1
I+ )00 + 5)
n
(v +va + ’i)

u(s',0,0)

y2l/1 z'Zl/g dw

+ /ua(n + 2u1 + 205 — 2)“1r‘(n+21/1 +2v3—2)

on
Wr

n— 1 1
71'Tzr(ul + §)F(V2 + 5)

= u(s' 0,0)
T(vs + vz + g) ’
1 201 20

~ Retmdan1 | wWETRdw

Wg
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bulunur. Buradan,

n
P+ +3) o
= /U(m 2, 2)Y2 22 dw
rz (1 + %)1‘(,/2 + %)Rn+2ul+2uzw+

R

(3.1.7)

, (s +va+3)
= u(s,0,0)+

g i ] / vAguy*1 222dg
WTF(Ill + 5)1—‘(1/2 + 5) K;

elde edilir. Simdi de (3.1.5) formiiliinde,

T +vy+ g)

v= ¢

[(n + 21 + 205 — 2)7‘""’2”1“”2“2] - + W(r) (3.1.8)
n—2 1
w2z D(vg + 3)0(vz + -2-)

fonksiyonunu gozoniine alalim. Burada W € C? y ve z ye gore ¢ifttir. Ayrica r < R ve

ov
leg S EIW}.%. =0 (319)

ise bu durumda

/ [uApv — vApgu]y?1222dg = / (ugy- - v-g%) y 22 dw = / u%ywl 222 dw
K} wi w3
n
I'(y + v + -2-) 1 N
= ¢ /urn+2u1+2uz—1y z w

n— 1
7rTz'I‘(1/1 + E)F(Vz + %)W;€

cu(s',0,0)
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elde edilir. Bu esitlik her u igin dogru olacagmndan, v nun yerine C? de bulunan (y ve z ye
gore cift) keyfi bir fonksiyon alabiliz. Kabul edelim ki u € C?"*+2)(K}) ve A}, Ap nin 1.
mertebesini gdsterir. Bu durumda her 1 < m igin,
cA"Bu(s',O,O) = / [A%uABv - vA%“u] Y 222 dg (3.1.10)
K}
almabilir. (3.1.8) de oldugu gibi 6yle v, fonksiyonlar dizisi tanimlanabilir ki bu fonksiyonlar

agagidaki diferensiyel denklem,

(n+ 21 + 20, — 1)0,

ABUpp1 = vy + - = (1=0,1,2..) (3.1.11)

ve (3.1.9) sir gartlar ile verilsin. Baglangig fonksiyonunu da

v = r"_21‘(1114-1/2'1'%) (’ll + 20 + 2wg —~ 2)-1 [7.—(n+2u1+2u2—2) — R—(n+2u1+2y2—2)]
w7 [(vi+5)T(vat+3)

ile gosterelim. Bu diferensiyel denklemin ¢dziimi,
'
Upg1 = Unt1
icin

I} (n+21/1 +21/2-—1)
Uppr r

Un+1 = Vg

ise, bu durumda X\ = r*t21+2v2-1 hylupur ve

’ 1

R
— Nt2v1 205 —1
Untt = ¥ tan 1 /T T Vydr

14 1 R
— n42u1 4 202—1
v"i-l-l - ‘/'j rn+21/1+2l/2—1/,,. p vﬂ(p)dr
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1 R
n+2v1 4205 —1
'U’n"l"l n+21/1_l_2l/2___2/; p
1 1
[pn+21/1+2u2-—2 - 7’7"""2’/1"'21/2—-2] 'Un(p)dp
(3.1.12)
Vgp1 = [(n+ 204 + 20y — )t un—2] 7]

R
/ pvn(p). [pn+2ll1 +2I/2—2 — ,,.n+21/1 +21/2-—2] dp
T

olacak bigimde elde edilebilir.
Jimdi bu sistemde v, lar ve (3.1.8) formunda her bir 75 igin v, lara kargilk gelen ¢, lar ko-
layca bulunabilir. Bunun i¢in = (0,1,2,...) i¢in vg, v1, v2, ... ler ve bunlara karsilik gelen

g, €1, €3, . .. ler tiimavarimla bulunabilir. Dolayisiyla hesaplamalar sonucunda ,

2 r n
£ (R) (n+r+%) (1=0,1,2..)

92 M+ v+ + z

elde edilir. (3.1.10) formiiliinde v fonksiyonunu w, fonksiyonuna déniigtiiriirsek bu durumda,

ey ALu(s',0,0) = / [A"BuABv,, — v, A% | g1 2224y
K}

olur.(3.1.11) formiiliinden, Apv, = v,—; oldugundan yukarida elde edilen esitlik,

cpA%u(s',0,0) = / [v,,_1A'}3u - v,,A}’;"'lu] y1 22 dg
K%

bi¢iminde elde edilir. Bu egitlik her bir 5 = (0,1,2,...,m) igin elde edilip toplanrsa, ydni,
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ciALu(s',0,0) = / [voALu — viAu] y?122n2dyg

o+
AR

c2A%u(s’,0,0) = / [v1A%u — vy AR u] y?1222dg

i

em-1AT1u(s',0,0) = / [vm_zA’g‘lu - vm_lA},’}u] Yy 222 dg

K}

cmAg‘u(s',O, 0)= / [vm_lAgu - v,,,,A’];“u] Y21 2272 dg
R

dir. Sonug olarak

m
Z an"Bu(s', 0,0) = / ['voABu - vag*‘luJ y2 22 dg

7=1 K}
formiiliinii elde ederiz. (3.1.7) formiilii ve v fonksiyonu gozdniine alinirsa bu durumda,

/voABuyz"lzz"zdg = chA}gu(s',0,0)

o+ n=1
K3

+ / v AT uy 222 dg

K}

olur. Buradan,

D+ 02+ 5)

— i i /(n + 211 + 203 — 2)71
WTP(Ul + §)P(U2 + ~2~) I

-
AR

[.r—(n+2u1 +203-2) _ p—(nt2m+2u —2)} Apuy® 222 dg
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n

m R 2 F(I/1 + 9 4+ —2-) '

- (5) . m-A%u(s',0,0)
=1 P!+ v+ v + —2-)

+ / ’vagHuy”l 2212 dg
K%

olur. (3.1.6') deki fonksiyon gozoniine alindiginda

(v, +ve + g)

n A%u(s" 0) 0)

pyr oo
nL(n+m+rt )

m
s T 1 /vABuy2”1 edg = Y (2
72 (i + E)I‘(uz + 5)1(15 =1

+ / v7nA7§+1uy2u1 2202 dg

K}
ve
[enun v Rn+2,,1+2,,2_1]—1 / w(z',y, 2y 222dw = wu(s’,0,0)
wi
n
m N2 I + v + 5) ,
+ (-2-) —ALu(s',0,0)
=1 M"m+um+m+ 5)
+ /va'g"'luyZ"l 222 dg
K}
dir. Ohalde,

I‘(Vl + 14 + -g-) ,
n AnBu(‘9 ’01 0)

m 27
[Cn’m’an+2u1+2V2—1]—1 /U(w" Y Z)ym/lzm/zdw = Z (—g)
n=0 nT(n+u + v+ 3)

wi

+ / vag+]uy2V1 22'12 dg
K}
(3.1.13)
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formiilii elde edilir. Burada ¢o =1 ve

5T + B)(v2+ %)
T+ e+ %)

cn,yl L

dir. Bu formiil keyfi w € C?m+2(D++) ve D** da bulunan merkezi I'% da bulunan keyfi KF
yuvar icin gegerlidir. Simdi (3.1.7) formiiliinde u(z',y, 2) nin yerine Té},;‘zu(a:',y, z) alinirsa bu
durumda,

I‘(Vl + vy + -g-)

n=2

1 1 / Tiyau(a',y, 2)y? 22 dw = u(s',t1, )
7 (n + E)I‘(y2 + 5)Rn+21/1+21/2 .

R

n

2) /UABT;IZ'huyzw 22 dg
"‘z-‘z‘l‘(z/ + l)I‘(l/ + =)o ’
" LT\ T gk

['(n +va +
+.

\

P r 4 . . ¢ . o !
olur. (3.1.10) da v nin yerine v, ve u(z', y,2) nin yerine Thru(z ,¥, 2) aliirsa bu durumda,

cALu(s', ty,13) = / [A’,’;T;’Izrtﬁu(w',y, 2)Apy — A Thtu(a’, y,z)] yiztadg

-+
KR

enAu(s' b1, tg) = [A%Tgfﬁ u(z',y, 2)Agvy — vnA%HT;}z’tm(w', A z)] y2 222 dg

K

o4

olur. Toplamlar alinirsa bu taktirde,

m

' ity it 2
> epAfu(s b1, tp) = / [vOAnyjz’ 2q — va’,?“lyfz"zu] Y1 22 dg
=1 Kt

elde edilir. (3.1.7) formiilii ve vo fonksiyonuna gore,
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2

[wbyrieu,y, yndg = 3 7
y =1 l(n+m +va+ 5)

o

'A%u('sl) tl b] t2) + / va%LTéylitz uyzl/l 22112 dw

wi

ve

T +v2 + g)
/'DABThz,tz ”LL(:E', Y, z)y2u1 z2u2dg
n=2 1 1 "
7z I'(n + §)F(u2+ §) K

) = A%u(s, t, t)
M+ v+ v+ 3)

m (R>2n F(I/1 + g+ g)
2

+ / vag"'lTyt’lzyi:Zu(m" 1 s z)y'zlll 22112 dg
K

+

[c'fb,tlj,uz Rn+2U1+2V2—l] -1 u(ﬂ:l, y, Z)y2)/1 zZyz dwR — ’U,(Sl’ tl, tz)

ABu(s',11,1)
I+ +vp + 32‘-)

n
_IE) 21 1‘(1/1 + vy + 5)
2

+ 3

n=1

+ [ omSFHTEe Ay dg
K

o+
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ve

D11 =1 ,
[Cn,u1 W2 Rn+2u;+2u2 1] /f[vgj,lz’tzu("v’ayaz)yZV] zZVzdwR

-+
K

m 2 F(I/ + vy + n)
7 1 2 —
- Z (§> 2 a=Agu(s', t1, 1) (3.1.14)
n=1 1+ + vz + )

+ / va%l+1T$32,t2 u(xl, Y, z)y2u1 2202 dg
K

x+

olarak elde edilir. Burada A%u = u ve ¢g = 1 olarak ele alinmigtir.
Simdi &' = s'+ R0,y = RO,_1,z = RO, ve dwp = R 'dw; oldugu gdzoniine alinir ve ayrica

m — 0o igin sag taraftaki integralin sifir oldugu dikkate alinirsa bu durumda,

[(1 +2+5)

n=2 1 1 / Tiyt2u(s' + RY, RO,_1, RO, )R?1027 R?262%2 R d,
Tz (v + §)I‘(,,2 + .2_)Rn+21/1+2u2 A

1

7
oo Ty + e+ o)
= Y (&) 2 ABu(s', 1, )
!
=1 M+ un + v+ 5)

olur. Buradan da,

n— 1 1
7r'n_2I‘(V1 + —2~)P(U2 + 5)

[ T8 o uls o+ R, RO, RO, 6207 vy = us',t1, )

n
Si.l.+ F(Vl + 1 ¢] + 5)

elde edilir. Dolayisiyla teorem ispatlanmig olur.
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BOLUM 4

4 Riesz Doniisimleri

I.Aliyev 1987 yilinda [Aliev 1987] makalesinde (n — 1) degigkeni adi ve son degigkeni Rt
oteleme olan genellestirilmis 6teleme ile ilgili Riesz doniigiimlerini ve ozelliklerini vermistir. Bu
boliimde (n — 2) degiskeni adi ve son iki degiskeni Rt Gteleme olan genellegtirilmis 6teleme
ile ilgili Riesz doniigiimleri verilmigtir ve bu doniigiimiin 6zellikleri incelenmigtir. Ayrica bu
tiir genellesmis Riesz doniigiimiiniin Laplace-Bessel operatori ve kismi diferensiyel operatérii ile
iligkisi gosterilmigtir.

4.1 Genellestirilmis Oteleme Operatorii ile Elde Edilen Riesz Déniisiimleri

Teorem 4.1.1: Pi(z) = Py(z1,22,...,82_1,22),k mertebeli homojen ve ApPy(z) = 0

denklemini saglayan polinom olsun. Bu durumda” Fourier-Bessel operatéri olmak tizere,

-
-

[Pe(@)e ] (5) = Fp (P(e)e ") ()
= 9—(ktunita+g) & Pi(y) e:lf—lz
dir.
Ispat . 1lk nce e=2l=* nin Fourier-Bessel doniigiimiinii bulalm. Ohalde, (z".y") = =y +

ZoYo + .o+ Tpeg¥n—2 olmak iizere,

2 N LT } .
Fpg (e“alxl ) (y) = €y Cyy / e—a[m|2—z(a: ¥") «71/1—%(‘371-1 Yn—1) $727'U—11
Rt

. juz_%_ (zn yn) T22d2
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(o o]
2 s
= c,,lc,,2/(‘J e ‘“”n]uz_% (Zn, Yn) 22d2,
oG
e“""”?‘-lj 1 (Zpet Yno1) 224, do (4.1.1)
. 0 n-i n—~1 Yn—1 n—1%tn~1 .1

. / e—alxulz_".(z"‘y") d.’B”
olarak elde edilir. Bu ifadedeki integralleri hesaplamak icin agagidaki esitlikleri g6zonine alalim:

1) z”,y" €,a > 0 olmak iizere,

n=2 112
(27r)-2-12‘-9-/6~a]a:”|2—i(:c".y") dz" = (E) 2 e:%l— (4.1.2)

«

2) v > —1,a > 0 ve J,(br) Bessel fonksiyonu ise bu durumda,

b —p2

" @yt

o0 2
/ e™ " L), (br)dr
0

(4.1.3)

dir [Gray 1931]. Ayrica J,(r) = [2¥ T'(v + 1)]7*r j,(r) oldugundan,

Joo(es) = F T0a 4 I @ g, y(en) @

2

1 1ot oyl .
Jppei(br) = [2% 5 D+ 5)7" b7 %Juz__é_(br) P23

dir. Burada @ = yp—1, b= 1yn, $= 2,y ver =z, dir. §imdi yukaridaki egitliklerden, (4.1.1)

deki integrallerin herbirini hesaplayalim. Qhalde,

o0
oo
/ 6~az%j,,2_1_ (Tn Yn) T22dz,, = / e"‘"zjyz_l (br) ri2dr
2 0 2
0

olur. J yerine j cinsinden degerini yazarsak,
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00 b —52
—ar? vs+1 () dr = ——— e
/0 e 7 Juy (br) dr Ga)i et
egitliginde de v = v — % alindiginda,
o) 2 1 bW‘% _u2
/ e r2ts J i (br)dr = —— e7a
0 T2 (20)312

olur. Boylece

o l/z—“l' b2
/ e=or” pety (275 T(vg + %)]‘17'”2‘% jyz_%(br) b2~ idr = L ein
0

(2&)"5'*'1
(4.1.4)
oo 2 o I‘(I/z + )
—r Vg N — r ___ @
/0 e r ]uz_%(br) dr = Stk o
sonucu elde edilir. Benzer sekilde,
00 y, 2 F(l/2 + )
/0 € Uz],,z_-(as) = ”“2a—uz+—2*‘ o (4.1.4)

bulunur. Elde edilen bu (4.1.2),(4.1.4) ve (4.1.4') esitliklerini (4.1.1) de yazilirsa bu durumda,

n42vg 421
2

Fo () (1) = e (200

bulunur. Burada y = (y”,4,0) (¢ =gyn—1,b=9,) dir. Eger a—1 ve y— —2y alinrsa

bu durumda,
Fp (o) @) = bl

olur. Ohalde agagidaki esitligi kolayca elde edebiliriz.
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2 2 St g1 .
4 = = 2 . -
Fp (bl (1) = e, / el ") (2t ) 22
Rt

1 (g 2y,) z2%2dz

. JVz""z‘

o
— 2 . 2
= CVICVZ/ € Ow"Jug~% (Tn 2yn) z722dan
0

o0
—g? . 2v
. /0 c ”"1.7,,1_% (fvn—l 2:’/71,—1) xn,.}ldxn—-l

. /e—lx"lz—z’(z".y") dz"

Burada (2".9") = zy.1 + 2292 + ... + Tp-2.yn—2 dir. Yukarida elde edilen egitlikteki

integralleri ayr1 ayr1 hesaplayalim. Ohalde,

o0
—g? . 2
L = / e “”njyrli (zn 2yy) x22dzy,
0
ve

oo
— —:z:2_ . 2v
I —/0 e n 1],,1._% (x'n.-l 2yn—1) xn_l1d$n——1

olarak gdzoniine alalim. Once birinci integrali hesap edelim. Eger Iy de =z, — r ve

Yn — b olarak alinirsa bu durumda,
® 2
I = / e"mg,  (20r) r22dy
0 2-3
olur. Eger (4.14) a—»1 ve b—2b olarak alimrsa,
1
F(I/z + -2-) B

L= [ e,y (2br)rdr = — 2
1= Oe Jup-y (2br) r¥2dr = 3 e

[
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bulunur. Benzer gekilde I de

1
o0 2 F(V1 + —2—)
I = / e“snjyl_l (2as) s?2ds = ———F~ e
0 2 2

2 (4.1.6)

dir. Ayrica (4.1.4) deki iigiincii integrali I3 olarak ele alirsak bu integrali kolayca hesaplaya-
biliriz. Ohalde,

- 12 (a1
I = /6 alz”|*—i(z" .y") dz"

olsun. (4.1.2)dea—1 ve y— -2y (y,=cift) olarak alinirsa bu durumda,

I; = / e—-a]x”lz—i(a:".y") dz"
Rn—z (4.1.7)

n—2

= 75 e~ W'

bulunur. Ohalde (4.1.5), (4.1.6) ve (4.1.7) esitliklerinden,

2 1.9 ot . 2 .
/ eloP+2i(z".y") ]m_%(xn_l 2Yn—1) T, Juped (T 2y,) x22dx

R+
1 1
[(ve + 5) » N +§) L _m2
= 5 ¢ 5 ¢ mz¢€ (4.1.8)
(v +l) Iy +l)
I T .

22

sonucunu elde ederiz. Simdi,

o0 0 )

P> 2 .2 Bt . B,
k(8t1’6t2 TP )

diferensiyel operatériinii (4.1.8) e uygularsak bu durumda,
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2 40ttt . .
[ Palay ey 2an) 83 g (0 2) SBnde

RE*
(4.1.9)

I 1
D(vs +3) Tt + 5
ot ) T+ 5) o g

= Q(t =

sonucu elde edilir. Burada J(f) herhangi bir polinomdur. Aym zamanda Bessel fonksiyonlar

igin var olan,

(v + 1) _—
Gy-g(r) = ——2 [ et T e (ina) 1 da (4.1.10)
I') ;)"

formiiliini kullanirsak,

QW) = 2 [T T+ )l + I [ Bule) PP
RE*

jul_%(a’n—lztn—l)xzu—ll jur%(“’n 2n) @i dz

=22 [r"T° T (1, + —;—)F(VQ + —;—)]‘1 / Py(z)

Rt

e~ @Hehensl) L (12 442 L 12) 4 (2izty, - e ey 20T 0 —glns)

iy (Bn1 201232 G,y (22t )07 da
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olur. Buradan,

1 1
I'(n + 5) I'(va + 5)

FN(G) FEa) ()

Q)= 2 [r°F T+ PN+ )1

/ Py(a)eltP=laf +2i(a" 1)
Rt

g T
. ( / e‘lz Tn tn costp(sin ‘,O)ZV_IdQD/ eZz:cn_.ltn_l cosa(sin a)2u—1 da) 3772;"11 :I}Z"z dz
0 ) 0

n=2

= 22[r"7 T(nn+ )F(I/2 + ) / Pi(z) a2, 22dg
RIt

P(l/l-l*- ) F(I/z-l— )
I TG ) I(v )F( )7°

/ / e—le"=it"[? ¢ — (22 44242 —24zp by cos (‘0)(8111 90)21/1~1

e —(22_ +i%2_ | ~2imp—1tn—1 cosa)(sin a)ZUQ—Idsoda
dir. Ohalde sonug olarak,

Q) = 2 [T+ M+ I [ Pl 15, P elaids
R++

elde edilir. Bu esitlikte t — —¢t alinirsa ve genellegtirilmis 6telemenin 9. 6zelligi kullamlarak,

Q(—it) = 22 [n%ﬁr(u1+%)l‘(u2+%)]"’ j [T;f,wn_ k(x)] e P g2, dy

»Et

elde edilir. Egerz =6 (0 < r < 00,8 € ST = |z| = 1,251, 2y, > 0) olarak alinirsa bu durumda,
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Q(—it) = 22 [71'92;2‘11(1/1 + %)F(Vz + %)]"1

/ [T“gfrg, Pi(r8, rﬂ’)] e TG g p2u 2 gl gy

A (4.1.11)
= Cy* / 2”1+2V2+n_ (/ 97.01 Pk 7’0 7'9,)02‘/2 02'/1 ) e’"Tzd'r
0
elde edilir. Burada, ¢,» = 22[7rp—;zl‘(1/1 + DT + 1)) dir. Simdi,
/00 7.2!/1-[—21/2-{-77.—1 e-—'rzdr
0
integralini hesaplayalhm. Eger 7% = u olarak alinirsa bu durumda,
/oo P22 tna €~r2 oy 2/00 %_ 2v1+2uptn—2 du
0
- 2/ (u)+at3=1 gy (4.1.12)

1
= EP(Vl + vy + g-)

elde edilir. §imdi bu son esitlik ile birlikte (4.1.11)’ne ortalama deger teoremini uygulayalim.

Q(—Zt) = ______2...___ﬁ._]3k(t) / i t+2vztn-1 C—Tsz
T'(vy + 12+ 5) 0

olur. (4.1.12) den,

Q(—it) = Piu(t) = Q(t) = Pi(st) olur. Q(t) yi (4.1.9) de yazarsak,
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FB[Pk(w) e—|a:']2](t) = Cy Cy, / Pk(.’l?) 6]II2+2i(x'l't”)
Rt

Gyt (Tt 2tnon) x4, Jypei (Tn 21n) 222dT

1 1
I'(vy + E)F(Vl + -2‘)
22

Il

Py(it) eIt x5*

2=-n

(2m)5" 2780w + §)]7 273 (0w + )

i

P i 1y2
Py(it) e~ g5* Dlatai(nta)

= o~(ktntnt3) ik p(t) -t

bulunur. Burada ¢ — & doniiglimii uygulanmistir. Boylece teorem ispat edilmis olur.

Simdi agagidaki lemmay: verelim.

Lemma 4.1.2: 0 = (64,0,,...,0,-1,9,) olmak tzere eger,

[ 10y 8, it —o
S+
ise bu durumda € — 0 igin

@) @)

[e[rtamtaa—c VP g rtan+in;

dir. Burada,



43

(v-pfip) = lim / F(z) p(a)ein 2ide pEZy

0<e<|z]
0<zp <0
0Lz, _1<c0

dir.

Ispat . Lemmay: ispat etmek ¢ € Z4 da siirekli olan test fonksiyonunu gozoniine alalim. Bu

durumda,
T
(IQ?I) 2u1 2202 (], li f(m) Wi 2 d
e-—»o !x!n+2u1+2112—e 9"(37) n-1 Tn T = al-IPO ___‘x‘7b+2ux+2uz go(m):cn 1%n T

|2
oldugunu gosterelim.

/W_Lim) PR L - IV

201 +20p —¢
lri<1

x
! (m)
+ / 21 z22 dg

|m|n+2u1 420y —€ (70(3") Tp—1
=21

olarak yazabiliriz. Bu ifadenin ¢ — 0 i¢in limitini alalim. Bu durumda,

lim (‘”") pla)atty shrde = | Lﬁﬂ*[w(x) P(0)] a2 a2 da

,_.__,0 Ix|n+2l'1+2"2—‘5 |x|n+2u1 +2v
lz|<1

() a:z’“ z22 dz

@)

z]>1 Iw]n+2u1+2u2

olur. Eger yukaridaki egitligin sag tarafindaki birinci integrali hesaplarsak bu durumda,
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(@) /(@)
kd [p(z) - ©(0)]224, 222 dz = || (m)x2”1 z22 dz
|$In+2u1+2u2 ¥ n - ‘mln+2ul+2u2 ¥
je[<1 [#}<1

( : )

T

#(0) / lz]n+2]u1l+zuz @y @ de
jz|<1

elde edilir. Bu egitligin her iki tarafinin @ — 0 icin limiti alinir ve baz1 islemlerden sonra sag

taraftaki ikinci integralin sifir oldugu kolayca goériilir. Giinki,

a—0 |m|n+2u1 + 200 Ty 7'"‘+2V1+2V2 n—1
allz]<1

lim ¢(0) / (]m]) a2, 222 dx = go(O/ / —— 211, G2z =1 GGy
n—l

1
=00 [ g | [ SORA R0 i
“ Rn—l

1 1
= (0) / R T i f(e)ﬂi”_ﬁﬂi””"“db’*} dr
+

=0

elde edilir. Dolayisiyla,

/()

Im [ v 9(0) =~ @(Oleny o de
alls(<1
T
7 (1)
lim Mzl (z)z21) z22dy
T a50 len+2Vl+2V2 ® n—1
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dir. Buradan,

lim (]x]) o(z)z?, 222 dz = lim

2 2
Jm lq;ln+2’/1+2'/2—5 Jm ga(x)a:n"jl :Enuz dz

e

Ix In+2ul +21y

)

I$In+2u1 + 2y

=21
= lim d (%>

a=0  Jjz[>a |z|nt2vt2v:

o(z)z2, 22 dy

(:):)xz"l z2v2 dz
sonucu bulunur. Yani, lemmanin ispat: tamamlanir. §imdi verilen teorem ve lemmanin yardimi ile

agagidaki teoremi ispat edelim.

Teorem 4.1.3:

a T k
, Py(z) ] () = g~ AUt (5) Pi(y)
P e, F(k +n+ 20 + 2'/2) lyl*

2

dir.

Ispat . Teoremin ispatimi yapmak icin ilk 6nce, ispatta kullanacagimiz asagidaki esitligi goste

rerek baglayalim. Her a > 0 igin,

Falf(ea)l(t) = o=~ Fglf(@)]( )

dir. Bu egitligi elde etmek i¢in Fourier-Bessel doniiglim tanimini kullanalim. Ohalde,

Faelw) = oo [ ¢@) ) j,_y (anya) o do
Ry
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ve

[FBQO](:V) = Gy Gy (,0(:12) e—i(a:”.y") j,,l-;— (zn-1yn—1) "1731,'./_11 juz—% (xnyn) x?zuzdx
RY

den,

Fplf(az)](t) = ey, | flaz) e oyt (Zn-1tn-1) @22 Tyt (Tntn) on2de
+

Ra

olur. Buradan eger z — £ olarak alinirsa budurumda,

Py

Fp(f(az)](t) = e, c,,Q/f(.’I:) 64—)‘*‘ = jul“% (mn_1tn0:1)
RE

n

in 9 dz
y LA e 14| —~2u) p203 205 T
Jupi (a,na) T« T2 o =

iz M
o a—1z—2u1-—21/2 s Cuz/f(m) e x[za ¢!y

R

. t -1 . t 2
. Ju;—% (xn—l”ng") Jyy—1 (xngn) T, 3;72;/2 dz

= b g f(an)]()

elde edilir. Burada dz = a~"dz dir. Teorem 4.1.1 den dolayi,

-
~

[ Pu(a) o J(g) = (2a)~(tntatd) ik 5 py(y)

bulunur. Eger ¢ € Z; ise bu durumda
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n-—

—alz}? n
/ Pu(a) e75 o(a) o2 224, de = (20)(kHutnt]) g
Rt

[ Pute) e (o) an a2, da
Ry

olur. Bu ifadenin her iki tarafinl a P ile garpip a ya gore 0 dan oo kadar integral

alirsak,

o0
—alzl? k4nd2v1 4209~ -2 9w 21
/0 /Pk(a:) ekl o 2 p(z) z2v2 22 dz| do
+

Ry

€9 v ——
= [ [a-teenrmen) g temzagras]

(4.1.13)

Pi(z)e 4o o(z) 222 221, dz| do

n—

olur. Simdi yukaridaki integralieri hesaplayalim.

o0
_ 2 k+n+2u1 +2Zz—e_
/ e~ g 3 lda
0

integrallerinde a|z|? = u diyelim bu durumda,
k+n+2ul +2Q -t 1
oo m 2 “ du 00 ktnd2y) vy —e 4
et | —= — = e %u 2 -
2 2
0 |z] || 0

lx l —(k+nt20 +200—£—2) I:DI—Z du
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Btnt2vy 4209 —¢ _

/oo o <_u_‘ 3 li'u’_ _ /00 c_uui“P"_”'ZzéLﬂ'_’z_:i—l lwl_(k+n+2u1+2u2_;) du
0 |2 || 0 :
_r (k +n4+ 21/21 + 2u5 — 8) ||~ (ktnt 2 +20—c)

bulunur. Boylece (4.1.13) ifadesinin sol tarafi,

T (lc+n+21/1+21/2—6) Pr(z)

2uv3 ,.2
2 ‘-’B’_(k+n+2111+2l/2—€) ple) 232 22y do (4‘1‘14)

7

bigiminde elde edilir. $imdi (4.1.13) ifadesinin sag tarafini hesaplayalim.

o0 2
_ n . k4n420- +20p—6—2 — :n]
/ (20)~(ktntnt3) ik o K /Pk(a:)e 1o p(z) x22 32 dz| 3 de
0

R¥

= / /2—’““”"“’2““ =32 p % (i )c—4|u‘L o(x) x22 221 deda

n—1

00 —k— —alz]? .
= b [0 [ o®EeTRE pe) ¢ p(o) o2 ol duda
0
Ryt

by [(1)
o \4da

__2—k-—l/1-—l/2—'1-2"~ 0
= TR (g eeiePan? do
0

—9—k—v1~vp— 2

0
= 4’&?’2‘/ e~alelP o551 g
o0

g-HtA e (k“;) || ke
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bulunur. Ohalde sag taraftaki integral,

0 ki3 v —_—e— —aa:2
/ / [(za>—<k+w+vz+%> ik oA b0y TR (o) o2 o2 d”]d
0

Rt

_ 2_2u1+§u2+n+5r\ (k;—é‘) |xl_k_5 'l:k

f;lcv(:z p(a) @3 ngill dz
Ry
olarak elde edilir. Dolayisiyla,
ktnt 2+ —c y
P< 2 ) /I:I:lk‘*‘n+21/]-{-2,,2_,5 90(:12) xi2 z2 ul da

= g~ (k ; 6) i*
o) o2 al ds
R
bulunur buradan,
k+e
Pi(z) (z) z2n e dr = 2"21&3& ik : ( 2 )
[o[FFrtawitan e ¥ n- Tn-1 = T (k +n+2v + 205 — a)
R 2
Pi(z)

et o) a2 de

Fe
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olur. Ohalde,

k+4¢
Pk_(z) _ 2 +2ug+n+6 g ( 2 ) Pk(y)
[ o[t an ta—e lw) =277 t r (’“ +n 420 + 205 - 6) " lylkte
2

sonucu elde edilir. Lemmay1 bu sonuca uygularsak,

k
1

Py(z) 2o _2viadmdn (2) Pi(y)

[ vp [o[FFntav v I(y) = 2 2 v P(k+n+2y1+gyz)' [ylF
2

elde edilir. Dolayisiyla teoremin ispatt tamamlanir.

Simdi genellegtirilmis 6teleme ile dogurulmug Riesz déniigimiiniin tanimini verelim. Buna

kisaca Riesz-Bessel doniigiimi diyecegiz.

Tanim 4.1.4: TY genellestirilmis 6teleme operatorii olsun. Bu durumda agagidaki doniigiime

f(z) € Z; fonksiyonunun k mertebeli Riesz-Bessel doniigiimi denir.

(2 1) ©®

Ck (n,Vl,Vz)(v-P mﬁ% * f) 3]

— Pk :I:) :r 21/1 1%

= Ck (n 1/1,1/2) hm / —’Em f(E) 125 2 dx
o<e<ja,-]
0<zn <o

dir. Burada £ = 1,2,..., ve

-1
9 + 21+zg r (k—l—n—l—vl +I/2) [F(g)]

ek (nyvy,va) = 5

dir.
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Py(z) , k. mertebeden homojen polinomdur ve Ag P, = 0 dir. Teorem 4.1.3 ’e gore,

(RS )(E) ik I?;(if) f(© (4.1.15)

yazabiliriz. Bagka bir ifadeyle Rgf) déniigiimiine karsilik gelen carpan % Py |€]~F dur.
Simdi birinci mertebeli Riesz-Bessel doniigiimleri ele alalim. Bu doniiglimlerin sayist

n —2 tane ve Rp,;, j=1,2,3...,n— 2ile gosterirsek bu durumda,

. ; 2
(2o 1) © = s Cmm) iy [ s 7O el de (1110
o<e<|z|
0<zp <00
0<zy. 1 <00

olur. Burada

ntv) 4, 14n+umn+v 1
C1 (n,lll,l/z) = % 1 : F(————é—l—-%)_‘/__’}_r_

dir. Ayrica bu doniigiimlerden bagka iki tane de 2. mertebeli Riesz-Bessel doniigiimleri agagidaki

bigimdedir.
: Py(2)
(R2Bj f) (&) = ¢ (n,n,1) gll)% / T’U—Im (&) £L‘2V’1$2"2 dz (4.1.17)
0<e<|z|
0z <o
0Lzy, 1 <0
dir. Burada birincisi
Pz) = ———F——2|* - 222, - 2z
(@) = BT et ety - 2t
dir ve ikincicisi de
21 + 209 + 2
Pa) = —AT2TE e g2 |y a2

n+ 211 + 219

seklindedir. Burada

Cy ('n,,z/l,yz) = 2n+u2+u' r (M)

2
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dir. Kolayca gosterilebilir ki Ap P, = 0 dir. Bu durumda, (4.1.15)’ e gore,

Do (mtmt2 288, 282 7
(RBn f) (E) - - ( 7_21,._*_”1 + vy '6‘2 '5,2) f(g)
ve
N 2 2 2
(Rpocs ) (€) = = (—i”ﬁj”jéj + oy l—g-’]-g)f(e)

dir. (4.1.16) ve (4.1.17)’ deki n-tane doniigiim vardir. Bu d6niigiimlere Riesz-Bessel déniigiimleri

diyelim. Bu doniigiimler agagidaki esitlikleri saglarlar:

1.
’S(R )2+R ¢ Ry = (~1+ 2z/1+21/2+2)
=1 B; Bn—t & 201 + 205+ 1
dir. Burada E, L,,(R}) da birim operatordiir.
2. Eger 1 < 5,k <n-—2ise,
5 A
dir.
3.
[t 242
[(B-'Bn + Bﬂ?n—l) f] - [21/1+21/2+n RBn RBn-—l] ABf
. 62 21/] 6 . . e . . . . .
dir. Burada B,, = —=— + — —=— dir. Bu egitliklerin saglandigin1 géstermeden 6nce

Ox2 Ty Oy

agagrdaki Lemmay: verelim.

Lemma 4.1.5: f € Z, igin,

FplAp f] (y) = - |sI” (FB f) ()

dir.



53

Ispat . 1. fe L,, (RE)vej=1,2,3,...,n—2icin (R; f). (z) = 4 Iicxil f: (z) dir. Ohalde,
n—2 2 n—-2 s
(B =Yigs@
J=1 =1
den,
n—2 ’ n—2 2 2 2
2 = |- iz Fn oy Zn1
j_2—21 (RJ) + (BB,, + BB,) f} (x) = [ :L:Jl (Iw‘) + [z]2 + [z|2

222 2x2 4 2y + 2wy + 2

TP T TP 2V1+2u2+n} f@

_ _ 2U1+2V2+2)
B (1 201 + 2+ n f (@)

elde edilir. Ters Fourier-Bessel doniiglimiiniin alinmasiyla sonug olarak,

-2
2 1= (a4 2rzmsny
[; (RBJ') + (Bpy + R, f} - ( L s Wy + 2w +n !

elde edilir.
ispat .2, %’ nin Fourier-Bessel doniigiimii ,
J
or] :
[8—7;;} (9) = —z; [(y)
dir ve

[ o }(y) = —z; o f()

olur. Buradan,

[af:{ck} ) = (_I%T) (E,,—']) o £(y)

-
-

- _ [RBj R, Ap f] (v)
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olur. Ters Fourier-Bessel doniigiminiin alinmasiyla sonug olarak,

of?
Oz ;0zy

= —Rp, R, A |
bulunur.

ispat . 3.

(Bow + Bera) 1) = (22 —22,) Aw)
- (W " |—|1) o £(y)

i [2V1—|—2I/2+2

ST T 2 — A :
21/1 + 21/2 +n RBn RBn—l] Bf(y)

den sonug elde edilir.
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