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Bu tez dort béliimden olusmaktadir.
Birinci boliimde, tezin ¢aliyma kapsami anlatilacaktir.
ikinci béliimde, HP smflan tamtihp, kisaca topolojik yapisi
incelenecektir. Ayrnica HP iizerindeki siirt_:kli lineer fonksiyoneller incelenip HP
uzaymin B uzay: ile ilgili 6zellikleri verilecektir. Son olarak HP uzayindan
(® ve (* gibi uzaylan icine alan ¢arpan uzay: belirlenecektir.
Usiincii béliimde, z,,2,,... acik birim diskte farkli noktalar ve Wi Wy,

keyfi kompleks sayilar olmak iizere, “Genel interpolasyon problemi”; f(z, )= w,

k =1,2.3.... olacak sekilde bir f e H” fonksiyonunun mevcut olmasi icin {z,} ve
{Wk} dizi ciftlerini karakterize etmck ve biitiin interpolasyon fonksiyonlarini
bulmakur. Fakat béyle genel formdaki problem zordur ve heniiz (amaﬁn
¢Oziilememistir. Bu béliimde “Evrensel (Universal) interpolnsyon Dizilerinin™
aciklanmasina iliskin problemlere dikkatimizi ¢evirecegiz.

Son boliim olan dérdiincii béliimde énce HP(w) dizi uzayr tamitilacak ve
bir BK uzay1 oldugu gosterilecektir. Ayrica HP(w) uzaymuin kama (wedge) ve

zorlayici (coercive) uzay olmasi gibi 6zellikler incelenecektir.

~ANAHTAR KELIMELER: H? uzaylari, Carpan Uzaylar, Interpolasyon Teorisi,

Evrensel Interpolasyon dizileri, Blaschke ¢arpimi.
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This thesis consist of four chapters.

The first chapter is devoted to the introduction.

In the second chapter, the H? classes are defined and the topological
structure of H” classes is investigated. Then continuous lincar functionals on H?
are determined and common properties of H? spaces and B spaces are given. At

the end of the chapter, the multiplier spaces of H? into ¢F and (® are determined.

Chapter 3 deals with interpolation. Let z,,z,,... be distinct points in the
open unit disc, and let w,,w,,... be arbitrary complex numbers. The general

interpolation problem is to characterize the pairs of sequences {z, } and {w, } for

which there exists a function f € H? with f(z, )=w,, k=1,2,3,..., and to find all
of interpolating functions. But in such general form the problem is difficult, and
has not yet been fully solved. In this chapter we turn our attention to the more
modest problem of describing the “universal interpolation sequences”.

In the last chapter, sequence space HF(w) is introduced and it is shown
that H?(w) is BK-space. Furthermore, it is also shown that H?(w) spaccis a

wedge space and a coercive space.
KEY WORDS: HP® spaces, Multiplier spaces, Interpolation theory, Universal

interpolation seqnences, Blaschkc.product.
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1. BOLUM
1. GIRIS
1.1. Cahsmamn Kapsam
Hazirlanan bu Yiiksek Lisans tezinde oncelikle H? uzaylan tamitilacak, daha
sonra ise topolojik yapist ve siirekli duali incelenecektir (Walters (1950); Hoffman
(1962); Duren (1970)). Ayrica bu uzaylart igeren BP uzaylari tamtilacaktir (Duren-
Shields (1969)). Daha sonra, HP uzayma ait olan analitik fonksiyonlarin Taylor

katsayilarinin incelenmesiyle ¢F ve (% gibi gesitli dizi uzaylan igine olan “garpan”

uzaylarinin belirlenmesi amaglanmaktadir (Duren-Shields (1970)).

Son olarak HP uzaylan yardimiyla tamimlanan HP (w):= {{f(w,,)}  f eH"}
uzaylannin conull ve kama (wedge) olmasi gibi baz ozelliklerinin incelenmesi

amaglanmaktadir (Snyder (1971)).



2. BOLUM
2. H? (0<p<1) UZAYI
Bu bolimde HP simflan tamitilip, topolojik yapisi incelenecek ve ayrica HP
tzerindeki siirekli lineer fonksiyoneller belirlenecektir. Daha sonra BP uzayi tantiip HP

uzayi ile iligkisi verilecektir. Son olarak HP uzayindan £P ve ¢“ gibi bazi dizi uzaylan

igine olan garpan uzay: incelenecektir.
2.1. H? Uzaylan
lz] < 1 birim diskinde analitik ve 0<r <1 igin
. L
1 2n o.p p
M, (r,f):= z—n-‘![f‘(r‘e‘ f'dor ; 0<p<w
ve

M (r.f):= ggoa;lglf(reio )

simrl kalacak- sekildeki f fonksiyonlanmin smfi HP (0<p<sw) ile gosterilecektir.

‘Boylece H®, birim diskteki sinirh analitik fonksiyonlarnin siifidir (Walters (1950),
Duren (1970)). |

Simdi, H? uzayma ait oldugu halde H' uzaymna ait olmayan bir 6rnek verelim.

Burada belirtelim ki M, (r,f), r ye gore artan bir fonksiyondur (Duren (1970),
sf 9, Teorem 1.5).

ORNEK 2.1.1: f(z) = (1-2z)"" ile tamumh fonksiyonun p <1 igin HP uzaymna

ait oldugunu fakat p =1 igin H! uzayina ait olmadigim gosterelim.
[1-re®|” =[(1-re®)(1- )]

=(1-re™® —re®® +2)!



-0, i =1
+e
= (1 — 21'(“‘e' 2 ) + rzj

=(1-2rcos@ +r?)”
oldugundan
I,l —re I—p = (1-2rcos® +r?)??
elde edilir.

Simdi p <1 olsun. f eH? olduéunu gostermek igin r — 1 olmak lizere

2 1/p .
; _ 1 2\-p/2
M, (r,f) = {_271: {(1 2rcosO +r°)"*do

ifadesinin smirh oldugunu géstermek yeterlidir.

Simdi 0<0 <8 ve § yeterince kiigiik olmak tizere
1/p

r—1

l/p 8
1
—p/2 4 _ 2\-p/2
hm{———j(l 2rcos@ +1?) de} lrl_{)rll{_zjr _([(l 2rcosO +r°) . de}
T 1/p
. 1 ) .
+lim ———j(l 2rcos® +r?) P24
[ |
1 2n-8 Up
+1im{—-n— J'(l 2rcosd +r?) P’Zde}

1/p
+li.m{— j (1-2rcosf +r?)?"? de}

n~8
ifadesinin simirh oldugunu gosterelim.

0<0 <3 ved yeterince kiigiik alinmak {izere

0? o!
1- 2rcose+r >1- 2r(1————+——J+r
2 24



. 02
=(1— 2 21—
=(1-2r+r“)+r0 (1 12)

0% )
= _ 2y 2 ————
(1-r*)+r0 (1 12)

olacagindan
(1—2rcos@ +r?) P2 <4r29p
elde edilir.

Boylece, 0<0 <8 olmak lizere

B L .
- _ 2\~p/2 = ap/2 -p
{Zn {(1 2r cosf + %) de} s{ 54 {e de}

1/p
= L4P/2 _l_el-P 5\
27T I-p 0

4p/2 (8 1-p ) Up
- { 2n(1-p) }
o1-Vp g Vp-1
" n?(1-p)”
oldugundan
1 5 p
. . _ 2\~p/2
l:_r)r;{————zit J;(l 2rcos@+r7) d@}
mevcuttur.

Simdi de r — 1 igin



- Vp
1 24-p/2 .
{—z—n—!(l—ZrcosO+r )P de} ., 8<P<x
ifadesinin siurh oldugunu gosterelim,

1 - Vp
. 2\-p/2
hm{——27t J;(1—2r0059+r )P de}

r-»1

r—>1

n 1/p
1 1 _
<l d0y ; O0€[d,n]igincosO<1-g;e>0
lm{ 2 { (1-2r(1—g) +r2)P? } €[8, ] igin €

T I/p
e 1
:lr‘i,‘}{ 2n { (1-1)* +2re)P" de}

e N

<

= lim
r—>1

l/p
1
<1rl——)l{ . (2r£)"/2 d@}

1/p
27’C(2 )2 2wy O )}

1 ) 1

Vp
2(7_ 27:) N

oldugundan
- 1/p
lim —-'l I (1-2rcos® +r?)™2do
1| 21 S -
meveuttur,
2n—8

J. (1-2rcos@ +r? )_"” 240 integralinde ©=2m-u degisken degistirmesi

yapilirsa,

28
I(l 2rcos@+r2) 240 = J.(1—2rcosu+r ) P2 du

n 3



oldugu goriliir. O halde yukanda gosterildigi gibi

r—>1

i n ip
li _ 2\-p/2,
1m{———21t _!(1 2rcosu+r”) du}

mevcuttur,
Yine,
2n

J.( 1-2rcosB +r?) 240 integralinde de © = 27— u degisken degistirmesi yapilirsa,
2n-3

2n s
j(l ~2rcos@+12)P2d0 = I (1-2rcosu+r?)™2du
2r-~-3 0
oldugu gériiliir. Boylece, daha once oldugu gibi

] 5 ; /p
lim{—-———_[ (1-2rcosu+r?)™""? du}

>l 27 :
[

var oldugu gorulebilir.

Sonug olarak,

r—l1

2 ]/p
1
lim{—— J. (1-2rcos@+r?)™P2 de}
2n p

limiti meveut oldugundan f(z) = (1-z)™! ile tamml fonksiyon, p <1 igin H? uzayina
aittir.
p =1 durumunda

2 n/2
f1-2rcos0 +12)™2d0 > [(1-2rcos0+1?)2d0; 0<0 < ”;‘
) 1]

1-2rcos® + 1% = (cos® —r) +1-cos? 0

= (cos0 — r)2 +sin? @ . |sin@] < lo|



< (cos® —r)* +0°?
<(1-1*+6% ; cosO<1
oldugundan
(1-2rcosB +12)™"2 > ((1-r)? +02)™12

elde edilir. O halde

/2 n/2

[(1-2rcos0 +12) 240> [(1-1) +0%) 7240
0 0

2
(1—r)+J(1—r)2+l4~
=In 2(-1)
e
(1-1)+ (1—r)2+——2~
lim In | 2(-1) &

oldugundan f(z) = (1-z)™" ile tamimh fonksiyon p =1 igin H' uzayina ait degildir.
2.2. H?(0 < p <1) Uzaymm Topolojisi
Bu kissmda H? (0 < p < 1) uzayinn topolojisi tanitilacaktir.

f nin normu; keyfi £ € HP igin

1

1 2% _;
Ifl:= sup {—,;;t—j lf(reio)r de} ,

0<r<l| =~

seklinde tammlamir. Fakat tammlanan bu norm O<p<1 igin iggen esitsizligini

gerceklemediginden bilinen anlamda bir norm degildir (Walters (1950)).

0<p<1ve UcHP olsun. Keyfi bir f; €U igin



By, (r):= {f:”f—fO” < r} cUu

olacak sekilde bir r>0 varsa U cimlesine HP uzayinda “agik” diyecegiz (Walters

(1950)).

Bu topoloji altinda HP (0<p<1) uzaymun tam lineer topolojik bir uzay
oldugu ileride gosterilecektir.

Simdi ileride sik sik kullamlacak olan bir teoremi verelim.

TEOREM 2.2.1: f eHP ise bu durumda

Ifl ; |zl< 1 (Walters (1950)).

Ol e

ISPAT: Kabul edelim ki f#0 olsun. F-Riesz Ayrrma: Teoreminden (Duren

(1970), sf 20, Teorem 2.5) dolay1 |z| <1 tzerinden h(z), regiler ve smrl;; geHP,
g(z)#0 ve [Ig" =|fl olmak tzere f(z) = g(z).h(z) seklinde yazilabilir. Boylece [g(z)]°?
nin H' in eleman oldugu agiktir.

Cauchy integral formiiliinden,

0 ; ld<p<1

[P =~

T [a(pe®)Ppe” |
. pel(-) ~-z

yazilabilir.

Bu durumda

lg(2)f =

| L L
5 pe -z

‘—"rr{ f 'g("e"’""‘*"}

I I

oo -

olup



P 1 p
f@)f < —f—]_zlllf |

elde edilir.

Simdi, asafidaki teoremin ispatfnda kullanilacak olan sonucu ispatsiz olarak

verelim.

SONUC 2.2.2: Kabul edelim ki {f.} normlu bir lineer uzayda bir Cauchy dizisi
olsun (Yani m,n — o igin "fn ~f, ” —> 0 olsun). Bu durumda {f,} dizisi, |2/ <1 iginde
analitik bir f fonksiyonuna noktasal yakinsaktir. Hatta yakinsaklik || < r <1 bolgesinde
diizgiindiir (Taylor (1950)).

TEQOREM 2.2.3: H? (0 < p <1) uzayi tamdir (Walters (1950)).

ISPAT: Kabul edelim ki {f,} dizisi H? uzayinda bir Cauchy dizisi olsun.
Yukaridaki sonugtan {f,} dizisi, |z| <1 i¢inde analitik olan bir f fonksiyonuna noktasal
yakinsaktir; hatta yakinsaklik |z] < r < 1 bélgesinde duzgiindiir. Boylece r <1 ise,

1 2n p 1 2n lp
lim{a— J-]fn (re® )IP de} r {Ei[lf(reio )‘Pde}

n—»o0
4]

Simdi {f,} bir Cauchy dizisi oldugundan [f,| smurhidir. Vn, |f,|< M diyelim.

Bu durumda
{—21? Tlf(reie i de}up <M
0
dir.

Bu da f e H? oldugunu ispatlar.

€ > 0 verildiginde en az bir n; € IN vardir, 6yle ki m,n > n, igin ”f‘n —f, ” <g

olmastns gerektirir. Bu durumda r > 1 ise,
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1/p

’ 1 2n ] Vp i 1 2", X .
{‘En“i (5, - £a)re® )l"de} ={‘2‘{f £ (1)~ £, (re® )lpde}

<, -] <

m-»>o ve n2n, ise,

1 2n /p

- iN[P &
{—27 ! (f, - £)(re®) de} <e
elde ederiz.

Buradan n, r-ye baglt olmaksizin n > n, iken "fn ~f || <& bulunur. Boylece HP

de f, — f dir ve H? tamdir.

UYARI: HP (O<p<1) uzayimun bir topolojik vektor uzayr oldugu da
gosterilebilir (Walters (1950)).

LP[0,27] Uizerindeki topoloji su sekilde tanimlanmugtir:

¢ €1°[0,27] olmak iizere

1 2n Up
Jol = {; J loco)’ de}
tamimlayalim.

U c L7[0,2x] olsun. Keyfi ¢, €U igin

B, (r):= {¢: "(b - d)o” < r} cU

olacak sekilde bir r >0 varsa U ciimlesi LP[0,2%] de “agik” diyelim. Ayrica LP{0,27]
uzay: yukarida tamimlanan topoloji altinda lineer topolojik uzaydir (Day (1940)).

Simdi, H? (0<p<1) uzayr ile LP[0,2%n] uzayr arasindaki bagmntiyr veren

teoremi ifade edelim.
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TEOREM 2.2.4: H? (0<p<1) uzay, LP[02%] nin kapal bir alt uzayina
denktir (Yani, H? uzayindan LP[0,27] uzaymn kapali bir alt uzay1 iizerine en az bir I"

cebirsel izomorfizmi vardir. Burada izomorfizm normu korur) (Walters (1950)).
ISPAT: f e HP ise, bu durumda [0,27] iizerinde lirrln f(re") hemen her yarde
-
mevcuttur (Riesz (1923)) ve lirrll f(re®)=f (e*) seklinde tammlarsak Hardy ve
r~>

Littlewood’un bir teoreminde (Duren (1970), sf 12, Teorem 1.9) f(e'’) e LP[0,27] elde

ederiz ve

2n I/p
£]= hg;{—;},; Jlece®y de}
0

1 2n I)P
- {—27 { G de}

=[ £

elde edilir. O halde HP nin bir eleman olan f, L?[0,27] nin bir eleman olan f(e®) ile
aym norma sahiptir. Simdi

T:HP - LP[0,27]
f — I'(f) = f(e®)

seklinde tamimlayalim. T" min 1-1 olduu I" doniisimiinin normu koruma &zelliginden
agiktir.

Aynica T’ doénigiimiiniin diizgiin siirekli olmasindan HP deki bir Cauchy dizisi,
I' nin deger kiimesinde de bir Cauchy dizisidir. L°[0,27] uzay! tam oldugundan Cauchy

dizisi yakimsaktir. O halde I' nin deger climlesi kapahidir.
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2.3. Lineer Fonksiyoneller

HP? (0<p <1) iizerindeki lineer bir ¢ fonksiyoneli

o= sup Jo(£)] <
I, <1

ise siirhdir denir ve @ € (HP)” seklinde gosterilir.

(HP)", herhangi normlu uzaym dual uzay: gibidir ve aym zamanda (HP)" bir

Banach uzaydir.

Her f eHP ||z <1ven=123,... igin

(n) ‘
¢, ()= 3 n|(Z) ve |o(f)] <|o|lfl dir. (Duren, Romberg and Shields

(1969)).
TEOREM 2.3.1: ¢,, (H?)" ,n=0]1,..., |2/ <1 ve

_r
(-l °

I‘I(Po,z s

[IZI(I ~p)+pn+ {[IZI(I - p)+pn] +4pl(pn-+ 1)} m}
Pha =7 2(pn+1)

olmak lizere n > 0 i¢in,

P,z
(pn,-z - |zl)n+1 (1 - pn,z)l/p

<

Pu,z

dir (Wa]ters (1950)).

ISPAT: n=0 olmasi durumunda Teorem 2.2.l1.in direkt bir sonucu
oldugundan, n> 0 kabul edebiliriz. |z <p <1 olsun. O halde regiiler bir fonksiyonun

tirevi igin Cauchy Integral formiilinden
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f™()  al F f(pe)ipe®
(D)= = e
(pn,z,() nl 2751 .(( (pelo_z)n+l de
1 T f(peio)peio 0
- i0 n+l
2n o (pe” —2)™
Buradan
3 1 % f(pe®)pe®
f(n) N — (F) = ‘ d
(Z) (Pn,L( ) 21t _([ (pele __Z)ﬂ+l 9
olup,
1 in f(peie)peiﬂ
£ (2) = o, . (f) =I i w140
l I I . ‘ izn ,([ (pee—z)“

p 1 2n i
e o)

Teorem 2.2.1 den;

p ]
T (p-ld™ a-p)'®

elde edilir.

Boylece 0, € (HP)* oldugu agiktir ve |z} <p <1 ise bu durumda

p 1
e-lh™" (1-p)"

<

P,z

dir.

p

O halde teoremin sonucu |zZl<p<1 araliginda -
(p-lzh™' (1-p)'™

fonksiyonunun minimize edilmesiyle gosterilmis olur.

Asagidaki sonug, Teorem 2.3.1 den kolayca elde edilir.
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SONUC 2.3.2: f eHP? sifir degilse, bu durumda 3n en, () #0 6zelliine

sahip H? de {n,} lineer fonksiyonlarn sayilabilir bir smufi mevcuttur (Walters (1950)).

Simdi ileride g6z oniine alinacak bir teoremi ispatsiz olarak verelim.

TEOREM 2.3.3: E bir metrik uzay, GCE ve G, E de ikinci kategoriden
olsun. @ = {¢}, E iizerinde reel degerli ve siirekli fonksiyonlarin bir ailesi oldugunu
kabul edelim. Ayrica her bir ¢ igin G iizerinde istten siurh oldugunu kabul edelim. O
halde U ¢ E olacak bigimde bir U kiiresi vardir ve bu kiire iizerinde {¢} ustten diizgiin

siirhdir (Banach (1932), Teorem 11).

TEOREM 2.3.4: Kabul edelim ki,  HP (0 < p <1) nin elemanlarinin bir ailesi

olmak tizere; her bir sabit ¢ € (HP)* igin @(f), ¥ iizerinde simrlidir. O halde her f € F

i¢in
2) o))< M|o] ,
b It s ——
SN
| Pr.s
) [0,.(0) < M{ (P, —12)™ (1~ )" } 0

olacak sekilde bir M > 0 vardir (Walters (1950)).

ISPAT: Simdi G = E = (H?) * olacak sekilde tammlayalim. (HP)* bir Banach

uzay1 oldugundan Baire teoreminden dolay1 kendi iginde ikinci kategoridendir.

feF, ¢;(p)= Iq)(f )| seklinde tammlayalim ve @ = {¢} olsun.
0:(0) - 0: (0| < 0r(0—0)) =lo(D) - ' (D)

<fo-olle]

oldugundan ¢, ¢ de siireklidir.
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Simdi Teorem 2.3.3. den, baz m>0, r>0 ve ¢ igin Bq,.["(p’—6||5r]

lizerinde ¢f((p') < m oldugunu goriiriiz. Béylece ¢, (H)* nin sifir olmayan herhangi

bir elemam olmak lzere, @' = ﬁ+(§ fonksiyoneli i¢in Ozellikle ¢.(p’)<m veya
¢

](p’(f )| <m veya _rl(%ﬁl +o(f)|<m veya ¢ qu,,["(p' —6" < r] oldugundan

rlo(f) .
ol ~
oldugunu goriiriiz.
O halde,
2
o <22 ol

Zm .
dir ve M= olsun. Boylece (a) sonucunu elde ederiz. (b) sonucunu ¢ =@, ,

alirsak,

[00.(H)] < M]oq,

olup Teorem 2.3.1 den

1
ool < G
olup,
M
f(2)|< -
R
elde ederiz. |

(c) sonucunu (a) da ¢ = ¢, , alirsak

O o (f )I <Mjo,,.
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olup Teorem 2.3.1 den

Pn,z

0, 1S —,n>0
n,z (pn’z _ lzl)n+1 (l _ pn’z)lfp
olup,
pl‘l Z
0., |<M 1
i (pn,z - Iz])n+l (l - pn,z)l/p
elde ederiz.

2.4. B? Uzay
Bu kismda H? (0 <p <1) uzaymin B? uzayi ile ilgili 6zellikleri incelenecektir.

Simdi B? uzayinin kisaca bir tanimu verilecektir.

p sabit olmak iizere 0 < p <1 olsun.
1
Ielg =lIels:= 1= 0)¥*2M, (r, £)dr <o @.1)
0
olmak iizere birim diskteki analitik f fonksiyonlarin olusturdugu uzay BP uzay1 olarak
adlandinlacaktir.
HP ve B? normlanm kisaca ||f]},; ve |ifl; seklinde gosterecegiz.

(HP)" dual uzaymin bir Banach uzay oldugu biliniyor. Bundan dolayn HP

uzaymin ikinci dual uzay: da bir Banach uzaydir. Ayrica HP nin ikinci dual uzaymmun igine
gomiildagiine dikkat etmeliyiz (Duren, Romberg and Shields (1969)).

TEOREM 2.4.1: B uzayi (2.1) normu ile birlikte bir Banach uzaydir. Bundan
bagka

) [f@)|<C,lflz-"" , feBP

i) f(z)=o((1-1)™"?);
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iif)Her bir f eB® i¢in, f,(z)=f(pz) olmak iizere p—1 icin B? normunda

iv) HP ,BP nin yogun bir alt ciimlesidir.
v) [l <C,lfl; , £ €HP (Duren, Romberg and Shields (1969)).

ISPAT: B nin bir Banach uzay1 oldugu gegilecek ve digerleri gbsterilecéktir.

i) Herhangi R <1 igin
1 1
—2
Iy = -7 M, (r,)dr
L

1

1 )" —-1
ZMI(R,f)(—;— J (1-R)?

Boylece
1 )7 —
Mx(R,f)S(—p'—) ltlz1-R) * (2.2)
Buradan (i) ifadesi;
_ 1 £(€)
(=g | %

, . 1 ,
Cauchy integralinde & = Re® ve R = 7—(1 +|z]) ahnmak izere,

£(2)| < f le@)lde

RII

Sme(R,f)

2.2) den;

< (L1
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R (1 _Ry-p
*R-2R+1 ( p ljuf"‘*(l 0
R _ _1__ _RYVP
s a-n(S-iya-n
olup,
£(2)| < C, Ml (1-1)7
elde ederiz.

(i) nin ispat1 (i) den elde edilir.

(iii) f €B® ve & > 0 verilsin.

1
Ja-n=2m, o f)dr <e
R

(2.3)

olacak gekilde r <1 segilsin. M, (r,f), r nin artan bir fonksiyonu oldugundan (2.3) de f

yerine f, alindifinda da dogru kalir.

Simdi |zl <R tizerinde pr(z)—f(z)|<s oldugunda p, 1 e yaklasacak sekilde

secilsin, O halde,

R R 2%

1 .
[a-0"2M,@.f, - )dr < [ - 1)"2 - [\g, - £)we® Jdoar
0 0 0

R 1 2n
Y2, - |
sj;(l )P lg— {d@dr

R
< e_[ (1-r)"*2dr
0

<éelil

olup, bu (2.3) ile birlestirildiginde
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It, -] <l +2¢
elde ederiz, boylece p —> 1 igin normda f, — f dir.
(iv), (v) H? < BP oldugunu ve norm esitsizligini agagida ispatsiz olarak ifade
~ edilen teoremden sdyleyebiliriz.

TEOREM 2.4.2: f ¢ H? (O<p<1) ise bu durumda C, p yc bagh bir sabit

olmak lizere
1
[a-0"2M,(r,F)dr < Cltll
0

dir (Hardy-Littlewood (1932)).
Ayn zamanda, H? daha biiyiik bir diskte butiin analitik fonksiyonlar igerir ve
birgok fonksiyon (iii) den dolay1 BP de yogundur. Bu da teoremin ispatini tamamlar.

Birim diskte analitik olan fonksiyonlari bunlarin Taylor katsayilart ile

ozdeslestirerek HP ve Bp uzaylarim dizi uzay: olarak kabul etmek bazen yararl

olacaktir. Boylece asagidaki nermeyi verebiliriz.
ONERME 2.4.3: B? bir BK-uzayi ve HP bir FK-uzayidir (Bennett (1973)).

ISPAT: BP nin bir Banach uzay oldugu Teorem 2.4.1 de verildi. Koordinat

fonksiyonellerinin siirekli oldugunu gostermek igin

f(z)= a,z" €B®

n=0

goz %nﬁne alalim. n yi sabit alarak

a,

i
lan‘[}(n «ﬁ-l,—l—-l) =J‘rn (1-1)"?2a_|dr
p o :

Cauchy integral formuliinden;,
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2n

1
< % { (1- r)”’"z[ [lece® )[dﬁj dr

0
=fl
bulunur. Sonug olarak BP bir BK-uzayidir.

HP uzayiun bir K-uzay! oldugu ise Teorem 2.3.1 de gosterilmistir.

Simdi, figt ve figth uzay tamm hatirlatarak, detaya girmeksizin agagidaki

- Teorem ispatsiz olarak verilecektir.

Bir konveks uzayda bir kiime mutlak konveks kapali ve emen ise “fig” adini alir.

Her figinin komguluk oldugu konveks uza)}lara “figili uzay” denir.

TEOREM 2.4.4: 0<p<1 i¢in H? uzayi, B? uzaymn figih bir alt uzayidir
(Bennett (1973)).

TEOREM 2.4.5: Bir FK-uzaymin HP uzayim igermesi igin gerek ve yeter sart
BP uzaymi igermesidir (Bennett (1973)).

ISPAT: Yeterlilik agiktrr.

Gereklilik: HP, BP nin yogun alt uzay1 ve de Teorem 2.4.4 den figih alt

uzayidir. O halde Bennett ve Kalton (1973)" a ait Teorem 1 den HP uzaym igeren bir

FK-uzayi, B? uzayin da igermelidir.

SONUC 2.4.6: A bir sonsuz matris ve E bir FK-uzay olsun. A matrisinin H?
uzayin E igine déniistirmesi igin gerek ve yeter sart A matrisinin B? uzaym E igine

donistiirmesidir (Bennett (1973)).
ISPAT: E,:= {x es:Ax € E} uzay1 bir FK-uzayidir (Wilansky (1984)).0 halde
Ae(HP,Eyo H' CcE,
<BP cE, ; Teorem2.4.5 den

< A e(B,E).
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2.5, Carpan Uzaylar

X ve Y kompleks iki dizi uzayr olsun. Herhangi bir {a,} € X igin {A,a,} €Y
~ olacak gekildeki {A} dizisine X den Y igine bir ¢arpan denir ve A € M(X;Y) yazilir.

NOT: E, w nin bir alt kiimesi olsun. Eger f(z) = Zanz“ eHP (sirasiyla BP)

n=0
oldugunda {A a,} eEise bu durumda A = {A,} dizisine H? (sirastyla B ) den E igine
bir ¢arpan denir (Bennett (1973)).
Bu kissmda HP uzayna ait olan analitik fonksiyonlarin Taylor katsayilarnin
incelenmesiyle ¢P ,p>1 ve {* gibi g¢esitli dizi uzaylan igine olan ¢arpan uzaylan

belirlenecektir. Aynica HP uzaymin ¢arpan uzaylarim belirlerken B uzayna ihtiyacimiz

olacaktir. Diger yandan Zanz“ €B? olmasi durumunda Z xnanl <o olacak gekilde

{A} dizisinin stifi karakterize edilecektir (Duren and Shields (1969)).
Simdi ¢arpan uzaylannin incelenmesinde bagvuracafimiz asagidaki lemmayr
verelim.

LEMMA 2.5.1: b, >0 ise bu durumda

N .
> n%b, = O(N) (2.4)
n=1
olmast igin gerek ve yeter sart
ib = O(L) 2.5)
n=N n. N

“olmasidir (Duren and Shields (1969)).

]

ISPAT: (2.4) gergeklensin ve S, = »_k*b, olsun. Bu durumda,

k=1

M M-1
Dby = 2.8, (67— (a+1)72)+SyM - Sy N2

n=N n=N
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X' 2n+1 Sv Sna

<CY —/————+
g,n'z(n+l)2 M2 N?

1 3M-3 N-1 1) Sv Snu
<
"C(N ™ N M/

olmak lizere M — oo igin

Sio, <5 +1- 157 -

n=N
1 1 ) 1
-C( N +3 N -0 N
4C
=N 00
1.
=K—
N
olup
2 1
b, = O(—)
2.0, =0
elde edilir.
Karsit olarak (2.5) gergeklensin ve R = Z b, olsun. Bu durumda
k=n
N N
> %, =2 (0% - (a=D?)R, - N*Ryy
n=1 n=1
<C.N
olup,
N
> n’b, = O(N)
n=1

elde edilir.

Artik garpanlarin belirlenmesine iligkin teoremleri verebiliriz.
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2P p21, biitin mutlak p-toplanabilir seri olugturan diziler uzay: yani,
IASE {x = (x,():2:|xk|p <oo}.
k=1

¢ siurh diziler uzay1 yani,

£7:= {x = (xk):sup|xk| < oo} .
K
Simdi asagidaki teoremin ispatinda kullamlacak olan bir sonucu ispatsiz olarak
ifade edelim.
SONUC 2.5.2: X bir Fréchet uzayi, Y bir FK-uzay1 ve f:X — Y lineer olsun.

Eger hernigin P,of: X - K surekli ise £:X — Y siireklidir (Wilansky (1984)).

TEOREM 2.5.3: A e M(BP,¢") olmasi igin gerek ve yeter sart

N
2.0, |=0om) (2.6)

n=1
olmasidir (Duren and Shields (1969)).
ISPAT: A e M(BP,¢") ise bu durumda agik olarak A e M(HP,£') dir. O halde
AHP — ¢!
2a,z" > {Aa,}
seklinde bir operatdr tammlansin.
Boylece,
AHP = 0", A () = (L a,} = (Aa)
A sabit ve f ¢HP . f(2) = Zanz“ olsun. HP nin bir BK-uzay1 oldugunu biliyoruz.

B

_ >K
]




PnoA}.,

(Pn' ° Ak)(f) = Pn (A,‘ (f)) = Pn (}"a) = A'nan

HP iizerinde her n igin a, siirekli oldugundan her n i¢in P, o A, sireklidir.

Dolayistyla Sonug 2.5.2 den A sireklidir. O halde aym zamanda simrhdir.

1 4
1 <P < > olacak gekilde pozitif bir tamsay: olsun.

1
imdi v,
3 V)

£(z)= D a,2" = (1-2)"*
alalim. O halde B bir sabit olmak tizere a,z" ~ B.n". Boylece

£.(2) = f(rz) = (1- 1) ™"

— Zanznrl‘l

olacaktir. A sirh oldugundan
20" = A,

<C.

f,

Tlip

=M,(r,f)

inolknhn — O((l— r)—(u+l)+l/p)
n=l

1
elde edilir. Q halde r=1- TI_ olmak iizere

i n"l?s.n l[l 3 _%J_) ! _ 0((1 N %)_(wmup)

n=l

bulunur. Bu durumda
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N
Znu')‘n| — O(Nu+l—l/p)
n=1

1 .
elde edilir. Simdi v = T alirsak gereklilik elde edilir.

Karsit olarak (2.6) mn A e M(BP, £') olmasim gerektirdigini gosterelim. Duren,
Romberg ve Shields (1969)’ e ait Teorem 5 den

fiz) =D a,z" €BP

n=]

olmast i¢in gerek ve yeter sartin

- o]
-1/]
Z 1'12 1panzn c B1/2
n=1

v o
oldugu biliniyor. Simdi bu teoremde p= e alarak ispati gergeklestirmek yeterli

olackktir. Boylece (2.6) gergeklendiginde

N
: - Yafh|=om 2.7)

n=]

olur. Genellikten bir sey kaybetmeksizin A, >0 ve an =1 alabiliriz. S, =0 ve

n=1

=
—

S

I

Ag ;n=273,... olsun.
1

b
Il

f(z)= ) a,2" eB"

ise bu durumda

S

.
nti

1 [
> [My(r,f)dr =Y [ My, rr
z)

n=1 Sy

sn*l

o0
2 Zlanl Ir"dr
n=l sll
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0
ZZA,JanISﬂ
n=l1

bulunur. Burada r "M, (r,f) > [anl dir (Duren (1970), st 98, Teorem 6.4).

Fakat (2.7) den ve Lemma 2.5.1 den

k=n n

© \w n-1

DA =D h— DA s —
k=n k=1 k=1
1-S, <—

n n
elde ederiz. O halde S 2(1——:—1—) —>e“ >0 olup {(1—%) } monoton azalan,

0<D< (1 - __rcl_)" <S8, ve de Di:lan !7;,, < i‘an ‘XnS§ <o  oldugundan
n=1 n=]

2

a A, | < elde edilir. Bu da ispat: tamamlar.

ONERME 2.5.4: H? ve de BP herhangi bir FK-uzay: i¢ine aym garpanlara
sahiptir (Bennett (1973)).
ISPAT: A ile yapilan koordinatsal garpim, a;:=38;A; ile tammli A matrisi

yardimiyla verilebilir. Béylece ispat Sonug 2.4.6 dan elde edilir.

SONUC 2.5.5: 0<p<1 olsun. O halde A e(H",¢') olmasi i¢in gerek ve

yeter sart

N
> =0

n=1

olmasidir (Duren and Shields (1969)).

ISPAT: Onerme 2.5.4 den agiktrr.
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TEOREM 2.5.6: 0<p <1 i¢gin A e M(HP,£%) olmasi i¢in gerek ve yeter sart
Ay =0(n''7) (2.8)
olmasidir.

Aynmi zamanda p <1 igin (2.8) sart1 A e M(BF,£”) olmasint karakterize eder
(Duren and Shields (1970)).

ISPAT: Eger f(z):Zanz“ eBP ise bu durumda Duren, Romberg and

n=l
Shields (1969)" e ait Teorem 4 den
a, = o(nl'”") (2.9)
dir. feH' ise bu durumda Riemann-Lébesgue Lemmasindan a, — 0 olmasindan
{Aoa, } €0 elde edilir.
Karsit olarak, kabul edelim ki A € M(HP,£*) olsun.

A:HP - %
f— {x,,an}

seklinde lineer bir operator tammlansin. A operatoriiniin, Teorem 2.5.3 n ispatinda

gosterdigimiz yontemle sturh oldugu gosterilebilir.

Diger yandan,

=A@

sup ;\'Ilal'l
n

<KI|f] . (2.10)
8@ =D a,2"(1-2)""

diyelim. O halde B bir sabit olmak lizere a, ~ Bn Up ve 0 <r <1 sabiti igin f(z) = g(rz)

secilsin. Bu durumda-(2.10) dan,

Iknln'/"r" <Cc@l-r)"
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1 .
dir. r=1- N segersek (2.8) sart1 elde edilir. Bu da ispati tamamlar.

UYARL: {A,} nin H? veya B den ¢° icine ¢arpan olmasi igin gerek ve yeter -
sart ¢, i¢ine ¢arpan olmasidir (Duren and Shields (1970)).

‘Sonug olarak (2.8) ifadesi en iyi yaklasimdir. H? sinifinin fonksiyonlan igin bu
ifade Liltlewood (1932)’ a aittir. Daha sonra Evgrafov (1952) ur, {8,} sifira monoton
gidiyor ise bu durumda a, =0(3,n"?™") olacak sekilde bir f eHP oldugunu
gostermigtir. Bunun basit bir ispatim Duren ve Taylor (1970) verdi. Sonucu tekrar
formiile edersek, her f eHP igin a, =0(d,) ise bu durumda d n'""? sifira monoton
gitmeyebilir. Simdi bu ifadeyi asagida gosterildigi gibi dogrulayabiliriz.

SONUC 2.5.7: {d,}, H" de her Zanz“ fonksiyonu igin a, = O(d,) olacak
sekilde pozitif sayilarin herhangi bir dizisi ise bu durumda
dn""P>g>0, n=12,...

n

olacak sekilde bir € > 0 sayis1 vardir (Duren and Shields (1970)).

ISPAT: Her f e HP igin a, = 0(d,) ise bu durumda eM(H",£%) dur.

d

n

O halde Teorem 2.5.6 dan
__1___ =0 (n l—l/p)
dll
dir.

Simdi HP ve BP den ¢4:= {c =(c,) Zl_cnl < oo}, 0<q < igine garpanlan

n=1
verilecektir. Asagidaki Teorem, Teorem 2.5.3 iin bir genellestirilmesi oldugundan ispatsiz
olarak ifade edilecektir. A

TEOQREM 2.5.8: 0<p <1 olsun.

i) AemM(HP,2%) (p<q <o) olmas igin gerek ve yeter gart
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N
20 [ =om9) 2.11)
n=1

olmasidir.

i) Aem(BP,€%) (1<q<x) olmasi igin gerek ve yeter sart (2.11)

gergeklenmelidir.

iii) q <p ise (2.11) sonucu ne A e M(HP,£%) ne de A e M(BP, %) olmasini
gerektirmez (Duren and Shields (1970)).

SONUC 2.5.9: f(z) = Zanzn ng ise bu durumda
> 0t 2a, " <0
dir (Duren and Shields (1970)).
ISPAT: Teorem 2.58 (i) d¢ p=q ve A, =n"?P alrsak (2.11) sartinin
saglandigim goriiriiz. O halde n'2? e M(HP,£P) olup,

2 07 (a,P <o

dur.
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3. BOLUM

3. INTERPOLASYON TEORIiSi

Z,,Z,,-.. agik birim diskte farkli noktalar ve W, W,,... keyfi kompleks sayilar
olsun.

Genel interpolasyon problemi; f(z,)=w,,k=12,... olacak sekilde bir
f eHP fonksiyonunun mevcut olmasi igin {z,} ve {w,} dizi ¢iftlerini karakterize
etmek ve biitin interpolasyon fonksiyonlarii bulmaktir. Fakat boyle genel formdaki
problem zordur ve heniiz tamami g¢ézillememistir. Bu boliimde “Evrensel (Universal)
Interpolasyon Dizilerinin” agiklanmasina iligkin problemlere dikkatimizi gevirecegiz.
Bunlar her simirh {w } dizisi igin bir H°° interpolasyonu kabul eden {z, } dizileridir. Bu
kisitlanmig problem, HP (0< p <) uzayna dogal bir genellestirmeye sahiptir ve bu
durumu da ele alacagiz (Duren (1970)).

3.1. Evrensel (Universal) interpolasyon Dizileri

f(z) = wy, k=12,... olacak sekilde en genel f e HP fonksiyonunu bulma

problemini g6z oniine alahm. Eger 6zel bir f ¢oziimi bulunabilirse, genel ¢oziimin

bulunmas1 kolay olur. Gergekten, iki interpolasyonun farkinin z, noktalaninda sifir

olabildiginden, finterpolasyonunun tek olmas igin gerek ve yeter sart
2.0z ) =0
olmasudir.

Z(l—lzk]) <o ise, bu durumda genel ¢oziim f +Bg formundadir, Burada B,

sifirlant {z, } olmak izere

B(y= [ ]2 22

=112 1= Zz

seklinde tanimlanan bir Blaschke ¢arpimu ve g de keyfi bir H P fonksiyonudur.

p sabit (0<p <) ve {z,} bir dizi olmak iizere her bir f € H? fonksiyonuna

{f(z,)} dizilerini kargihik getiren T lineer operatoriinii goz oniine alalm. T nin deger
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kiimesi, in{erpolasyonunu miimkiin olacak sekildeki butin {w,} dizilerinin ciimlesidir.

Bu durumda problem her bir {z,} dizileri i¢in T(HP) kiimesini karakterize etmektir.

{w,} e T(HP) (0 < p <) igin
lim w, (1-]z, |)"? = 0
k—

oldugu biliniyor (Duren (1970), sy 84, Teorem 5.9).

T(H”)=£% olacak gekildeki {z,} dizilerini tammlamak ilgi gekicidir. Her
{w,} €t igin f(z,)=w, olacak sekilde bir f e H” fonksiyonu karsilik geldiginden

bunlara “Evrensel interpolasyon Dizileri” denir (Duren (1970)).
"Eger

o Cod .
z, -z

i1 |1~ ZjZ

j=k
olacak sekilde bir & > 0 sayisi varsa {z,} dizisine “Diizgiin Aynilmis Dizi” denir (Duren

(1970)).

Blaschke garpmmimin yakinsakhign ozellikle Z(l—[zkl) <o olmasint gerektirir.
Boylece {z,} nin evrensel interpolasyon dizisi olmas: igin gerek ve yeter sart diizgiin

ayrilmty olmasidir.
Bu sonug keyfi bir H? uzayina da genigletilebilir. Bu soyle yapilabilir:
Bir {2, } dizisi verildiginde T, operatérini HP (0 < p < ) Uzerinde
T,(6) = {(-12") P £z}

ile tammlansin. Ozel olarak T, =T alinacaktir. Yukanda not edildi ki eer p < ise,

{z)} birim acik diskte limit noktasina sahip olmadig siirece, T, operatdru HP uzaymi
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sifira yakihsayan diziler igine dontsturiir. Yine not edelim ki Z(l—lzk{) <o olsa bile
T,, HP uzayna P uzaymna donugtirmek zorunda degildir.

Simdi agagidaki teorem verilecektir.

3.2. Baghca Interpolasyon Teoreminin Ispat:

Bu kisimda Bashca Interpolasyon Teoremini ifade ederek O<p<oo igin ispatim

verecegiz.
TEOREM 3.2.1: 0<p<oo igin, T, (HP) = /P olmas igin gerek ve yeter sart

{z,} mn dizgin aynlmis olmasidir (Duren (1970)).

ISPAT: T,(HP)=¢" olsun. {z,} nin dizgin aynlms dizi olmasim
gosterecegiz. Teoremin ispati 0<p<1 ve 1<p<w olmak iizere iki asamada

yapilacaktir. Ik once ispat1 1< p < o ele alalim.

Her {z,} dizisiigin, T = T, olmak tizere

T.H® —>¢”

Wi
X /7
C
f(z)
ITf o =Wl <C , wet,
oldugundan T siurl bir operatordiir.

Daha genel olarak, {z,}, T,(H”) < £P olacak sekilde ise bu durumda T, nin

HP den (P ye simirlt bir operator oldugunu, T, ‘nin kapali oldugunu gostererek Kapah

Grafik Teoreminden séylenebilir. Fakat,
f eHP ;f —>f
ve

T,(5) = {0z )Pz} > wee?
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oldugunu kabul edelim. O halde her k i¢in
fn (Zk) g f(zk )

oldugundan
11,6 o] = sl -4 P £Ga) - i< Jayl<
olup T,(f) = w. Buda T, nin kapah bir operator oldugunu ispatlar.
Simdi kabul edelim ki T,(H") = £ olsun ve
N? = {f eH :f(z,)=0,k=12,... }
olmak iizere T, nin gekirdegini tanumlasin. HP /NP boliim uzay: genel norm altinda bir
Banach uzayidir (Duren (1970), Kisim 7.1). T, (H?) = £® olmasindan T,, H? /NP den

£P Uzerine simirh, lineer, birebir bir 7, operatoril olusturur. Agik Dénigiim Teoreminden

(Z-'—l

o smrhdir. Diger yandan her bir w = {w,} €/P elemanina kargilik

-z, P)Y"?f(z, ) =w, ; k=12,... : G.1)
ve M, p ye bagh bir sabit olmak iizere
£l = Mlwil
olacak sekilde bir e HP vardir. Ozellikle de her bir pozitif'k tam sabiti igin
e <™

ve

\ (Hz )™ 5 =k

fi(z )= 0 .

; J#k

olacak sekilde bir f e HP fonksiyonu vardir. n>k igin

1"’ij
Z

Fu(2) =1 (z)n
L

2k

-z
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olsun. O halde F, eHP ve [Fufl = | <M elde editir.
Diger yandan herhangi bir F e H? igin, C, p ye bagh olmak tizere
IF (z)l <CJFl(1-12*""" (Duren (1970), sf 36, Lemma)

dir. Sonug olarak

[T
=1 2k T Zj
#k

ijk

= (1-z [*)"* |Fy (2)

< (=[P P cFyJo - 47
s C"F nk "
<CM
Buda T,(HP?)=¢" olduunda {z,} nin diizgiin ayrilmss dizi oldugunu gosterir.

Teoremin yete’rliiik kismunin ispati zordur. Bunun igin ilk 6énce p=2 ozel
durumunda ispati yapacaélz, daha sonra elde edilen sonuglari genel duruma
uygulayacagiz.

Simdi ispatin bu kisminda gerek duyulan iki Lemmay: verelim.

LEMMA 3.2.2: Eger {z,} duzgin ayrilmug bir dizi ise bu durumda M, k dan

bagimsiz bir sabit olmak tizere

i (- )11z )

I

— <M, k=12,...
1-Zz,|

yazilabilir (Duren (1970)).

ISPAT: Basit bir hesaplamayla

Zk—zj

l*ZjZk

(el
|1”‘2jzk|‘2 -
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diyelim. Boylece

2
82 < Z zj

=H(1_ajk)

i#k

S exp - za_‘k
*k

Buda M =1-2logd olmak iizere istenen sonucu verir.

LEMMA 3.2.3: a; (j,k=12,..,n), a5 =, ve

n
ZlaJk]S M 5 k = 1,2,...,11
=1
olacak gekilde kompleks sayilar olsun. Bu durumda x;,...,x, herhangi sayilari igin

by,
zajkxjxk
Jok=1

<MY x;f (Duren (1970)).
i1

ISPAT: Ja g%l (ja 1 Ix;1)ja " 1)

olmak lizere
n n
Zlajkx‘iikl': Zaijjik
jk=1 k=1
: v
2 12
= 3 (12 1) (125 1)
k=1

ifadesi iki kez Cauchy-Schwarz esitsizligini uygularsak

> (1 s 1o 2 i) = Z(ijkt“ Dl [ lxkﬂ

jk=1 1 \k=1 k=1
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o7/ Vzy . 12
{(Zlajk“lezj (Zlajk”xklzj }
j=1| \k=1 k=1

n n 1/2 n n 1/2
2 . 2
s[ ~ 2 laglx;] j [ZZlajknxkl ]

=1 k=1 =1 k=1

<

n 1/2 non /2
SM‘”[lejl’] (Z’Zlajkuxkl’]

j=1 k=1 j=1
n 1/2 n V2
< M(Zxle’] (lek 1’]
j=l k=1
=MD |x;/’
=1
elde ederiz.

Simdi teoremin ispatina geri donelim.
f,g eH? igin,

- L
(£.8) =5 [ £(c)g(c )0
0

olsun ve agagida da kullanacagimiz notasyonlan tanimlayalim.

n Z—Z.

B(2)=][—=°

n j=11—zjz
B¢ I—Esz @ I'E’Iz—zj L <

. = = =n
nl\(Z) Z—Zk n z j==1 I—ij’

j*k
by =By (zi)

w={w,} €?® ve {z,} diizgiin ayrilmus bir dizisi verilsin, T,(f) = w olacak sekilde bir

f e H* fonksiyonunun meveut oldugunu gostermeliyiz.
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8nk (Z) = (I_!Zk lz )3/2 [Bn (Z)]2 (Z - Zk)_z

ve
f,(2) = LZ Wb g (2)
.=l

olsun. Bu durumda

(-2 ) £,z )=w, , k=12,..,n

ve
Ll = 000 = T o, 57 e
n (n: ) W nj gll_](e )wk nk gnk(e )d
0 j.k=1
- 0
X Z bnj wkbnk jgnj(ele)gnk(el )de
k=1
= Jb;}zwk nk(guj’gnl\)
Jk=1
olur.
(> 8ar ) = (=125 )2 (-2 ) (L4 220001 - 27,) 7
ve

(-1z; 2 )=z ) Sl - 2,2,

olmasi nedeniyle

1 | 1
=2z (-2, P ) (- [F)2

olup
|8 8uxl< 2011251 Y-z, P - 2,7, |

elde edilir. O halde

3.2)
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n n
legnj,g‘.k |<23 (1-z;P Y-z, P ) - 2;Z, [
= j=t

dir. Lemma 3.2.2 den dolay,
n
Z |gnj=vgnklS M
i=1

{z,} mn dizgin aynlmig bir dizi (b, |>8) olmasimu kullanarak, (3,2) ve
Lemma 3.2.3 den

n P
Ilfﬂ "2 = .g:lewkb;jz b;l? (gnj’gnk )
Jok=

<2Mw*8™
elde edilir. Bu da, f,, fonksiyonlarinin Montel Teoremi (Ahifors (1966)) ne gére normal
aile formunda oldugunu gosterir yani, {f,} dizisi, |z<1 diskinin her kompakt alt
ciimlesi {izerinde dizgtin yakinsak bir {f, } alt dizisi igerir. O halde bu ailenin bir alt
dizisi

C=(2M)"*s7?

olmak tzere

Ifl = Clw] ve T,(f) = w (3.3)
olmas igin bir £ e H? fonksiyonuna her bir |zZ]< R <1 diskinde diizgiin yakinsar. Bu da
her f eH?, T,(f) = £* oldugunu gostermekle elde edilir. O halde w = {w,} keyfi bir

¢? dizisi olsun ve h,(z) de
hn (Zk) = (l—lzklz )—llzwk > k= 132,"°>n

olacak sekilde H? nin minimal normuna sahip bir fonksiyonu olsun. Az 6énce (3.3) ile bir

f e H? fonksiyonunun mevcut oldugunu gosterdik. O halde
Iba] = Clwl
dir.
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i wj(l_lzjlz)

min |f] =
= Bi(z)

P max
fEHp,f(ZJFWJ fqu,ﬂquSl

f(zj)‘ (3.4)

bagintisindan, her £ e H? igin

[wll=1 olmak iizere her w €¢? tizerinden supremum alndiginda, |b,, |<1
nk

olmasindan

a - 1/2
_{Z -z, [*)l f(zk)P} < clel

k=1
oldugu sonucunu elde ederiz. Bu da bize her f eH? igin T, (f) €£? oldugunu gosterir.

Simdi her £ eH? (0<p <) igin T,(f) €£P oldugunu gostermek kolay bir
adimdur.
B bir Blaschke garpimu ve g de H? nin sifir olmayan fonksiyonu olmak tizere
f(2) = B(2)[s(2)]*"

yazilir, O halde

2.z )If )P < kz_ﬂ;(l—lzkl2 )lg(z )

k=1
<C*gf
= C*Je?
yani, f e HP,
o Bl (35)
Son olarak, {z,} diizgiin aynlmg dizi ise T,(H?)>.£P (1<p<o) oldugu
gbste;ilmelidir.
{w, } €£P verilsin, g, (2),

8, (z) =z, )P wy ; k=12,...,n
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olmak iizere H? nin minimal normuna sahip bir fonksiyonu olsun. (3.4) bagintis: tekrar
uygulanirsa, bu durumda q konjuge indeks olmak iizere, [[f =1 olacak sekilde bazi

f e HY i¢in

3 wili-fz, )"

k=1 bnk

llgn I = f(zy)

elde edilir. Boylece (3.5) den

1/q

Sn

a pra
< 5“{§|wk|"} {kz (-z )If('Zk)l“}
= =1

<37'C*4|w]
elde edilir.

p=1ve p=c durumlarinda, dnemsiz degisikliklere gerek duyulur, fakat son
sonug benzerdir. Bu yiizden g, (z) fonksiyonlar1 normal bir aile olugturur ve bir alt dizisi
T,(g) =w olmasi igin bir geH fonksiyonuna yakmsar. w keyfi oldugundan
T,(H?) 2 ¢° , 1< p< oo, ispatlar.

p < 1 igin ispat;

{z,.} diizgiin aynlmg dizi ise¢ T,(H?) < £” oldugunu p <1 iginde gegerli olan
ispat1 bir onceki kisimda verdik. Diger yandan, 1< p <o igin T, (HP) o £* oldugunun
ispat1 dualite bagintisi tizerine kurulmustur ki p <1 igin bunun kargih@ yoktur. Ancak ne
var ki bu durumda direkt ve basit bir ispat miimkiindir.

{z\} diizgiin aynilmig bir dizi, 0<p <1 ve w={w,} €£® olsun. T,(f)=w
olacak sekilde bir feHP fonksiyonu bulundu. Bunu da keyfi bir w /P igin

T,(H?) o £* oldugu ispatland1.

> |zl z; -z

b (2)=]]—+

j#k
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g (2)=(1-Z,2)™"
olsun.
by (225> 0

den dolay her bir |z]< R <1 diskinde

f(z) = kZ(l—lsz )P w, [by ()] by (2)
=1

serileri diizgiin yakinsar.

Boylece f, |z]< 1 de analitiktir. Diger yandan,

2n
ME (5, £) = {51; Jieeypr de}
0

P

Z(l 2, P )P w, [by ()T by (e°)g, () dO

I

2n olk
SS“PE(I—IZklz Wi Mp(r,8,)

<8P w
k=1

<o
bu da f e HP oldugunu ispatlar. Buradan da T,(f) = w oldugu kolayca gorilir. Bu da
gosterir ki {z,} dizgiin aynlms dizi ise T,(H?) = £ dir.

Kargii, 1<p<o durumundakine hemen hemen benzer incelemelerle

ispatlanabilir. Tabii ki H? ve £, p <1 durumunda Banach uzay degildirler, fakat bunlar
2n . )
d(t,8) =5 [16e*) - g )F 00
0

d(X,Y) = Z]xk ‘Yklp
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metrikleri altinda birer F-uzayidirlar. Boylece sonug¢ “agik ve kapali doniisim”

teoremlerinden élde edilir. HP /NP boéliim uzayr bir F uzayidirlar, bunu da gostermek
zor degildir. Oregin, X herhangi bir F uzayr ve S kapal alt uzay ise X/S asikar metrik

altinda bir F uzaydir.

3.3. Diizgiin Ayrilmis Diziler

Diizgiin aynilmug igin kosul, pratikte gergeklestirmek ve anlamak zordur. Yani
diizgiin' aynilmis dizilerin varhg asikir degildir. Ona daha yakin bir karakter bulmak
onemlidir. Bu da interpolasyon teorisinde bagimsiz tartigabilecek olan geometrik bir
problemdir.

Simdi dizgiin ayrilmig diziler i¢in verilen teoremin ispatinda kullanilacak olan

‘Lemma’y: ispatsiz verelim.

LEMMA 3.3.1: ja|<1, |B|<1 ise

a-B|_ loHBl
l —ap lz (o (Duren (1970)).
TEOREM 3.3.2: 1-|z,,|< C(1-{z,[) ; n=12,... (3.6)

olacak sekilde bir C sabiti varsa bu durumda {z,}, dizgin ayrnims dizidir. Eger

0<z, <z, <... ise(3.6) gerek sarttir (Duren (1970)).
ISPAT: (3.6) sart:

-zl C7* -z ) j>k; k=12,.. (3.7)
durumunu gerektirir. Ozellikle de Y (1-|z;) <o, j>k igin (3.7) den
2512 ~C7* (1|2 ])
= [z21-CF* + Oz
= |zjHz 2 1-C7F +CT ¥z -z |

= (1-C7M) (-2, )
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= JziHz 2 (1-C*) 1~z )
ve |
- zz, |=1-|z;+ 2| (1~ )
< C7E (1 2 [)+z; (1] z¢ )
= (C7* +z;)(1Hz])
< (1+C7*)(I-]z, )
elde edilir. Boylece Lemma 3.3.1 den

| 2=z | lzHzl _ 1-ci*
| 1*2121( I— ].—leZkl l+cj_k

Aym zamanda j <k iginde bu esitsizlik

‘ Zy —Z; l 1-Ck
| 1-2z, |2 1+C*

i

ﬁ( 1+C“J

dir, buda {z,} mn dizgiin ayrilmyg dizi oldugunu gosterir.

formundadir. Dolayisiyla

fI

1- zzk

Simdi kabul edelim ki,
1! Zk —Z;
0<z <z, <... ve H—28>0 k=12,...
Fl l—zjzk
j*k

olsun. O halde
Zpy T2y >8(1 zzn+l) l’l—12

bdylece



Zp41 ~ 2 28— azhznﬂ

= z,,2-02,2,,+t0+Z,
=  z,,(1+8z,)20+2z,

> S+z,
z O %
"7 1+ 8z,

d+z,

—IT&:—S(I—S)'U—Z“)

elde edilir. Dolayistyla {z,}, (3.7) sartim gerektirir.
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4. BOLUM
4. H® (w) DIZI UZAYI
w={w,}, D={z: |z1<1} diskindeki farkli noktalarm bir dizisi ve |w,|~>1
olsun. 1< p < igin H, daha dnce tammlandigr gibi olmak tizere
H® (w):= {{f(w,)}: £ eHP}
sekilinde taumlansin,
Bu bolimde, ilk dnce HF(w) dizi uzaymm yapist incelenecektir. H” (w) nm

bir BK-uzay: oldugu gosterilecek ve de p<ow ise H'(w) nin AD 6zelligine sahip

oldugu ve 1 < p < o ise projeksiyonlarin HP (w)" de temel oldugu gdsterilecektir.

Son olarak;

seklinde tammlanmiak tizere {6"} dizisinin H" (w) (p < ) i¢in bir baz olmast igin gerek
ve yeter sartin w = {w_} nin bir interpolasyon dizisi oldugu gosterilecektir.

Simdi bu bdlimde kullanilacak notasyonlart verelim.

C.():= ; —MSLSTW

1ot
tammlanmak tizere {C,}, (0 <r <1), fonksiyonlarmmn ailesi Cauchy ¢ekirdegidir.
Ayrica D-agik birim diskinde z =re® e D olmak tizere
C,(t):=C,(0-t), —-mst<w
dir.
Béylece, f €' ve fin Fouricr katsayilar: negatif tamsayilar tizerinde sifir isc bu

durumda
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) =5 [ FOC, Dt

ile verilen ifade D tizerinde analitik bir fonksiyon verir.

Her bir kompleks x = {x, } dizisi ve her bir pozitif n tamsaysi igin 7, (x) = x,
olsun. Bir E FK-uzay: (BK-uzay1) her bir n, fonksiyoneli siirekli olacak sekilde lokal

konveks bir Fréchet uzay: (Banach uzay:) olan biitiin kompleks diziler uzayimin lineer bir

alt uzay: olsun.

Bir E FK-uzay: lizerinde biitiin siirekli lineer fonksiyonellerin ciimlesi E’ ve E

nin BK- uzay olmast halinde E nin dual uzay1 da E* olsun.

E®, {6"} (dizilerinin lineer gerenini gostersin ve genel olarak aksi
gosterilmedikge FK-uzaymm e:=(1,1,...) ve E® u igerdigi kabul edilecektir (Snyder
(1970)).

4.1. H? (w) Dizi Uzay:

Bu kisimda HP (w) dizi uzaymn 6zellikleri incelenecektir.

TEOREM 4.1.1: w= {w,}, D de farkli noktalarin bir dizisi ve
S= {f €HP: hern i.gin f(w,)= O} olsun.

Asagidaki ozelliklerle birlil&e’ HP (w) iizerinde bir norm mevcuttur,

i) HP(w) BK-uzayi, H? /S bolim uzayina denktir.

ii) 1<p <oo ise bu durumda HP (w) yansimahdir (reflexive).

iif) H? (w) Hilbert uzayr H? deki S nin ortogonal timleyenine denktir (Snyder
(1971)).

. 1 1
ISPAT: f ¢H? ve z €D olsun. Bu durumda -;- +T =1 olmak lizere
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N P —
f@)I= | | £OT, @t

<l lc.),

Fakat her bir z i¢in C, €L, fonksiyonu, “z deki deger” gibi, HP(w)" nin bir
elemamidir. S nin HP den HP (w) iizerine f — {f(z,)} doniisimiinii gozoniine alahm. S
bir gekirdek olmak tizere f+S— {f(z,)} donusimiu HP/ S den HP(w) lzerine bir
izomorfizmdir. O halde H? (w), f+S — {f(z,)} doénisimiinin izomorfizm olmasindan
HP/S in normuna sahiptir. Bu durumda HP(w) bir Banach uzayidir. f—f(z;)
donisimi S Gzerinde sifir oldugundan, her bir n igin HP(w) lzerinde {x,}—x,

donisimi streklidir. Bu nedenle HP (w) bir BK-uzayidir.

1<p<oo ise bu durumda H? /S den dolayr H” yansimalidir. O halde (ii)
ozelligi (i) den elde edilir Aym zamanda (i) Ozelligi de (i) den direkt olarak

gosterilebilir.
Simdi, asagidaki teoremin ispatinda kullanilan notasyonlar tammlayalim.
B bir Blaschke ¢arpimi olmak lizere,

B,, B de k =n alinarak elde edilen garpimy,

f

- ik n terimin garpimu,

ve £™ .k > n i¢in terimlerin ¢arpimi olsun.

TEOREM 4.1.2: (i) p <o ise bu durumda HP (w) AD ézelligine sahiptir.
(i) I<p<o ise bu durumda {r_}, H? (w)* de temeldir.

(i) p =2 ise bu durumda

1
(1-z, )"

2,12
(1-z;
= ve (&,

81\
B, (z,)|
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(iv) 1< p < ise bu durumda

fo°]

1 .
2 —"—n—mB—(‘le- (Snyder (1971))

iSPAT: Daire iizerindeki H? de P, — B oldugu Hoffman ((1946) sf: 65) da
bulunabilir. O halde

P,(1-P*)=P,—-PP"
=P, -B—>0

olup,

P, ~B|, >0
boylece H> de P" — 1. Bundan dolay1 daire de hemen her yerde noktasal PO 51
olacak sekilde bir {P"¥} alt dizisi mevcuttur.

f e HP keyfi olsun. Bu durumda fP™ e HP ve fP™) — f hemen her yerde

noktasal yakinsaktir. Baskin yakinsaklik teoreminden HP de fP™) — f dir.

Teorem 4.1.1, (i) den, ko0 igin H2(w) de {(FP™)(z,)} - {f(z,)}
oldugunu gosterir. Fakat {(f POz, )} ¢E” olup, E®, HP(w) de yogundur yani
HP (w), AD ozelligine sahiptir.

(i) sonucu dogrudan Teorem 4.1.1 (ii) den gosterilir.

s:={f <H*: Vn i¢in, f(z,) = 0}

ve
(f,8) = | ()t

H? igin genel i¢ ¢arpim olsun.
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Teorem 4.1.1 (iii) den H?*(w) Hilbert uzayr S* denktir, H? deki S nin

ortogonal timlemesidir. S* tizerinde f — {f (z,)} uygun bir donisimdir. Belirtelim ki,

B, =|z,[B+(B,—z,|B)
ve
' (-lZ“ lB’ Bn -lzn IB) =]Zn I(B’ Bn )_Izn lz (B, B)

o |22 By
=z p —|Z
"am d ozl 1-Z et ol

-7

:l Zy l2 —]zn fz
=0

Fakat BH? = S, boylece B, —{z,|B eS*.

Simdi B, /B,(z,), 8" dizisini interpole eder, boylece f, =

f,, 8" dizisini interpole eder.

ns
Bundan dolay,

2 2 _ (Bn =Bn —IZnIB)
=)=

81’1

_ Bn—{zn‘B

L.
B (2.) eS—;

= (Bn 9Bn )—'Zn ‘(Bn ,B)

B, (z,)P

l_lzn |2
B, (z,)

Daha sonra, f e H® ve z € D sabiti igin
1 T
£(2) =—— [ f(1)C, (Dt
2n 2

Ve
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C, eH?

elde edilir.

Dolaysiyla, f — f(z) donlistmt HCZH2 normuna sahiptir, Fakat,

C, ()= iz”ke““

k=0

olmak iizere

lc.

Ayni zamanda her bir n icin £, — £(z,) S lizerinde sifirdir, boylece HP (w)# de

|| =
(iv) ispat1 igin, belirtelim ki bir 6nceki ispatta oldugu gibi
frl-e

f eH" ve f(z,) =1 ise bu durumda

leklz 1~ l7 l2

@ lznl -1z, P

1=lf(z,)|< uf“pﬂczuq

= Il .|
Dolaysiyla,

@, | __
| Ba(z)l|,  B.(z,)

> 1 -
" Baz . |

dir. Fakat, Teorem 4.1.1 (i) den
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5!1

=inf {"gup: g €HP ve g, 8" interpole eder}

Boylece herhangi bir g eHP i{:in, 3", feH? ve f(z,)=1 olmak {izere
fB,

m formunda yazilabilmesinden dolay:

1
> ——m————
4 B, (2|
dir.

4.2. FK-Uzaylarindaki Baz  Teoremlerin HP(w) Dizi Uzaymna

Uygulanmasi

" Bu kisimda FK-uzaylan teorisinden bilinen bazi teoremler HP (w) uzaylan igin

ispatsiz olarak ifade edilecektir.
Simdi bazi notasyonlar hatirlatilacaktur.

s : biitiin kompleks dizilerin uzay:

%= {x es: {X,} sxmrh}

ci= {x es: limx, mevcut}
n

bv: = {x €s: Z:]xk+1 - X |< oo}

k=1

w“:ze—ifik

k=1

A:=(a, ) sonsuz bir matris olmak iizere bir x = {x,} dizisinin A déntsimi

{Z ankxk} dizisidir ve bu dizi Ax ile gosterilecektir.
k:

=1

E bir FK-uzay1 olmak iizere, E de y" — 0 (zayif) ise conull, aksi durumda da

coregiller denir. ¢ E ise, E uzaymna konservatif, mcE ise E uzayma zorlayici
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(coercive) denir. Konservatif bir A matrisinin conull olmas: igin gerek ve yeter sart c,
FK-uzaymin conull olmasidir (bkz. Wilansky (1984)).Aynca “8““‘—) 0 olmasi

durumunda bir BK-uzayna kama (wedge) uzay denir.

TEOREM 4.2.1: Bir E FK- uzay iizerinde asagidaki kosullani géz6nine alalim.

i) E conull

ii) {y"},E de simrh

iif) bvc E

O halde (i), (i)’ i gerektirir ve (ii), (iii)’ e denktir. E bir BK-uzay1 ve {x,}, E*
de temel ise bu durumda (ii), (i)’ i gerektirir. Boylece, H? (w) (1 <p <) igin (i), (ii),
(iii) artlan denktir. p =1 igin ¢ < H'(w), (i) sartim gerektirir (Snyder (1971)).

TEOREM 4.2.2: E ayrilabilir, zorlayici olan bir BK- uzay ve her x em i¢in E

de x = Z x, 8% zayif yakinsak olsun. Bu durumda E bir kama uzayidir (Snyder (1971)).

k=1

TEOREM 4.2.3: E konservatif olan zayif dizisel tam bir FK-uzay1 olsun. O

halde E zorlayici ve her x em igin E de x = Zx@k (zayif) (Snyder (1971)).
k=1

SONUC 4.2.4: 1<p<w igin HP(w) konservatif ise bu durumda HP (w)
zorlayic1 ve kama uzayidir (Snyder (1971)).
ISPAT: Teorem 4.1.1 den HP (w) yansimali oldugundan zayif dizisel tamdir.

Teorem 4.1.2 den de HP (w) aynilabilirdir. Béylece Teorem 4.2.2 ve Teorem 4.2.3 den

sonug elde edilir.
4.3. H? (w) nin Baz Ozellikleri
Her bir x €E i¢in, E de x = Zthk serisi yakinsak (sartsiz yakinsak) olacak

sekilde skalarlerin bir tek {t,} dizisi mevcut ise E Fréchet uzayindaki bir {x"} dizisine

baz (sartsiz baz) denir.
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Bu kissmda HP (w) dizi uzaymin baz 6zellikleri incelenecektir.
TEOREM 4.3.1: H? (w) i¢in asagidaki sartlar denktir.

(i) {8"}, HP (w) i¢in sartsiz bazdir,

(i) {8"}, HP(w) igin bir bazdir,

(i) w = {w_}, bir interpolasyon dizisidir,

@) {1z ) xi}: x eHP (W)} = 7,

(v) ¢ cH®(w) (Snyder (1971)).

ISPAT: {8"} dizisinin bir baz olduunu kabul edelim. Her bir n igin

5" < ﬁ olacak sekilde bir M >0 sabiti vardir (Wilansky (1967)). Teorem 4.1.2
(iv) den
Z zZ, -2
=115,
olmak tuzere
o)z ——
IBo (2 )[ma

Boylece her nigin|B, (z,)|= EYE olup Teorem 3.2.1 den (iii) sart1 elde edilir.
(iii) ve (iv) sartlarimin denkligi Teorem 3.2.1 den biliniyor. (v) sartinn saglandifim kabul
edelim. {3"}, ¢' de simrk oldugundan, 8" dizisi her n igin “fn lL0 <M olacak sekilde

f, € H” fonksiyonu tarafindan interpole edilebilir. O halde her bir nigin g, e H” ve

B, bir Blaschke garpim olmak iizere f, = B,g, diyelim. Boylece,

1 =|fn (Zn )llen (Zn )“gn (Zn )I

<IB, (zo g (22)

o0
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<M|B,(z,)|

Bu da {w,} nm interpolasyon dizisi oldugunu gosterir. x € £ olsun. H” uzaymn bir f
elemant, x dizisini interpole edecek sekilde segilsin. Herhangi bir g e HP igin, fg e HP
ve (fg)z,)=1(z,)g(z,) oldugunu gosterir. O halde her y={y,} eHP(w) i¢in
{x,y,} €H"(w). Biliniyor ki en son durum HP (w) i¢in {8"} nin sartsiz bir baz
oldugunu gosterir (Garling (1967)).

SONUC 4.3.2: (i) {6"}, HP(w) igin bir baz ise bu durumda HP(w)

zorlayicidir
(if) HP (w) zorlayict ise bu durumda p < oo igin conulldir (Snyder (1971)).

ISPAT: Teorem 4.3.1 ve Teorem 4.2.1 den elde edilir.
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