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Bu ¢ahsma dort boliimden olugmaktadir, Birinci béliimde giris kism verildi.

Ikinci bliimde, cahyma icin gerekli olan temel kavramlar verildi.

Uciincii boliimde, S, simetrik grubunun tiim indirgenemez modiillerini ve
indirgenemez representasyonlarim belirlemek icin dogal ve kolay bir ydntem
verildi.

Dérdiincit boliimde, Hyperoctahedral gruplarm tiim indirgenemez modiilleri
ve indirgenemez representasyonlan belirlendi.
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This thesis consists of four chapters.

The first chapter is devoted to the introduction.

The second chapter deals with the preliminaries, definitions and necessary
theorems that will be needed for later use.

The third chapter is mainly concerned with G. D. James’ construction of all
the irreducible modules of the symmetric groups over an arbitrary field.

In the final chapter, the construction of all the irreducible modules of the
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1.GIRIS

Karakteristigi sifir olan cisimler iizerinde simetrik gruplarin representasyonlan
teorisi olduk¢a hizli ilerlemis bir konudur. Ik orijinal yaklasim G.Frobenius,I. Schur ve
A. Young tarafindan yapilmigtir. 1930°da W.Specht [9] simetrik gruplarin biitiin
indirgenemez modiillerini veren yeni bir yaklasgim sunmustur. Daha sonra Specht’in

yontemiyle bulunan indirgenemez modiiller Specht modiil olarak adlandirlmgtir.

1976 yiinda G.D. James [5] keyfi cisimler iizerinde simetrik gruplann
indirgenemez modiillerinin ingas1 ile ilgili olduk¢a kolay ve dogal olan bir yontem verdi.
Bir yil sonra 1977°de Al-Aamily [1] doktora tezinde bu inga yonteminin B_ tipindeki
Weyl gruplarina (hyperoctahedral grup) genisletilebilecegini gosterdi. 1981 yilinda Al-
Aamily, Morris ve Peel [2] bu galigmaya alternatif bir yéntem verdiler.

Bu ¢aligmada G.D. James’in inga yontemiyle, S, simetrik grubu igin, F keyfi bir
cisim ve A, n nin bir pargalanmasi olmak iizere, A verildiginde A ya kargthk M* F-
vektor uzayimn ingast ve bu M* nmn nasil F[Sn] modiil yapildig1 verildi. Sonra M* nin

Specht modiil adi verilen S* altmodiilinin insa yontemi verildi ve Char F = 0
durumunda, A lar degistikce S* lann S_ in tiim indirgenemez modiillerini verdigi

ispatland1.

Caliymanmizin son boliimiinde yine aym yontemle O, hyperoctahedral grubu igin,
F keyfi bir cisim ve (A,1) n nin bir pargalanma ¢ifti olmak tizere, M**, F[On] - modiili
ve M™ niin S** altmodiiliiniin ingas: verildi. Sonra Char F=0 durumunda (A,p) ler

degistikge S™* lerin O, in tiim indirgenemez modiillerini verdigi ispatlandi.



2. TEMEL KAVRAMLAR
2.1. Sonlu Bir Grubun Representasyonlari ve F[G]- Modiiller

Tamim 2.1.1. (Representasyon ve matris representasyonu)

G sonlu bir grup ve V; F cismi lizerinde sonlu boyutlu bir vektor uzayi, GL(V) de

-V nin tersinir lineer déniigimlerinin grubu olsun.

T: G—>GL(V)
g—>T(g)

homomorfizmasina G nin V/F tizerindeki veya kisaca F tizerindeki representasyonu denir.

Eger T, G nin F {izerindeki bir representasyonu ise agikga
T(g,8,) = T(g,)T(g,), T(1z) =1y, T(g")=T(g)" ve meZ igin T(g")="T(g)" dir.

Simdi B= {v,,...,vn} , V/F icin bir baz olsun.Eger T; G nin F iizerindeki bir
representasyonu, g€G igin T;(g); T(g) lineer doniisiimine B bazina gore kargilik

gelen matris ve GL(n,F) de F iizerindeki nxn tipindeki tersinir matrislerin grubu ise bu

durumda

T, : G—>GL(n,F)
g—>T(g)

doniigiimii bir homomorfizmadir. Bu homomorfizmaya G nin derecesi n olan bir matris

representasyonu denir.

NOT: T, matris representasyonunu bazi kisimlarda sadece T ile gosterecegiz.

Ornek 2.1.2. G, D, =<a,b: a* =b”> =1, b'ab=2a"" > dihedral grubu olsun. A



10 4 2 -1 -1
B= -1 olarak alirsak, A*=B*=1,,B"TAB=A

0 1
ve B matrislerini, A = ( ) 0

-1 0/
dir.

T: G—>GL(2F)
a'b!—— A'B (0<i<3,0<j<1)

seklinde tamumlarsak T bir homomorfizmadir. Dolayisiyla T, D, {in derecesi 2 olan bir

matris representasyonudur.

Boylece Vg €D, igin T(g) matrisleri agagidaki gibidir.

\

|

w () (GG 6

Ornek 2.1.3. G herhangi bir grup olsun.
T:G——GL(n,F)
g—> T(g) = In

seklinde tammlanan T bir homomorfizmadir. Dolayisiyla T , G nin derecesi n olan bir

matris representasyonudur.

Bu omek gosteriyor ki her grup keyfi dereceden matris representasyonlarina

sahiptir.



Tamm 2.1.4.(Denk representasyonlar )

G sonlu bir grup ve T, T' G nin F iizerindeki sirasiyla derecesi n,m olan matris

representasyonlan olsunlar.

Egern=m, nxn tipindeki tersinir bir C matrisi mevcut ve Vg €G igin,
T'(g)=C'T(g)C

oluyorsa T matris representasyonuna T’ matris representasyonu ile denk olan

representasyon denir.
G nin herhangi T, T’, T” matris representasyonlar igin asagidakiler sdylenebilir.
(1) T, T ile denktir.
(2) Eger T, T’ ile denk ise bu durumda T’ de T ile denktir.

(3) Eger T, T’ ile denk ve T’, T” ile denk ise bu durumda T, T” ile denktir.
Diger bir ifadeyle representasyonlarin denkligi bir denklik bagintisidir.

-5 12

Ornek 2.1.5. G=C,=<a:a’=1> ve A=(_ ) 5) olsun. Bu durumda

A’ =1, olup T(1)=1I, ve T(a)=A olmak izere,

T: G——GL(2,F)
g—>T(g)

2 -3
G nin bir matris representasyonudur. A nin 6zdegerleri yardimiyla kolayca C = ( 1 - )

gecis matrisi bulunabilir dyleki,



C"AC=(1 0)
0 -1

dir.

Buradan G nin bir T’ matris representasyonu agagidaki gibi elde edilir.
T": G—>GL(2,F)
g—T'(g) =C'T(g)C

1€G igin T'(1)=C'T()C=C',C=1,
1 0
aeG igin T'(a)=C 'T(a)C=C"'AC= (o A J

Goruldigi gibi T, T’ ile denktir.
Tamm 2.1.6. (Sonlu bir grubun grup cebiri)

G elemanlan x,,...,x_ olan sonlu bir grup ve F bir cisim olsun.

a, €F ve x; €G olmak iizere, F[G] nin elemanlan x=2a3xi seklindeki formal
i=1

lineer bilesimlerden olugur. Ayrica,

x; €G ve a,,b,,k €F igin x=) a;x;, y=> b;x, €F[G] olmak tizere,
i=1 =

x®y=i(ai +b;)x;

i=1

m

k Ox= Z(kai)xi

i=1

xQy= Za’ibj(xixj)

i1



islemleriyle F{G], F tizerinde bir cebir olacaktir. Ayrica F[G] nin bazi {xl,‘..,xm} ve

dolayisiyla [F{G]:F]=|G| olacaktir. Sonug olarak F{G] ye G nin F iizerindeki grup

cebiri ad1 verilir.

Ornek 2.1.7. G=<a:a?=e> ve F=Z, ={0,1} alalm. Bu durumda
Z,[G]= {r,e +0,a: 1,1, eZz}
={0e +0a,Te + 0a,0e + Ta,1e + 1a}
={0,e,a,e+a}

olup, (Z,[G]®,®, O) dortliisii bir cebir olacaktir. ® ve ® islemlerine iliskin iglem

tablolan asagidaki gibidir.
@ 0 a e+a
(o) 0 e a e+a
e e O e+a a
a a e+ta O e
et+ale+a a [ 0]

® |0 e a e+a
O[O0 O 0 0]
e 10 e a e+a
a |0 a e e+a
e+a|0O e+a et+ta O

Tamm 2.1.8. (Bir representasyon tarafindan belirlenen modiil)

G sonlu bir grup ve T, G nin V/F iizerindeki bir representasyonu olsun. Bu



durumda, )

0:F[G]xV —> V

(i aixi:v)_—»(i a;x;) Ov= Zn: a; T(x;)(v)

i=1 i=1
dis islemiyle V bir F[G]-modiil yapilabilir. V ye G nin T representasyonu tarafindan
belirlenen modiili denir.
Tersine, eger V bir F[G]- modiil olarak verilmis ise bu durumda,

T: G—> GL(V)

g—> T(g) VoV
v—>T(g)(v) =gv

seklinde tammlanan T , G nin V/F lizerindeki bir representasyonudur. T ye V

F[G]-modilii tarafindan belirlenen representasyon denir.

Sonu¢ olarak G nin bir T representasyonu verildifinde bu representasyona
karsiik bir F[G]-modiil, bir F[G]-modiil verildiginde bu modille karsilk G nin bir

representasyonu bulunabilir.

Ornek 2.1.9. G=D,=<a,b: a*=b?>=1, b'ab=a"' > olsun ve G nin bir

0 1 1 0
T(a)=(-1 o) ’T(b)=(o -1)

matris representasyonu

olmak iizere,

T: G——GL(2,F)
g—>T(g)



1 0
seklinde verilsin. v, =(0) , YV, =(J olmak tizere V=F v,,v, siitun vektorleri

tarafindan gerilen vektor uzay: olsun.

Asagidaki dig islemle V bir F{G] - moduldiir.

VveV, geG igin gv=T(g)v olup,

1 0)Y/0 0
bv; =T, =(o - 1) (IJ - (— 1) =V

Tersine, G=C, =<a:a’=1> olmak iizere, V= Sp{v,,vz,v3} asagidaki dis
islemle bir F[G] - modiil olsun.

— —_ - — — — 2 _ 2 — 2 —
v, =v,, v, =v, lv,=v,,av, =v,,av, =v,,av; =v,,a°v, =v;,a’v, =v,a’v; =v,

Bu durumda,



100 0 01 010
1,a,a> €G igin T1)=|0 1 0|, T(a)=|1 0 0|, T@*)=|0 0 1
0 01 010 1 00

olmak iizere;

T: G—>GLG,F)
g—>T(g)

seklinde tammlarsak T , G nin V/F iizerindeki derecesi 3 olan bir matris

representasyonudur.

Simdi F{G]- modiiller ile denk representasyonlar arasindaki iliskiyi verecegiz.
Bir F[G] - modiile g—— T,(g) formunda birgok matris representasyonu karsilik gelir.

Asagidaki teoremle gorecegiz ki boyle biitiin representasyonlar denktirler.

Teorem 2.1.10. (F[G] - modiiller ve denk representasyonlar)

V, B baziyla bir F{G]-modil ve T,;g——>T,(g) G nin bir matris

representasyonu olsun.

(1) Eger B' V nin bir bagka baz ise, bu durumda G nin
T': g— Ty (2)

matris representasyonu T, ile denktir.

(2) Eger T', G nin Tj ile denk olan bir matris representasyonu ise, bu durumda

V nin bir B'' baz1 vardir 6yleki,

T . g—Ts(g)
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dir.
ispat:(1) Eger C,B den B' ye baz degigim matrisi ise, bu durumda
Ty(8) =C T (g)C
dir. Dolaystyla Ty (g)=C'T’(g)C olup, Tanim 2.1.4 geregince T’, T, ile denktir.

(2) T’ ile T, G nin denk olan matris representasyonlan olsunlar. Bu durumda

Tamm 2.1.4 den tersinir bir C matrisi vardir oyleki,

T, (g)=C'T'(g)C ®

Simdi B den B'' ye baz degigim matrisi C olacak gekilde B'' V nin bir baz1 olsun.
Bu durumda,

Ty (8) = CT, (g)C™ (i)
O halde (i) ve (ii) den T'(g) = T;.(g) yani T' : g——> T;.(g) dir.
Bu teoremin bir uygulamasini agagidaki 6rnekte gorelim.

Ornek 2.1.11. G=C, =<a:a’=1> ve V, B= {v,,vz} baziyla agagidaki
disislemle birlikte bir C[G] - modiil olsun.

— — 2 —— — —
lvi=v,av,=v,,a'v,=-v, ~vV,

= =y - 2, —
lv,=v,,av, =-v,—v,,a’v, =V,

Bu durumda G nin B bazmna gére V C[G]- modiiliine kargihik gelen matris

representasyonu oyle olacaktir.
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2 .« . 10 0 -1 2 -
La,a" €Gigin TM) =\, |, T@={, _,J, T@)={_, 4

olmak tizere,

T: G——>GL(2,C)
g—>T(g)

V nin bir B' bazim u, =v, ve u, =v,+v, olmak iizere B'= {ul,uz} olarak alahm. Bu

durumda Vg €G igin T,.(g) matrisleri,

1 0 1 -1 ) 0 1
TB'(1)=[0 J’TB'(a)=(l OJ:TB'(a )= 1 -1

dir. Dolayisiyla,

T': G—>GL(2,0)
g—>T,(g)

seklinde tammlanan T’ G nin bir matris representasyonudur.

Simdi bu yolla elde ettiimiz T’ niin T, ile denk olduunu gosterelim. Bunun

i¢in 6nce B den B' ye baz degisim matrisini bulahm,

Vi =ttty vV =tu s,

vi=lv, +0(v, +v,), v, =-1v, +1(v, +v,)

lup C (1 _1) di
olup C={, | dir
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Kolayca gosterilebilirki,
Vg €G i¢in Ty(g)=C'T5 (g)C=C'T'(g)C
dir. Boylece T’ , T, ile denktir.
Tanmm 2.1.12. (Permiitasyon modiilii)

G, S, nin bir altgrubu ve V, {vl ,...,vn} baziyla bir F{G] - modiil olsun. Eger V

nin dig iglemi her i ve g eG igin
8Vi = Ve

ise bu durumda V ye bir permiitasyon modiilii denir.

V bir permiitasyon modilii ise, Vg e€G i¢in T,(g) matrisleri; her satir ve

stitununda bir tane 1 diger bilesenleri O olan matrislerdir. Boyle matrislere permiitasyon

matrisi denir.

Ornek 2.1.13. G=C,=<a:a’=1> olsun. Bu durumda G , S, in (123)

permiitasyonu tarafindan iretilen altgrubuna izomorftur.

V= Sp{v,,vz,va} 3 boyutlu vektor uzaymm alaim V asagidaki disiglemle bir
F{[G] - modiil yapilabilir. |

lvi=v,,lv,=v,, v, =v,
av, =Vv,,av, =v;, av,; = v,

2, _ 2, _ 2, _
a'v,=v,,a‘v,=v,a’v, =v,
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Gorildugi gibi dig iglem bazi baza gotiirir dolayisiyla Tamim 2.1.12 den V bir

permiitasyon modiilidiir.

Aynca T,, B bazina gore V ye karsihik gelen matris representasyonu olmak

izere, Vg € G i¢in T;(g) permiitasyon matrisleri agagidaki gibidir.
1 00 0 0 1 010
T,(D=|0 1 0|, Ty(a)=|1 0 0}, Tz(a’)=|0 0 1
0 0 1 010 1 0 0

Tamm 2.1.14. (F[G]-altmodiil) V/F bir F[G]-modiil ve &% W <V olsun.
Eger W, V nin bir alt uzay1 ve Vw eW, geG i¢in gw €W ise W ya V nin bir
F[G]-altmodiilii denir.

Ornek 2.1.15. G=C,=<a:a’=1> ve V= Sp{v,,vz,vs} asagidaki dis
islemle bir F{G]-modiil olsun.

v, =v,, Iv, =v,, lv, =v,
av, =V,, av, =V,, av, =V,
a’v,=v,,a’v, =v,,a’v, =v,
W =Sp{v, +v, +v,} alirsak W, V nin bir F{G]-altmodiliidiir. Gergekten

Vw=c(v,+v,+v,) eW ve geG icin,

gle(vy +v, +vy)) = c(gv, +gv, +gvy)=c(v,+v,+v;) eW



14

dur.

Fakat U=Sp{v,+v,} alirsak U, V nin bir F[G]-altmodilii degildir.Cinka

aeG u=v, +v, €U igin,

au=a(v, +v,)=av,+av,=v, +v, ¢U

dur.

Tanim 2.1.16. (indirgenemez (indirgenebilir) F{G]-modiil)

V bir F[G]-modil olsun. V nin {0} ve kendisinden baska F[G]-altmoduli

yoksa V ye indirgenemez F{G]-modiil denir.

Eger V, {0} ve kendisinden farkli bir W F{G]-altmodiiliine sahip ise bu durumda

V ye indirgenebilir F[G]-modiil denir.

T: G——>GL(V) G nin bir representasyonu olsun. T ye karsihk gelen V

F[G]-modiilii indirgenemez ise T ye indirgenemez representasyon denir.

Eger T ye kargilik gelen V F[G]-modiilii indirgenebilir ise bu durumda T ye

indirgenebilir representasyon denir.

Kabul edelim ki V bir indirgenebilir F[G] -modiil olsun. Bu durumda 0 < dim W
< dim V olacak sekilde V nin bir W F[G] -altmodiilii vardir ve B, W nun bir baz ise bu

baz V nin bir B bazina genisletilebilir.

Eger T, V ye kargihk gelen matris represantasyonu ise bu durumda, V geG
icin T;(g) matrisi; X(g), Y(g) ve Z(g) birer matris ve X(g) k xk tipinde olmak iizere,

(X(g) Y(g)) *

0 Z(g)
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formundadir.

n.dereceden bir matris representasyonu indirgenebilirdir. <> Bu matris

representasyonu (*) formundaki bir matris representasyonuna denk ise.

Ornek 2.1.17. V ornek 2.1.15 deki gibi tammlanan bir F{G] -modiil olsun. Bu
durumda W=Sp{vl+v2 +v; } V nin bir F[G]-altmodiladir. W nun v, +v,+v,

bazi1 V nin bir B' = {vl +v, +v3,v,,v2} bazina genisletirsek, T, , V ye kargilik gelen

matris representasyonu olmak iizere, Vg € Gigin Ty.(g) matrisleri,

110 0 10 1 11 1 0
T,.()=[0]{ 1 0|, Tu(a)=|0] 0 -1|, Tp(@*)=|0] -1 1
0lo 1 o 1 -1 0] -1 0

olur. Goriildiigi gibi Vg eGigin Ty (g) matrisi (*) formundadir Dolayisiyla Ty matris

representasyonu indirgenebilirdir.
2.2. F[G]-Homomorfizmalar

Gruplar ve vektdr uzaylan i¢in yapiyi koruyan fonksiyonlar sirasiyla, grup
homomorfizmalan ve lineer déniigiimlerdir. F{G]- modiiller igin benzer fonksiyonlara

F| G] - homomorfizmalar denir.

Tamm 2.2.1. V ve W birer F[G]-modiil olsunlar. V den W ya bir :V—>W

fonksiyonu verilsin.

Eger 0 bir linecer déniisim ve VveV, geG icin O(gv)=g0(v) ise bu
durumda, 6 ya bir F[G] - homomorfizma denir.

Onerme 2.2.2. V ve W birer FG]- modil ve 6:V -»W bir F[G]-
homomorfizma olsun. Bu durumda Ker®, V nin ve Im® da, W nun birer F[G]
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altmodiiliidiir.

Ispat: 0 bir lineer doniisiim oldugundan Ker® , V nin ve Im® , W nun birer
altuzayidir.

Vv eKer@veg eGicin gv eKerf dir. Gergekten, 0 bir F{G]- homomorfizma

oldugundan
8(gv)=g0(v)=g0=0

olup, gv eKerf dir. Dolayistyla Ker 8, V nin bir F{G] - altmodiiltidiir.

Vwelmf ve geG icin gwelm0O dir. Gergekten, welmO@=>0(v)=w
olacak sekilde v eV dir.

gw=g0(v)=0(gv)
olup, gw €Im® dir. Dolayistyla Im@ , W nun bir F[G] -altmodaliidir.

Ornek 2.2.3. G, S, nin bir altgrubu olsun. V=Sp{vl,...,vn} permiitasyon

modiilii ve W = Sp{w} asikar F[G] -modiil olsun.

Bu durumda V den W ya bir 8 F{G] -homomorfizmasim §6yle kurabiliriz.

O: V— W

glivi -»(?;?»i)w

Kolayca gosterilebilirki @ bir lineer doniisimdiir. Simdi Vg eGve v =) A,v,

i=1

igin,
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0(gv)=0 (ggkivj
=0 (.Z;: )»igv,.)

=0 (Z kivng » V permiitasyon modiilii oldugundan gv, = Vaiy = Vj
i=1

=(Z lijw 0]

=(Z li)gw ., W asikar F[G]-modiil oldudan gw = w

i=1

(T )w Gi)

(i) ve (i) den 6 (g v) = g (v) dir. Dolayisiyla 8 bir F{G] -homomorfizmadr.

Aynica, Ker® ve Im0 agagidaki gibidir.

Ker 0 ={Z AV, B(Z, Xivi) = o}

i=1

fa - ($a)ed

i=1
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_ {zﬂ;xivi : Z," =°}

i=1

Im6 = {B(Zlivij : Zl,ivi EV}
i=1 i=1

={(zn;xi)w : le eF, wew}

i=

=Sp{w}=W

Tamm 2.2.4 . (izomorfik F[G]-modiiller)
V , W F[G] -modiiller olmak tizere, V den W ya bir 8: V— W fonksiyonu verilsin.

Eger 6 bir F{G]-homomorfizma, birebir ve 6rten ise bu durumda 0 ya bir
F{G] -izomorfizma denir.

Eger V ile W arasinda bir F{G] - izomorfizma mevcut ise bu durumda V ve W ya

izomorfik F{G] - modiiller denir ve V=W ile gosterilir.

Onerme 2.2.5.Eger V, W birer F[G] -modiil ve 8: V— W bir F[G] -izomorfizma
ise bu durumda, 6™:W — V da bir F[G] -izomorfizmadir.

Ispat: 0 birebir ve drten oldugundan 0~ mevcut ve 8™ de birebir ve drtendir.

07! lineerdir yani VA,,A, €F ve w,w, €W i¢in
07 (h,w, + A, w,)=2,87(w,)+ 2,87 (w,)

dir. Gergekten, O birebir ve drten oldugundan
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Wi =68(v,),w, =0(v,), 07 (w,)=v, , 7(w,) =v, ve 870=1,,007"=1_

dir. Buradan
07 (Ayw, +4,w,)= 07 (A,8(v,) + 1,8(v, )
=07(8(A,v, +4,v,)), 6 lincer oldugundan
=A,v, +A,v,
=2,07'(w,) + 1,08 (w,)

dir. Simdi Vw eW ve g€G igin 67 (gw)=g67'(w) dur. Gergekten, 6 bir F[G]-
homormofizma oldugundan ve bastaki agiklamalardan,

6(20™ (W) = 808" (W) = gw ®

ve

007" (gw)) = gw (i)
dir. (i) ve (ii) den

807 (gw)) = 0(gb " (w))

ve O birebir oldugundan

07 (gw) = g8 (w)
dur. Dolayistyla 8" bir F[G] - izomorfizmadir.

Sonug 2.2.6. Eger V ile W izomorfik F[G] - modiiller ise by durumda,
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V indirgenemez F{G] - modiildiir <> W indirgenemez F{G] -modiil ise

ispat: V indirgenemez F[G]-modiil olsun. Eger X, W nun bir F{G] -altmodiili
ise bu durumda 67(X) de V nin bir F{G]-altmodiiliidiir. Fakat V indirgenemez

oldugundan, 87'(X)={0,} veya 87(X)=V dir.

000 -{0,}=x-0(f0,)-{o.}

0'(X)=V=>X=0(V)=W

dur. Dolayisiyla W indirgenemezdir.

Tersine W indirgenemez F{G]-modiil olsun. Eger U , V nin bir F[G] -altmodiilii
ise bu durumda 6(U) da W nun bir F[G]-altmodiilidir. Fakat W indirgenemez

oldugundan, 8(U) = {Ow} veya 6 (U) = W dur.
o(w)={o,}=>u=6"({0,})=ker6={0,}
veya

OU)=W=U=0"(W)=V

dir. Dolayisiyla V indirgenemezdir.

Lemma 2.2.7. V, W birer F{G]-modiil ve T: G—> GL(V), T': G— GL(W)

G nin keyfi representasyonlan olsunlar. Bu durumda,

Vile W F G] -modiilleri izomorfiktir. <> V nin bir B, bazt ve W nun bir B, baz

vardir 6yleki, Vg € G igin, Ty, (&) =Tg, (8) ise.
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Ispat: 0, V den W ya bir F{G]-izomorfizma ve B, = {v,,..,vn} V nin bir baz:
olsun. Bu durumda (v, ),...,0(v,) W nun bir bazidir. Bu baza B, diyelim.

T representasyonu,

T: G - GL(V)

g->T(E: V>V
v, > T(g)v, =gV,

seklindedir. gv, €V oldugundan a,,...,a, €F olmak tizere,
gv, =a,v,+.+a,v,

dir. Buradan T, (g) matrisinin ilk i. sitununun bilesenleri a,,...,a, dir. Aynca

T’ : G —> GL(W)

g->T'(g): WoW
8(v,)— T'()6(v,)) = £8(v,)

seklinde olup, 8 bir F[G] -izomorfizma oldugundan
T'(2)(8(v:)) = £9(v:) =B(gvs)
= 9(a1v2+...+anv,)
=a,0(v,)+.+a_0(v,)

dir. Buradan Ty (g) matrisinin ilk i. stitununun bilesenleri a,,...,a, dir.
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Boylece i keyfi oldugundan her 1<i<n igin,
Ty, (8)=T;,(8)
dir.
Tersine kabul edelimki B, = {v,,..,vn} V nin bir bazz ve B, = {w,,..,wn} \
nun bir baz: olsun. Oyleki, Vg €G igin, T, (g) = Ty (g) olsun.

V den W ya 0 w1 heriigin 0 (v;)=(w;) seklinde tammlarsak, © tersinir bir

lineer déniigiimdiir.

Simdi her 1<i<n ve geG igin 8 (gv,) =gb (v,) dir.

Gergekten, a,,..,a, €F olmak tizere Ty (g) ='li",[;2 (g) oldugundan,
T(glv;)=gv,=a,v,+.+a v,
ve
T'(g)(w;)=gw, =a,w +..+a,w,
dir. Buradan,
0(gv,)=0(a,v,+.+a_v,)

= a,0(v )+..+a 0(v,)

=a,w,+..+a,wW,

=80 (vy)
dir. Béylece Vv eV ve g €G igin 6 (gv) = g6 (v) olup, 6 bir F[G] - izomorfizmadir.

Asagidaki teoremde izomorfik F[G]-modiiller ile denk representasyonlar
arasindaki iligkiyi verecegiz
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Teorem 2.2.8. V, B baziyla ve W da B’ baziyla birer F{G] - modiil olsunlar. Bu
durumda,

V ile W izomorfiktir. <> G nin T: G — GL(V) ve T’": G — GL(W)

g—>T(g) g—>T'(g)
representasyonlar denk ise.

Ispat: V ile W izomorfik olsunlar. Bu durumda Lemma 2.2.7 den V nin bir B,

ve W nun da bir B, bazi vardir 6yleki,
Ty, (8) =Tg, (2)

dir. G nin bir ¢ representasyonunu ¢:g——> Ty (g) seklinde tammlarsak Teorem
2.1.10 (1) den ¢, T; ile denktir. Halbuki Ty (g) =Tj, (g) oldugundan ¢,T; ile denktir.

Representasyonlarin denkligi bir denklik bagintist oldugundan T, T' ile denktir.

Tersine T, T’ ile denk olsun. Bunun anlamu T ve T’ ye sirasiyla B ve B' bazina

gore kargilik gelen T, ile T; matris representasyonlan denktir. Teorem 2.1.10 (2) den

V nin bir B'' baz1 vardir dyleki,
Tg (8) = Tp-(8)
dir. Béylece Lemma 2.2.7 den V ile W izomorfiktir.
2.3.Maschke Teoremi

Bu kisimda representasyon teorisinde 6nemli bir yeri olan Maschke teoremini
verecegiz. Bu teoremle sifirdan farkh her F{G]-modiiliin indirgenemez F[G]-

altmodiillerinin bir direkt toplamu olarak yazilabilecegini gosterecegiz.

Lemma 2.3.1. Eger V bir F{G] -modiil ve 6> =0 olacak bigimde 0, V den V ye
bir F{G] -homomorfizma ise bu durumda

V=Im0 ®Kero
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dir.

Teorem 2.3.2. (Maschke teoremi) CharF *]G] olmak {izere G bir sonlu grup ve

V bir F[G]-modiil olsun. Eger U, V nin bir F[G]-altmodiilii ise bu durumda V nin bir W
F[G]-altmodiilii vardir yleki,

V=USBW
dur.

Ispat: U, V nin verilen bir F[G] -altmoduilii olmak {izere V nin bir W, altuzayim

segelim oyleki,
V=U®W,

olsun. Ashinda birgok W, altuzay: segilebilir fakat burada W, altuzaymt v,...,v_, U nun

bir baz1 olmak iizere bu baz V nin bir v,,...,v_,V_,,...,V, bazina genisletildiginde

2V m>

W, = Sp{vmﬂ,...,vn} olacak sekilde segiyoruz.

V=U®W, oldugundan her v eV vektorii, ueU ve weW, olmak iizere bir

tek sekilde v=u + w olarak yazilabilir.

Buradan bir ¢ fonksiyonunu,

¢V—YV
v—>¢(v)=1u

seklinde tammlarsak, ¢ bir lineer déniisiimdiir. Ayrica Ker¢ =W,, Im¢=U ve ¢*>=¢
dir.

Simdi ¢ yardimiyla V den V ye bir F[G]-homomorfizma tammlayalim.

6V—V

v—8(v) =

l?lﬂzgg‘b(g_lv)
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olsun. Agtkca 0 iyi tanumhdir.

0 bir lineer doniigiimdiir. Gergekten A,u €F ve v,,v, €V icin

O(hv, +1v,) = Z gd(g” (Av, +uv,))

‘G‘ geG
V=U®W, oldugundan u,u, €U ve w,,w, €W, olmak iizere bir tek sekilde

v, =u, +W, Ve v, =u,+Ww, olarak yazilabilir.

= 0(Av, +1v,) = Z gd(g ! (Au, +Aw, +pu, + uW,))

Gl i

,G|Zg¢(7»g u, +ug 'y, +AgTw, +ugTw,)

U bir F[G]-altmodiil oldugundan Ag™'u,+ug’'u, €U dur. W, m F[G]-
altmodiil yapisi olmadigindan Ag™'w, +ug™'w, nin W, da olup olmadig1 hakkinda bir
sey soylenemez. Fakat diyebiliriz ki, Ag”'w, +ug’'w, ¢U dur. Gergekten, eger

Ag'w, +pg'w, €U olsaydi U bir F G] -altmodiil oldugundan g €G igin
g(A\g™'w, +ug'w,) = Agg'w, +ugg W, =Aw, +uw, €U
olurdu, Bu ise V=U®W, olmastyla dolayisiyla Un'W, =& olmastyla geligkidir.
O halde Ag™'w, +pg™'w, ¢U ve V=U®W, oldugundan Ag”'w, +ugT'w, €W, dir.
=0(Av, +1v,) = 612 Z g0(Ag 'y, + ug 'y, +Ag W, +ugTW,)

IGIZgO»g u, +ug'y,)

|G|Zu1 +U|G‘Zuz
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L3 (g™, +g w1)+u|G|Zg¢(g u, +g7'w,)

IGI geG geG

|QZ@QKWHMHHQZ@&%%H%»

geG

= AB(v,) +u6(v,)

dir. Simdi Vv eV ve x €G igin 8(xv) =x0(v) dir. Gergekten,
Mw)mZ@@w)
h™' =g'x dersek g’ =h'x™ ve g=xh dir.

=080 =1g Gt > xh¢(h™'x "xv) , xheG=>he(x'G=G)

(IGI 2, h(h V))

= xB(v)
dir. Sonug olarak 6 bir F{G]-homomorfizmadir.

Simdi 0% =0 dir. Gergekten, oncelikle YueU, g™ €G igin g'ueUolup ¢

nin tammindan ¢(g'u) =g'u dur. Bunu kullanirsak,

em—mZ@@w

|G| Zgg u

- gyl

=u )
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dur. $Simdi Vv €V i¢in 6 nin tammindan 0(v) €U olup, (*) dan
8(8(v)) =6(v)
dolayisiyla 6> =0 dur.
Nihayet,
m8 = {8(v) : v e V}
= {9(u+w) ‘u eU}
= {u ‘ue U}
=U
ve Ker® = W dersek Onerme 2.2.2 den W, V nin bir F[G] - altmodiiliidiir.
Boylece Lemma 2.3.1 in hipotezleri saglanmis oldu. Dolayisiyla,
V=ImO® Ker0
=U@W

dur. Bu ise ispat1 tamamlar.

Ornek 2.3.3. G=S, ve V= Sp{vl 2V ,v3}, U= Sp{vl +v, + v3}altmodﬁltiyle
bir permiitasyon modiili olsun.

V=USW

olacak sekildle V nin bir W F[G]-altmodilinii bulmak icin Maschke teoremini
kullanalim.

Ik olarak W, = Sp{v,,vz} secersek, V=U®W, olacaktir. (Tabiki W, bir
FG] - altmodil degildir.)
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Vden V ye bir ¢ lineer dontisimii, v, = v, +v, + v, —v, — v, oldugundan,
¢(v,)=0, ¢(v,)=0 ve ¢(v;)=v,+Vv,+vV,
seklindedir.

Buradan Maschke teoreminin ispatinda oldugu gibi V den V ye bir 8 F[G]-
homomorfizmasi, i = 1,2,3 igin

1
0:v, —->§(v1 +v, +V;)
seklindedir. Gergekten, i = 1 i¢in

o(v,) =E1—|Zg¢(g"v.)

- %[(1)4,((1)\,,) +(13)6((13)v,) + (12)6((12)v,)
+(23)0((23)v,) +(123)6((132)v,) + (132)0((123)v,)]
= %[oJr(m)(v1 +V, V) +0+0+(123)(v, +V, +v;) +0]
- %(2(\,, +v,+v,)

1
= 3’("1 +V, +V,)

i=2,3 igin de aym yolla kolayca goriilebilir.

Simdi V nin W F[G] - altmodiiliini1 belirleyelim.

W =Ker0 = {alv1 +a,v,+a;v; eV : 0(a,v,+a,v, +a3v3)=0}
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= {a,v, +a,v, +azv; €V 1 a,0(v,)+2a,0(v,)+2a,8(v;)= O}
1
={a,v1 +a,v, +a,v; eV : E(a1 +a, +az v, +v, +v;) =0}

= {a,v, +a,v,+a,v;€V: a +a, +a; = 0}
={a,(v1 -v,)—a,(v,—v;): a,,-a, eF}

= SP{Vl —V,,V, —V3}

Tamm 2.3.4. V bir F[G] - modiil ve her 1<i<r i¢in U,, V nin indirgenemez

F[G] - modiilii olsun. Eger

V=U,®..8U,

ise bu durumda V ye tamamen indirgenebilir F{G] - modiil denir.

Teorem 2.3.5. Eger Char F = 0 olmak iizere G sonlu bir grup ise, bu durumda
sifirdan farkh her F[G] - modiil tamamen indirgenebilirdir.

2.4. Sonlu Bir Grubun Karakterleri

Grup karakteri kavramim vermeden once bazi temel kavramlarn verelim.
Tanmm 2.4.1. (Eslenik simifi) G sonlu bir grup ve x,y e Golsun. Eger bir geG
igin,
—
y=8 Xg

oluyorsa x ile y esleniktir denir.

G iginde x ile eslenik olan biitiin elemanlarin kiimesi,
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x% = {g"xg g eG}
ile gosterilir ve bu kiimeye x in eslenik sinifi denir.
Onerme 2.4.2. Eger x,y €G ise bu durumda x° = y®veya x¢ ny® =@ dur.

Ispat: Kabul edelimki x® ~y® # @ olsun. Bu durumda bir zex® ny® vardrr.

zex®ve zey® oldugundan g h €G vardir dyleki,
z=g'xg=h""yh
dir. Buradan k = hg™ olmak tizere, x = gh'yhg™ =k 'yk dir.
Simdi a €x® ise bir b €G igin, a=b"'xb dir.
=a=b"xb
= a=b"kykb
>a=cyc
Sae y®
dir. Dolayisiyla x© < y° dir. Benzer yolla y© < x® oldugu gosterilebilir.
O halde x© = y® dir.

Sonug 2.4.3. Her grup eslenik siniflarimin bir birlesimi olarak yazilabilir ve farkh
eslenik simflan aynktir.

Tamm 2.4.4. xC,..,x¢ farkh eglenik smflan olmak iizere, eger

G=x{U...Ux¢ ise bu durumda x,,...,x, elemanlarina G nin eslenik smf temsilcileri

denir.

Ornek 24.5. G=D, =< a,b: a*=b%=1, b'ab=a"’ ) olsun. Bu durumda
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G nin elemanlan 1,a,a®,b,ab,a’b dir.

Her g €G igin g™'ag elemam a veya a’ ye esit oldugundan,

°={a2’}
dir. Ayrica her i €Z igin a~'ba’ = a™'b oldugundan,
b° = {b,ab,a’b}
dir. Boylece G nin eglenik siniflan;
{1}, {a,az}, {b,ab,a’b}

dir.

Tanim 2.4.6. G sonlu bir grup ve x €G olsun. Bu durumda

Co(x)= {g eG: xg= gx}

kiimesine x in merkezleyeni denir.

Kolayca gorilebilirki C;(x), G nin bir alt grubudur.

Teorem 2.4.7. G sonlu bir grup ve x €G olsun. x° eslenik simifindaki eleman

sayist,

€]
lce )|

x°|=[G: c(0)]=

dir.
Simdi S, simetrik grubunun eglenik simflarina bakahm.

Onerme 2.4.8. 7 cS_ permiitasyonu igin,
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T(id,...1 )t = (2(i,)t(,)--. 7G,)
dir.

Teorem 2.4.9. c €S_ icin 6> eslenik smufi, S, deki devir tipi, 6 mn devir

tipiyle aym olan biitiin permiitasyonlardan olusur.

Ornek 2.4.10. S, iin eslenik simflan agafidaki gibidir.

Stnuf devir tipi
{w} M
{12),(13),(23)} SNV
{(123),(132)} ©)

Tanim 2.4.11. (Bir matrisin izi) A =(a;) nxn tipinde bir matris olsun. A nin

i
izA=Z“:aii

seklinde tanimlamr,

Onerme 2.4.12. A= (a;) ve B=(b;) nxn tipindeki matrisler olsunlar. Bu

durumda

Iz (A+B)=IzA+izB

ve
1z(AB)=iz(BA)
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dir. Aynnica C nxn tipinde tersinir bir matris olmak tzere,
[z(CT'AC)=1zA
dir.

Tamm 2.4.13. (Sonlu bir grubun karakteri) G sonlu bir grup, V B baziyla bir

F[G] - modiil ve T , G nin V/F-iizerindeki bir representasyonu olsun.

%: G—F
g—>x(8) = LzT, (g)

seklinde tammlanan y fonksiyonuna T nin bir karakteri denir.

V nin karakteri, V ye karsilik gelen T representasyonunun karakteri ve G nin

karakteri ise, V nin karakteri olarak tammlanir.

Eger y bir indirgenemez F[G]-modiiliin karakteri ise bu durumda % ye G nin
bir indirgenemez karakteri denir. Yine egery bir indirgenebilir F{G] -modiiliin karakteri

ise bu durumda 7 ye G nin bir indirgenebilir karakteri. denir.

Onerme 2.4.14. T, y karakteriyle G nin derecesi n olan bir matris

representasyonu olsun. Bu durumda,
D x(1)=n

(2)Eger xeG igin x%x in bir eslenik smifi olmak iizere,g,h ex®ise bu

durumda
x@=x®m
dir.

(3) Eger T, W karakteriyle G nin bir matris representasyonu ise bu durumda
Tile T' denk ise her g €G igin % (g)= W (g) dir.



34

Ispat:(1) T, G nin derecesi n olan bir matris representasyonu oldugundan 1€G

igin T(1) = I, dir.
=x()=zT(1)=1zI, =n
olur.
(2) g,hey® isebir k €G igin g=k'hk dir.
= x(g) = IzT(g)
=izT(k"hk‘)
=1 T() " T(W)T(K) )
=Iz(T(h)T(k)T(k)™)
=izT(h)
=x(h)
dir.
(3) Eger Tile T’ denk ise, bu durumda bir C e GL(n,F) ve her g €G igin,
T(g)= C"'T'(g)C
dir.
= x(g) =1zT(g)
=1z(C™'T"(g)C)
=1zT'(g)

=y(g)
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dir.

Ornek 2.4.15. G=D, =(a,b : a*=b? =1, b ab=2a"')ve G nin bir T matris

representasyonu agaSidaki gibi olsun.

0 1 1 0
T: G—GL(2,0), T(a)=(_1 0),T(b)=(0 _1)

Bu durumda G nin elemanlarina kargihk gelen T(g) matrisleri ve y(g)

karakterleri agagidaki gibi olacaktir.

g 1 a a’ a’
(1 o) (o 1) (-1 oj (0 —1)
T(®) 01 -1 0 0 -1 1 0
x(g) 2 0 —% 0
g b ab a’b a’b
(1 o) (o —1) (—1 o) (0 1)
(@) 0 -1 -1 0 01 10
x(8) 0 0 0 0

Ornek 2.4.16. G=S, ve V B= {v,,vz,vs} baziyla bir permiitasyon modiili

olsun. Bu durumda V ye kargilik gelen representasyon,
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T: G- GL(V)
g>T(g).V—V
v; = T(Ev;) = v

seklindedir. Onerme 2.4.14 den biliyoruzki aym eglenik siifinda yer alan elemanlarin
karakterlei aymdir. Bu yiizden sadece simf temsilcilerinin karakterlerine bakmak
yeterlidir.

S, tin sinuf temsilcilerini (1), (12) ve (123) olarak alirsak B bazina gore bu temsilci

elemanlara kargihk gelen matrisler;
1 00 010 010
T,(D)=|0 1 0|, T,((12)=f{1 0 0}, Tg((123))=(0 0 1
0 01 0 01 1 00

dir. Dolayistyla %,S; iin T ye karsiik gelen karakteri olmak {izere S; Gn y ye gore
karakter tablosu soyle olacaktir.

l () (12) (123)

x|310



3. SIMETRIK GRUPLARIN REPRESENTASYONLARI

Bu boliimde S, simetrik grubunun tiim indirgenemez F[Sn]-modﬁllen' ve S, nin

bilinen tiim indirgenemez representasyonlarim belirleyecegiz ve bu F[Sn]-modﬁller icin

bir standart baz verecegiz.
3.1. Diyagram, Tablo ve Tabloidler

Tanmm 3.1.1. A bos olmayan bir kime ve S, da A dan A ya birebir ve orten
fonksiyonlarin kiimesi olsun. Bu durumda S, fonksiyonlarn bileske islemine gore bir

gruptur. Bu gruba A tizerindeki simetrik grup ad verilir.
Eger A = {1,2,...,n} ise S, y1 S, ile gosterecegiz.

Tamm 3.1.2. m,neN ve A=(A,A,,A;,...,A,) pozitif tamsaylarn
A, 24, 24, 2.2 seklindeki bir dizisi olsun. Eger

n=A+A, +A;+. A
oluyorsa A yan nin bir par¢alanmast denir.
Omegin; (3), (2,1), (1,1,1) n =3 iin birer pargalanmalandir.
Not: S, in eslenik simflarinin sayist, n nin pargalanmalarinin sayisina esittir.

Tamm 3.1.3. A =(A,,A,,A;,...,A_ ), n nin bir pargalanmasi olsun. Her bir satin
1<i<m igin, soldan baglayan A, kutucuktan olusan sekle A mn diyagram: denir ve [A]

ile gdsterilir.

Ornek 3.14. n=8 sayismn bir A=(3311)=(321%) parcalanmasmn
diyagrami,
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[A] =

L1

seklindedir.

Tamm 3.1.5. A, n nin bir pargalanmasi olsun. A ya karsihk elde edilen
S), = S{I,Z,.J-l} X S{l|+l,l|+2..,3.1+12} X.. 'xs{n—lm+l,n—lm+2,_.n}
grubuna S nin Young alt grubu ad: verilir.

Ormnegin;

S(Z,Z.l) = S{"zz X s(3,4} X S{S}

=S, x§, x§,

dir.
Tammm 3.1.6. A, n nin bir parcalanmasit olsun. A nin diyagramindaki
kutucuklara 1,2,....n sayilarimin keyfi sirayla yerlestirilmesiyle elde edilen ifadelere

A -tablo ads verilir.

Ornek 3.1.7. n =5 in A =(3,2) parcalanmast igin

134
25 bir (3,2)-tablo ve

n =7 nin A= (3,2,2) pargalanmasi i¢in,

135

26
47 bir (3,2,2)-tablodur.
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Tamim 3.1.8. A, n nin bir pargalanmasi ve t bir A -tablo olsun.
R, ={n €S,: her 1<i<n i¢in, i ile 7(i) t nin aym satinna aitse }
C. = {n €S,: her 1<i<n igin, i ile n(i) t nin aym siitununa aitse }

gruplarina strasiyla t nin satir ve siitun gruplan ad: verilir.

" 123
Ornek 3.1.9. t= 45 (3,2) - tablosu igin

Rt = S{l,z,a} X S{4,s}
=8, x8§,

C' = S{],4} X S{2,5} X S{S}

=S, xS, x§,
dir.
Lemma 3.1.10. t bir A - tablo ve 7t €S, olsun. Bu durumda
R, =R,z
(ii))C, ==C,x!
dir.

Ispat: (i)
R, ={c eS_cherl<i<n igin i ile o(i) 7wt ninaym satinna aitse }

nRtn'l={m:1t":'c eR,, her1<j< n igin j ile t(j) t nin aym satinna aitse }
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seklindedir.

x €R, olsun. Bu durumda her 1<i<n i¢in, iile x() ™t nin aym satirina aittir.
= n'(i)ile 7'x(i) t nin aym satirina aittir.
= n (i) ile n"xn(n'(i)) t nin aym satinna aittir. 77'(i) = j dersek,
= j ile ®'xx(j) t nin aym satirina aittir.
= n'xm €k,
> xenR, 7"
=R, cRx" 1)
dir.

Tersine, y enR,n”™" olsun. Bu durumda y=mtn™ olacak sekilde T €R, vardur.

Dolayisiyla her 1<i<n igin, iile 7(i) t nin aym satinna aittir.
= 7t(i) ile ®t(i) nt nin aym satirina aittir.
= n(i) ile mtn'(n(i)) =t nin aym satinna aittir. 7(i) = j dersek,
= j ile wta™'(j) =t nin aym satinina aittir.
=>nm” eR,
=>yeR,
>mRa'cR, (2)

dir. Boylece (1) ve (2) den
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dir.
(ii) (1) nin ispatina benzer yolla kolayca gosterilebilir.

Simdi A -tablolann kiimesi lizerinde bir bagint1 tammlayahm: t, ve t, herhangi

A -tablolar olmak tizere,

t, ~t, < nt, =t, olacak sekilde bir x €R, varsa.

Bu bagint1 bir denklik bagintisidir. Gergekten,
(i) Yansima ozelligi : t bir A - tablo ise (1) eR, ve (1)t =t oldugundan t~t dir.
(ii) Simetri dzelligi : t, ~t, > xt, =t,, In R, dir.
=R, =R,

=>mR, 7" =R, , (lemma3110 dan)
=>R,=1"R,

Diger taraftan n €R, oldugundan,
>nen 'R, %
=) en'R,
>nek,

dir. R, bir grup olduundan n™' €R, ve m, =t, =>t, =7n"'t, ve 7 €R, olur.

Boylece t, ~ t, dir.
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(iii) Gegisme Ozelligi: t, ~t, ve t, =t, olsun. Bu durumda =wt, =t, ve =,t, =t,

olacak sekilde ©, €R, ve =, eR, vardir. Buradan t; = x,m;t, olur.
-1
T, Ry, =7, e(R,,]tl =R, 7, )

= T,T, e(ﬂ,Rtl = Rn)

dir.

Tanmm 3.1.11. Yukanda tamimlanan “~” denklik bagintisi sonucunda ortaya
gikan denklik simflarina A -tabloid adh verilir ve bir t A -tablosunun denklik simfi {t} ile

gosterilir.

Ornek 3.1.12. A= (2,1), n = 3 iin bir pargalanmas: olsun. Bu durumda biitiin
A ~tablolar;

12 21 13 31 23 32

ve biitiin A -tabloidler;

121 (12 211 (31) (13 31 23} (23 32
3P 133121 12221t |1 71
olur.

Eger A=(\,,A,,...,A,) n nin bir parcalanmasi ise bu durumda ISn|=n!
oldugundan, n!-tane A -tablo vardir. Aynca her bir denklik smufinda A, !IA,L.A !

. g1 n! .
eleman vardir. A -tabloidlerin sayisida m dir.
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Simdi S, simetrik grubunun A -tabloidler {izerinde nasil etki yaptigim
tammlayalim. Bu etki o €S, ve {t} bir A -tabloid olmak iizere,

o{t} = {ot}
seklindedir.

Ornegin,

12) (23
dir.

Bu etki iyi tammhdir. Gergekten, t, ve t, herhangiiki A - tablo olmak tizere,

)=t}

olsun. Bu durumda ot, =t, olacak sekilde o €R, vardir. Fakat lemma 3.1.10 dan
non ™ e(n:Rt‘n" = le) oldugundan mt, = wot, = (ron')(wt,) olacak sekilde
mon~ €R,, vardir. Boylece {rctl}= {Tttz} olup, bu etki iyi tanimbdur.

Tamm 3.1.13. F keyfi bir cisim ve A =(A,,A,,...,A_) n nin bir pargalanmasi

olsun. M*, baz elemanlan farkli A -tabloidler olan, F iizerindeki bir vektor uzayr olarak
taumlanir.

Ormnegin, A = (2,1) pargalanmas igin,

w-sfEH)

seklindedir.



F - vektor uzayi olan M*,

O:HS,|]xM* —— M*
(iaici,{t}) —-—)(.nzlaici) o{t)= iaici{t}

i=1

dig iglemiyle bir 1-'[Sll ] -modiil yapilabilir.

Teorem 3.1.14. M*, S, =S, xS, x..xS, Young altgrubu iizerinde S, nin bir
permiitasyon modiiliidir. M*, herhangi birA -tabloid tarafindan iretilen devirli bir

F[S . ] -modiildir ve

n!
AA LAY

dimM* =
dir.
ispat: A={{t}: t bir A—tablo} olmak iizere, S, nin A iizerindeki etkisinin,

S, xA——>A

(o.{th—oft} = {ot}
seklinde oldugunu biliyoruz. Bu etki iyi tammh oldugundan Vo €S, ve {t,} eM"* baz
eleman: igin c{ti} = {O‘ti} € A olup bir {tj} €A igin c{ti} = {tj} dir. Dolayisiyla Tanum

2.1.12 den M* S, nin bir permiitasyon modiliidiir.

Simdi M* mn devirli bir F[Sn]—modﬁl oldugunu gosterelim. Oncelikle kolayca

gosterilebilir ki bu etki 6rtendir.

Simdi herhangi veM"=Sp{{tl},{t2},...,{tk}} olsun. Bu durumda o, €F
olmak tizere,
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v=aftd ot e o fe)
dir.

Iddia ediyoruzki; V{ti} €A igin, {ti}=ci{t} olacak gekilde Jo, €S, ve bir

{t} €A vardir. Gergekten, {t,} €A igin etki orten oldugundan,
o)
olacak sekilde 3o, €S, ve {t, } € A vardu.
Yine {t, } €A igin ortenlikten;

o) f)

olacak sekilde Jo, €S, ve {ti,} € A vardir. Boyle devam edersek tabloidlerin sayisi

sonlu oldugundan sonlu adimdan sonra,

Gk{tik} = {ti.,_.} ve G, it} = {tik}

olacak sekilde 3o, ,0,,, €S, ve {tik-; }, {tik} ve {t}eA vardr.

Boylece,
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olup, {ti} =(0,0,...6,0,,,){t} dir. 0, =06,6,...0,0,,, dersek {ti} = o,{t} elde ederiz.
O halde Vv eM* icin,
veafi) el rode)
=a,0,{t} +a,0,{t}+. +a,0,{t}
=(a,0, +,0,+...+a,6, ){t}
o0, + 0,0, +. +0, G, eF[Sn] olup, v e<{t}> dir.
=>M* c<{t} >
dir. Her zaman < {t} >c M" saglanacagindan,
M* =<{t} >
dir. Son olarak M* A-tabloidler tarafindan gerilen bir vektor uzayr ve A—tabloidlerin

nl n!

L 5 imMA = —— &
SISt 1. Oldugundan, dimMP=gREma din

3.2. Parcalanmalar icin Kismi ve Tam Siralamalar

Bu kissmda n nin pargalanmalan izerinde kismi ve tam siralama tamimin

verecegiz. Fakat cogunlukla kismi siralamayi gozoniinde bulunduracagiz.

Tanm 3.2.1. A=(A,A,,...,A,) ve pu=(y;,1,,...,14,) n nin iki parcalanmasi

olsun. Eger her i 21 igin,

R P Sy W TR S TR e T

oluyorsa A biyiiktiir w diir denir ve A ile gosterilir.
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Eger i>m veya i >/ ise bu durumda sirasiyla A; ve p, ler yerine sifir alinz.

Ornek 3.2.2. A, =(3%), A,=(2°,1’)) ve A,=(4,1>) 6 mn pargalanmalan

olsunlar,

322,3+322+2,3+3+022+2+1, 3+3+0+0>22+2+1+1

oldugundan A,>2, dir. Buna ragmen 3<4 fakat 3+32>4+1 oldugundan A, ile A,

karsilagtinlamaz.

Bdylece 6 mn biitiin pargalanmalarim gézéniinde bulundurdugumuzda agagidaki

dallanmay: elde ederiz.

()
1

ER)

1
(42)
/7 N\
CONNCA D
N/

(3,2,1)
7\
G.1%) 2%
\ /
(2:,1)

T
(2%.1%)

0

(1°)

S, nin representasyonlanna yapilacak her yaklagim, asagida verecegimiz lemma
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ile ilgili olacaktur.
Lemma 3.2.3. (Temel Kombinatoriyel Lemma)

A ve QU nnin pargalanmalan olmak tizere, t,bir A tablo ve t, de bir u - tablo
olsun. Eger her i i¢in t, nin i. satinndaki elemanlar t, in farkh siitunlarina ait ise bu

durumda A >u diir.

Ispat: t, nin 1. satinndaki elemanlarmn sayis1 p, olsun. Hipotezden bu u,- tane
eleman t, in farkh siitunlarinda yeralacagindan t, in en az p, - tane sttunu bulunmahdir.
Dolayisiyla t; in 1. satininda en az p,-tane eleman vardir. Boylece t, in 1. satinndaki

elemanlann sayisina A, dersek,

olur.

t, nin i satinndan aldifimiz elemanlarr t, in 1. satinndan itibaren

yerlestirmemizin bir sakincast olmaz ¢linkii bu elemanlan yerlegtirirken dikkat edecegimiz

husus farkl siitunlara gelmeleridir satirlarin 6nemi yoktur.

Simdi t, nin 2. satinndaki elemanlann sayis1 p, olsun.

L Durum: A, =y, ise, hipotezden t, in 2. satinnda en az p,-tane kutucuk

bulunmalidir. t, in 2. satirindaki elemanlann sayisina A, dersek A, >, olur.
Dolayisiyla,
AR, 2H 4+,
dir.

IL Durum: A, >y, ise, t, in 1. satinndaki A, — i, tane kutucuk bostur.
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(a) u, <A,—y, ise, p,-tane elemanda t, in 1. satinna yerlestirilebilir ve bu
elemanlarin hepside farkh situnlarda yer almig olur. Bu durumda t, in 2. satirindaki

elemanlanin sayisi ne olursa olsun A, >, + 1, oldugundan,

A +A, >+,
dir.
(b) n, =A, —u, ise (a) daki digiinceyle,
A A,z +,
dir.

(© u,>A, -y, ise, p,-tane elemamn A, —p, tanesi t, in 1. satinna
yerlestirilebilir. Digerlerinin farkh siitunlara yerlesebilmesi i¢in t, in 2. satirinda en az
u, —A, +u, tane kutucuk bulunmalidir. Yani A, >p, —A, +u, olup,

A +A,2p+u,
dir.
O halde her iki durum gosteriyorki; A, +A, 2, +u, dir. Boyle devam edersek

sonlu adimdan sonra

R O e - T T B
elde ederiz. Buise A>p demektir.

Sonug 3.2.4. A ve p n nin pargalanmalan olmak tizere, t, bir A -tablo ve t, bir
u -tablo olsun. Eger Kiu ise bu durumda her i igin a,b t; in aym siitununa ait olacak

sekilde t, nin i. satirina ait olan a,b elemanlan mevcuttur.

Tanmm 3.2.5. A ve W n nin par¢alanmalan olsunlar.
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A>p dir. ¢ Biriindisiiginj<iiken A;=p; ve A; >y, ise.
Bu siralama pargalanmalar iizerinde bir tam siralamadir.

Ornek 3.2.6. n=6 nn (3,3), (3,2,1) parcalanmalan icin, (3,3) > (3,2,1) dir.
Gergekten, i=2 segersek j=1<2 i¢in 3=3 ve i=2 igin 3>2 dir.

n = 6 mn bitiin pargalanmalarimin siralanmig1 agagidaki gibidir.
1) <21 <(21) <) <(G,P) <(3,2,D) <(3*) <(4,1’) < (4.2) < (5,)) < (6)

Onerme 3.2.7. A ve p n nin paralanmalan olsunlar. Eger Abp ise bu

durumda A = p diir.

Ispat: Eger A #  ise bu durumda farklihgm ilk oldugu bir i indisi vardir dyle ki
j<i igin A;=p, dir. Dolaysiyla,

i-1 i-1

L= 2,

=1 F1
dir. Fakat A>p oldugundan,

>, 2n

i 1

olmalidir. Buradan A, >, olup, A >p dir.

Tamm 3.2.8. A n nin bir pargalanmas: olmak tizere [A], A mn diyagram

olsun. Bu durumda [A'] eslenik diyagramn, [A] daki satirlar ve siitunlar yerdegistirilerek
elde edilir. A' ye nnin A ya gore eslenik par¢alanmasi denir.

Ornek 3.2.9. A =(3,2%,]) n =8in bir pargalanmas1 olsun. Bu durumda,
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[A]= ve [A]= |

olup A'=(4,3,1) dir.
3.3. Tobloidler icin Tam ve Kismi Siralamalar

Tanmm 3.3.1. A, n nin bir pargalanmas: olmak (izere, {t,} ve {tz} herhangi iki

A - tabloid olsun.
{t,} < {tz} dir. & Bir i saysi igin asagidakiler saglaniyorsa.
(i) j>iikenj, {tl} ve {tz} nin aym satirina aittir.
(ii) inin {tl} de ait oldugu satir {tz} de ait oldugu satirdan daha tsttedir.

Bu A - tabloidler iizerinde bir tam siralamadir.

Ornek 3.3.2. A= (3,2) n=>5 in bir pargalanmas: olmak iizere,
345 245
12 |’ |13
A - tabloidleri igin,
345 245
12 [|13
dir. Gergekten i =3 alirsak j=4,5 dir.

. 345 245) .
@i 4 ve 5 1 [ ve 3 [maym satirlarina aitdirler.
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345 245
(i) 3 Gn { 12 } de yer aldigs satir {1 3 } de yer aldi§1 satirdan daha tisttedir.

Boylece biitiin (3,2)-tabloidlerin siralanmis1 agagidaki gibidir.

345 245 145 235 135 125 234 234 124 123
12 [<13 [S)23 [“1a [S2a [T 134 [ as [Sl2s [=135 [ a5
Tamm 3.3.3. A n nin bir pargalanmas: olmak iizere, herhangi bir t A - tablosu
icin,
m, (t); t nin ilk r satinndaki i ye esit veya i den kiigiik olan elemanlarin sayisint

gostersin.
Bu durumda herhangi {t,} ve {tz} A -tabloidleri igin,
{t,} a{t,} dir. & Heriverigin m, (t,)<m,(t,) ise,

Bu A - tabloidler tizerinde bir kismi siralamadir.

136 124
Ornek 3.3.4. (i) Eger  t, =257 ve t, =356 ise, bu durumda 7 satir ve 3
4 7

siitunlu (m,, (t,)) ve(m,,(t,)) matrisleri agaidaki gibidir.

111 111
122 222
233 233
(m,(t,))=234 ve (m,(t,))=344
245 355
356 366

367 367
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Goraldiigi gibi her i ve rigin m;, (t;) < m,,(t,) oldufundan, {t.}aft,} dir.

145 135

) Eger t,=,, Ve t=,,

ise, bu durumda 5 satir ve 2 situnlu (m;, (t,)) ve

(m,, (t,)) matrisleri,

11 1§
12 12
(m, (t,)=13 ve (m,(t,))=23
24 24
35 35

seklinde olup, her i ve rigin m,, (t,) < m; (t,) dir. Dolayistyla {t, }g {t2 } dir. Fakat,

' 145 ' 235
L= 3 Ve LT gy
(3,2) - tablolan igin ,

11 01
12 12
(m,(t,")=13 ve (m,(t,'))=23
24 24
35 35

seklindedir. m,(t,")>my(t,"), m,(t,")<my(t,") oldufundan, {t.} te {t.}
karsilagtinlamaz.

Boylece n = 5 igin bitiin (3,2) -tabloidleri gozoninde bulundurdugumuzda
asagidaki dallanmay elde ederiz.



Onerme 3.3.5. {tl}ve {tz} herhangi A - tabloidler olsunlar. Bu durumda

tefu}= ) <{e)

dir.
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Simdi kabul edelimki bir t A -tablosunun, w a. satinna ve x de b. satinna ait

olsun ve w < x olsun. Bu durumda m, (t) nin tanim agagidaki sonucu verir.

Sonug 3.3.6.
1, b<r<a ve w<i<x ise
m, (wx)t)—m, (t)=9-1, a<r<b ve w<i<x ise
0, diger hallerde
136
Ornek 3.3.7. t=257  (3,3,1)-tablosu i¢in x =4, w = 1 alirsak x =4, t nin
4
436
b = 3. satinnda, w = 1, t nin l.satininda ve w < x dir. Buradan, (14)t=257 olup
1
matrisler,
001 111
012 122
123 233
(m ((149)t))=234 ve (m,(t))=234
245 245
356 356
367 367

seklindedir. 1<r<3 ve 1<i <4 olmak iizere,
r=Li=1=>m,(14)t)-m,(t)=0-1=-1
r=1i=2=>m,(14)t) - m,,(t)=0-1=-1
r=Li=3=>m,((Ht)-m,(t)=1-2=-1

r=2,i=1=>m,(1Ht)-~m,(t)=0-1=-1
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r=2,i=2=>m,{(14)t)-m,,(t)=1-2=-1
r=2,i=3 =>m,;,((14)t) —m,,(t)=2-3=-1

Diger tim i ve r ler i¢in matrislerden yararlanarak, m,; ((14)t)-m, (t)=0

oldugu kolayca goriilebilir.

Lemma 3.3.8. Eger w < x ve t de w nun ait oldugu satir x in ait oldugu satirdan

daha altta ise bu durumda,
{t} < (wx) {t}
dir.

Ispat: w, t nin a. satirma ve x de t nin b. satinna ait olsun. Bu durumda

hipotezden b < a dir.

b<r<a ve w<i<x saglayan i,r ler i¢cin Sonu¢ 3.3.6 dan m, ((wx)t)-m, (t)=1

dir.
=>m; (wx)t)=m, (t) +1
= m,, (t) <m;, ((wx)t) ®
Diger i, r ler igin yine Sonug 3.3.6 dan, m,, ((wx)t) —m; (t)=0 dur.
= m,, (wx)t) = m,, (t) (i)

Béylece (i) ve (ii) den her ir igin m; (t)<m, ((wx)t) olup Tamm 3.3.3 den

{t} < (wx){t} dir.

Lemma 3.3.9. Eger t bir A - tablo ve t de x-1 in ait oldugu satir x in ait oldugu

satirdan daha altta ise bu durumda {t}q{tl}q(x—lx){t} olacak sekilde bir {t,}
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A -tabloidi mevcut degildir.

fspat: Once t/,r". mer satinnda i" olan herhangi bir A - tablo olmak uzere,

. . 0, r<r* ise w1 ilk i  otan eleman
m, (t7)—mu,(t)= 1 rer*ise m ilk r satirinda i a esit olan elemanlarn
sayis1”
esitligini ispatlayalim.

[ [ [ ]
o [ ] ®
t' = r'e e it ™
® ; ®
seklinde bir tablodur.

(1°) r<r’ olsun. m._ (t")=~dersek, r< r’ oldugundan m (t')=¢ dir.

Buradan, m_. (t") -m,_ (t')=£-£=0 dr.

(2°) r=r" olsun. m (t")=k dersek, r= r* oldugundan i* da bu “k” sayisina

dahildir. Dolayistyla m._ (t")=k-1 olup, m,, @¢)-m. (" )=k-(k-1=1

(3°) r>r" olsun. m._ (t")=p dersek, r>r've i, r . satirda yer aldigindan

i-Ir

m.. (t")=p+1 olur. Buradan m,, (t)-m. ()=p+l-p=1 dir
Boylece her ii¢ durum gosteriyorki,

0, r<r ise

m. (t)-m,_ (t) ={

1, r>r ise
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dir.
Diger taraftan agik olarak,
0, r<r ise . . .
.. =“tmikr satinnda i a esit olan elemanlarin say1s1”
1, r=r 1se ‘
dir.

Simdi bu esitligi kullanarak esas ispatimiza gegelim. Kabul edelimki t de x-1 x den

daha alt satirda yer alsm ve {t} < {tl} a(x~-1x){t} olsun.

x-1,t nin a. satinna ve x de t nin b. satinina ait ise hipotezden b < a dur.

(i) i < x-1 olsun. Bu durumda Sonu¢ 3.3.6 dan m, ((x—-1Ix)t)-m_(t)=0
drr.

= m, ((x - Ix)t) =m, (1) (D
Kabulimizden, {t} <{t,} ve {t,}<(x—1x){t} oldugundan
{t} aft,} = Vi,r igin m, (1)< m, (t,)
{t.} < (x-10{t} = Vi,r igin m, (t,) < m, ((x - 1x)t)
= m, (1)< m, (t,) <m, (x - I0)1)
= m, (D<m,(t,)<m, (1), (1)den
= m, () = m, (t,) @
dir.

Aym gekilde i <x—-1=>1i-1<x-1 olup, yine Sonug 3.3.6 dan
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m; ((X - IX)t) - m; 4, (t) =0

m,_,, ((x - Ix)t) =m,_, (1) 3)
dur.
Yine kabilimiizdeni-1, r igin,
=>m, (t)<m_, (t,)<m,_, (x-1x)t)
>m_ (t)<m_, (t,)<m_ r(t), (3)den
=>m,, ()=m,_,(t,) 4
dur.
(2) ve (4) esitliklerini taraf tarafa ¢ikanrsak,
m, (t) - m;_, (t) = m, (t,) - m,_, (t,) &)
elde ederiz.

Simdii tnin r'. satinna ait olsun. Bu durumda bagtaki paragraftaki miizakere
ile ve (5) i kullanarak,

“t nin ilk r satinnda i ye esit olan elemanlarin sayis1”=

=m,(t)-m;  (t)=m,(t,)-m,,(t,)

=“t, inilk r satinnda i ye esit olan elemanlanin sayis”

dir. Dolayistylai t, in r'. Gincii satirina aittir.

Boylece i < x - 1 saglayan biitiin i ler t ve t, in ayn satinna aittir.
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(ii) i > x olsun. Bu durumda Sonug 3.3.6 dan,
m, ((x - 1x)t) = m, () ©)

dir. {t} «{t,} <(x—1x){t} kabiliimiiz ve (6) dan,
m, (t) =m,(t,) )
dir.

i>x=>i-12x olup Sonug 3.3.6 dan,

m_, ((x-1x)t)=m, (1) (8)
dir. Yine kabiiliimiiz ve (8) den
m,_, () =m;_,(t,) ©)
dir.
(7) ve (9) esitliklerini taraf tarafa gikarnrsak,
m, () - m;_, (1) = m, (t,) - m;_, (t,) (10)
dir.
(5) den sonraki benzer muhakeme ile i > x saglayan biitiin i ler t ve t, in aym
satirina aittir.

Sonug olarak x ve x - 1 digindaki biitiin elemanlar t ve t, in aym satinna aittir.

O halde x ve x - 1 igin iki ihtimal vardir.

1. Durum: t, inx b. satinma ve x - 1  a. satinna aittir.
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2.Durum: t, inx a. Satinnavex - 1 b. satinna aittir.
1. Durum: = {t} = {t,} dir.

2. Durum: = {t,} = (x - Ix){t} dir.
Boylece ispat bitmis olur.
3.4. Specht Modiiller

Bu kisimda S nin tiim indirgenemez modiillerini inya edecegiz ve bunlan Specht

modiiller olarak adlandiracagiz.

Tamim 3.4.1. t bir A -tablo olsun. K, eI{SJ eleman,

K, = D sgn(c)c

oeC,
seklinde tammlanir ve
e, =K, {t}

ye A -polytabloid adi verilir.

2 13
Ornek 3.4.2. A= (2%), n=4 in bir pargalanmasi ve t= 24 bir A -tablo olsun.

Bu durumda,

K,=(1)-(12)-(34)+(12) (34)

A

Lemma 3.4.3. t bir A - tablo ve © €S, olsun. Bu durumda
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() K, =nKn"’
(ii) e, = me,

(iii) Eger = €C, ise bu durumda me, = sgn(w)e, dir.

Ispat: (i) K, = Y sgn(c)o

oeCyy

Lemma 3.1.10 dan C,, =nC,z™" olup, 6 €C,, =nC,n™' ise o =mntn™" olacak sekilde

T €C, vardir. Boylece

K,= 2. sgn(ntn)nn™

o enCy !

= > sgn(m)sgn(n ") sgn(t)men ™, sgn(m)sgn(n ) =1

TeCy

= n(z Sgn(‘t)‘tj !

7€,
=nKn"
(i) e, =K {nt} ,(@)den K, =nK.n™" dir. Boylece
e, = K x " {nt}
=K, {t}

= Te,

(iii) = €C, olsun. (ii) den me, = e dir. Boylece
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e, =€,

=K, {nt}

=[ ngn(c)oJ{m}

oeC,,

ceC,, =nC,n" ise o =ntn~" olacak sekilde t €C, dir. Bu durumda

ooz

mnenCyn!

= ( Z sgn(nt) sgn(r ™ )m:] n~ {nt}

1eCy

=sgn(n”' )(Z Sgn(M)MJ {t}, sgn(n™") = sgn(m)

teC,

= sgn(n){ ngn(x)x} {t}, ro=x

7 'xeC,

= sgn(n)( ngn(X)x]{t} ,(neC,ise nC, =C,)

XxenC,

= sgn(ﬂt)( 2 sgn(X)X) {8}

xeC,
=sgn(n)K, {t}
= sgn(mn)e,

Tamm 3.4.4. A, n nin bir pargalanmast olmak iizere, M* min ) -polytabloidler
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Lemma 3.4.5. A n nin bir pargalanmas:i olmak iizere, S* Specht modiili
herhangi bir A -polytabloid tarafindan iiretilen devirli bir F[S, |-moduldir.

Ispat: S"=Sp{em:c eSn} olmak iizere seS* olsun. Bu durumda A_ €F

olmak iizere

§= Zxcect
oeS,
dir. Lemma 3.4.3. (ii) den e, = o€, olup, s= ) A_oe, dir. Y.\ o eF[Sn] oldugundan,
ocS, [

se<e, > ve
S* c<e, >
dir. Agik olarak <e, >c S* oldugundan,
S* =<e, >
dir.

Lemma 3.4.6. t ve t* herhangi iki A - tablo olsun. Bu durumda asagdakiler.
denktir.

(i) {t'} , €, de goziikir.
(ii) p eR . ve y €C, mevcuttur dyleki, pt™ =y t dir.

(iii) Herhangi a,b nin t* 1n aym satinina ait olmas: a,b nin t nin farkh siitunlarina

ait olmasint gerektirir,
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Ispat: (i) = (ii): {t'} , &, de gozikir ise {t'}=o{t} olacak sekilde & eC,

vardir.

= {t'} =o{t} = {ot}

= n R, igin ot =nt" dir.
n=p,0=y dersek pt" =yt dir.

(i) = (i): peR.,y eC, olmak iizere, pt" =yt olsun. Bu durumda p eR.

oldugundan {pt"} = {t'} dir. Buradan

=} ={r e}
= {t'}=y{t},y eC,
Buise {t'}, e, de goziikiir demektir.

@ = (iii): (@) ise {t*} =o{t} olacak sekilde 6 €C, dirab t° m aym satina
ait olsun. Bu durumda {t'} ={ct} oldugundan a,b ot nin aym satirina aittir. Bu ise a,b

nin otnin farkh siitunlarina ait olmasin gerektirir.
a,b ot nin farkh siitunlarina ait ise o~'(a),c7'(b) de t nin farkli siitunlarina aittir.

o €C, oldugundan, a ile ™'(a)t nin aym siitununa ve b ile '(b) t nin aym sttununa
aittir. Dolayistyla 67'(a),6™"(b) t nin farkh siitunlanina ait oldugundan a,b de t nin farkh

stitunlarina ait olmak zorundadir. Bu da istenilendir.

(iii) = (i): a,b t* 1n aym satirina ait ise a,b t nin farkh siitunlarna ait olsun.
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ab t’ nr. satinna ait olsun yani,

e o .
o o )
t'=r.e a - be
o o °

olsun.

(1°) Eger a,b t nin r. satirma ait ise yani,

[ ] [ J [
[ ] L ] [ ]
t=r.® a be
® ® ®

bu durumda a,b t nin farkh situnlarina ait olup, & = (1) eC, igin {t'} = (){t} dir.

(2°) Eger at nin r. satinna ait fakat b r. satna ait degilse bu durumda

hipotezdenb a ile aym siitunda bulunamaz. b nin bulundugu siitun k olsun. Yani
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ise bu durumda r. satir ve k. situndaki bir i sayist igin, {t"} = (bi){t} ,(bi) €C, dir.

(3°) Eger b, t nin r. satinna ait fakat a r. satinna ait degilse bu durumda a mn

bulundugu siituna £ dersek r. satr ve £. situndaki bir j sayist igin,
{t'} = @){t}, @ eC, dir.

(4°) Eger hem a hemde b t nin r. satirina ait degilse bu durumda a mn bulundugu

stituna m ve b nin bulundugu siituna n dersek,

r. satir ve m. siitundaki bir j ve r. satir ve n. siitundaki bir i sayist i¢in,
{t'} = @)Y , (ai)bi) eC, drr.

Boylece ab keyfi oldugundan her durumda {t'} =o{t} olacak sekilde ¢ €C,

vardir. Bu ise ispat1 bitirir.

Lemma 3.4.7. Avep n nin pargalanmalan olsunlar. Kabul edelimki, t bir A -
tablo, t" bir w- tablo ve X, {t'} #0 olsun. Bu durumda App diir. Ayrica, eger A=

ise bu durumda K, {t'} = 7K, {t} = Fe, dir.

Ispat: ab t° 1 aym satinna ait olan herhangi iki say1 olsun. Bu durumda

(ab) €R . olup,
(- @)} ={t"} - @it}
={r}-{r})
=0 @

Simdi iddia ediyoruzki a,b t nin aym siitununa ait olamaz. Kabul edelimki a,b t nin
aymt siitununa 2it olsun. Bu durumda (1) ve (ab) €C, olup, H= {(1), (ab)} C, nin

mertebesi 2 olan bir altgrubudur.
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Eger 6,,6,,...,0, lanHmn C,igindeki koset temsilcileri olarak secersek,

C, =0,Huoc,Hu..uc H
=,{(1),(@b)} Ua, {(1),(ab)}..uo, (1), (ab)}
={5,,6,,-.,6,,6,(ab), 5, (ab),...,, (ab)}

olur. Buradan,
K, =sgn(6,)o, +...+3gn(c, )o, —sgn(c,)s, (ab)-...— sgn(s, ) (ab)
=sgn(c,)(, - o, (@)} +sgn(o, (o, — o, (ab))
=3gn(o,)(o, (1) - (@)))+.. +sgn(o, Yo (1) ~ (ab)))

=(sgn(o, )0 ,+..+sgn(o, )o, @ - @b)

=K, {t'} =(sgn(o,)o, +..+sgn(o, )o, (1) - (ab))ft°}
=0 , (i) den

olurki, bu hipoteze celiskidir. Bu geliskiden dolay: iddiamiz dogrudur. ab keyfi

oldugundan t* in keyfi r. satirina ait olan biitiin elemanlar t nin farkh siitunlarina aittir.

Boylece Lemma 3.2.3 (temel kombinatoriyel lemma) geregince A>p diir.

§imdi efer A=p ise t ve t"aym A - tablodurlar ve a,b t* in aym satirna ait ise
bu durumda ab t nin farkh situnlanna aittir. Buradan Lemma 3.4.6 (i) = (i)
gerektirmesinden dolay1 {t'},e, de gozikir. Yani {t*} = n{t} olacak sekilde = eC,

vardir,
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K {t'} =K ={t}

= 2 sgn(o)onft}

oeC,

= Y sgn(n ") sgn(o) sgn(r)on{t}

oeC,

= sgn(r) . sgn(om)on{t}

oeC,

on=1 dersek 6=t~ €C,= t1eC,n=C, dir. Budurumda

K. {t'} =sgn(m) X sen(e)eft)

m e,

=sgn(r) 2_sgn(tye{t}, sgn(n)=F1

TeC,
=FK, {t}
=TFe, dir.

Sonug 3.4.8. Eger u, M* mn bir elemam ve t bir A -tablo ise bu durumda K.u,

e, nin bir katidur.

Ispat: M"=Sp{{t:},...,{t;}} ve ueM* olsun. Bu durumda u, {t:} A
tabloidlerin bir lineer kombinasyonudur. Yani her a, €F olmak iizere,

u=a, {t;}+...+ak {t;} dur.

=>Ku= Kt(al {t; }+...+ak {t; })

M? bir F[Sn] - modiil oldugundan,
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Ku=aK {t}+ +o.K {1}
=a,(¥e)+...+a, (¥e,), lemma3.4.7 den
=(Fa,+.+Fa, e,

=Ae,, A=Fa+.+Fa, €F

olur.

Simdi asagdaki sekilde tamtmlanan <,> , M* iizerinde bir bilineer form olsun.
1, {t,}:{tz} ise
<{t1 }’ {t2}> =
0, {t,};ﬂ{tz} ise

Bu bilineer form cisim ne olursa olsun M"* iizerinde simetrik, S, - invaryant ve
non-singiilerdir.

Eger F = Q ise bu bilineer form bir igcarpimdir.

Simetriklik:

{1 Y
0, {tr}i{tz}

{1 . {ud=td
o, fulrin}

S,-Invaryanthk: Vr €S igin,

=({t.}{.})
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1, {m‘}={m2}
0, {ml}i{mz}

S, nin A -tabloidlerin kiimesi iizerindeki etkisi iyi tamml oldugundan, ©™' €S igin,

(n{tl b, }) = ({’“l e }) =

{nt,}={mt,} = 7‘—1({7“1 }) = ”—1({7“2}) =>{u)={t}

{nt.} = {mta} = "({tl }) # “({tz }) = {t}={t.}
dir.

Buradan,

1, {ml}z{mz}
o, fa}e{m}

f, th={t}

=({t}{)
o, {u}={t}

olup <,> S_- invaryanttir.

Non-Singiilerlik: Sifirdan farkh her m eM" igin, <m,m'>#0 olacak sekilde

Im'eM* varmidir? 0# m M olsun. Bu durumda m= a,{t,}+...+ak {tk}¢0:>3i

igin a, #0 dir. <m,{ti}>= a; #0 oldugundan her zaman m'= {ti} olacak sekilde

m'eM?* vardir. Dolaysiyla <,> non-singiiler dir.

Simdi eger F=Q ise Vm,neM?" i¢in, <m,n>>0 oldugu <,> nin tammndan
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agiktir.

<m , m> = 0 olsun. Bu durumda

<a, {tl}+...+ak {tk },al {tl }+...+ak {tk } >=0

=>a’+.+a; =0
Char Q =0 oldugundan, a, =a, =...=a, =0 dolayisiyla m=0 dur.

fgcarpimin diger sartlanda bilineer formun taniminda vardir. O halde F=Q iken
<,> bir iggarpimdir.

Simdi bu dzelliklerden yararlanarak Vu,v eM" igin,
<K,uy,v>=<u,K,v>
esitligini ispatlayalim.

<K,u,v>=< Z sgn(m)mu, v >

neC,

= Z sgn(n) < mu,v>, (<,> bilineer form oldugundan)

f.{=oN

= Z sgn(m) <u,m'v>, (<,>S,-invaryant oldufundan)

neC,

=<u, Y,sgn(m)n'v>, (<> bilineer form oldugundan)

neC,

=<u, Y sgn()v> , (1=7")

1eC,y
=<u,K,v>

olur.
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Teorem 3.4.9. (James Altmodiil Teoremi) Eger U, M* mn bir alt modiilii ise bu

durumda U S* veya Uc S™ dir.

Ispat: Kabul edelimki u €U ve t bir A —tablo olsun.Bu durumda Sonug 3.4.8
den K,u, e, nin bir kat1 olup, bir A €F igin K,u=2Ae, dir.

Eger en az bir ueU igin A #0 ise bu durumda A'K,u=e, ve U bir F[S,,]-
altmodiil oldugundan e, =A'K,u €U dur.Buradan her seS* =<e, >i¢in, s e Uolup,

S* = U dur.

Eger her ueU igin A =0 ise bu durumda K ,u=0 dir. Dolayistyla her u eU
icin, <u,e, >=<u,K, {t} >=<K,u,{t} >=0dir. Buradan her seS*=<e,> igin,

<u,5>=0 olup, u eS* dolaysiyla U< S™ dir.
Sonug 3.4.10. S* ile S* NS™ arasinda bir bagka altmodiil yoktur.

Ispat: Kabul edelimki, S*NS™ cUcS* olacak sekilde M* mm bir U

altmodiilit mevcut olsun. Bu durumda Teorem 3.4.9 dan U 2S* veya U S™ dir.
(1°) $* c U ise kabuliimiizden U c S* olup, U=S§" dir
(2°) U S™ ise bu durumda, UNS* ¢ S*NS™ dolaysiyla Uc S* NSM dir.

Ayrica kabiilimizden S* NS* < U olup S*NS* =U dur.

A

Teorem 3.4.11: W

boliim modiilii sifir yada indirgenemezdir.

. o S I
Ispat: Kabul edelimki, s #{0} olsun. Gosterelimki, & as5)

indirgenemezdir.
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U S*
(s*Ns*) ” (s*Ns™)
S*NS* cUc S* olup, Sonug 3.3.10 dan U=S* veya U=S*NS* dir.

nin bir altmodiili olsun. Bu durumda

Bunun igin,

u s

U=§ veya

={0} dir.

U
U=s*Ns* > W
A
O halde W indirgenemezdir.

Sonug 3.4.12. Char F =0 ise S* NS™ = {0} olup S* indirgenemezdir.

Ispat: Herhangi x €S*NS™ olsun. Bu durumda x eS*ve xeS™ olup

<x,x>=0 dir. Buradan x= al{t1}+...+ak {t’k} olmak iizere,

<o ft }+ +a.ft. baft )+ o ft)>=0
al+.+al =0, (F=C isela,|’ +.+a,|" = 0)
dir.Char F = 0 oldugundan, a, =a, =...=a, =0 olup, x =0 dir. Dolayisiyla,
S*NS™ = {0} dir.

s* st

055 "o =S*=2{0} olur ve Teorem 3.4.11 geregince

Buradan,
S* indirgenemezdir.

Boylece A lar n nin farkli pargalanmalan olmak tzere, S* lar S, nin tim
indirgenemez modiillerini verir. S* lara karsihk gelen representasyonlarda S_nin tim

indirgenemez representasyonlarn olacaktir.
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3.5. Specht Modiiller icin Bir Baz

Tanmm 3.5.1. Bir t tablosunun satirlan ve siitunlan artan bir diz ise t tablosuna

standart tablo denir.

Eger {t}denklik smfi iginde standart bir tablo mevcut ise bu durumda

{t} tabloidine standart dir denir.
Eger t standart tablo ise e, polytabloidine standartdir denir.

12

13
5 Ve t, =, standart tablolardir.

Ornek 3.5.2. t, = )

23
Fakat t, =

1 standart tablo degildir.

Ornek 3.5.3. S, simetrik grubunda A = (3,2) pargalanmast igin,

123] (124} [125] [134] {135
45 1’135 |’134 |’|25 |’|24
tabloidleri standart tabloidlerdir.

Teorem 3.54. {e, | t standart bir A — tablo} kiimesi S* icin bir bazdir. §* mn

boyutu, standart A -tablolann sayisina esittir.

Bu teoremin ispatin1 iki agamada yapacagiz. Once bu kisimda bu kiimenin lineer

bagimsizhgini ve kisim 3.6 da ise bu kiimenin S* y1 gerdigini ispatlayacagz.

Lemma 3.5.5. Eger t standart bir tablo ve {s},e, de gdziiken bir tabloid ise bu

durumda {s}«{t} dir.

Ispat: © C,olmak iizere s==nt olsun. Bu durumda {s} ==n{t} oldugundan

{s},e, de gozikiir. Eger m=(1) ise ispat agiktir. m=# (1) ise s siitun olarak standart
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olmadigindan s tablosunun bir sitununda, w < x olmak iizere, w x den daha asagida
olacak sekilde w,x sayilan vardir. Buradan Lemma 3.3.8 geregince {s} < (wx){s} dir.

Simdi {(wx)s}, e, de gozikir. Gergekten, (wx){s} = (wx){nt} = (wx)rn{t} ve

(wx) eC, olﬁp (wx) eC_, ==C,z™" dir.
=>(wx)renC, =C,, (neC))
=>(wx)n eC,

O halde {(wx)s} , €, de gozikir. Buradaki amacimiz timevanm yoluyla {t} yi
e, de goziken tabloidlerden biyiik birakmaktir.

Eger (wx){s} ={t} ise ispat bitmistir. (wx){s}={t} ise aym disiinceyle
(wx){s} nin bir siitununda y < z olmak tizere, y z den daha asagida olacak sekilde y,z

sayilan1 vardir. Yine Lemma 3.3.8 geregince, (wx){s} < (yz)(wx){s} dir.

Eger (yz)(wx){s}={t} ise ispat bitmistir. (yz)(wx){s} = {t} ise, yine aym
digiinceyle devam edersek sonlu adimdan sonra ©,0,...c {s}={t} elde ederiz.

Buradan,
{s} <« (wx){s} < (yz)(wx){s} «...<0,0,...0 {s} ={t}
dir. Béylece sonug olarak, {s}<ft} dir.

Sonug 3.5.6. Eger t standart bir tablo ise bu durumda {t}, e, de goziken

maksimum tabloiddir.

Lemma 3.5.7. v,,v,,...,v, ,M" nmn elemanlan olsunlar. Herbir v, igin v, de

goziken bir {t, } tabloidi segebilecegimizi kabul edelim. Oyleki;
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® {ti } , V; de goziiken maksimum tabloid olsun.

(ii) Biitiin {ti} ler birbirinden farkli olsunlar.Bu durumda vv,,...,v, ler F

lizerinde lineer bagimsizdirlar.

Ispat: Tabloidler iizerinde tam siralama oldugundan, kabul edebilirizki;

{t1}<{t2}<...<{tm} ¢))

dir. Simdi her a; €F igin,
a,v,+a,v,+.+a_ v, =0 2)
olsun.

(i) ve (ii) hipotezlerinden {tm} tabloidi yalmz v_, de gozikur. Aksi takdirde eger
bir k < m igin {t,} v, da gozikseydi () ve (i) den {t,}<{t,} olurdu ki bu (1)
kabulumiizle geligir. {tm} yalmz v de goziktigiinden ve {ti} lerin hepst birbirinden
farkli oldugundan (2) yazihsimn mimkiin olabilmesi igin a_ =0 olmak zorundadir.

Dolayisiyla (2) yazihgt a,v,+...+a__, v, =0 seklini air. Aym diigiinceyle {tm_,} yalniz
V., de gozikir dolayisiyla (2) yazihginda a__, =0 olmak zorundadir. Boyle devam

edersek a, , =...=a, =0 elde ederiz.

Boylece (2) yazihginda a, =a, =...=a_, =0 olup, v,,v,,...,v_ ler F iizerinde

lineer bagimsizdirlar.

Onerme 3.5.8. {e,l tstandart bir A-—tablo} kiimesi F {izerinde lineer

bagimsizdir.

Ispat: t ler degistikce e, ler M* nin elemanlandir. t standart oldugundan {t}, e,
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de gozitken maksimum tabloiddir. Aynica t ler farkli standart tablolan tararken {t} lerde
birbirinden farkh tabloidlerdir.

Béylece Lemma 3.5.7 den {e,| t standart bir A —tablo} kiimesi F iizerinde lineer

bagimsizdir.

3.6. Garnir Bagntilan

Bu kisimda standart A - polytabloidlerin S* y1 gerdigini gosterecegiz. Yani t

herhangi bir A -tablo ise, e, standart A - polytabloidlerin bir lineer kombinasyonudur.

Tamm 3.6.1. A, n nin bir pargalanmas: olmak Gzere, t bir A - tablo ve A, t nin
i. siitununun ve B de t nin ( i+1). siitununun bir alt kiimest olsun. ©,,5,,...,0,

permiitasyonlan S, xS; nin S, , i¢indeki koset temsilcilerini géstermek tizere,

k

Gun= Z sgn(cj)oj

1
toplamina Garnir elemam denir.

t nin siitunlannin artan oldugunu kabul edebiliriz. Aksi takdirde 6yle bir o €C,
vardirki, s=ot artan situnlara sahiptirr o €C, oldugundan ve Lemma 3.4.3 den

e, =e, = oe, = sgn(c)e, dir.

Béylece e, polytabloidlerin bir lineer kombinasyonu oldugunda e,de isaret

farkiyla polytabloidlerin bir lineer kombinasyonudur.

Biitiin uygulamalarda A, t nin i. siitununun sonundan ve B de t nin (i+1).

stitununun baglangicindan itibaren alimir. S,x Sy nin S, igindeki koset temsilcileri tek
degildir. Bu koset temsilcileri ©,t,0,t,...,0,t lerin siitunlan artan olacak gekilde
segilmelidir.
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12
Ornek 3.6.2. t = 43 bir (2,2,1)-tablo olsun. Eger A={4,5}ve B={23}
5

alirsak, S,x S, nin S,,,, icindeki koset temsilcileri

o, =(1),6, = (34),6, =(354),0, = (234),0, = (2354),0, = (24)(35)

olarak segilebilir 6yleki,

12 12 12 13 13 14
o,t=43, o,t=34, o,t =35, o,t=24, o,t=25, o,t=25
5 5 4 5 4 3

olur. Boylece,

G, 5 =(1)—(34)+(354) +(234) - (2354) +(24)(35)

dir

Onerme 3.6.3. t bir A - tablo, A ve B de Garnir elemanmin tamimmndaki sartlan

saglasin. Eger [AUB, t nin i. siitunundaki eleman sayisindan biyiik ise bu durumda
G,pe, =0
dir.

Ispat: S, xS, = D.sgn(c)s ve S, , = 2. sgn(o)s olsun. |AUB|, t nin i.
OeS, xSg osS,n

siitunundaki eleman sayisindan biiyiik oldugundan her t €C, igin 1t nin aym satirinda

yer alan a,b e AUB elemanlan vardir 6yleki, (ab) €8S, dir.

Gergekten,
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i (i)

olmak {izere t nin i. situnundaki eleman sayis,, k ve |A|=t olsun. Bu durumda A mn
iistinde k-t tane eleman vardir ANB=@ oldugundan ve hipotezden |[AUB|>k
oldugundan

=|AUB|>k
=|Al+|Bl>k
=|B|>k-t

olur. Bu yiizden A ile B nin mutlaka kesistigi en az bir satir vardir ve bu satirda i €A ve

j €B olacak sekilde i,j e AUB elemanlan vardir. Dolaysiyla her 1 €C, igin 1, i veyaj

yi yerdegistirse bile Tt nin aym satinnda yer alan a,b eAUB elemanlan vardir ve
(ab) €S,y dir.

(ab) €S, oldugundan H = {(l), (ab)} » Sayp nin bir altgrubudur. Dolayisiyla

Hnmn S, icinde dyle ©,,0,,...,0, koset temsilcileri vardirki,
S, =0,HUc,HU...Us H

dir. Buradan,
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Sam {t}= 2 sgn(o)o{rt}

oS ,um

= Y sgn(o)o{tt}

aeo,HU.Uc H

=sgn(o,)o, {ut} - sgn(o,)o, (ab){tt}+.. +sgn(o,)o, {1t} - sgn(c,)o, (ab){tt}

= (Zl: sgn(ci)ci) (- @)t}

(Z sgn(oi)o*i]({rt} —(ab){xt}), ab tt nin aym satinnda oldugundan
i=1
= (Z Sgn(ci)oi)({n} ~{xt})
i=1
%
Bu herbir t €C, igin gegerli ve K, = Z sgn(c)o da goziken herbir ¢ iginde
aeC,

dogru olacagindan ,

Sawe, =( ngn(c)cJ(ngn(r)r{t})

oeS uB 1eC,

= 2 sen(o)o sgn(t,)t, {th+...+ X sgn(o)o sgn(e, ), {t}

GESaup OGS am

= ~sgn(‘l:1)( Z sgn(c)cs{t,t}) +..+ sgn(t,)( z sgn(o)o{r,t})

oS &S up
=0+..+0

=0
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S,xS; < C, ve §,xS; , K, nin bir garpam oldugundan,

Saue = GanSaxSy

dir. Gergekten, S,xS;, S,gnin bir altgrubu oldugundan 6yle ©,,5,,...,6, koset

temsilcileri vardirki,

S.e =06,(8,x S;)U0,(S,x Sx)U...Uc,(S,x S;)

yazabiliriz. Boylece,

L x
Saus = ngn(c)c =(Z Sgn(ci)oi)SAst = GA,BSAXSB

oS, us i=1
bulunur. Diger taraftan, S,xS, < C, ve |S,xS,|=[S,[Ss|=IAlIBI! oldugundan,
S, xSge, =|Al[Blte,

dir. Gergekten,

S,xSze, = [ Z sgn(t)t)et

TS AxSg

=(sgn(1:,)'cl+...+ sgn('c l)t,)et

= sgn(t,)1,€, +...+ sgn(t, )1,e,, (lemma 3.4.3 (jii) den)
= sgn(t, ) sgn(t, e, + ...+sgn(t,) sgn(t,)e,,
=e,+...+€,

— |AliBlre,
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Nihayet, S, =G, S,xS, ve S, e, =0 oldugundan,

0=S,pe, =G, S,xSze, =G, z[AlIBlle, =|AlIB[!G, ge,

=G, ge, =0 dir.
43
Ornek 3.64. t = 21 bir (22,1)~tabloolsun. e,nin standart polytabloidlerin
5

bir lineer kombinasyonu olarak yazlabilecegini gosterelim.

€3 =Capann = sg((2Z4)(13)e,, =€,
ey P

1
oldugundan t, = alalim.

A ={4,5} ve B = {1,3}olsun. Bu durumda
H=S,xS, = {(1),(45),(13),(13)(45)}

Save =S4 {(1),(1345),(3145), (1354), (3154), (1435), (4153),(13),(14),(15),(34),
(35),(45),(134),(143),(135),(153),(145),(154)(345), (354), (13)(45), (14)(35), (15)(34)}
(DH = {(1),(45),(13),(13)45)}

(1345)H = {(1345),(134),(145),(14)}
(3145)H = {(3145),(143), (545), (34)}

(1354)H = {(1354),(135), (154), (15)}
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(3154)H = {(3154),(153),(354),(35)}
(1435)H = {(1435),(14)(35), (15)(34),(4153)}

Boylece S,xS; nin S, icindeki koset temsilcileri,

(1),(1345),(3145),(1354),(3154),(1435)

olur. Buradan Garnir elemant,

G, 5 = 2. sgn(c)o =(1) ~ (1345) — (3145) — (1354) - (3154) - (1435)
Onerme 3.6.3. den G, ze, =0 dir

= €51 ~C€rasnz — Caunm — Sassayzr — Eaisay — Cazsyar = 0
§ 5 5 5 s s

=€y T €3 T€ +€;+ €5+ €y,
48 sa st 15 3 3s
s 1 3 4 4 1

Burada,

€33 = €qrasyz = 5gN((125))e;; =¢€,5 (standart)
54 24 24 2

1 5 5 5
€y = €z = 5gN((12))e,; = —e5 (standart)
15 25 25 25
4 4 4 s
€51 = €ayq = 5g0((231))e,, =€, (standart)
35 25 32

€4 = Casian = SB(35)(14))e,, =e,, (standart degil)
1 34 34 34

3
3 5 s )

€55 = €521 = SgN((15))e,, = —¢,, (standart degil)
31 35 35 35

a 4 4 a
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olur. Boylece,

€ =€ +€; —€;3—€, t€y (1)
43 24 34 25 38 25
s s s 4 4 3
21 21
dir. Standart olmayan 34 , 35 tablolan i¢in aym yontem uygulanirsa,
5 4

€1 =€y —C3 €y
34 34 24 25
5 5 5 3

ve

€ =€, €3+¢y
33 35 25 28
3 A 3

Bu degerler (1) de yerlerine yazilir ve e,, =e,, esitligi kullanilirsa,

21 43
5 5

€376 =€, €4 —Cpy
21 43 34 25 35
5 s 5 3 4

olur.
Tamm 3.6.5. t, ve t, iki A -tablo olsun. Bu durumda,
t, ~ t, & nt, =t, olacak sekilde bir = €C, varsa.
seklinde tamimlanan “= bagmntis1 bir denklik bagintisidir.

Bu denklik bagintisi sonucu ortaya ¢ikan denklik simflanina siitun A -tabloid adi

verilir ve bir t A - tablosunun siitun denklik sinifi [t] ile gosterilir. Yani,

[t]= {sl birm €C, i¢in s= m}
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seklindedir.

Ornek 3.6.6. A =(2,1) 3 iin bir parcalanmast olsun. Bu durumda miimkiin olan

biitiin siitun A - tabloidler,

127 (12 32) 113] (13 23] [21] (21 . 31
31713 1 P21 l2 11313 7 2
seklindedir.

Tanmm 3.6.7. (Siitun A - tabloidler icin tam siralama)

A n nin bir pargalanmasi olmak iizere, [t,]ve [tzl herhangi siitun A -tabloidler

olsunlar,
[t,] < [tZ] dir. < Biri sayisi i¢in agagidakiler saglamyorsa,
(i)j>iikenj, [tl]ve [t2] nin ayn stitununa aittir.

(ii) i nin [t,] de ait oldugu situn [t,] de ait oldugu situndan daha soldadr.

12 12
Ornek 3.6.8. A =(2,2,1) n=5 in bir pargalanmas olmak iizere, |43| ve |34
5 5

siitun A -tabloidleri igin,

12 12
43| <34
5 5

dir. Gergekten i = 4 alirsak j =5 dir.
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2] [12
(1) 5,(43| ve|34| inaym sitununa aittir.
5] |s
12] 12
(i) 4, | 43| de yer aldil siitun | 34| de yeraldif: siitundan daha soldadur.
5 ] 5

Teorem 3.6.9. {etlt standart bir A —tablo} kiimesi S* y1 gerer.

Ispat: Bu kismm baglangicinda verilen hatirlatmalardan dolay: t yi siitun sirali
olarak alabiliriz. Kabul edelimki t standart olmasin. Ispat: timevanmla yapacagiz onun
icin tiimevanm hipotezi olarak kabul edelimki, [s] >[t] iken e, standart polytabloidierin

bir lineer kombinasyonu olarak yazlabilsin. Sonra aynt seyi e, igin gosterelim.

t standart olmadigindan t nin bilegenleri,

a, <a, <..<a, ve b, <b, <..<b,

olan dyle ardisik j.ve (j+1). siitunlar vardirki, en az bir i i¢in a, > b, dir. Yani,

a, b
A A
a, b,
y o oa
A A
a;> b,
A

ai+l ’:\
: A
Fal

a, bq

Az{ai,..,ap}ve B={bl,..,bi} alahm ve bunlara kargthk gelen Gamnir

elemanini g6zoniinde bulunduralim.
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Gap = Z sgn(m)m

T

Onerme 3.6.3. den G, ze, =0 dir. Boylece,

e, = sgn(m)me, = - ) sgn(m)e,,

n=(1) (1)

olur. §imdi m#(I)ve mler S,xS; nin S, icindeki koset temsilcileri oldugundan

n ¢S,xS, dir. Bu yizden ® nin m=w,..® transpozisyonlarn g¢arpmu olarak

yaziiginda mutlaka enaz bir , =(a,b,) (<k<p,1<£<i) formunda olmaldir.
b, <..<b; <a,...<a, oldugundan [(akbz)t]>[t] dir. Gergekten i =a, segersek
j>i ikenj ler [(akbt)t]ve [t] nin aym siitunlarina aittirler ve i=a, [t] de [(akbl)t]

den daha soldaki siituna aittir.

Fakat mw=m,...n, yazihsindaki bazi transpozisyonlar S, veya S, nin elemam

olabilirler bu durumda &rnegin 7 béyle bir transpozisyon ise [nmt] =[t] olacagindan bir

sikintimiz olmaz. Bdylece,

[rt]>[1]

[7,.7t] =[x, t] 1]
[nknk+,...n,t]_>_...2 [nkt]> (t]

[nl...n,t]> [t]
[nt>[t]

olur. Baglangigdaki tiimevanm hipotezindgn dolay1 e, standart polytabloidlerin bir lineer

kombinasyonu olarak yazlabilir.
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e, =- Z sgn(m)e,,
nz(1)

oldugundan e, de standart polytabloidlerin bir lineer kombinasyonudur. t standart

degilken e, yi standart polytabloidlerin bir lineer kombinasyonu olarak yazdik. O halde
S* daki herhangi bir eleman standart polytabloidlerin bir lineer kombinasyonu olarak

yazilabilir. Dolayisiyla {etlt standart bir A —tablo} kiimesi S* y1 gerer.

Ornek 3.6.10. n=4 igin S, simetrik grubunu gozoniine alam. S, iin eslenik

stnuflari:
¢, ={W}, C, = {2lidevider},C, = {3'ludevirler}
C, = {4'lidevirler} ve C, = {(12)(34),(13)(24), (14)(23)}

dir. F, karakteri sifir olan keyfi bir cisim olsun. i=1,2,3,4,5 igin M F[S4]-modi‘11

oldugundan karakteri y; olan T, matris representasyonlan vardir.

T i=1,2,3,4,5 igin %" karakteriyle S* Specht modiiliine kargilik gelen matris

representasyonu olsun.
. A 4' .
@i A, =(4) ise Boyy =ZT=1 dir.

Boylece M™ =Sp{{1234}} ve S* =M™ dir.

|C1 C, G, C, C
@1 1 1 1 1

v 41 )
(ii) A, =(3,))ise Boyy = ?l—l—l=4 dir. Boylece

sl
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Ay
§™ ‘Sp{em, €345 3;24}

4 2

|G, C C C, Cy
Wlis3s 1 0 -1 -1

23 41
(iii) A, =(2,2) iseBoyy =-——=26 dir. Boylece
3 F 2 | 2' y

g _gol [12] [34] [13] [24] [14] [23
= P340 120724 )13 ") 23 114

S =Sp{e12 » elB}

34 24

¢ G G G G
W@l 2 0 -1 0 2

re 4! )
(iv) A, =(2,1%) ise Boyy T 2 12 dir. Boylece

12] {12) [13) [13] [14] [14] (23] [23) [24] [24] [34] (34
M* =Spi<3 1,94 1,42 1,94 1,92 1,93 131 194 131 793 191 192
4Bl BllIBlIBIOl2)

,

Ay _
§™ =Spyey,, e, €y
3 2 2
a4 3

N

,Cl Cz Cs C4 C5
@3 -1 0 1 -1

. 4l
14\ M*S -
(V) Ay =()ise Boyy - =qmy

=24 dur. Boylece






4. HYPEROCTAHEDRAL GRUPLARIN REPRESENTASYONLARI

Bu bolimde O, hyperoctahedral grubunun tiim indirgenemez F{On]-modﬁllerini

ve O_ nin bilinen tim indirgenemez representasyonlarint belirleyecegiz ve bu F[On]-

modiiller igin bir standart baz verecegiz.

4.1. Diyagram, Tablo ve Tabloidler

Tanmm 4.1.1. O_ hyperoctahedral grubu, {? l,¢2,...,$n} kiimesinin biitiin o

permiitasyonlarmin grubudur oyleki,
i=1,2,...ni¢in o(-1)=-0o(i)
dir. O, nin mertebesi 2°n! dir.
Bu tamma denk olarak O, hyperoctahedral grubu asagidaki gosterime sahiptir.
r,=0i+D-i,~0+1) ve w;=(j,-])
olmak tizere,
0, =<1, (i=12,...,0-1), w;(j=1...,n) | (j—i|22) iken

i =(n,5,) =(6r)’ =e, (i#])) iken

i
2 -
j =e, Win—WjWi

ve (j#i,i+1) iken rw, =W, I;,W, =W,f, >

Ornek 4.1.2. n =2 igin,
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0, =<r1,w,,w, >=<(1,2)(-1,-2),(1,-1),(2,-2) >

= {(1)7 (la?‘)(— 1:—2): (1’_ 1)’ (2a-2): (2 ,l,—2 > 1), (172 s 17—2)’ (17" 1)(2 ,—2)9 (1’_2)(_ 1>2)}

dir.

Tamim 4.1.3. Bir pozitif £ - devir O, nin

c=(a,,a,,...,3,)(~2,,-3,,...,~2,)

seklindeki bir elemanidir.

Bir negatif ¢-devir O, nin

(a;,a,,...,,,~2,,~2,,...,~a,) =(a,,~2,)c

seklindeki bir elemamdir.

O, nin her elemam aynk pozitif ve negatif devirlerin bir ¢arpimi olarak bir tek
sekilde yazilabilir.

O, nin bir elemam pozitif a, i-devirlerine ve negatif B, i-devirlerine sahip ise bu

durumda o elemanin devir tipi,

T=((o,%:8))
seklinde tammlanur,

12 3 45 617

) elemamm g6ézoniine

Ornek 4.1.4. O, de 0'=(__5 6 -4 -3 7 -1 2

alalim.
o(-1)=-o() =5, o(-2)=-06(2)=-6, 6(-3)=-06(3) =4, 6(-4) =—6(4) =3,

o(-5)=-0(5)=-7, o(-6)=-0c(6)=1, o(~7) =-c(7) =-2 olup,
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6= (la—59_7>_2a—6) (—1,537’2’6) (3>—4)(—3a4)
diir.

Goruldigi gibi o aynk pozitif devirlerin bir ¢arpimdir ve ¢ nin devir tipi,
T=(5,2;0) dir.

Lemma 4.1.5. O, nin iki elemam egleniktir ancak ve ancak aym devir tipine

sahip iseler.
ispat: [4]
Bir pozitif £ - devirin mertebesi £ ve bir negatif £ - devirin mertebesi 2 £ dir.

Bir pozitif transpozisyon (a,b)(-a,-b) seklindedir. Boyle transpozisyonlar O_ nin

S, eizomorfik olan bir altgrubunu uretirler.

Bir negatif transpozisyon (a,-a) geklindedir. Bunlar O, nin C,xC,x...xC, (n-

¢arpan) ye izomorfik olan bir normal altgrubunu iretirler.
Omnegin,
0, =<(1,2)(-1,-2),(1,-1),(2,-2) >
grubunda pozitif transpozisyonlar,
(1,2)(-1,-2), (1,-2)(-1,2)
ve negatif transpozisyonlar,
(1,-1),(2,-2)

dir. Boylece

< (1,2)(-1,22) >={(1),(1L.2(-1,-2)} =S,
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< (1212 >={W, (-1} =8,
<(1,-1), 2,-2) >={(1), (1,-1),(2,-2), (1,-1)(2,-2)} = C,xC,

olur.

Egier © €0, ise bu durumda j = 1,...kigin 6,(j) € {f,05 s Tyyy Wysoow, }
olmak iizere, G y1 G = 0,;,0;()..-Oyq,) Seklinde yazabiliriz.

o nin isatreti, £(c) , o mn ifadesindeki k nin en kiigiitk degeri olmak iizere,

sgn(o) = (-)*’

seklinde tammlanir.

Ornegin,

0, de 6 =(1,2,3,4)(-1,-2,-3,-4), T=(3,4)(-3,4) elemanlanim g6z6niine alalim.

o = (1,2,3,4)(-1,-2,-3,-4) = (1,2)(-1,-2)(2,3)(-2,-3)(34)(-3,~4) = 1,1, T,

1= (3,-4)(-3,4) = (3,-3)(4,-4)(3,4)(-3,~4) = w,w,1,

olup, sgn(c) = (~1)* = -1 ve sgn(t) = (-1)* = -1 dir.

O, grubu, karakteristigi 2 den farkli olan herhangi bir cisim {izerinde derecesi bir
olan dort tane matris representasyonuna sahiptir. Bunlar,
T:0, - GL(LF)
c—->T(c)=(1)

T,:0, - GL(L,F)
¢ — T,(c) = (sgn(o))
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T,:0, - GL(LF)

T (1),0, pozitif transpozisyon ise
o > Th(o)= (~1),5; negatif transpozisyon ise

6 =0,...0, > L,(0)=T,(c))...Ty(o,)

T,:0, - GL(1,F)
6 - T,(c) =T,(c)T;(c)

dir.

Tamm 4.1.6. (Xl+|u|=n, A=(AA,,...,A,) (Al mn bir pargalanmast ve
w=(,,H,,-.,1,) lu‘ niin bir pargalanmasi olmak tizere, (A,u) ¢iftine n nin bir

pargalanma ¢ifti denir.

Not: [Alveya |u| sifir olabilir. O, nin eslenik siuflart ile [\ +|u|=n olmak tizere
n nin (A,u) pargalanma giftleri arasinda birebir esleme vardir. Bundan dolay1 O_ nin
bilinen indirgenemez representasyonlanimn sayisi, n nin (A,u) pargalanma g¢iftlerinin
sayisina egittir.

Tanmm 4.1.7. (A1) nnin bir parcalanma cifti olsun. [A], A mn bir Young
diyagrami ve [u] de p niin bir Young diyagram: olmak tizere, (A,u) niin ikiiYoung

diyagramu ([A) ,[u]) seklinde tanimlanir.

Eger |\ (veya |u) sifir ise bu durumda [A] (veya [p.]) @ olarak alumr.

Ornek 4.1.8. (A,u)=(3’1,2"1) olsun. Bu durumda (A,ut) nin ikili Young

diyagrami agagidaki gibidir .

([l],[u]F( : )

o v

HOGRETIM KTRULY

TC YOKS]

SMERKEZE

DOKOM e L,
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Tamm 4.1.9. (A,n) n nin bir pargalanma ¢ifti olsun. Bir t (A,u)-tablosu,
([A.],[u]) deki her bir kutucuga i ve -i (i=1,2,...,n) aym anda gézitkmeyecek sekilde

F1,¥2,...,¥n tamsayilarinin keyfi sirayla yerlestirilmesiyle elde edilen diizenlemedir.

Bir t (A,p)-tablosu bazan (t,,t,) olarak yazilir. Agtkga (A,pt) niin herhangi

bir ikili Young diyagrami igin 2°n! -tane (A, i) -tablo vardir.
t,(i,)) ve t,(i,]j) sirastyla t, ve t, niin (i,j). inci bilegenleri olmak tzere,

G t,(i,j) , k=1 ise
@ 5k)= t,Gbj) , k=2 ise

dir. Ornegin; (A, ) = (21,2%) 7 nin bir parcalanma ¢ifti olmak iizere,

(2 -1 -5 6)

\7 3 -

(21,2%)-tablosu igin t(1,1,1) =2, t(1,2,1) =-1, t(2,,1) = 7, t(11,2) = -5, t(1,2,2) = 6,
t(2,1,2) =3 ve t(2,2,2)=-4 dur.

Bir 0 €0, elemammn bir t(A, 1) -tablosu tizerindeki etkisi agagidaki gibidir.

ot = (Gt(la ja k)) = (Gt;,(i; .])a ctp (ia ]))

ey (12345 67)0 (2—1-—56)
MeSm, 0={_5 6 -4 -3 7 -1 2 V¢= 7, - 3 _

(21,2%)-tablosu igin,

(2 -1 =5 6) (65 -7 —1)
%7 3 472 7 ~4 3

dir.
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Tamm 4.1.10. t bir (A, 1) -tablo olsun. t nin bir satir permiitasyonu O, nin bir ¢
elemamdir 6yle ki, ¢ t nin her bir satinndaki bilesenlerin yerlerini degistirir ve t, deki

bilesenlerin igaretlerini degistirebilir.

t nin bir situn permitasyonu, t nin herbir siitunundaki bilesenlerin yerlerini

degistirir ve t, daki bilegenlerin igaretlerini degistirebilir.

Simdi t nin satir ve siitun gruplanm asagidaki gibi tammlayabiliriz.

t nin satir permitasyonlarinin grubu R, ile gosterilir. Yani

R, = {c €0, | o t nin bir satir permiitasyonudur }

Boylece R,, O, nin §, x8§, x.x8, xO, xO, x..x0, ’ e izomorfik olan bir

altgrubudur.

t nin siitun permiitasyonlarinin grubu C, ile gosterilir. Yani

C. = {c €0, | o tnin bir siitun permitasyonudur }

Boylece (A',A,,..,A,), (ALA,,..,A)nin  ve (u',,u,,...un,) de

(1,,4,,...,1,) in eslenik parcalanmalan olmak tizere C, , O, nin
0,, x0,, x..x0,, x§,, xS, x..x8,,

grubuna izomorfik olan bir altgrubudur.

v -1 4 -5 17
Ornek 4.1.11, t= 3 PR olsun. Bu durumda

R, =814 %S X Ozs 39y X Oy 2y

=S, x8§,x0, x0,
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ve
C. = 0{.;1,%} X O{u} X S{_m} X S{m}
=0, x0,;x8§, x8§,
dir.
Simdi (A, 1) - tablolann kiimesi tizerinde bir = denklik bagintisi tammliyalim.
Tamm 4.1.12. t, ve t, (A,p)- tablo olsunlar.
t, = t, < t, = ot, olacak sekilde bir ¢ €R, varsa.

Bu denklik bagintisina gére t nin denklik simfi olan {t} ye bir (A,p) - tabloid denir. Biz

burada {t} yi t nin satirlan arasina ¢izgi gekerek gosterecegiz.

Ornek 4.1.13. (0,2*) 4 tn bir pargalanma ¢ifti olsun.Bu durumda biitiin (0,2%)
tabloidler agagidaki gibidir.

_12) (= 13) (= 23) (= 14) (= 24) (- 34
D eDeReBieR) D

dir.

(A5 A Uy, 1,) nonin bir pargalanma ¢ifti olsun. Bu durumda (A,p)-

tabloidlerin sayis1.

n!

olal
AA !

dir. Aynica {t} = {t' l bir ¢ R, igin t'=0't} oldugundan verilen herhangi bir denklik

siufindaki (A,u) - tablolarin sayisi,
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e {fo) 1)

olacaktir,

O, nin (A, ) -tabloidler iizerindeki etkisi Vo €0, igin,

o{t} = {ot}
seklinde tammlamr. Kolayca goriilebilirki bu etki iyi tanimhdir.

Tamm 4.1.14. F keyfi bir cisim ve (A, 1) n nin bir pargalanma ¢ifti olsun. M**,
baz elemanlan farkli (A,p)- tabloidler olan, F iizerindeki bir vektor uzayr olarak

tammlanr,

O, nin (A,p) - tabloidler tizerindeki etkisi, F[On] i¢in lineer olarak genisletilirse

M™* bir F[On]-modﬁl yapilabilir.

}vde

Eger 0= q,; €F olmak tizere, v= Zcxi {ti} eM™ ise bu durumda {ti
gozikiir denir.

Teorem 4.1.15. M™*, S, x§, x.x8, x0, xO, x..xO, altgrubu iizerinde
O, nin bir permiitasyon modiliidir. M™* herhangi bir (A,u)- tabloid tarafindan

uretilen devirli bir F[O‘l ] -modiildir ve

n!
ALoA g Loy, !

dimM™* =2

dir.

Ispat: Teoremin ispat: tigiincii bolimdeki Teorem 3.1.14 dekine benzer yontemle

kolayca yapilabilir.
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4.2. Parcalanmalar icin Kismi Siralamalar
Bu kisimda n nin pargalanma ¢iftleri iizerinde bir kismi siralama tanimlayacagiz.

Tamm 4.2.1. (A,p) ve (A',u') n nin pargalanma giftleri olsunlar. Eger
M>] veya R =[at, ful =], Anhive pow
oluyorsa (A,u) buyiiktiir (A',n') diir denir ve (A, w)>(A',1') ile gosterilir.
Ornek 4.2.2. (1%,1),(2,2),(2,1>) ve (12,2) 4 iin pargalanma giftleri olsunlar.
(1,)>(2,2) dir. Gunkii, [A|=1+1+1=3,|A|=2 olup [A|>[A] dir.

(2,1)ile (1*,2) karsilagtinlamaz. Gergekten, |A|=2, |]A|=2 olup |A|=|A] dir.
Fakat lp.] = lu'[ =2 ve A>A' olmasina ramen uiu' yada lul = [u'l =2 ve WU'bHolmasina
ragmen A'$A dir.

Boylece 4 in bitin pargalanma ¢iftlerini gézéninde bulundurdugumuzda

agagidaki dallanmay elde ederiz.

(4,0)
(31,0)
(2°,0)
21,0
(1*,0)

@G,
@1,1)

D
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Lemma 4.2.3. (Temel Kombinatoriyel Lemma) (A,p) ve (A',u') n nin

pargalanma ¢iftleri olmak iizere, t bir (A,p)- tablo ve t' de bir (A',n') - tablo olsun.

Oyleki; her a igin at, da gozikiir ise ¥a da t',, de goziksin. c=Fa, d=Fb ve

Yy =A(veya u) olmak izere kabul edelimki a,b t',. niin aym satinina ait ise c,d t, nin

farkli siitunlanina ait olsun.

Bu durumda (A, u)>(A',n') dir.

Ispat: t, da goziiken her a sayis1 t',. de Fa olarak goziiktigiinden ve t',, niin
ayni satirina ait olan herhangi a,b saylan i¢in ¢,d t, mn farkh siitunlanna ait oldugundan

|A|=|A| diir. Buradan, l?d+|p.|= nve |)<.'|+|p.‘l= n oldugundan Ip.l =|p.'| diir.
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Kabiliimiizden ve Lemma 3.2.3. den y=A ise ADA' y=pise pupp' dir.

Boylece Tamim 4.2.1 geregince (A, p)>(A',u') dir.

Sonug 4.2.4: [\|=[A1 ve (A, u)f(A',1') olmak iizere t bir (A,)-tablo ve t' de
bir (A',u') - tablo olsun. Oyleki; her a igin a t, da gozikir ise ¥a da t',, de goziiksiin.
Bu durumda c=Fa, d=Fb ve y =A (veyapu) olmak iizere, c,d t, nin aym siitununa ait

olacak sekilde t',. niin aym satinna ait olan en az iki a,b sayilan mevcuttur.

4.3. Specht Modiiller

Bu kistmda O, nin tiim indirgenemez modiillerini inga edecegiz ve bunlan Specht

modiiller olarak adlandiracagiz.

Tamm 4.3.1. t bir (A, 1) -tablo olsun. K, € F[On] elemam

K, = > sgn(c)o
ocC,

seklinde tanimlamir.
e, =K, {t}

ye bir (A, ) - polytabloid ad: verilir.

1-4 —-25)
3 2

Ornek 4.3.2. (A,u)=(21,2) 5 in bir pargalanma ¢ifti ve t =(

olsun. Bu durumda

K t = z Sgn(G)O' = (1 )'(1 " 1 )-(3 a'3 )'(4,'4)+(1 " 1 )(3 >'3 )"(l ,3)(— 1 7'3 )+(1 >3)(" 1 3'3 )( 1 > 1)

oeC,

+(1,3)(-1,-3)(3,-3)-(1,3)(-1,-3)(1,-1)(3,-3)+(1,-1)(4,-4)+(3,-3)(4,-4)~(1,-1)(3,-3)(4,-4)
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H1,3)(-1,-3)(4,-4)-(1,3)(-1,-3)3,-3)(4,-9)~(1,3)(-1,-3)(1,-1)(4,-4)

+( 1 73)(’ 1 :'3)(1:' 1 )(35'3)(4,'4)

[ ] ( 1= —2ﬂ 1 -4 -2ﬂ 14 -2?
et= ~ - — 2 - = 2

3 =3 3
[1“4 S T R N R
+ +i , +__1 ,

Lemma 4.3.3. t bir (A,p)-tablo ve o €0, olsun. Bu durumda
(i) R, =oRc™

(ii)) C, =oC,c™"

(iii) K,, =oK,c™

(iv) e, = oe,

(v) Eger o €C, ise bu durumda oe, = sgn(o)e, dir.

Ispat: (i) x eR_, olsun. Bu durumdax,ct nin bir satir permiitasyonudur.
=> Her i,j i¢in,

i ile x(1) ot, mn aym satirina aittir.
j ile x(j) ot, niin aym satrina ait ve x(j) = —j olabilir.

{o" (i) ile 67'x(i) t, min aym satinna aittir.

o7'(j) ile 67'x(j) t, niin aym satirna ait ve 67'x(j)=0""(~j) = —o7'(j) olabilir.
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{c“ (i) ile o7'xo(67' (i) t, min aym satinna aittir.

o7'(j) ile 67'x6(c 7' (j)) t, niin aym satnna ait ve 6~'xo(c ' (j)) =—oc ' (j) olabilir.

o'(1) =k, 67'(j)=p dersek.

{k ile 6'xo(k) t, mn aym satirina aittir.

p ile 67'xo(p) t, niin aym satinna ait ve ¢ 'xo(p) =—p olabilir.
=> 6 'xo t nin bir satir permiitasyonudur.
=0 'xo R,
=>xeoRc™!
=R, coR,c™ 1)
Simdi y ecR,c™" olsun.
=0o7'yo R,
=>6'yo t nin bir satir permiitasyonudur.
=> Her i j i¢in
{i ile 67'yo(i) t, nin aym satirina aittir.

jile o7'yo(j) t, niin aym satinna ait ve o 'yo(j) = ~j olabilir.

o(i) ile yo(i) ot, mn aym satirina aittir.
o(j) ile yo(j) ot, niin aym satinna ait ve yo(j) = o(-j) = —o(j) olabilir.

o) =k ve o(j) =p
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dersek

k ile y(k) ot, nin aym satirina aittir.
= p ile y(p) ot, niin aynt satirina ait ve y(p) =~p olabilir.

= y,ot nn bir satir permiitasyonudur.
=>yekR,
=>oRc"' R, (2)
Boylece (1) ve (2) den R, =oR,c™" dir.
Aym dusiinceyle (ii),(iii),(iv) ve (V) in ispatlanda kolayca yapilabilir.

Tamm 4.3.4 (A1) n nin bir par¢alanma gifti olsun. M™* niin (A, ) - polytabloidler

tarafindan gerilen altmodiiliine Specht modiil adi verilir ve bu modiil S** ile gosterilir.

Teorem 4.3.5 S™* herhangi bir polytabloid tarafindan uretilen devirli bir F[On]-

modiildiir.

Ispat: S** =Sp{em: o eOn} olmak iizere seS™* olsun. Bu durumda A, €F

olmak tizere
s= 2 Aoeq
ce0,
dir. Lemma 4.3.3 (iv) den e, = oe, olup,
s= Y A_oe,
0e0,

dr. Z A0 eF[On] oldugundan.
60,

se<e, >
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=>8* c<e, >
dir. Agik olarak <e, >c S** oldugundan S** =<e, > dir.

Lemma 4.3.6. t ve t' (A,u)-tablolar olsunlar. Bu durumda asagidaki kosullar
birbirine denktir.

(i) {t'} ,e, de gozikiir.
(ii) pt'= =t olacak sekilde p eR,.,x €C, mevcutdur.

(iii) c=Fa, d=Fbve y =A(veya 1) olmak iizere herhangi a,b nin t, min aym

satirina ait olmasi ¢,d nin t, nin farkh siitunlarma ait olmasim gerektirir.
Ispat: {t'} e, de gozikirebirn eC, igin {t'} = n{t}
o {t} = {nt}
< bir peR,, igin pt'=nt
Dolayisiyla (i) <> (ii) ispatlanms olur.

(if) = (iii): peR,,neC, igin pt'=nt olsun. Kabul edelimki a,b t'7 nin ayni
satirina ait olsun. p €R, oldugundan ab pt; mnda aym satinna aittir. Fakat y mn
durumuna gére omegin y=p olmast durumunda R, tammindan ab nin isaretleri
degisebilir. Bundan dolay1 diyebilirizki y =A veya p iken c=Fa, d=Fb pt'7 nmn aym
satinna aittir. pt'= 7t olduundan ¢,d wt, nin aym satirina aittir. Dolayistyla ¢,d nt, nm
farkli situnlanna aittir. Fakat © €C, oldugundan c,d aym zamanda t, ninda farkh

siitunlanna aittir. Bu ise istenilendir.
(iii) > (ii): y=A olsun.

(1°) a,b t; mm swrastyla r. satir, i. siitun ve r.satir, j.siitununa ait iken -a,-b t, nin
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sirayla i' ve j'. siitununa ait olsun. Hipotezden -a ile -b t, da aym siituna ait olamazlar.
t, mnr.satir, i'. situnundaki bir x ve r. satir j'. siitunundaki bir y sayisi igin
= (a,~a)}(x,~a)}(—x,a)(b,-b)(y,~b)}(-y,b) €C,
t, min r.satir, i'. siitunundaki bir k ve r.satir, j'. siitunundaki bir £ sayisi igin
p=(a,k)(~a,~k)(b,£)(-b,~£) eR,
olarak alirsak a, b, 1, 1, j, i' ve j keyfi oldugundan pt'= nt dir.

(2°) a,bnin t, daki ve -a,b nin t, daki yerleri yine (1°) deki gibi olsun. Bu
A

durumda
= (a,-a)(x,—a)(-x,a)(y,b}(-y,-b) €C, ve p=(a,k)(—a,—k)(b,£)(-b,~{) R,
i¢in pt'=nt dir.
(3%) a,bnin t, daki ve a,-b nin t, daki yerleri (1°) deki gibi olsun. Bu durumda
n = (a,x)(-a,—x)(b,~b)(-b,y)(b,~y) €C, ve p=(a,k)(—a,~k)(b,£)}(-b,~£) eR,
icin pt'=nt dir.
(4%)a,b nin t, daki ve a,b nin t, daki yerleri (1°) deki gibi olsun. Bu durumda
1t =(a,x)}(—a,~x)(b,y)(-b,~y) €C, ve p=(a,k)}~a,~k)(b,£)(-b,~f) eR,
i¢in pt'=nt dir.
¥ = 1 olsun.

(5°) ab t, nin sinsiyla r. satir,i. siitun ve r. satir, j.slitununa ait iken -a,-b t,

niin sirastyla i' ve j'. sitununa ait olsun. Hipotezden -a ile -b t, de aym siituna ait
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olamazlar. t, niin r.satir, i'. situnundaki bir x ve r.satir, j'. stitunundaki bir y

sayisl i¢in.
T = (x,~a)(-x,a)(y,~b)(-y,b) €C,
t'“ niin r.satir. i'. situnundaki bir k ve r. satir, j'. sttunundaki bir £ sayist igin
p = (a,~a)(a, k)(—a,~k)(b,~b)(b, £)(~b,~£) eR .

olarak alirsak a, b, 1, i, j, i',j' keyfi oldugundan pt'= =t dir. (6°),(7°) ve (8°)
durumlanda (2°),(3°)ve (4°)°“e benzer durumlardir.

Bu durumlarda yine (5°) deki yontemle & €C,,p €R . buluruz 6yleki,

pt'= xt olur.

Lemma 4.3.7 t bir (y,u) - tablo ve t' de bir (A',u')-tablo olsun.Kabul
edelimki, ¢=Fa,d=Fb ve y=2A (veya u) olmak iizere c,d t, nin aym siitununa
ait olacak sekilde t'y. niin aym satirina ait olan a,b sayillant mevcut olsun. Bu durumda

C, MR, bir transpozisyon ihtiva eder.

ispat: L. Durum: y =X olsun. Eger c=a,d=b veya c= -a, d=-b ise, bu

durumda

(a,b)(~a,~b) €C, , (a,b)(-a,~b) R .. veya (-2,-b)(a,b) €C,, (a,b)(~2,~b) €R,
Buradan (a,b)(-a,-b)=(c,d)(-c,-d) €C, MR . dur.
Egerc=a,d =-bveyac=-a, d=bise bu durumda

C, nin tantmindan t, min siitun permiitasyonlannda isaret degisikligi

olabileceginden,
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(a,b)(-a,-b) €C, , (ab)(-a,-b) <R,
veya

(a,b)(-a,-b) €C,, (a,b)(-a,-b) eR,
olur. Buradan

(a,b)(-a,-b) = (c,-d)(-¢,d) €C,NR,
dr.

II. Durum: y = olsun. Eger c=a, d =b veya ¢ = -a, d = -b ise bu durumda
(a,b)(-a,-b) €C,, (a,b)(-2,-b) eR,
veya
(-a,-b)(a,b) €C,,(a,b)(-a,-b) R,

olur. Buradan

(c,d)(-c,-d) = (a,b)(-a,-b)eC, MR,

diir.

Egerc=a,d=-bveyac=-a,d=Dbisebudurumda R niin tammindan t',,

niin satir permiitasyonlarinda isaret degisikligi olabileceginden,

(c,d)(-¢c,-d) €C,, (c,d)(-c,-d) eR,

veya

(c,d)(-c-d) €C,, (c,d)(-c,-d) €R,
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olur. Buradan
(e.d)(-c,-d) = (a,-b)(-,-b) €C,nR
dir
Lemma 4.3.8. t bir (A,u)-tablo ve t' de bir (A',u')-tablo olsun. Eger

¢c= Fa,d=Fbve y=A(veya u) olmak iizere ¢, d t,mn aym siitununa ait olacak

sekilde t'. niin ayni satirina ait olan a,b sayilart meveut ise bu durumda X, {t'} =0 dir.

Ispat: I. Durum y = A olsun. Lemma 4.3.7 den biliyoruzki
(a,b)(-a,-b) €C,MNR,. dir. (a,b)(-a,-b) R olduundan,
(@ - @ b)-a, b))t} = {t} - (a,b)(-a-b){t} =0

dir.

(a,b)(-a,-b) €C, oldugundan (a,b)(-a,-b) C, nin mertebesi 2 olan bir altgrubunu

tiretir. Bu altgrubun C, igindeki koset temsilcilerini ©,,...,6, olarak segersek,

C, =5, {(1),(a,b)~2,~b)}u...uo, {(1),(a,b)(~2,~b)}

olur. Buradan,

K, {t} = D sgn(o)o{t}

oeC,

= (sgn(c 1)o,+..+sgn(c, )o, —sgn(o,)o,(a,b)(—a,~b)-..—sgn(c, )o,(a, b)(-a,—b)){t'}

= ((sen(o,)o, +..+sgn(o, )o, (D) - (a,b)(—a,~b)){t}
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= (Z Sgﬂ(O'i Jo l)((1) - (a, b)(—a,—b)) { t,} -0

i=1

dir.
IL Durum y = p olsun. lemma 4.3.7 den (c,d)(-¢,-d) C, NR  dar.
(c.d)(-c,-d) €R, oldugundan,
(@) - (e, d)(~c~d))t} = {t} - (c,d)(—c,~d)ft} =0
dir.

(c,d)(—c,—d) €C,oldugundan (c,d)(—c,—d) C, nin mertebesi 2 olan bir
altgrubunu Gretir. Bu altgrubun  C,igindeki koset temsilcilerini o,,...,5, olarak

segersek, yukanidaki gibi

£

K, #}=(Z ento 0, (0~ e ax-o-0)e} =0

' 1=1
elde ederiz.

Lemma 4.3.9. Eger A=A ve (A, u)gé(k’,u’) ise bu durumda herhangi bir t
(A,u) -tablosu ve herhangi bir t' (A',p')- tablosu igin K,{t'} =0 dir.

Ispat: Eger her a sayist igin a t, da goziktiginde Fa da t'. de goziikiiyorsa
Sonug 4.2.4 ve Lemma 4.3.8 den K, {t'} = 0dir. Eger a t, dagoziiktiigiinde ;T-a t',. de
géziikmiyorsa bu durumda (A,p) ve (A',p') aym n nin pargalanma ¢iftleri oldugundan
Fa t', de gozikiir. Bundan dolay: (a,~a) €C, MR, dur.

(a,—2) eR . oldufundan
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(D - @a))t} = {t} - @@-a){t} =0
dir.

(a,—a) €C, oldugundan (a,—a),C, nin mertebesi 2 olan bir altgrubunu iiretir. Bu

altgrubun C, igindeki koset temsilcilerini ©,,...,5, olarak segersek,

K, {t'} = (g sgn(o; )Gi)((l) - (a,—a)){t'} =0

dir.

Lemma 4.3.10. t bir (A,u) -tablo ve t' de bir (A',u') -tablo olsun 6yleki, her a
sayist igin a t, da gozikilyorsa Fa da t',, de gbziksin. Kabul edelimki K {t'} #0

olsun. Bu durumda (A,u)>(A',u') dir.

Ispat: c= Fa,d=Fbve y =A (veya p) olmak iizere kabul edelimki c,d t, nin
aym sitununa ait olacak sekilde t'.. niin aym satirina ait olan a,b sayilan mevcut olsun.

Bu durumda Lemma 4.3.8 den K {t'} =0 olurki bu durum hipotezimize geliskidir. Bu
geliskiden dolayr ¢ = Fa,d= Fbve y=A (veya u) olmak lizere t',. niin aym satinna

ait olan her a,b sayilan igin ¢,d t, mn farkl siitunlanna aittir. Béylece Lemma 4.2.3 den
U1y - CANTY
dur
Lemma 4.3.11. t vet' (A,u)- tablolar olsunlar. Bu durumda.
(i) Eger {t'} e, de goziikmiiyorsa K, {t'} = Odur.

(ii) Eger {t'} e, de goziikiiyorsa K, {t'} = Fe, dir
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Ispat: (i) {t} e, de gozitkmiyorsa Lemma 4.3.6 den c=Fa, d=Fb ve y=A
(veya p) olmak iizere ¢,d t, nin aym siitununa ait olacak sekilde t', mn aym satinna ait

olan a,b sayilarnt meveuttur. Boylece Lemma 4.3.8 den K, {t'} =0 dir.

@) {t} e, de gozikiiyorsa yine Lemma 4.3.6 dan pt'=nt olacak sekilde

p eR,ve T €C, meveutdur. p €R,. oldugundan {pt’} = {t'} dir.

Boylece K, {t'} = K,{pt’} =K, {rt} =K, xft} = D sgn(c)on{t} olup,

oeCy

K, {t'} = 2_sgn(o) sgn(m) sgn(z " )on{t}

oeC,

=sgn(n™") Y sgn(om)on{t}, (on =1 C, dersek)

oeC,
= ¢:L; sgn(t)t{t}
=FK, {t}
=%e,
olur.
Sonug 4.3.12. Eger u eM™* ve t bir (A, 1) -tablo ise bu durumda K,u,e, nin
bir katidur.
Ispat: ueM™ ise a, eFve {t,} (A,1)- tablo olmak iizere u=Zai{ti}
yazabiliriz.

Boylece K,u=K‘2ai{ti}=ZaiK,{ti}olup Lemma 4.3.11 den a€F

olmak iizere K,u = ae, dir.
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Simdi simetrik gruplarda oldugu gibi, M** iizerinde asagidaki sekilde bir bilineer
form tammlayalim.

1,{t} = {1} ise

0,{t} ={t} ise

<{t},{t}>= {

Bu bilineer form M™* {izerinde simetrik, non-singiiler ve O, - invaryantdir. Bu

ozellikler yardimyla kolayca gorebilirizki, her u e M™* igin,
<u,e, >=<u, K, {t} >=<Ku,{t} >
dir.

Teorem 4.3.13. (James Altmodiil Teoremi) Eger U, M™* niin bir altmodiilii ise

bu durumda U 2 S** veya U (S**)* dir.

Ispat: Kabul edelimki u €U ve t bir (A,p)-tablo olsun. Bu durumda Sonug
4.3.12 den K, u, e, nin bir kat1 olup bir o0 €F i¢in K,u=oae, dir.

Eger enaz bir ueU igin o #0ise bu durumda o'K,u=¢e, ve U bir F[O,]-
altmodiil oldugundan e, =« 'K,u €U dur. Buradan her s eS** =<e, > i¢in s €U olup
S** < U dur.

Eger her u €U igin o =0 ise bu durumda K ,u=0 dolayisiyla heru eU i¢in
<u,e, >=<u,K, {t} >=<K,u,{t} >=0

dir. Boylece her seS™ =<e,> igin < us > =0 olup ue(8**)" dir. Bu ise

U c (S™)* demektir.

Bu teoremin bir sonucu olarak diyebilirizki, S** ile S** N(S*)* arasinda bir

bagka altmodiil yoktur.



116

ALp

S;..p. n(s)\.,p. )_L )

bolim modiilii sifir veya indirgenemezdir.

Teorem 4.3.14 (

A

ghe (s Ap )l )

={0} ve

. I U
Ispat: Kabul edelimki ( (S’“’“ ™) L),

Sht
in bir altmodiilii olsun, Bu durumda S N(S**)* cUc S™* diir.

(S Au n(s A )J. )
Halbuki yukandaki teoremin sonucu olarak biliyoruzki U=S** veya
U=S" N(S**)* dir.

U _ g+
Sk,p n(sk,p, )L) - (Sk.p, n(sk,p. )L )

U=S"*=
(

-{0)

8)
U= Au Apyl
4 N™)" = ey

gha
(S AR n(s Al ) 1

dir. Dolayistyla, ) indirgenemezdir.

Lemma 4.3.15. t bir (A, 1) -tablo olsun. Bu durumda
@) KX, =|C,[K,
@ii) K.e, =|C/Je,

dir.

Ispat: (i)

(o) T

aeC, neC,



117

= zsgﬂ(ﬁ)sgn(n)cm, on =1 dersek

o,neC,

= ) .sgn(o)sgn(e™'t)t

a,teC,

= Z Z sgn(T)T

et
=le .
dir.
(i) K¢, =K K, {t} =|C [K, {8} =[C,|e, dir.

Lemma 4.3.16. t bir (A, ) ~ tablo ve t' de bir-(A',p') ~tablo olmak {izere
kabul edelimki A > |A| olsun. Bu durumda

M K, {t}=0
(i) K,e, =0
dir.

Ispat: () (M >{A{ ise bu durumda t, da goziken enaz bir a sayis1 vardir
oyleki, Fa da t',. de gozikir. Buradan (a,-a) eC, R, dir. Boylece Jemma 4.3.9

un ispatinda oldugu gibi K {t'} =0 elde ederiz.

(ii) Ke.=KK{t}= ( > sgn(o‘)oJ( >, sgn("c)'c] {1}

aeC, teCy

(i) den (a,-a) €C, oldugundan {(1),(a,~a)} altgrubunun C, igindeki koset

temsilcilerini ©,,...,0, olarak segersek,
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C. = {cl,...,ck,cl(a,—a),...,ck(a,—-a)},

K.e. = (Sgn(o'l )o,+..+sgn(c, )0, — sgn(o,)o,(a,-a)—..~ sgn(c, )o, (a,—a)) ngn(t)'t{ t}

TeCyp

= (sgn(o,)o, +.. +sgn(0, )0, () - (a,-2)) 2 sen(D)eft’}

teCy
(i) den (a,-a) €R, oldugundan {(a,—a)‘ct'} ={tt'} dolayistyla K,e, =0 dur.

Lemma 4.3.17. |A|>|A] olmak tizere kabul edelimki skalarlarin cismi Q ve

6 eHom(S™*,S$**") olsun. Bu durumda 6 =0 dur.

Ispat: t bir (A,u) -tablo ve t' de bir (A',u')-tablo olsun. Bu durumda a, €Q

olmak iizere 6(e,) = 0 .e, € S**" diir. Lemma 4.3.15 ve 4.3.16 y1 kullanirsak,
[c.Joce.) =8qC Je,) =0(K ) =K B(e,) =K, X e, = 20, K,e, =0

|C,| #0ve CharQ=0 oldugundan O(e,))=0 dir. 6 bir Q[On] - homomorfizma

oldugundan her s e S™* icin O(s) = 0 dolayisyla 6 =0 dir.

Bu lemmadan su sonucu gikarabiliriz, [A|>[A] iken 8 =0 olup 6 birebir degildir
dolayisiyla S™* ile S** izomorfik degildirler.

Onerme 4.3.18. |A|=|A| olmak tizere kabul edelimki, skalarlarin cismi Q ve
0 (S**,M**) elemam sifirdan farkh olsun. Bu durumda (A,u)>(A',u') ve eger
(A1) =(M',u')ise O birimin bir skalar katidur.

Ispat: 6 20 oldugundan bir e, baz vektori vardir dyleki 6(e,) # 0 dur.

Rasyonel sayllarla birlikte <,> bilineer formu bir iggarpim oldugundan,
MM = ™ @ (S**)" dir. Bundan dolayt 8((S™*)*)=0 alarak 6 y1 Hom (M**,M**')

niin bir elemanina genisletebiliriz. Béylece 6 (A,u)- tabloidler tizerinde lineer olmus
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olur.
= 0=0(e,) =0(K,{t}) = K,6{t}

oft} eM**' oldugundan o, eQve {t'i} ler  (A',u')-tabloidler olmak iizere

o({t}) = §ai {t.} dic.

=0+0(e,) = Kt(;ai{ti'})
= Zi:cztiKt {ti'} #0

= Jiigin K {t,}=0 )

Simdi iddia ediyoruzki, her a sayis1 igin a t, da gozikiir ise +a da t',, de

gozikur. Eger bu olmazsa t, gozilken enaz bir a sayws: igcin Fa t',, de gdzikir.

Dolayistyla Lemma 4.3.9 un ispatinda oldugu gibi her i i¢in K,{ti'}=0 elde ederizki bu

(1) ile geligirr O halde iddiamiz dogrudur. Béylece Lemma 4.3.10 geregince
(A, (M, 1) dir.

Eger (A,u)=(A\',p') ise bu durumda chi{ti'}eM""“EM’L'ju ve Sonug

4.3.12 den K,(Zai {ti'}) , €, nin bir katidir. Yani bir o skalan igin

0(e,) = K'(z.: ai{ti'}J =qe,

dir. Simdi O mn S™* deki keyfi baz elemanlan tizerindeki etkisine bakalim. Her 6 €O,
icin,

0(e, ) =0(ce,) =00(e,) = o(ae,) = aoce, =ae,,
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Béylece a €Q olmak lizere 6 = ol dir.

Teorem 4.3.19 (A,) n nin bir parcalanma ¢ifti ve F=Q olsun. Bu durumda S**

ler biitiin indirgenemez F[On] - modiilleri verir.

ispat: F=Q ise kolayca gosterilebilicki S™*N(S**)* ={0} dirr Buradan
Sk,l-l

(Sx,p n(sx,p ).L )

=S 2{0} ve Teorem 4.3.14 den S™* indirgenemezdir. O halde

(A1) n Gizerinde degistikge S™* ler tiim indirgenemez F[O,,]-modﬁlleri verir. Fakat

bunlarin bazilan izomorf olabilir onun i¢in hangi durumlarda izomorf olup olmadiklarim

inceleyelim.

Eger |A|>[A| ise bu durumda Lemma 4.3.17 den S** ile S™*izomorfik
degildirler.

Eger M =|A]ve ™ =S¥ ise bu durumda $** ¢ M** olmak iizere sifirdan
farkh bir 6 € Hom(S**,M**") mevcutdur ve Onerme 4.3.18 den (A, pw)>(A',p') dir.

Aym digiinceyle [A]=[A| ve S*' =S™* alrsak S™ oM™ olmak iizere
stfirdan farkli bir 0'eHom(S**,M™*) mevcutdur ve yine Onerme 4.3.18 den
(A, 1" )e(A, 1) dir.

Boylece |A =|A1] ve $™* =S = (A, ) = (', n') elde ederiz.
4.4. Specht Modiiller I¢in Bir Baz

Tamm 4.4.1. t bir (A,p)-tablo olsun. Eger t nin bilesenlerinin herbirisi pozitif

tamsayi, t, ve t, nin ikisi birden standart tablo ise, t ye standart bir tablo denir.

Eger {t} denklik simfi iginde standart bir (A, ) - tablo mevcut ise {t} tabloidine

standartdir denir.
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Eger t standart (A,u) - tablo ise e, polytabloidine standartdir denir.

Ornegin, eger (22,21),7 nin bir pargalanma ¢ifti ise bu durumda

(2 4 1 3)
bW=s 6. 7
standart bir (22,21) - tablo, fakat
(—1 2 -3 5)
L= 6 4, 7
standart degildir.

Teorem 4.4.2. {e |standart bir (A1)~ tablo} kiimesi S™* icin bir bazdir, S**

niin boyutu, standart (A, ) - tablolann sayisina esittir.

Bu teoremin ispatim iki asamada yapacagiz. Once bu kisimda bu kiimenin

lineer bagimsizlifim ve kisim 4.5 de ise bu kiimenin S™* yii gerdigini gosterecegiz.

t=(t,,t,) bir (A,u)- tablo olsun. Itul ye t, niin modilii diyecegiz yani, eZer

t, = (1,0, ) ise bu durumda |t,|= (t, G, D)) dir.

Ornegin;
-1 2 5 125
t, =4 -6 ise  |t,|=46
-3 3
dir.

Verilen herhangi bir t=(t,,t,)- tablosu igin m, (t,) ile t, nn ik r

satinndaki i(i=7F1,...,¥n) ye esit veya i den kiigiik olan elemanlann sayisim ve
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n, (t,) ilede Itul niin ik r satinndaki i(i=1,...,n) ye esit veya i den kiigiik olan

elemanlann sayisim gosterecegiz.

Tamm 4.4.3. (A1) n nin bir pargalanma ¢ifti olmak uzere {t} ve {s}
herhangi (A,u) -tabloidler olsunlar. Bu durumda,

(a) Eger agagidaki sartlardan herhangi birisi gergekleniyorsa bu durumda

{tl}g{s,.} dir.
(D) Egert, min baz bilegenleri negatif fakat s, nin biitiin bilesenleri pozitif
ise (Bu halde {tl} < {sl} dir))
(II) Eger her i(i=7%1,...,¥n) verigin m_ (t,) < m, (s, ) ise.
(b) Eger her i(l1<i<n) ve r igin n,(t,)<n,(s,) ise bu durumda

{r }ﬂ{s»} dar.

Boylece {t,_}g{s,.} ve {t,1 }g{s“} ise {s} biyiktir {t} denir ve {t}<{s} il

gésteﬁlir.

Ornck 4.4.4. i (—14 37) (-73 —51)
mek 4.4.4. (i) t = 52 7 6 ve s= 62 4

(2%,21) tablolar olsunlar. t, ve s, negatif bilegenlere sahip oldugundan (m;, (tl)) ve
(mir (sl)) matrislerine bakmaliyiz. Boylece 14 satir ve 2 siitunlu (mi, (t JL)) ve

(m, (s,)) matrisleri asagadaki gibidir.
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0 0 11
00 1 2
0 0 1 2
00 1 2
0 0 1 2
0 0 1 2
1 1 1 2
(my (t,) = 1 1 (m;(s))) = 1 2
1 2 1 3
1 2 2 4
2 3 2 4
2 4 2 4
2 4 2 4
2 4 2 4

Dolaysiyla her i(i = ¥1,...,¥7) verigin m,(t,) < m,(s,) oldugundan Tamum

4.4.3. (a), (II) geregince {t 1} < {sA} dir.

Simdi 7 satir ve 2 siitunlu (n, (t,)) ve (n,(s,)) matrislerini yazaltm.

i

N N N e e pa

(0, (t,)) = (n;(s,))

DN e oyt i = OO
W N = o= - O O
W W W N r= e s

Buradan her i(1<i<7) verigin n,(t,) < n,(s,) oldugundan Tanim 4.4.3

(b) geregince {tp } < {sp} diir.

Boylece {t ,_} < {sx} ve {t“} < {su} olup Tamim 4.4.3 geregince {t} < {s} dir.
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(ii) (0,2?) 4 un bir pargalanma ¢ifti olsun. Bu durumda biitiin (0,2%)-

tabloidleri g6zéniinde bulundurdugumuzda agagidaki dallanmay: elde ederiz.

&
T

_ 34
2
t bir (A,pn)- tablo olsun. Kabul edelimki a=Fk, b=F (1<k,{<n) ve

Y = A (veyap ) olmak iizere, t, mn a p.satirina ve b de q. satirna ait olsun.

Eger y=A ve a <b ise bu durumda m,(t,) mn tammindan asagidaki esitligi

elde ederiz.

, q<r<pvea<i<bise
mh((a,bX—a,—b)tl)— m,(t,)=9-1, psSr<qveasi<bise
0, diger hallerde
Eger y=p ve k </ ise bu durumda n,(t,) nin tammndan asafidaki esitligi elde

ederiz.
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, q<r<pvek<i</{ise
ni,((a,b)(—a,—b)tu)—n&(tu)r- -1, psr<qvek<i</ise
0, diger hallerde

Lemma 4.4.5. {t} bir (A,u)- tabloid olsun. Kabul edelimki,

a=7Fk, b=F£ (1<k,£<n) olmak lzere t, da a b den daha alt satira ait olacak

sekilde ab sayillan goziiksin. Eger asagidaki sartlardan birisi gergekleniyorsa bu
durumda {t} < (a,b)—a,—b) {1} dir.

() y=A vea<bd

(i) y=pn ve k</?

Ispat: t, mn a p.satirna ve b de q.satirma ait olsun. Bu durumda hipotezden
q<pdir.

Eger (i) ger¢ekleniyorsa bu durumda yukandaki esitlikten her i(i =¥1,...,%n)
ve r i¢in  m(t,)<m, ((a, b)(—a,—b)tx) olup Tamm 443 gereince
{tx} <(a,b)(-a,-b) {t,y} dir. Diger taraftan (i)durumunda t, de herhangibir degisiklik

olmayacagmmdan {t} < (a,b)(—a,~b){t} dir.

Eger (ii) gergekleniyorsa bu durumda yine yukandaki ikinci esitlikten her
i(i=1,...,n) ve r igin n,(t,)<n,((a,b)}(-a,~b)t,) olup Tamim 4.4.3 geregince
{t,} < (ab)X-2-0ft,} dir. Aynca (i) durmunda t, da herhangi bir degisiklik
olmayacagindan {t} < (a,b)(—a,~b){t} dir.

Senug 4.4.6. Eger t standart bir tablo ve {s} e, de goziiken bir tabloid ise, bu
durumda {s}<{t} dir.

Ispat: © C, olmak tizere s=nt olsun. Bu durumda {s} = n{t} oldugundan
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{s} e, de gozikiir. Eger n=(l) ise ispat agiktir. w# (1) ise bu durumda C, nin

tammindan t €S, ve t, da goziken heriigin o = I-IWi €C; olmak tizere, =07t

1

dur.

(A)Eger t=(1) ise 7n=0 ve s=ot dir. ¢ tammu geregi t, daki baz

bilesenlerin isaretlerini degistirir dolayisiyla s, da bazi negatif bilesenler vardir.

Halbuki t, standart oldugundan Tamm 4.4.3 (a), (I) geregince {sl }3{%} dir. Diger

taraftan ¢ t, de herhangi bir degisiklik yapmayacagindan {sp} = {t“} diir. Boylece

Tamm 4.4.3 den {s}<{t} dir.

(ii) Eger c=(1) ise m=1tve s=1t dir. Buradan s standart degildir. Bundan
dolayr ¥y = A (veya p ) olmak iizere s, nin aym siitununda a,b den daha alt satirda ve

a<b olacak sekilde ab pozitif tamsayilan vardir. Lemma 4.4.5 geregince
{s} <(a,b)(—a,~b){s} dir. Gosterilebilirki (a,b)(—a,~b){s} e, de gozikiir. Boylece
3.boliimdeki Lemma 3.5.5 in ispatinda oldugu gibi tiimevanm yoluyla {s} < {t} elde

ederiz.

(iii) Eger 1,0 = (1) ise =01 ve s=mt dir. Bdylece o mn tammindan (i) de
oldugu gibi s, mn baz bilegenleri negatifdir. Dolayisiyla Tanim 4.4.3 (a) (I) den
{sl} < {tl} dir. Ayrica Tt nun tammindan (ii) de oldugu gibi {s“} < {tp} olup tanim
4.4.3 den {s} «{t} dir.

Tanmm 4.4.7. (A,<) kismi sirali bir kiime olsun. Eger her ¢ €A igin b>¢

olacak gekilde bir b €A varsa bu b elemanina maksimum eleman denir. Eger ¢ > b

olacak sekilde bir ¢ € A mevcut degilse b ye maksimal eleman denir.

Not: t standart ise {t} e, de gozilken maksimum tabloiddir. Gergekten e, de

gozitken her {t,} tabloidi igin Sonug 4.4.6 dan {t, }<{t} dir.



127

Lemma 4.4.8. v.,v,,...,v, M"" niin elemanlan olsunlar. Herbir v, igin v,

de goziken bir {t,} tabloidini segebilecegimizi kabul edelim. Oyleki;
(i) {ti} , v; de goziiken maksimum tabloid ve

(ii) Batin {t i} ler bibirinden farkh olsuntar.

Bu durumda v,,v,,...,v, lar F tizerinde lineer bagimsizdirlar.

ispat: {ti} ler arasinda maksimal tabloidi {tk} olarak segelim. Bu durumda
(1) ve (ii) sartlan {tk}mn sadece v, da gbzﬁktﬁgﬁﬁﬁ garanti eder. Gergekten eger
Ji <k igin {t,} v, de gozitkseydi bu durumda (i) ve ii) den {t, }<{t.} olurdu bu ise

{t.} nin maksimalligine celiskidir.
Simdi ¢,,¢,,...,c, €F olmé;k lzere,
¢, v, +¢,v,+. . +¢c, v, =0
olsun. Ispat: k {izerinden tiimevarimla yapacagiz.

k=1 igin ¢,v, = 0 olsun. (i) den {t, } kesinlikle v, de goziikir fakat {t,} hari

diger tabloidierde v, de gbziikebilir. Yani a, #0 olmak lizere

vy =t e e i)

dir. Boylece c,a, {t,}+cla2 {t2 }+...+c,a,‘_l {tk_,} =0 ve {ti} ler birbirinden farkh
lineer bagimsiz tabloidler oldugundan ve a, 20 oldugundan ¢, =0 dir. O haldek =1
hali dogrudur.

k=m-1 igin v, lerin lineer bagmsiz oldugunu kabul edelim. Yani

c,Vy+¢,V,+. . 4c, v, =0 iken ¢, =¢, =..=c_,_, =0 olsun.

m-1
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k=m igin v, lerin lineer bagmsiz oldugunu gosterelim. Yani
c,V, +C,v,+..4+c, v, =0 iken ¢, =c,=...=c, =0 olduSunu gosterelim. Bastaki
secimimizden {tm} nin sadece v, de goziktifini biliyoruz. Dolayisiyla
c,V, +C,v,+..+c, v, =0 yaziiginda {tm} yi yok etmenin tekyolu c¢_ =0 olmasidir.

Buradan ¢,v,+.4c, v, +c. v, =0 iken c_ =0 olup k=m durumundaki yazli

¢V, +...4Cy V., =0 formuna gelir.

Halbuki timevanim kabuliimiizden biliyoruzki c,v,+..4c_ v, , =0 iken

¢, =...=Cph,=0drr
Boylece c¢,v,+.+c,v,=0 iken ¢, =.=c =0 olup v,,...,v, lineer
bagimsizdir.

Onerme 4.4.9, {etlt standart bir (A,p)- tablo} kiimesi F iizerinde lineer

bagimsizdir.

Ispat: t ler degistikge e, ler M™* niin elemanlandir. t standart oldugundan

{t} e, de gozitken maksimum tabloiddir. Ayrica t ler farkh standart tablolar: tararken
{t} "lerde birbirinden farkli tabloidlerdir. Béylece Lemma 4.4.8 den {e,lt‘ standart bir

A,n)— tablo} kiimesi F tizerinde lineer bagimsizdir.

4.5, Garnir Bagintilar:

Bu kisimda standart (A,p)- polytabloidlerin S** yii gerdigini gosterecegiz.
Yani eger t herhangi bir (A,pn)-tablo ise, bu durumda e, standart (A,p)-

polytabloidlerin bir lineer kombinasyonudur.
Simdi t nin Garnir elemanini belirlemek i¢in agagidaki bagintilan verelim.

Lemma 4.5.1. t bir (A,u) - tablo olsun.
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(i)t nin aym siitununa ait olan a ve b sayilan igin, (a,b)(-a,-b) , C, nin

mertebesi 2 olan bir altgrubunu iiretir. Boylece,
((1) + (a,b)(—a,—b))et =0 (alterne bagintist)
dir.

(i) t tabloidindeki bir a sayst igin, a t,ya ait ise B=1 ve a t, ye ait ise

B =-1 olmak tizere,
((1) + B(a,—a))e‘ =0 (isaret degisim bagintisi)

dir.

ispat (i) (a,b)(~a,-b)eC, oldugundan ve Lemma 4.3.3 (v) den
(a,b)(—a,—-b)e, = sgn((a, b)}(—a,~b))e, = —e, dir. Buradan

(D) +(a,b)(—a,~b))e, =, ~¢,=0
dir.
(ii) Eger a, t, ya ait ise bu durumda f =1ve (a,—a) €C,oldugundan Lemma
4.3.3(v) geregince
((1) + (a,b))e, =e, +sgn((a,—a))e, =e, —e, =0
dir.
a t, ye ait olsun. oncelikle © eC, olmak uzere n™'(a,~a)n = (n"'a,~7'a)

olup (a,~a)w=n(r""a,—n"'a) dir. Aynca meC, olmak izere m'a t, ye ait

oldugundan (n™'a,-~n'a) €R, dir. Bunu ve bir iist satirdaki esitligi kullamrsak her

c; €C, i¢in
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(a,-2)e, = (a,—a)il sgn(o,)o, {1}

=sgn(o, a,~a)o, {t}+...+ sgn(c, X(a,-a)o, {t}
=sgn(0,)o,(c;'a,~0'a){t}+.. +sgn(o, )0, (07 'a,~c " a){t}

= sgn(o,)o, {t}+...+sgn(o,)o, {t}

= isgn(oi)ci{t}

olup buradan
M- (a:_a))et =€, - (a,—a)e‘ =e,—e, =0
dir.

Hatirlatma 4.5.2. Yukandaki lemmadan dolayi1 O, de isaret degisim
bagintisyla t nin herhangi bir negatif bilegenini pozitif yapan ve alterne bagintisiyla t
nin situnlanim standart yapan elemanlar bulabiliriz. Boylece t de negatif bilesen

kalmaz ve t nin biitiin siitunlan standart olur.

1 3 S

6 .
4 -2 7 ] olarak alirsak bu durumda isaret

Ornek 4.5.3. Eger t =(
degisim bagintisiyla, ((1) + (2,—2))e , =0 olup

R LN R

ve alterne bagintisiyla
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((1)+(2,3)(—2,—3))e(13 9 = 0

* 7

olup,
I TP - SE R ()
dir. Boylece
e =——e€ =¢
| ( % 3‘JJ .
dir.

Simdi O, nin grup cebirinde, verilen herhangi bir e, polytabloidini sifirlayan
elemanlan bulmak istiyoruz.Bunun igin t bir (A,pt) -tablo olsun 6yleki; t nin bilegenleri

isaret degigim ve alterne bagintilariyla yeniden diizenlenmis olsun. Kabul edelimki,
k=1 veya 2 olmak iizere t, t(i,j,k) ve t(i,j+1,k) bilesenlerine sahip olsun.

A,t nin j. situnundaki t(ij,k) da dahil olmak iizere t(ij,k) dan itibaren
asagidaki bilegenlerin kiimesi olsun.

B,t nin (j+1). siitunundaki t(i,j+1,k) da dahil olmak iizere t(i,j+1,k) dan itibaren
yukarnidaki bilesenlerin kiimesi olsun.

Yeni I ve J indis kimeleri olmak tzere A={a/liel} ve B={b;jeJ]
olsunlar. Bu durumda S, ,S;,S,,; O, nin altgruplandir. Son olarak o,,0,,...,0,’ler

S,xS; nin S, i¢indeki koset temsilcilerini gdstermek iizere,
Sap =U0,(8,x85) ve Gy p = 2. sen(o;)o;
- =

olsun.
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Tamm 4.5.4. G, ; elemanina t nin bir Garnir eleman denir.

Hatirlatma 4.5.5. (i) Eger A ve B nin elemanlan t, ya ait ise bu durumda
S.>Sy ve S,;n O, nin sirasiyla AB ve AUB tizerindeki permiitasyonlan tarafindan
uretilen altgruplandir. Aynca S,,; nin biitlin nagatif permiitasyonlar tarafindan
tiretilen altgrubu aym zamanda S,xS, ninde bir altgrubu oldufundan negatif
permiitasyonlar S,xS; nin S, icindeki koset temsilcileri olamazlar. Baylece biitiin

o,,...,0, koset temsilcileri pozitif permiitasyonlardir.

(ii) Eger A ve B nin elemanlan t, ye ait ise bu durumda S,,S; ve S, O,
nin sirasiyla AB. ve AUB iizerindeki pozitif permiitasyonlan tarafindan iiretilen

altgruplandir.

(iii) 0,,...,0, koset temsilcileri tek degildir. Fakat bu koset temsilcileri

o,t,...,0,t lerin siitunlan agag: dogru artan olacak sekilde segilmelidir.

1 3 56

Ornek 4.5.6. t=( Ay )olsun. Bu durumda Omek 4.5.3 den

biliyoruzki e, = e(12 56 dir.

43 7

Eger A={4},B={23} ve S,xS, nin S, icindeki koset temsilcilerini
(1),(3,4)(-3,-4),(2,3,4)(-2,-3,-4) olarak segersek bu durumda,

G, 5 =(1)-G,4)(-3,-4)+(2,3,4)(-2,-3,-4)
olur.

Simdi H, O, nin herhangi bir altkiimesi olsun. Bu durumda H

H= Z sgn(c)o

oeH
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seklinde tamimlamr. Eger H = {o} ise bu durumda H yerine & =sgn(c)o yazariz.
Lemma 4.5.7. H, O, nin bir altgrubu olsun.

(i) Eger (a,b)(-a,-b) pozitif transpozisyonu i¢in (a,b)(-a,-b) €H ise bu
durumda k F[O, | olmak tzere H = k(1) ~ (2,b)(~a,~b)) dir.

(ii) Eger y = A (veya p) olmak iizere a,b t, mn aym satirina ait olacak sekilde

t bir (A, )~ tablo ve (a,b)(-a,-b) €H ise bu durumda H{t} =0 dir.

fspat (i) H nin K = {(1),(a,b)(~a,~b)} altgrubunu gozoniine alalm. K nin H

igindeki koset temsilcilerini G,,...,6, olarak segersek,
H=UoK
dir. Fakat H={o,,...,5,,5,(2,b)(-a,-b),...,0,(a,b)(~2,~b)}, olup

H= Zd:{sgn(c)o

= sgn(o, )o, +...+sgn(c, )o, — sgn(c,)o,(a,b)(—a,~b)-,...,~sgn(c,)o, (a,b)(~-a,~b)

= sgn(c,)a, (1) - (a,b)(=a,~b))+..+sgn(s,)o, (1) - (a,b)(~2,-b))

- Z sen(o,)a, (D) - (a,b)(-2,-b))

= }_;ai((l) - (a,b)(~2,~b))
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=k - (a,b)-2,-b)) , k= 's 5, eFo,]

dir.

(ii) Hipotezden (a,b)(-a,-b) €R, olup (a,b)(-a,-b) {t} = {t} dir. Diger taraftan

(a,b)(-a,-b) €H ise H= k((l) - (a,b)(—a,—b)) dir. Boylece,

H{t} = k(1) - (2, b)-a,~b))t} = k{{t} - {t}) =0
dir.

Onerme 4.5.8. t bir (A,1)—tablo ve A B kiimeleri t nin Garnir elemaninin
tammindaki gibi olsunlar. Eger |A UB| t nin j. siitunundaki elemanlarin sayisindan

biiyiik ise bu durumda G, ze, =0 dir.

ispat: S, xS;= D sgn(c)s ve S, ;= ngn(c)c olsun.

oeS, xSy oeS, p

Herhangi o €C, elemamm gozoniine alalun. Eger A ve B nin elemanlan t, ya

ait ise bu durumda hipotezden a,b € A UBpozitif tamsayillan mevcuttur Syleki,

c=Fa, d=Fb olmak iizere c,d ot, nin aym satirina aittir. Béylece Hatirlatma 4.5.5.(i)

den (c,d)(-c,-d) €8S, ; dir.

Eger A ve B nin elemanlan t, ye ait ise bu durumda hipotezden a.b e AUB
pozitif tamsayilan mevcuttur Oyleki, ab ot niin aym satmna aittir. Boylece

Hatirlatma 4.5.5(ii) den (a,b)(-a,-b) €S, ,dir.

y=XA (veya u) olmak iizere A ve B nin t, da goziiken elemanlanna goére
(c,d)(-c,-d) veya (a,b)(-a,-b) aym S, , grubuna aittir.Dolayisiyla Lemma 4.5.7 de H

yerine S, , vet yerine ot alirsak, S, ;{ot} =0 dir. Bu K, de goziiken her o igin
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gegerli oldugundan S, ze, =0 dir.

Simdi S,xS, nin S, 5 igindeki koset temsilcilerini ©,,...,0, olarak segersek

budurumda S, g = kI)l G ,;(S,xS;) dolayisiyla, S, 5 = G, pSAxS, dir.
J:
S, xS, c C, oldugundan S,xS; K, nin bir bilesenidir. Bundan dolay:
S, xSpe, = |S,xS;le,

dir. Gergekten,

S,xSze, = ngn(cs)cet , o €C, lemma 4.3.3.(v) den

oS, xSy

= Y sgn(c)sgn(o)e,

OES, xS
= |S AxSBIet

Boylece

0=S, ¢ = Grp5,%5,6, = G5 [S,XSsfe, = |8,%85/Ga se
=G,pe, =0

dir.

" 13 56 "
Ornek 4.5.9. t=( 4-2 7 ) olsun. Ornek 4.5.3 den e, = e(lz

12 56 "
t'= ( 43 0 7 ) dersek Ornek 4.5.6 dan t' i¢in Garnir elemam

GA.B = (1) - (3:4)(—37—4) + (273 ’4)(—27—37—4)

43
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olup, Onerme 4.5.8 den G, ye, =0 dir. Boylece,
€ = €p = €y ~ €2,34x-2.-3.~4)

G I

drr.
Tanmm 4.5.10. t, ve t, herhangi iki (A,w) -tablo olsun.Bu durumda,
t, ~t, & nt, =t, olacak sekilde bir = €C, varsa.
Seklinde tanimlanan "~" bagntis1 bir denklik bagmntisidir.

Bu denklik bagintist sonucu ortaya ¢ikan denklik simiflanna siitun (A, p) -

tabloid ad: verilir ve bir t (A, ) -tablosunun siitun denklik sinufi [t] ile gosterilir. Yani,
[t]= {sl bir © €C, igin s= m}

seklindedir.

Verilen herhangi bir t=(t,.t,) tablosu i¢in m'; (t,) ve n', (t,) yii soyle

tammliyoruz.

m', (t,)=" ‘tx| mn ilk r situnundaki i(i=1,2,..., n) ye esit veya i den kigik

olan elemanlarin sayis1.”

n', (t,)="t, niin ilk r sttunundaki i(i=¥1, ¥2,... ¥n) ye esit veya i den

kiigiik olan elemanlarin sayisi.”

Tamm 4.5.11. (A,p),n nin bir pargalanma ¢ifti olmak iizere [t] ve [s]
herhangi siitun (A, ) -tabloidler olsunlar. Bu dururumda
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(a)Eger her i (I1<i<n) ve r igin m', (t,)<m', (s,) ise bu durumda
[t,‘]g[s,.] drr.

(b) Eger asagidaki sartlardan herhangi birisi gergekleniyorsa bu durumda
[t " ]s[sp] dir.

(D) Eger t, niin baz1 bilegenleri negatif fakat s, niin biitiin bilesenleri pozitif ise

(®Bu halde [, ] <[s,] dur)

(ID Eger her i(i =¥1,...,¥n) verigin n', (t,)<n'; (s,) ise.

Boylece [t,‘]_g[s,‘] ve [tu]g[s“] ise [s] biyiktir [t]denir ve [t]<s] ile

gosterilir.

“ 34 -15 1-3 -45
Ornek 4.5.12. t= 5 , ve s=|, , (21,2)-tablolar

olsunlar. Bu durumda 5 satir ve 2 siitunlu (m'; (t,)) ve (m',(s,)) matrisleri

asagidaki gibidir.

(m () = (mg(s)) =

N N DN = O
W W N = O
N N NN =
W W W N —

Dolayistyla her i(1<i<5) ve r igin m', (t,)<m', (s,) oldugundan tamm
4.5.11.(a) geregince [t,‘] < [51] drr.
Simdi t, ve s, negatif bilesenlere sahip oldugundan (n', (t,)) ve(n'; (s,))

matrislerine bakmalyiz. Boylece 10 satir ve 2 situnlu n', (t,) ve (n';(s,))

matrisleri asagidaki gibidir.
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(g (t,) = (n;(s,)) =

e e et e = OO O O
[\ I e T = T o T T oo ]
Pk ek et ek e et e e D
N rm e e e e e = O

Dolaysiyla her i(i=¥L,...,¥5) ve r igin n', (t,)<n'; (s,) oldugundan

Tamm 4.5.11 (b).II geregince [tu] <l[S“] dir.

Boylece [tlld[sx] ve [tp]<1[sp] olup Tamm 4.5.11 den [t] <[s] dir.

Lemma 4.5.13. [t} bir situn (A,p) -tabloid olsun. Kabul edelimki, a=Fk,
b=F £ (1<k,{<n)olmak iizere t, da a b den daha soldaki siituna ait olacak gekilde

a,b sayilan goziiksiin. Eger agagidaki sartlardan birisi gergekleniyorsa bu durumda
[t] < (a,b)(-a,-b,)[t] dir.

@ y=Avek>{
(ii) y=n vea>b

ispat: t, mn a p. siitununa ve b de q.sGtununa ait olsun. Bu durumda

hipotezden p < q dur.

1,psr<qvef<i<k
m'; ((a,b)(—a,-b)t,)—m', (t,)={-1, q<r<p ve £<i<k
0, diger hallerde
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l,p<r<qveb<i<a
', ((a,b)(—a,-b)t, ) -n', (t,)=1—-L q<r<pveb<i<a
0, diger hallerde

esitliklerini kullanarak Lemma 4.4.5 in ispatndaki yontemle bu lemmayida kolayca

ispatlayabiliriz.
Teorem 4.5.14. {etlt standart bir (A, u)—tablo} kiimesi S™* yii gerer.

Ispat: t herhangi bir (A,u)- tablo olsun. Bu durumda Lemma 4.5.1 ve

Hatirlatma 4.5.2 den dolay: t yi daima biitiin bilegenleri pozitif ve artan siitunlara sahip

olarak kabul edebiliriz.

Kabul edelimki t standart olmasin. Bunun an]amn y=A(veya p) iken t,

standart degildir. Timevanim hipotezi olarak kabul edelimki [s]>[t] iken e, standart
polytabloidlerin bir lineer kombinasyonu olarak yazilabilsin. Sonra aym seyi e, igin

gosterelim.

Eger t nin t, kismi standart degilse bu durumda t, da enaz komsu iki j ve
(+1) situnlan vardir 6yleki, bu siitunlann bilegenleri sirasiyla a, <a, <..<a, ve

b, <b, <..<b,_ olmak iizere bir i i¢in a; >b, dir. Boylece t, icin asafidaki durum

s6zkonusudur.
a, b,
A A
aZ b 2
A 2
A
a; > b,
N
A :
ai+l A
b q
2
A
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A= {ai,am,...,ap}ve B= {bl,...,bi} olarak alalm ve bunlara kargihk gelen Garnir

elemanim g6zoniinde bulunduralim.

Garnir elemam G, ; = ngn(c)c olup Onerme 4.5.8 den G, ze, =0 dir. Boylece,

e, =— 2, sgn(c)oe, =~ D sgn(ce,

o#(1) o=(1)

olur. 6#(1) ve o larS,xS, nin S, , icindeki koset temsilcileri oldugundan

o ¢S,xS; dir. Dolayisiyla ¢ mn 6=0,...0, transpozisyonlanin garpmm olarak

b 4

yazihginda kesinlikle enaz bir o; elemam o;=(a;,b,)(-a;,-b,) (i<j<p,l<k<i)
formundadir. b, <b, <..<b; <a; <..<a, oldufundan ve Lemma 4.5.13
den(a;,b,)(~a;,-b,) [t]>[t] dir. Fakat c=0,...0, yazihsinda baz1 o; ler S, veya
S, de olabilir bu halde o,[t]=[t] oldugundan bir sikintimiz olmaz. O halde [ot]>[t]
dir. Buradan tiimevanm hipotezinden dolay1 e, standart polytabloidlerin bir lineer

kombinasyonu olarak yazilabilir.

€ == Z sgn(c)em

ox(1)
oldugundan e, de standart polytabloidierin bir lineer kombinasyonu olarak yazilabilir.

Eger t nin t, kismi standart degilse aym yolla e, yi standart polytabloidlerin

bir lineer kombinasyonu olarak yazabiliriz.

Boylece herhangi bir t igin e, standart polytabloidlerin bir lineer

kombinasyonu olarak yazlabildiginden S** deki herhangi bir eleman standart

polytabloidlerin bir lineer kombinasyonu olarak yazilabilir.

Sonug olarak {etlt standart bir (A, u)—tablo} kiimesi S*™* yii gerer.
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Ornek 4.5.15. n =2 igin O, hyperoctahedral grubunu gézéniine alahm. O,

nin eglenik simflar,
c, ={w}, ¢, = {(,-1x2,-2)}, ¢, = {(,-1).(2.-2)},
C, = {(12)-1,-2),(1,-2)(-1,2)}, C, = {(1,2,-1,-2),(2,,-2,-1)}
dir.

F, karakteri sifir olan keyfi bir cisim olsun. i=1,2,3,4,5 igin MMk F[Ozl-

modiil oldugundan karakteri y; olan T, matris representasyonlar vardir.

T®, i=1,2,3,4,5icin x" karakteriyle S** Specht modiiliine kargilik gelen

matris representasyonu olsun.

2388 2 !
@@ (A,,1,)=(2,0)ise Boyy =~ =22 % 2 4 dur. Boylece,

MM = 8p{(12,4),(1- 2,0), (- 12,8), (- 1- 2,4)}

Ay
§oH "Sp{e(lzm}

lc, ¢, ¢, ¢, C,
Wl o1 1 11

Mz 22

21
(i) (A,,un,)=(130) ise Boyy = = T 8 dir. Béylece

w5 3308 59 (957 (F59)
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|c, ¢, C, C, C,
@1 1 -1 -1 1

2!
(iii) (A,,1,)=(L,1) ise Boy M**s = 2’:1,7 =4 diir. Boylece

MM = Sp{(1.2),(-12),2.1), (- 2,1)}

Asby
St = SP{e(l,Z):e(z.n}

lc, ¢, ¢, €, C
W2 -2 0 0 o0

2!
(iv) (A,,1,)=(0,1*) ise Boy M * = 2°.1—'1—'= 2 dir. Boylece

e a5
Yy - Sp{emg)}

|C, C C C C
Wl 1 -1 1 -1

2!
V) (A, 1) =(0,2) ise Boy M™*: = 2°.a =1 dir. Boylece

M+ = sp{(6,12)}

Sls,p.s = Sp{e(¢,12)}

1€ G C C, G
W@l1 1 1 -1 -1
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