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Matematik Anabilim Dal

Damisman : Dog. Dr. Ertan IBiKLI

Jiiri: Dog. Dr. Ertan IBIKLI
Prof.Dr. Mustafa BALCI
Prof.Dr. Kerim KOCA

Bu cahsmada; f(x,y), [0,1;0,1] birim karesinde tamimh ve siirekli bir fonksiyon olmak iizere, f(x,y)

fonksiyonuna bagh

n m .
B, wu(fix,y) = 3 Y fE,DCichx a-x" yla-y)™ ;esxy<
k=0j=0
Bernstein polinomlar dizisinin f(x,y) fonksiyonuna diizgiin yakmsakh@ ispat’ edilmigtir. Daha sonra
f(x,y) fonksiyonunun tam ve kism siireklilik modiilleri yardimiyla bu yaklasmanin iz
degerlendirilmistir. Burada f(x,y) fonksiyonunun tam siireklilik modiilit

o(f;6) = Max |f(xl,yl)—f(x2,y2)| olup x ve y degiskenlerine gore kismi

(x1-%2)* +(y;-y2)? <8
0Sxy.x2.y1.y251

siireklilik modiilleri sirasiyla

(1) )
o (f;0)= Max_ Max [f(xq,y)—f(x,,
(£50) ye[ﬂ.l]lxl—x:|sﬁl (1, y)=1(x Y)I

2) .
(0) f:8)= Max Max [f(x —f(x
(69 xe[ﬁ,l]lyl—y,_lgsl (x,y1)—£( ’y2)|
dir.

1999, 49 sayfa
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In this study, f(x,y) is a continuous function which is defined in [01 0,1} unit square and
Bernstein polynomials which is related to f(x,y) function;

By (f5%,) = 3 D0k, Lyckc o A=-x)"*yld~y)™? ; 0zxyst
k=0j=0

It is proven that Bernstein polynomials sequence is uniform convergent to f(x,y). Then by means
of full and partial continuity moduli of function f(x,y) rate of this convergence has been
evaluated. Where, full continuity modulus of function f(x,y) is

o(f;d) = Max

(x;—x; )2+(Y|"y;)2 <3
0Sx1.52.¥],¥251

and its partial continuity moduli with respect to x and y, are

[FCxp,¥1) —£(x2,Y,)|

oV(f;8) = Max. Max

ye [0y <3 lf(xl,)’) f(xz,Y)l

@2 (f;8) = Max  Max ]f(x ¥1)=£(x,y;)| respectively.
xe[0.1 ]|y ~y,[<8

1999, 49 pages
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1.GIRIS

Bernstein  polinomlart  matematigin  belki de en ¢ok aragtirnilmig
objelerindendir. Olusturuldugu 1912 yilindan bu yana bu polinomlara ait binlerce
makaleler ve kitaplar basiimasina ragmen, Bernstein polinomlan bugiine degin

matematikgilerin dikkat merkezindedir. Bu da Bernstein polinomlarinin 6nemini

gostermektedir.

Bir degiskenli Bernstein polinomlarimin  temel yapisi, a ve b pozitif

sayilar, n bir dogal say1 olmak iizere

n
(a+b)" = Y Cra*p"*
k=0

binom formiilii ile baghdir. Bu formiilde,xe[O,l] olmak iizere, a=x , b= 1-x

secersek

n
1= Z‘Crlixk(l—x)"_k - ¢))
k=0

Ozdesligini elde ederiz ve bu son O6zdeslik klasik Bernstein polinomunun temelini
olugturan bir formiildiir.
Kabul edelim ki f, [01] araliginda siirekli bir fonksiyon olsun ve yine
kabul edelim ki bu f fonksiyonunun [0,1] araliginm, x, kK k= 0120
n
rasyonel noktalarindaki degerleri belli olsun. Bundan yararlanarak

n
B, (f,x) = kzof(f)c,ﬁxk(l —x)"k )



polinomlarini olugturalim.

(2) formiiliinden goriildiigii gibi her belirli n dogal sayis1 igin By(f;x) bir
n mertebeli polinomdur. Bu polinomlara, [0,]]  araligma bagh Bernstein

polinomlart denir. Bu kadar basit bir yapist olmasina ragmen, Bernstein

polinomlar1 ¢ok 6nemli 6zelliklere sahiptir. Bu 6zelliklerden bazilarimi belirtelim :

1) Bernstein  polinomlarmin  katsayilari, verilen f fonksiyonunun rasyonel
noktalardaki dcgerleri ile baghdir vc bundan dolayr f fonksiyonuna B, (f;x)

Bernstein polinomlaninin doguran fonksiyonu denir.

2) Verilen f fonksiyonuna, B,f polinomlarim kargilik getiren kurala B, dersek,
B, : f(x) = Bu(f;x)

Buradan goriiliir ki B, her belirli n igin bir dogrusal operatérdiir.

3) C,lixk(l—x)"—k ifadesi  x E[(),l] i¢in pozitif oldugundan, goriiriiz ki [O,l]
arabginda f(x) 2 0 oldugunda B,(fix) de aym arahkta' Bu(f;x) 2 0 ozelligine
sahiptir. Dolayisiyla B, kurali siirekli pozitif f fonksiyonunu pozitif bir B.(f;x)
fonksiyonuna ( polinomuna ) déniistirmektedir. Bu da B,’ lerin lineer pozitif
operatorier oldugunu gostermektedir.

4) Olasilik teorisinden bildigimiz gibi
Crp*(-q)"

Bernolli  formiili ile rasgele kemiyetlerin binomial dagihmu ifade olunur.
Dolayisiyla  Bernstein  polinomlart  bu  tiir dagiimlanin  toplami ile bagh

polinomlardir.



5) Bernstein’in klasik teoremine gore n — oo iken B.(f;x) polinomlari [0,[]
arahgmnda f(x) 'e diizglin yakinsar. Dolayisiyla, siirekli fonksiyona yakinsayan
polinomlarin  sadece ~ Weierstrasse teoreminde  kanmitlanan  varh@ degil, bu-

polinomlarin yapisi da gosterilmektedir.

6) Bernstein  polinomlariin  6zelliklerinden yararlanarak ~ H.Bohman  ve
P.P.Korovkin * Lineer pozitif operatdrler ve yaklagimlar teorisi ” gibi bir biiyiik

dalin temelini koyan teoremler ispatlamiglardir.

7) Bernstein polinomlarinin yapisint  kullanarak L.Kantorovich integrallenebilir
(yani, hatta, siirekli olmayan) fonksiyonlara yaklagan operator dizileri tanimlamug

ve incelemistir.

Tabii ki Bernstein polinomlariun ozellikleri soyledigimiz 1—7 ozelliklerle
bitmez. Fakat sadece bu ozellikler de B,(f;x) polinomlarinin aragtirilmasinin O6nemli

oldugunu gostermektedir.

Bu ¢aligmada, D =[0,l;0,l] karesinde siirekli f(x,y) fonksiyonlarina bagh
Bernstein polinomlarinin bazi 6zellikleri incelenmektedir. Tezde bu polinomlarin D

karesinde f(x,y) fonksiyonuna diizgiin yakinsamasi ve bu yakinsamanin hizi

aragtinlacaktir. Yakinsama hizi f fonksiyonunun siireklilik modiillerinin yardimiyla

verilmektedir.

TC. YUKSEKOGRETIM KITULY
DOKUMANTASYON FipSnizi



2. iKi DEGISKENLI FONKSIiYONLAR SINIFINDA YAKLASIM
PROBLEMI

2.1 C(D) Uzay1 ve Siireklilik Modiilleri
Once siirekli iki degigkenli fonksiyonlar uzayini tanimlayalim.

Tamm2.1.1: D = [0,1;0,1] olmak iizere bu karede tamimh tim siirekli fonksiyonlar

uzayim C(D) ile gosterelim.

Lemma2.1.2: C(D) lineer normlu uzaydir ve bu uzayda norm

Flecoy = Max Jrcx) ®

olarak tanimlanabilir.

Ispat: f; , f» € C(D) oldugunda her reel o, sayilan icin o f, + Bt € C(D)
oldugu agiktir. Yani C(D) lineer uzaydir. (3)’ den goriildiigii gibi bu ifadenin sag
tarafi pozitiftir ve  Max ]f(x,y)l:O ise her (x,y)eD i¢in f(x,y) = 0 oldugu

(x,y)eD
goriilmektedir. Ayrica, her (x,y) € D igin f(x,y)=0 ise Max [f(x,y)|=0 dir ve
(x,y)eD
dolayisiyla
ey, =0 o =0
dir.

o bir reel sabit sayis1 olmak iizere



Max Jof () = Mo Jf )

esitligi gosteriyor ki
"af"c(l)) = |°‘”|f"c(1))

dir,

Ayrica , licgen esitsizligine gore

Max [f;(x,y) +,(x,y)] £ Max [f;(x,y)}+ Max |[f,(x,
(x.y)eDI ‘( y) 2( y)I (x,y)eDl l( Y)I (x.y)eDI2 Y)l

dir ve bu da
I£1 + 2]l o oy < illeoy +IF2lqp,

oldugunu gostermektedir.

Dolayisiyla (3) ifadesi normun tiim ozelliklerini saglar ve bu da ispati tamamlar.

Tamm2.1.3: n,m dogal sayilar olmak iizere {fn,m }, C(D) uzayinda bir fonksiyon

dizisi olsun. Eger fe C(D) olmak iizere

lim |f, 1 0 @

1,1 —ee _f"C(D) -

ise, bu durumda {fn‘m}, fonksiyon dizisi f fonksiyonuna C(D) uzaynda yakinsar

denir.

Lemma2.1.4: C(D) uzaymnin elemanlarindan olusturulmus {fn.m}, dizisinin C(D)

uzaymda bir f fonksiyonuna yakinsamasi igin gerek ve yeter kosul bu dizinin

aynt fonksiyona D karesinde diizgiin yakinsamasidir.



Ispat: Tamima gore, her pozitif € sayis1 verildiginde, n,m > N olmak iizere D’ de

olan tiim (x,y) noktalar igin.

Ifn,m(xiy)"f(x’y)l<s (5)

esitsizligi saglanacak bigimde bir N = N(g) sayis1 bulunursa, {fn’m} dizisi f

fonksiyonuna D’ de diizgiin yakinsaktir.

Kabul edelim ki (5) saglansm. Bu durumda, (5) tim (x,y)e D igin

saglandigindan dolayi, n,m > N oldugunda

Max Ifn,m(x, y)—f(x,y)[<€
{x,y)eD

dir. Bu ise (3) formiiliine gére n,m > N igin
"fn‘m —f"C(D)< € : (6)

oldugunu gdstermektedir.

Dolayisiyla,, {t‘n‘m } dizisi D karesinde f fonksiyonuna diizgiin yakinsak oldugunda,

her pozitif € na gore Oyle bir N = N(e) sayist bulunur ki nm > N igin (6)
saglanir. Bu isc (4) esitliginin saglandifim gostermektedir ve lemmanin yeterlilik

kisnu ispatlannug olur.

Simdi kabul edelim ki (4) saglansin. Bu durumda, limitin tamimina gére

her € >0 verildiginde dyle bir N =N(e) sayis1 bulunurki n,m >N igin

Max £, m(x,y) - f(x,y)|<€
(x,y)eD



dir. Bu taktirde D’ de olan tiim (x,y) noktalari i¢in (5) saglanir ve bu da {f,,,m}

dizisinin D karesinde f fonksiyonuna diizgiin yakinsaklifinmi gosterir. Yani

lemmanin gereklilik kismi da ispatlanmig oldu.

Sonu¢2.1.5: C(D) uzaymin normuna gore yakinsakhik diizgiin yakinsakliktir.

Sonu¢2.1.6: C(D) uzayinin elemanlarindan olugturulmusg 'bir {f.n,m} dizisi C(D)

uzayinda bir f fonksiyonuna yakinsadigi taktirde her belirli (x¢, yo) € D igin

lim fn,m(Xo,YQ) = f(Xo, yo)
n.m-—ro0

dir.

Ispat: Sonug2.1.5'e gore (4) saglanir. Yani n,m — oo iken

Max lfn,m(x,y)——f(x,y) -0
(x,y)eD

dir ve (xo,Yo) € D igin

[Fa.m (x0.¥0) = (x0. )| Max Jfo m(x,3) = F(x,)

oldugundan ispat tamamlanir.

Simdi de C(D)’de olan iki degiskenli fonksiyonlarin siireklilik modiillerini
tammmlayalim. Kisalik igin asagidaki isaretleri kabul edelim ve bu igaretleri diger

bolimlerde de kullanacagimizi bildirelim.

isaretler: D = [0,1;0,1] karesinin farkli noktalarim My =(xg,yx) . k=123, ve

iki My ve Mj noktalan arasindaki uzaklift p(My, M;) olarak gosterelim:

PMy. M) =4 (xi = x 2 +(yi —y))? -



Tanim2.1.7: f fonksiyonu D karesinde siirekli bir fonksiyon, & pozitif bir sayi

olmak iizere

af;8) = Max |f(xq,y)—f(xq,y2)| (7
p(Ml,Mz)SS
M|,M2eD

fonksiyonuna f fonksiyonunun tam siireklilik modiilii denir.

Simdi bu siireklilik modiiliiniin bazi 6zelliklerini inceleyelim.

Lemma2.1.8: o(f;8), & degiskenine gore
a) Negatif olmayan , monoton artan bir fonksiyondur.

b) w(f;8)=0 olmas: i¢in gerek ve yeter kogul f nin sabit olmasidir.

¢) lim w(f;8)=0 dir.
0—>+0

Ispat: a) Sikkinmn ispati agiktir. Ciinkii (7)’ den goriildiigii gibi  (f;5) negatif

olamaz, ayrica 9, < &, oldugunda
{M.Mp)eD: p(M|,My)<8;}c{M|,M)eD: p(M|,M,)<3,}
oldugundan vc kiime genisledikge maksimum artacagindan dolay:
o(f;8)) < @(f;57)

dir.

b) sikkimi ispatlamak ig¢in (7) formiiliini ele alalim. C sabit bir say1 olmak iizere
f(x,y)=C ise o(C;8)=0 oldugu agiktir.
Ayrica o(f;8) =0 ise



Max  [f(x),y;)-f(x2,y7)|=0

dir, buradan da |f(xl,y,)-—f(x2,y2)|=0 ve f(x;,y1) = f(x2,y2) oldugunu goriiriiz.

(Xx,Yx) » D karesinin keyfi noktalari oldugundan f sabit fonksiyondur.

c) sikkii ispatlayahm. f, D’ de siirekli ve D kapali bir bdlge oldugundan f,
D’ de diizgiin siireklidir. Yani her £ >0’ a gore sadece bu € na bagh 0, sayisi

bulunur 6yle ki p(M;,M2) <8, oldugunda

[E(x1,y) —f(x2,y,)| <€ (8)

dur.
8 > +0 oldugu igin, 8 < §, alabiliriz ve bu durumda p(M|,M;) < & egsitsizligi

p(M;,M>) < 8, esitsizligini gerektirir ve (8) saglanir. Bundan dolay:

Max f(xl,yl)—f(xz,y2)<e
p(Ml,Mz)SSI I
M),MoeD

olur ve buda (f;d) <& anlamina gelir.

Lemma2.1.9: n bir dogal say1 olmak iizere
o(f;nd) < n w(f;8)

dur.

ispat: h pozitif bir say1 olmak iizere x=x ,Xx;=x+h,y2=y,y;=y+h ahnursa

M =(x+hy+h), Ma=(x,y) ve



p(M;,Mj)=+/2h

oldugunu goriiriiz.

Bu durumda tam siireklilik modiiliiniin tanimu olan (7) formiiliine gore

o(f;8)=  Max  [f(x+h,y+h)-f(x,y)| 9)
hs%,(x,y)en

oldugu aciktir ve buradan da

a(f;nd)=  Max  [f(x+h,y+h)-f(x,y)|
hS-’j%,(x,y)eD

elde ederiz. Bu ise (h’1 nh ile doniistiiriirsek )

o(f;nd)=  Max  |f(x+nh,y+nh)—f(x,y)| (10)
hs—%,(x,y)eD

anlamma gelir. Sag taraftaki fark ifadesini su sekilde yazalim,
f(x + nh,y +nh) - f(x,y) = f(x + nh,y +nh) - f(x + (n-1)h,y +(n-1)h) +

f(x + (n-Hh,y + (n-Dh)- f(x + (n-2)h,y +(n-2)h) + f(x + (n-2)h,y +(n-2)h) — ...

n
+ f(x +hy+h) — f(x.y) = Y [f(x +kh,y +kh) = f(x + (k= Dh,y + (k= Dh)].
k=1

Bu taktirde

n

[F(x +nh,y+nh) = f(x,y)| < D |F(x +kh,y +kh) = f(x + (k= Dh,y + (k — Dh)|

k=1

10



esitsizligini  elde ederiz ve her iki taraftan tiim D karesinde olan (x,y)

olan h’ lara goére maksimum alinirsa (9) ve (10)

N |on

noktalarina gére ve h <

formiillerinden dolay1

] .
o(f;nd) S Y (f;8) = naxf;8)
k=1

elde ederiz.

Sonu¢2.1.10: A keyfi pozitif sayr olmak iizere
o(f; Ad) < (A+]) w(f;d)
dir.

Ispat: ﬂll] ile A sayisimn tam kismim gosterirsek
NEEI NS
esitsizligini yazabiliriz. Bu durumda (f;8) fonksiyonu monoton olduguna gore
@(1;18) < o(f; (A ]+ Dd)
dir ve (ﬂkl] +1) tam say1 oldugu igin lemma2.1.9’ dan dolay:
o(f; (M]+ D) < N+ Dot 8)

dir ve buna gore

3



o(f;28) < (M]+ Dt ).
Son olarak ﬂ?»l] < A oldugu kullanilirsa ispat tamamlanir.

Tanmim2.1.11: f fonksiyonu D = [0,1;0,1] karesinde siirekli bir fonksiyon & pozitif
bir say1 olmak iizere

o'V(f;8)=  Max Max _|f(x},y) = f(x,Y)| (11)
(X1,Y)(x2.y)eD |x;—x,|<8

veE

?(f;8) = Max Max If(x,yl)—~f(x,y2)| (12)
(x,y1).(x,y2)eD Iyl—yzlsﬁ

fonksiyonlarina sirasiyla f fonksiyonunun x degigkenine ve y degiskenine gore

kismi_siireklilik modiilleri denir.

Tam siireklilik modiiliiniin 6zelliklerinin ispatlarini tekrarlayarak kolayca

gosterilebilir ki kismi siireklilik modiilleri Lemma2.1.9 ve Lemma2.1.10’ daki

ozelliklere sahiptirler.

Tanim2.1.12: Eger D = [0,1;0,1] karesinde tanimli f fonksiyonu, M; ve M, bu

karenin keyfi noktalari olmak iizere,

[FM)) - f(My)|<Cp® (M, M,) , O<oxl (13)

kosulunu saglarsa, f fonksiyonu D Kkaresinde Lipschitz kogulunu saglar veya Lipo

siifindandir denir. Burada C Lipschitz sabiti denilen bir sabit sayidir.

12



Tanim2.1.13: Eger D = [0,1;0,1] karesinde tammli f fonksiyonu (x;,y) ve (x2,y) bu

karenin keyfi noktalari olmak iizere

[Fx y)—f(xg. )| SOxy—x9]* . O<o<l (14)

kosulunu saglarsa, o zaman f fonksiyonu D karesinde x degiskenine gore Lipschitz

kosulunu saglar veya x degiskenine goére Lipo smifindandir denir ve bu

fe Lipya bi¢iminde yazilir. Benzer gekilde (x,y)) ve (x,y2) D karesinin keyfi

noktalan olmak iizere
[FxyD)-f(x,y2)|<Clyy-ya|* . O<axl (15)

kosulunu saglarsa, f fonksiyonu y degiskenine Lipa smifindandir denir ve bu

feLipyo olarak gosterilir. (13) formiiliinden goriildiigii gibi

lim [f(M;)-f(M,)|=0
M|—>M,

dir ve dolayisiyla D karesinde felipa ise, her M; , M>eD igin

M| —M;,

dir ve f, D karesinde siireklidir.

Benzer gekilde D karesinde fe Lipyo veya fe Lipya oldugu durumda

f sirastyla x ve y degiskenlerine gore siireklidir.

13



Kabul edelim ki felipa olsun. Bu durumda (7) formiiliinden goriildiigii
gibi

o(f;8)= Max |f(xl,yl)—f(x2,y2)|
Mj.MpeD

<C max p*(M;,M;)<C8* (16)
p(M[,M)<8

dolayisiyla felipa ise (16)’ dan dolay:
oxf;8) < C8* (17)

dir.

Benzer sekilde (11) ve (12) formiillerinden goriildiigii gibi fe Lipya

oldugunda

oM (f;8) < C8% : (18)
ve fe Lip,a oldugunda

@ (f;8) < C8* (19)

dir.

Kabul edelimki fe Lipyo ve fe Lipyp dir, 0<o,B<1. Bu durumda (14)

ve (15) formiillerine gore

[F(x1,y) - F(x2,y)| S Cj|x; —x5|*

14



|f(x,y|)—f(x,y2)|SC2|)'1 -)'2|‘3

yazabiliriz. Bundan dolay:

If(x],yl)-f(xz,yz)lS|f(x1,y1)—f(x2,y|)|+|f(x2,y|)—f(x2,y2)|

<Cyfx) —xo|* +Caly, -y, 20)

elde edilir.

PIM|,M5)<8  iken |x;—xp|<8 ve |y;—yp/<8 olmasi agikea
goriildiigti icin (20) formiiliiniin her iki tarafindan maksimum alarak tam

stireklilik modiilii igin
(f;8) <C;5% + C, P @)

elde edilir.

Son olarak belirtelim ki siireklilik modiillerinin tammlarindan gériildiigii

gibi D karesinin noktalarinda

[F(x1,y ) ~f(x2.y2)| < 0(f;p(M[,M>)) (22)
[F(x1,y) = E(x2.y)| < @M (£:]x; - x5 (23)
[fx,y ) = £(x,y2)| < @@ (F3]y; — o) 24)

esitsizliklerinin saglandigt agiktir. Ciinkii (22)’ yi elde etmek igin (7) formiiliinde
d = p(M;,;M2) , (23) ve (24) igin ise (11) ve (12) formiillerinde sirasiyla

5=|x|—x2| ve 5=|y|—y2| olarak almak yeterlidir.
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(22) , (23) ve (24) formiilleri siireklilik modiillerinin en ¢ok kullanilan

ozellikleridir.
2.2.C(D) Uzayinda Karleson Probleminin Coziimii

Asagidaki problem Karleson tarafindan 6nerilmis ve Bohman tarafindan ~
~

¢Oziilmiigtiir. -
[O,l] araliginin n ardigtk arakesiti olmayan pargaya bdliindiigiinii kabul

edelim ve 0=0pp< Oy <0Oap<..<0pn=l pargalarin ug noktalari olsun.

Aynca, (Py ,(x)) k=0,1,2,.,n ;n=1,2,. bu aralikta tanimh siirekli ve negatif

olmayan fonksiyonlar matrisi olsun. f, [0,1] araliginda verilen siirekli bir fonksiyon

olmak iizere goyle bir toplam olugturalim:

n
Lo (F;x)= Y f(0ty u )Pk n(X) (25)
k=0

burada 0<x <1 , n=1,23,... dir.

Tamm2.2.1: Eger {L,(f;x)} dizisi n— o iken f(x) fonksiyonuna [0,]] araliginda
diizgiin yakinsak ise, o zaman {L.(f;x)} dizisi f(x) fonksiyonu igin yaklasim

probleminin ¢6ziimiidiir denir. Diizgiin yakinsama
L,(f;x)3f(x) , n—oeo
olarak gosterilir.

Karleson Problemi: o, ve Pin(x) hangi kosullan sagladipn taktirde {L.(f;x)}
dizisi verilen siirekli f(x) fonksiyonu igin yaklasim probleminin ¢6ziimiidiir?
(25) ve (2) formiillerinin kargilagtirilmast gdsteriyor ki
2C. YOKSEKOGRETIM KURTULY
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k ] Y
O‘k,n=; ) Pk,n(X)=C§x"(l—x)“ k

ozel durumunda L.(f;x) = By(f;x) dir, yani Ly(f;x) Bernstein polinomlaridir.

Bernstein teoremine gore [0,1] araliginda

B (f;x)_'_;)f(x) , N—oo
n

oldugu icin, bu 6zel durumda {B,(f;x)} dizisi siirekli f(x) fonksiyonu igin

Karleson probleminin ¢dziimiidiir diyebiliriz.

Genel durumda Karleson probleminin ¢oziimiinii agagidaki teorem ile

verilebilir.
Teorem2.2.2(Bohman): (25) formiili ile tammlanmig {L.(f;x)} dizisinin [0,1]
aralifinda siirckli f(x) fonksiyonu igin yaklagim probleminin ¢6ziimii olmasi i¢in
gerek ve yeter kosul bu dizinin

fith=1, fA)=t ve fit) =1

ti¢ fonksiyonu igin yaklasim probleminin ¢dziimii olmasidir.

(25) formiilinde f fonksiyonu yerine ii¢ fonksiyonu yazarsak
filagn) =1, fa(0gp)=0kn,, f3 (O‘k,n)=0‘§,n
oldugu goz oniine alinmali ve dolayisiyla Bohman teoremine gore [O,l] araliginda

L (f;X)2f(x) , n—eo

17



olmasi igin gerek ve yeter kosullar sunlardir,

n
YPax) 31, noee
k=0

n
Zak,nPk,n(x) 23X, nodee
k=0

n

2
Zaﬁ’nPk’n(x) 2x%, noee.
k=0

Simdi D= [0,1;0,1]] olmak iizere C(D) uzaymda ( yani iki degiskenli

siirekli fonksiyonlar uzayinda ) Karleson problemini ifade edelim.

n ve m belirlenmis dogal sayillar olmak iizere ox- ekseninde [0,1]

arahgim yukarda ki gibi ox, , k=0,1,2,...,n noktalanyla
0=0pn<0n<02q<..<0hy=l

parcalara bolelim ve ayrica oy- ekseninde [O,l] arahgim B, , j=0,1,2,...m
0=Pom<Pim<Pom<... <Pum=I

parcalara bdolelim.

(Pﬁf‘j"“)(x, y)), D Kkaresinde siirekli pozitif fonksiyonlar matrisi oldugunu

kabul edelim. f, D karesinde siirekli fonksiyon olmak iizere gdyle bir toplam

olusturalim:

18



n m
Tom(5,3)= Y, Y F(00.B3m) P ™ (x,y) (26)
k=0 j=0

Problem( iki degigkenli Karleson problemi) : ok, , Bjm sayilan ve PIE"J.’"‘) (x,Y)

fonksiyonlann hangi kosullan saglamalidir ki

lim T, mf -] o) =9 @27

n,Mm—>ee
olsun?
Bu problemin ¢6ziimii asagidaki teorem bigiminde verilir.

Teorem2.2.3: (26) dizisi C(D) de olan f fonksiyonu i¢in yaklagim probleminin

¢oziimil olmasi igin, yani (27) esitliginin saglanmasi igin gerek ve yeter kosullar

n m
lim |3, Y Py -l =0 (28)
o Pk=0j=0 C(D)
n m (n,m)
lim |3 ¥ o B (xy)-x] =0 (29)
n,N-—->cc k=0j=0 C(D)
L (n,m)
lim |3 > BjmP; T (uy)-y[ =0 (30)
B k=0j=0 C(D)
v N2 a2 yp(nm) 2,2
lim |3 > (ap +B5 IR -(xP+yH =0 3D
N, oo k=0j=0 C(D)

dir.
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ispat: C(D) uzayinda olan f fonksiyonu igin (27)’nin ispatlandigini kabul edelim.

Bu taktirde
Ly =1, By =x, iixy) =y, fixy) = x2 +y?

fonksiyonlarindan her biri C(D) wuzaymin elemam oldugu i¢in (27) bu
fonksiyonlar i¢in de gegerlidir. Dolayisiyla bu durumda (28), (29), (30) ve (31)

kosullan saglamir ve bu da bu kogullarin gerekli oldugunu ispatlar. Simdi

kosullarin yeterli oldugunu ispatlayalim.

Kabul edelim ki T,n(f;x,y), (26) formiilii ile tammlanmis olmak iizere

(28),(29), (30) ve (31) kosullar1 saglansin ve f, C(D) uzaymn elemani olsun.

f, kapah D karesinde siirekli oldugundan, 6yle bir M sabit sayisi

bulunabilir ki D de olan tiim (x,y) noktalari igin
|f (x,y)lSM

esitsizligi saglamr. Bu durumda her k=0,1,2,..,n ve j=0,1,2,.m i¢in (Oky , Bjm)

noktalari D karesinde oldugu igin

[P0tk nBj,m) — x| < 2 (32)

esitsizligini yazabiliriz. Kisalik igin Mgj= (O, Bjm) , M = (x,y) isaretlerini kabul

edelim.

Bu durumda yine f in diizgiin siirekliliginden dolayr her pozitif ¢
sayisina  karyihk sadece bu €na bagh bir & sayist bulunabilic 6dyle ki

p(My, M) < oldugunda
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f(Mk’j)—-f(M) <€ (33)

saglanir.

p(My;, M) < & esitsizliini saglayan My; noktalanmin disinda kalan D

karesinin noktalar1 p(My;, M) 28 esitsizligini saglar. Bu durumda

2 .
m < pg 2 Olir™
82

esitsizligi saglandigindan (32) esitsizligini

p2 (M ;. M)

= (34)

If(ak,n ’Bj,m)"f(xa)')| <2M

Dolayisiyla, p(Myj, M) < 8 oldugunda (33), p(My;, M) 2 6 oldugunda ise

(34) saglandigt igin D karesinde olan tiim My; noktalan icin

2
M, :,M)
'f(ak,n,ﬁj,m)—f(x,y) <&+ ZMB-—(—S-I-;LJ——— (35)

esitsizligi saglanir.

Gergekten de p(My;, M) <8 oldugunda (35) esitsizligi (33) den
pZ(My ;. M)
82
esitsizligi (34) den €>0 oldugu icin elde edilir.

2M >0 oldugu igin elde edilir. p(My;, M) 2 & oldugunda ise (35)

21



Simdi de gdyle bir toplami ele alalim

n

m
Iom = X, D[ O Bym) ~(x, y)P‘f‘j"“’(x,y) (36)

k=0j=0

(35)’i kullanirsak Pli"j‘m)(x,y) fonksiyonlarinin negatif olmadifindan dolay:

2M n m
um <& zo ZOP(“ nl)(xay)+_2—kzo zopz(Ml\,J’M)Plg?jm)(an)
k=0j= =0j=

L 2M "
=g In’m +_8_2_In’m 37)

burada
Lim= Z Zp(n m)(x y)
k=0 j=0
n m (a.m)
Lym = Z ZP My, j M)P ij,m x,y) (38)
k=0j=0
dir.

Acikga goriiliiyor ki

ely m =e+[2 ZP(" m)(x,y)—l}e

k=0j=0

dir. Ayrica,

p2My ;M) = (o = x)2 +(Bjm ~)°
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2 2
=(a§,n+Bj?,m)—2ak,nx_2l3j,my+(x +y°)

oldugundan dolayi

n m m

S 3 o2 MBS )= X, Dicad, 4B R -
k=0 j=0 k=0j=0

n m
—2x Y Y o n P (x,y) - ZyZ ZBJ wPO™ )+ (2 +y %)
k=0j=0 k=0 j=0

dir. Buradan da sag tarafa 2x% + 2y* ekleyip gikanirsak

S (n,m) > N2 2 (n,m) 2 2
D Zp (Mg . M)P; M x,y)=| D Do BT P () = (kYT
k=0j=0 k=0 j=0

+2x[x— Z Zal\ nP(n m)(x y)}"'z)'[y 2 ZBJ m (n m)(x y)J

k=0 j=0 k=0j=0
formiiliinii elde ederiz.

Bu esitligin her iki tarafinda mutlak degere gecip (x,y) € D lere gore
maksimum aliip ve 0<x<1 , 0<y<1 oldugunu kullanirsak (38) esitliginden

dolay1

n m

2 Z(al\ n+B2 )P(ﬂ m)(x’y)_(x2+y2)
k=0j=0

Inms +

C(D)
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(39
C(D)

Z ZBJ mPe ™ (x,y) -y

k=0 j=0

+2
C(D)

n 2": ia P(n,m)( )—
y4 K,n k,j X,y X

0j=0

(38) esitligini ve (39) esitsizligini, (36) ve (37) formiilleri ile karsilagtirirsak son

olarak su esas esitsizligi yazabiliriz

m

> S [fconn Bym) - FC YR ™ (k)
k=0j=0

+

)y ZP‘{‘;“"(x,y)—l

k=0j=0

<E+E
cd)

C(D)

+
C(D)

L2 S 3 02 B2 P (x,y) - (2 +y)
8“ Ik=0j=0

AM [ & &
+—§2— z 2 l\nP(" m)(x,y)—x +
k=0j=0 C(D)
n m (n m)
z ZBJ mP x,y)-y
k=0j=0 C(D)

Her iki tarafta n,m — oo iken limite gegersek (28),(29), (30) ve (31) formiillerine

gore

<g

C(D)

z V|f(ak 0 oBym) ~ FOGYPEE™ (x,y)
k=0j=0

lim
n.m—eo

elde ederiz. Bu ise €>0 keyfi oldugu igin
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lim Z Zlf(ak noBjm)—f(x, y)IP(n m) iy, y) =0 (40)
n,m-—yee l\ OJ—O C(D)

oldugunu gostermektedir.

Simdi {T,“,n(f;x,y)} dizisini tamimlayan (26) formiiliinii ele alalim. Bu

formiiliin her iki tarafindan f(x,y)"1 ¢ikarirsak

TomExy) =y =Y 3 Fetpn.Bym)~F(x. PE™ (x,y)+
k=0 =0

+f(x,y) z ZP(" ™ (x,y)-1
k=0j=0

esitligini elde ederiz. Buradan da mutlak degerlere gecersek, Pl(("j’m)(x,y)zo

olduguna gore

l] m(f X, y) f(X y)| 2 Zlf(ak anJ m) f(X y)lp(n m)(x )’)‘I"
k=0j=0

2 zp(n m)(x’y)_l

k=0 j=0

+[f (x, y)|

elde ederiz.
Yukarda belirttigimiz gibi f, tim D karesinde bir M sabit sayisi ile

sirlidir. Buna gore her iki taraftan tim D’ de olan (x,y) noktalarina gore

maksimum alinirsa
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n m
"Tn,m (fQX,)’)'—f(X,)’)"C(D) < Z Zlf(ak,n'ﬂj,m)_f(xay)lpl((?j’m)(x:)’) +
k=0j=0 : C(D)

n m
+M Z ZPl(:j'm)(x, y)-1

k=0j=0

C(D)

oldugunu goriiriiz.

n,m — e iken limite gecerek birinci terim igin (40), ikinci terim igin ise

(28) formiillerini uygularsak

lim [T, mf —f]

n,m-—>oe

C(D):=O

elde ederiz ve dolayisiyla (27) formiiliinii ispatlamig oluruz. Bu ise (28) — (31)

kosullarinin  yeterli kosullar oldugunu ispatlar ve teoremin ispati tamamlanir.
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3.C(D) UZAYINDA BERNSTEIN POLINOMLARIYLA YAKLASIM
3.1.1ki Degiskenli Bernstein Polinomlari

(x,y)eD = [0,1;0,1] olmak iizere,

n
M =-x+x)" = Y ckxka-xnk
k=0

m

M =(-y+y)™ = Y chyla-y™
j=0

ozdesliklerinden

n ln - o . N
1= Y ckchxka-xnr*yla-ym
k=0 j=0

esitligini yazabiliriz.
P.n(x)=CKxk(-x)"k @41

isaretini kabul edersek

n m
Z Zpk,n (x)P',m(Y) =1 (42)
k=0j=0
oldugu
L m
P )=t , DPim(=1 (43)
k=0 j=0

formiillerinden goriilmektedir.
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(42) esitliginden yararlanarak, D karesinde siirekli bir f fonksiyonunun

Bernstein polinomlarint olugturalim,

n m .
By mfix,y)= Z Zf(f»'l%)Pk,n(x)Pj,m(y) (44)
k=0j=0

Teorem3.1.1: f, D karesinde siirekli bir fonksiyon oldugunda

n,xlxir_n_,w"B n,mf — f"C(D) =0

dir.

Ispat: (44) formiiliindeki By n(f;x,y) polinomlarim (26) formiilinde tammlanmis

Tam(f;x,y) toplamu ile karsilastirirsak ,

k J
ol = . . =
k,n n Bj,m m

Pl(:j’m) (x,y) = Pk,n (X)P',m (y)

olarak secildigi durumda T, .(f;x,y) = Byu(fix,y) dir. Bundan dolay: {B,me }

dizisinin n,m — oo iken siirekli f fonksiyonuna C(D) normunda yakinsamasi igin

(28) - (31) kosullarinin saglandigim gostermek yeterlidir.

Simdi bunu gosterelim. (42) formiiliine gore

n m

z ZPk,n (X)P',m(y) -1
k=0 j=0

=0
C(D)

oldugunu goriiriiz ve bu da (28) formiiliiniin saglandigini gostermektedir.
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Ok n =—k— olmak iizere (29) formiiliiniin saglandigun gosterelim. 41) ve
’ n

(43) formiillerine gore

n m n
> SR (P () = D Pn ()
k=0 j=0 k=0

—:‘;Cﬁxk(l ~x)"k
1

n
k=

> K n! k n-k
Sgk M kox
Pk k!(n -k)!

L (n—1)! Kk n—k
=y k-
kz=l(k -Di(n- k)!x (=x)

n-l S Y
(n-1! KK+ (=

-1-k
ki(n—-1-k)! )’

X

son esitligi elde etmek igin k’ y» k+l ile ddniigtirmek yeterlidir. Yine (43)

formiiliinii gore

& (=D ke ek Nk K ~1-k
— T kxR = Y Cp xR =0T =x

2okl (n—1-K)! = n

dir ve bundan dolay
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n m K
2 2P (0P () - x
k=0j=0

C(D)

dir ve boylece (29) formiilii de saglanir. Benzer gekilde.

=0
C(D)

nom o
Z z'n_{Pk,n(x)P',m(Y)—y
k=0j=0

ve (30) formiilii de saglanmaktadir.

Son olarak (31) formiiliiniin saglandigimi gosterelim. (43) formiiliilne gore

n m 2 .2 n m 2 :
2 2(’%+J_2')Pk,n(x)Pj,m(y)= 2 Zk_ZPk,n(X)Pj,m()')‘*'
k=0j=0" ™ k=0 j=0"

n m .2
+ z Zj_zpk,n(x)Pj,m(y)
k=0j=0"M -

n k2 m jz
=Y Ep 0+ Y 1P () @5)
k=0

n J=0m

dir ve sag taraftaki toplamlardan birini hesaplamak yeterlidir. Birinci toplam

hesaplayalim.

Yukanda ki hesaplamalar gosteriyor ki

n
P () =x
k=0

dir. Buna gore k*=k(k-1)+k yazilirsa
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Enlk(k )
k=2 n’ ki(n-k)!

~ M:
o
l\)

- X

-
[li
O

n-1a (n-2)! " ik X
= 1- X
n |<§2(l<--2)!(n--k)!x (1=x) +n

_jn=2 g
n—1 (n 2)- xk+2 (l__x)n_sz "
N pkli(n-2-k)j!

=2:—lx2nizck xka-x)n=2-k 4
n "2

1] n n

elde edilir. Yani

x(1-

n
Z 'I\Tpk p(x)= x% +
k=0"

ve benzer sekilde

m .

Z—Pknm y 2, ¥(-y)
JO m

yazabiliriz. Bunlari (45) esitliginde kullanalim. Bu durumda

m

2" 2 32 e .
Z(l\z + Jz)Pk,n(x)Pj,m()’)=x2+y2+ ( )+y( )')
k=0 j=0 n m n m
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ve buradan da

n m .2 _ .
k=0 j=0 n m n

m

elde ederiz. Her iki tarafin, (x,y) € D olmak iizere, maksimum alinirsa

- v k2, i 2,2
Y, Y ES+ P L (OP) ()~ (% +y7)
k=0j=0 " W

L
n m

C(D)

oldugunu goriiriz ve n,m — o iken limite gegilirse (31) formilii saglanir.

Dolayisiyla Teorem2.2.3’ iin tiim kogullan saglamr ve bu

teoreme gore
Teorem3.1.1 ispatlanmig olur.

Simdi b>a olmak lizere Dy ile Dub=[a,b;a,b] karesini gosterelim.
D, karesinde siirekli fonksiyonlar uzayim C(D,,) ile gosterelim ve uygun olarak

”f"C(Dab) = (x,l;')l:éablf(xd’)l

olsun.

f € C(Dy) oldugunu kabul edelim. Agikga goriilityor ki D,, karesinin her
bir (x,y) noktasinin bilesenlerini

x=a+(b-a)y , 0<t<]

y=a+(b-ayx , 0<1<1

bigiminde gosterebiliriz.
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f € C(Dy) olmak iizere (t, T) €D noktalarina bagli bir ¢ fonksiyonunu ele

alahm

o, 7)=f(a+(b~-a),a+(b-a)r) (46)

f eC(Dyp) oldugundan ¢ € C(D) dir ve biz ¢ fonksiyonunun Bernstein

polinomunu yazabiliriz. (44) formiiliine gbore bu polinom

n m .
Bom (@60 =, X 0E-DP o (P} 5 (7) @7)
k=0j=0

bi¢imindedir ve teorem3.1.1 den dolay:

li B LT — @t T =0 48
n,nﬂm“ nm @600 “8)
Agikga goriiliiyor ki
t=x—‘l . T___y—a as<x,y<b
b-a b-a

formiillerine gore (x,y) €D,, iken (t,1) €D olur. Bu durumda (46) formiiliinden

0= = 1x)

elde edilir. Dolayisiyla, (47) formiiliindeki ¢ fonksiyonunun Bernstein polinomlarim

su sekilde yazabiliriz,

n m .
Bym(fix,y)= go?:%)f(a +(b- a)%,a +(b- a);:-l')Pk,n (ﬁ)l}j,m (%:%) (49)
tGMMRETiMKURMU

DOKOMANTASYGN MERKEZS
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ve bu, Dy karesinde tanimli f fonksiyonunun Bernstein polinomlaridir.
(48) gore agagidaki teorem ispatlanmg olur.

Teorem3.1.2: f e C(D,,) fonksiyonunun Bernstein polinomlant (49) olmak iizere

n,Illir_r;m"Bn,mf - f"C(Dab) =0

dir.

Benzer sgekilde D,p.cq dikdortgenini Da,b;c,d=[a,b;c,d] ele alarak ve

C(Dypica) uzaymm tanimlayarak bir fe C(Dypcq) fonksiyonunun

n m .
. _ a1 K J = =
By m(x,y)= k%j;)f(a +(b— d)%’c +(d “‘C);)Pk,n(ﬁ_:)[)j,m(();_z) (50)

Bernstein polinomlan igin asagidaki sonucu ispatlayabiliriz.

Sonu¢3.1.3: fe C(D,p.cq) fonksiyonunun Bernstein polinomlart (50) olmak iizere

n,xllirioo"Bn'mf - f"C(Da,b;c,d) =0

dir.
3.2.Bernstein Polinomlariin Yaklasma Hizi

Simdi (44) formiilii ile tammli Bernstein polinomlan igin

IBn,m(f;xa y)—f(x,y)
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farkinin f fonksiyonunun tam ve kismi siireklilik modiilieri ile degerlendirilmesini

verelim.

Teorem3.2.1: f e C[0,;;0,1] olsun. {B,me} f fonksiyonunun Bernstein polinomlar
dizisi ve o, o, o? f fonksiyonunun tam ve Kismi sii;eklilik modiilleri olmak

lizere, her (x,y) €D igin

i . : De. 2) /¢,
i IBn,m(f,x,y)—f<x,y)|s—,}[m‘ 55k + o >(f,_j;:)]

i) [Bamxy)—f(x,y)| S F(f;E+1)

esitsizlikleri saglamir.

n im
Ispat: i) Z ZPk,n(x)Pj’m =1 oldugundan
k=0 j=0

n m
Fx,y) =D, 2 (X, ¥)Py o (X)Pjn (y)
k=0j=0

yazilabilir. Bu esitligi (44) den taraf tarafa ¢ikarsak agagidaki egitlikleri

yazabiliriz.

n m . n om
Bym (f;x,y)-f(x,y) = zzf(%v%)l)k,n (x)P;m(y)- 2 Zf(xvy)Pk,n (X)Pj,m (y)
k=0j=0 k=0j=0

35



n m :
= z z Pk,n (X)Pj’m (Y)%(’E"—r%) - f(x’ Y)}
k=0 j=0

= 33 B O D £ ) +EE )~ F ()]

k=0j=0

her iki taraftan mutlak deger alinir ve iiggen esitsizligi kullanilirsa

3 8B 0P )~ £, ) +£E, ) ~F(x )]

IBn,m(f;x: y)—f(x, y)l =
k=0j=0

- 33 P 0P D -1k, )]

k=0j=0

+ 2 z Py (X)Pj,m (Y){f(':- ,Y) ~f(x, Y)}

k=0j=0

m

< ZZPk n(x) m(y)
k=0j=0

n’'m

fek,dy - f(k,y)|

n om
+ zzpk,u(x)Pj,m (y)If('E,)')"f(xv)V)l
k=0j=0
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esitsizligi elde edilir. Sag taraftaki toplamlan sirasiyla I} ve I, olarak gostererek

By m(f;x,y)—f(x,y)| T +1 1)

yazalim.

Simdi 1,1 ele alalim. Kabuliimiize gore

n m .
L= %Pk,n(x)Pj,m()’)lf(%,é‘)—f(%,y) .
= J:

Buradan (24) formiiliine gore

n m .
=2, zpk'"(X)Pj,m()’)m(z)(f;l#_yl)
k=0j=0

n m . m .
I < Zpk,n(x)zpj,nl(Y)m(z)(f;l‘IJ;‘)’I)= ij,m (Y)(D(z)(f;li—y|)
k=0 j=0 j=0"

esitsizligi elde edilir. Siireklilik modiiliiniin ozelliklerine gore keyfi pozitif 8,

dizisi icin

i i
ol [
m<2>(f;|§_y|)=m<2>(f; 0w S 1P (E:8,,)
m m

dir. Bundan dolay:
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IS Y Pim(y) ’—_ =, 0P (18, = 0P ; sm){ I }
j= mj 0

yazilabilir. Parantezdeki toplami

m ll]

> Pim = Y Jm(y) Jm(y))/l——yl
j=0

biciminde yazarsak, Cauchy - Schwartz esitsizliginden,

) . )

m 2({ m i 2
ZPj’n](y) ZP',I]] (Y)(;—Y)
j=0

i=0

[}S)

m

2P

j=0

[il’,m(y)(——y)z 2

j=0
esitsizligi bulunur. Dolayisiyla,

l
2

) . 2 .
0D @8 S, w F-»] |+ (52)
dm =0 m

Teoram3.1.1” in ispatinda oldugu gibi

m . 2 m .2
Z;.)Pj.m(y)(-,’;—y) =21_"2’ Pim(y)- ZyZ——PJm(y)w ZOPJ m(Y)
= j=0 = =
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m 2
j - 2,.2_Y-—
ZP~,m(y)(-,f;—y)z=y2+———y Y _oy24y2 =YY
i=0 m -
[ ]

esitligi bulunur. f(y) =y — y2 fonksiyonu yg = noktasinda maksimuma sahip

1
2

oldugundan,
m j 2 %—(—5—)2
P. 4_ <2 2 __°
ZB n(Z-y] 22

esitsizligi (52)’de yerine yazilirsa

| | % |
I <o® s) ——(——) +14 =@ f;0 +1
1 S 0(1:0n) O\ 4m @0 8,,]2«/5

1 l
+11| ifadesi m den bagimsiz olacak sekilde &, =—= secimi yapildif1
(am \/-r; ] g § m \/—r_n. ¢ yapudig

taktirde,
L <P +1)= 202k (53)

esitsizligi elde edilir.

Simdide I, terimini ele alalim. Tanima gore
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n m
I, = Z Zpk,n(x)P‘,m().’)f(%’Y)—f(x,y)
k=0j=0

dir ve siireklilik modiiliiniin (23) 6zelliginden dolayi,

n m
I, < 2 EPk,n(x)Pj,m(y)a)(”(f;I%-—xl)
k=0j=0

n m
= Z Pk,n (X)O)(I) (f’|7|;_ - X|)Z Pj,m (y)
k=0 =0

dir. Yani

n
I < YR 00 EE-X) (54)
k=0

esitsizligi elde edilir.

P

%_xl 1
8,,)S ——-g-—‘l'l (D( )(f;sn)

n

—'x|
n

5,

m‘”(f;l%—xl) = m“)(f;

esitsizligi (54)’ da yerine yazilirsa,

k
==X
e |+1 D(f:8,)

n

n
I, < Y P a(x)
k=0
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= (1)(f;8n ){—8-1— ZPk,n(x)&—x'H} (55)
n k=0

esitsizligi elde edilir. Parantez igindeki

n
ZPk,n(x)lf — xl
k=0

ifadesini

S Ra0ofE 1= T(Ra) (Aa) -
k=0 k=0

seklinde yazalim. Cauchy - Schwartz esitsizliginden,

Il n 2 n 4
2 Pin (0= < (ZPk,n(x) HZPk,,.(xxﬁ- x)’ r
k=0 k=0 k=0

|
n 2
=[Z‘%‘x)2Pk,n(x)r
k=0

buluruz. Bu esitsizlik (55)’ de yerine yazilirsa,

AN

I, <oM(f;5,) Sl_

n

n 2
( > - x)sz,n(x)) +1 (56)
k=0

41



esitsizligi bulunur. Yine Teorem3.1.1 in ispatinda oldugu gibi

n
2 (—-— X)?B ,(x) = 2 Pk n(x)—2x 2 —Pk,n(x)+ x> DB n(x)
k=0 k=0" k=0 k=0

n i X —
> &0 ()= x>+
k=0 n n

(57)

f(x)=x—x2 fonksiyonu xg =—é noktasinda maksimum degere sahiptir. Bu deger

(57) de yerine yazilirsa

1)2

2(——x) Pkn(x><5 /4
k=0 n 4n

esitsizligi bulunur. Bu deger (56)’ da yerine yazildigi taktirde

J A
L <oW:s L(_‘_)' N SR B I
250 ( n){sn 4n + w (,Sn) 8n21/_l';+l

l
0,2

ifadesi n den bagimsiz olacak sekilde 8§, =TI.— segimi yapilirsa,
n

=

(.1 3 (l) |
I <06 h) (5 +1) = 3004 (58)
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esitsizlizgi elde edilir. (53) ve (58) egitsizlikleri (51) esitsizliginde yazildig
takdirde,

[Bmixn) - foy)| < 0P @+ 0P i) (59)

esitsizligi elde edilir ve i) gikki ispatlanmg olur. $imdi de ii) sikkim ispatlayalim. i)

sikkinin ispatinda oldugu gibi

n m . n m
Bom @ x,9) = f(x,y) = X, > FE-DP 4 (0P (9)- X DX y)Py p (KIPjn (¥)
k=0j=0 k=0j=0

m

Pk,ﬂ (x)Pj,l]‘l ()’){‘(%,é) - f(X, )’)}
0

n
=2
k=0

=

yazabiliriz ve buradan

IBn,m (f’ X, Y) "f(x’ y)l = 2 Z Pk,n (X)Pj,m (y){f(% ’ I_;il')._f(x, Y)I

k=0j=0

n m .
= Z Zpk,n(x)Pj,m()’)If(%rl‘:;)—f(x,y)|
k=0j=0

esitsizligini elde ederiz.
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o= \/(E—Q x)2 + (%— y)2 se¢imi yapilip ® tam siireklilik modiliiniin (22)

ozelligi gdz Oniine alindif taktirde

m -
By G )~ 1Y) S Y Y Pn Bl E- 02+ =) (60
k=0 j=0

esitsizligi elde edilir.

JE—0? 4 (d—y)?

=007 + -y = )
[ e -y
£;8,,m)
nln

esitsizligi (60)’ da yerine yazildig: taktirde

n m X) +( l_ )2
IBn,m (f;X, y)——f(x, Y)ls 22 ( 8 +1 (f;an,m )Pk,n(x)Pj,m (y)
k=0j=0 n,m

Ly 3 k2 (doy)? Y3
=w(f; 0, m) ml;ojz‘(‘) =" +G-Y) Pk,n(x)Pj,lll(Y)+k20z;;)Pk,n(x)Pj,m(y)
=0 j= =U )=

44



= of; anm){ Z 2\/(k +(‘—y) Pkn(x)PJ m()’)+l} 61)
™ k= 0j=0

esitsizligini elde ederiz. Parantezdeki toplami ele alalim. Cauchy-Schwartz

esitsizliginden

n m — 3] 5 nm [ 5 - 2 }/
> Y E 0% 4+ ()2 0P )= D Y E =07 + ()2 By (0P (1))
k=0j=0 k=0j=0

l
(Pk,n (X)Pj,m ()/))/2

l )

{ -x)° G L_yy? k,n ()P} i (¥) ZZPkn(x)ij
k=0j=0

N

IA

Ma

>

k=0j

Il
o

2

{——X) +( —y) }’ n (OP; m (¥)

Ma

k=0j

il
o

elde ederiz. Bu esitsizlik (61)’ de yerine yazildiginda

]
2

nm(f x,y)—f(x, y)l<(1)(f 8nm) (ZZ((‘K X) +(',Tl'“‘y)2))kn(x) m(Y) +1
k=0j=0
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n m . nom
y 2((-§~x>2 (e —yy? )Pk,,,(x>P',m(y>=Z > & - x)?Py , (OB} (y)
k=0 j=0 k=0j=0

n om ., )
3 Y-y L (0P (1)
k=0 j=0

n m .
= P K02 0+ 3 3B
k=0 =0

n 2 n f
= JLZ'Pk.n (x)—ZXZ%Pk.n (x)+x? Zpk,n (%)
k=0n k=0 k=0

m .2 m . n
+ 2 P (D=2 2P+ Y Py ()
j=0m j=0 j=0 .

2 )
=x2+ 222 —-2x2+)(2+)!2+-——~——-y Y —~2y2-:-y2
m

n m 2 . 5
> Y(dE-0?ed-y Pen P () s4(E+4)
k=0j=0

esitsizligini buluruz. Dolayisiyla,
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By (£:%,y) —£(x,)] < m(f;a,,,m)(ii:% [T +1)

dir ve 8, =L+L olarak segilirse,

IBn,m(f;an)_f(an)IS%(D(f; Lyl

esitsizligi elde edilir. Buda ispati tamamlar.

Bu teoremden f fonksiyonunun Lipschitz kosullarini sagladif taktirde

bazi sonuglar elde edelim.

Sonug3.2.2: Eger f fonksiyonu (13) Lipschitz kogulunu saglarsa , bu taktirde
} (03
Bn,m(f;x,y)—f(x,y)| <C (}ITJ“}:T)A

dir.

EARS

Bu sonucun ispati (17) esitsizliginden elde edilir ( c =%C ).

Sonu¢3.2.3: Eger f fonksiyonu (14) ve (15) Lipschitz kosullarim1 saglarsa bu

taktirde

Bxl,nl(f;x9Y)_f(X,Y)I5C{—l—'l-——l—-] dir.
N
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Bu sonucun ispatt siireklilik modiillerinin (18) -ve (19) oOzelliklerinden
elde edilir.

Sonu¢3.2.4: Eger feLip,anLip ise bu taktirde

stz Qe

dir.

Bu sonucun ispati siireklilik modiiliiniin (21) 6zeliiginden elde edilir.
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