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1. TEMEL TANIM ve KAVRAMLAR

1.1. Girig

Bir egri icin sabit sirt uzaklikl egri kavrami Hans Vogler tarafindan ortaya atilmig ve
Vogler (1963), makalesinde bir uzay egrisinin pseudo rektifiyan torslanna dual karsilik
olan, bir tors fizerine ¢izilmis sabit sirt uzaklikli egrilerin Frenet catis: tarafindan tegkil

edilen geometrik 6zelikleri incelemigtir.

Hacisalihoglu (1968), bir uzay egrisinin Frenet ¢atisun egri boyunca hareketi
esnasinda, rektifiyan diizlemine sik1 suretle baglt bir dogrunun olusturdugu a¢itamayan
bir yiizey Gizerine ¢izilmig parametre erilerinin (sabit sut uzakhkh egrilerden daha

genel) 6zeliklerini incelemigtir.

Bu ¢alisma Vogler’in ileri sitrdiigii problemin bir egri yerine bir yiizey alinmasi halinden
ibarettir. Bdylece ortaya ¢ikacak olan yeni yiizeye, ilk yiizeyin sabit sirt uzaklikls ylizeyi
olarak bakmak miimkiin olacaktir. S6z konusu ylizeylerin aralarmdaki geometrik ve

diferensiyel geometrik 6zelikler incelenmigtir.



1.2. Diferensiyellenebilir manifoldlar

Tamm 1.2.1. BirM topolojik uzay: igin asagidaki onermeler dogru ise M ye n-bhovutiu
topolojik manifold denir (Hacisalihoglu 1983).
(1) M bir Hausdorff uzayidir.

(2) M nin her bir agik alt cimlesi E” e veya E" nin bir agik alt ciimlesine
homeomorftur.

(3) M sayilabilir goklukta agik alt cimlelerle ortilebilir.

Tamm 1.2.2. M bir n-boyutlu topolojik manifold ve I/ da E” in bir agik alt cimlesi

olsun. Bu durumda Tarum 1.2.1 geregince W < M olmak tizere bir
VY:UcE"——WcM

homeomorfizmi vardwr. (W, ) ikilisine M de bir koordinat komsulugu veya harita

denir (Hacisalihoglu 1983).

u = (U, Uy, 1)U icin W(u)e M dir ve

Y(u) = (x,(w),...,x, (), x,(W)eR, 1<i<n
dir. Burada x;(#) reel sayisima W(w)eM noktasmin i-yinci koordinati ve
u, :U/——>R fonksiyonuna da w nun i-yinci Oklid koordinat fonksiyom: denir

(Hacisalihoglu 1983).

Tanm 1.2.3. M bir topolojik n-manifold ve a indislerinin ciimlesi 4 olmak izere
M nin bir agik 6rtisi {U/, }m_, olsun. £” de U/, va bir ¥, homeomorfizmi altinda
homeomorf olan M deki agik ciimle 17, olsun. Bu gekildeki (W¥,.F,) haritalarinm
S = {(‘PQ,T/",)}MA koleksiyonuna bir atias veya koordinat  komsulugu  denir

(Hacisalihogiu 1983).

(Y, W, ) ve (¥, . W,) haritalart igin W, ~I, = ¢ ise



Sekil 1.1.1 Diferensiyellenebilir yap:

bpa U W, "W )——Y W, W)
B Y Wy W) —— Y, (W, ~W,)
homeomorfizmlerini tammlayabiliriz.
Tamm1.2.4. Bir topolojik n-manifold M ve M nin bir atlast S = {(¥,.W,)}._,

olsun. Satlasi igin W, "W, #¢ olmak lizere Va,fe 4 ya karsilik ¢, ve @,

fonksiyonlari C*simifindan diferensiyellenebilir iseler S ye C* swuufindan bir
diferensiyellenebilir. yap1 ve M tizetinde C* smnifindan bir diferensiyellenebilir yap:

tanimlanabilirse, M ye C* sifindan diferensiyellenebilir manifold denir.

Bu caligmada diferensiyellenebilir manifoldlardan bahsedilecegi i¢in

diferensiyellenebilir manifold yerine sadece manifold kelimesi kullanilacaktir.

Bir M manifoldu tzerindeki bitiin reel degerli diferensiyellenebilir fonksiyonlarin

cumiesi C” (M, R) ile gosterilsin.

C*(M,R)= {f| f M-——R, f fonksiyonu d{ferenszyellenebilir}

(5]



Eger f,geC”(M,R) ise f+g toplama ve f.g ¢arpma islemlerine gore, C*(M,R)
bir degisimli halkadir.

Tamm 1.2.5 M manifoldunun bir noktas: P olsun.
Vp:C®(M,R)——R
fonksiyonu agsafidaki iki 6zeligi sagliyorsa ¥, ye M nin P noktasinda bir tanjant
vektori denir.
(1) Vp(af +bg)=aVp(f)+bVp(g), Va,be RveVf,g € C*(M,R) (R~ lincer)
@ V() =V(NgP)+ [(FYV:(g), Va,be R ve Vf,ge C*(M,R).
M nin bir P noktasindaki iki tanjant vektér V, ve Wp olsun. feC”(M,R) ve
a € Rigin
Vp +Wp ) ) =Ve()+Wp(f)
@VeX)=avp(f)
islemleri ile M nin P noktasindaki tanjant vektorlerinin ciimlesi R reel sayiar cismi

iizerinde bir vektdr uzay: olur. Bu vektdr uzayma M rin P noktasindaki tanjant uzay:

denir ve T),(P) ile gosterilir (O Neill 1983).

M nin bir P noktasindaki lokal koordinat sistemi & = (x;,X,,....,x,} olsun. R" deki

dogal koordinat fonksiyonlart u,,u,.....u, olmak {izere

R S P=(U)eM

. U= (uy,49,..,u,)
8 o(f j
&in_(,))=_%(§(]3)). (I=ign), fes }/

olarak alinsin. Béylece tanimlianan é—i :C”(M.R)——>R fonksivonlan M nin P
w1,
o 5 o
noktasindaki tanjant vekiorleridir ve ‘—O—E 22 U sistemi 7, (P) nin bir
1 Glp Palp nlp

~



bazini olugturur (O’Neiil 1983).

Tanmm 1.2.6. Bir M manifoldunun her bir P noktasina P de bir V}, tanjant vektori

karsilik getiren VM ——> U T,; (P) fonksiyonuna M iizerinde bir vektor alan: denir.
PeM

(O’ Neill1983).

Eger M tizerinde bir vektor alam V ise f € C*(M,R) igin V(f) M uzerinde,
VNP =Vp(f), VPeM

olarak verilen reel degerli bir fonksiyondur. M iizerindeki biitiin vektor alanlaninmn

ciimlesi (M) ile gosterilir. YV W e y(M), YPeM ve Vf e C*(M,R) igin,
V+W)p =V, +W;
V)p = f(PWp

islemleri ile (M), C*(M,R) tzerinde bir modit ve C*(M,R) yerine R reel sayilar

cismi alinirsa R tizerinde bir vektér uzayidir.

Tanm 1.2.7. M ve N iki manifold, ¥ : M —— N diferensiyellenebilir bir dénisim
olsun. g € C* (N, R) igin
o T ) =Ty ). (E|, o)) =Vo(geF), YV, €T, (P),

olarak karakterize edilen F,

*ip

dontigimune F  doniisaminin diferensiyel (tirev)

domniigiimii denir (O’Neill 1983).
1.3. Riemann Manifoldu
Tamm 1.3.1. M bir C* manifold olsun. M {izerindeki vektér alaniarinin uzayr (M)

olmak {izere

(. ) xM)yx x(M)—C"(M,R)



seklinde simetrik , bilineer, pozitif tamml bir fonksiyon (i¢ ¢arpim) tammli ise M ye
bir Riemann manifoldu denir. ( , ) fonksiyonuna M {izerinde metrik tensér veya

Riemann metrigi denir (Hicks 1974).

Tanmm 1.3.2 M bir C” manifold olsun.
D: y(M)x x(M)— x(M)
fonksiyonu VX.Y,Z € y(M) ve Vf,g e C*(M,R) igin
M Dy, ,Z=/D,Z+gDZ,
@) D,(My=XNY+/D,Y
ozelliklerini sagliyorsa D ye M manifoldu izerinde bir afin konneksiyon denir (Hicks
1974).

Tamm 1.3.3 M bir C* manifold olsun.
[. 2@ x 20— x)
[.FkN = XX (M) -YX(), Vf eC™(M,R)
olarak tamimlanan [, ] doniigiimiine y(M) Uzerinde Lie parantez operatorii denir

(Hicks 1974).

Tamm 1.3.4 M bir Riemann manifoldu ve D, M iistiinde bir afin konneksiyon olsun.
Eger

(1) D, C* simfindan,

@ [X.¥]=D,¥-D,X. VX.Yex(M).

@) X{(r.2))=(D,¥.Z)+(¥.D,Z). VX.Y.Ze y(M),

Ozelikleri saglanvorsa. D ye Riemann konneksivonu denir (Hicks 1974).

Teorem 1.3.1 Bir Riemann manifoldu iizerindeki Riemann konneksivonu tekdir

(Hacisalihoglu 1983).



1.4, E” de Hiperyiizeyler

Tamm 1.4.1. M bir k-boyutlu manifold ve M de bir n-boyutlu manifold olsun.
VP eM noktast igin M de bir 7 ve M de bir I/ koordinat komsulugu mevcut ve

U= {q eUlxen(q)=...= xn(q)=0 } ise M ye M nin bir alt manifoldu denir. Burada

{;1,.“,;" koordinat sistemi U de ve {xn =X

X = ;k1 da [/ daki koordinat
1% 1%

sistemidir (Hacisalihoglu 1983).

Tamm 1.4.2. M n-boyutlu bir manifold olsun. M nin n-1 boyutlu bir alt manifolduna
M de bir hiperyiizey denir (O’Neill 1983).

Tamm 1.4.3. £” n-boyutlu Oklid uzayinda bir hiperyiizey M olsun. y(M)* in bir
ortonormal bazi {N ise N ye M nin birim normal vektor alam denir. y(M)* in iki
tane ortonormal bazt vardir, birincisi {V ise ikincisi {~-N dir. M uzerinde
diferensiyellenebilir bir birim normal vektér alanina M iizerinde bir yonlendirme ve M

iizerinde bir yonlendirme secilmis ise M ye yénlendirilmis yiizey denir (Hacisalihoglu
1983).

Tanim 1.4.4. E” de bir hiperyiizey M ve M nin birim normal vektér alam N olsun. E”
de Riemann konneksiyonu D olmak tizere, VX € y(M) igin

S(X)=D,N
olarak tanimlanan § déniisimine M Uzerinde sekil operatorii denir (Hacisalihogiu
1983).

Teorem 1.4.1. E” de bir hiperyiizey M ve M nin sekil operatérii § ise
Sy (M)— z(M)
lineer bir donugiimdir (Hacisalihoglu 1983).

7 7.C. YOKSEXOGRETIM KURULE
ASYON



Tamim 1.4.5 E” in bir M hiperyiizeyi lizerinde g-yuncu temel form diye, 1<qg<n
olmak iizere,

I p(M)x x(M)——C™ (M, R),

X,y =(5"(X),%)

olarak tamml /¢ fonksiyonuna denir (Hacisalihoglu 1983).

Tanm 1.4.6 E" de bir hiperylizey M ve M nin sekil operatérit S olsun. M nin bir P
noktasina karsithk gelen S(P) nin karakteristik degerleri M nin bu noktadaki asli
egrilikleri olarak adlandirilir, Asl‘i egriliklere karsihik gelen ve karakteristik vektdr denen
vektorlerin belirttigi dogrultulara da M nin bu P noktasindaki asli egrilik dogrultular:

denir (Hacisalihoglu 1983).

Tanm1.4.7 E” de bir hiperyiizey M ve M nin bir P noktasindaki sekil operatorii
S(P) olmak iizere

K:M—R,

K(Py=detS(P)
olarak tanimlanan fonksiyona M nin Gauss egrilik fonksiyonu ve K(P) degerine de M nin
P noktasindaki Gauss egriligi denir (Hacisalihoglu 1983).

Tanim 1.4.8 E" de bir hiperyiizey M ve M nin bir P noktasindaki sekil operatérii S(P)
olmak {izere

H:M—R,

H(PYy=I(S(P))
olarak tammlanan A fonksivonuna M nin ortalama egrilik fonksiyonu ve H(P)
degerine de M nin P noktasindaki ortalama egriligi denir (Hacisalihoglu 1983).

Tanm1.4.9 E” de bir hiperyiizey M ve M izerinde bir egri @ olsun. @ nin tedet
vektor alami 7 ve M nin sekil operatdrii S olsun. Eger T vekitor alani o egrisi bovunca
S nin karakteristik vektdrlerine karsilik gelivorsa @ egrisine M iizerinde bir egriiik

¢izgisidir denir (Hacisalihoglu 1983).



Tanum 1.4.10 E" de bir hiperyiizey M ve M nin bir P noktasindaki sekil operatorii
S(P) olmak tizere,
(1) 34 R igin, S(P)=Al,_, ise P noktasma M nin bir umbilik noktast denir.
(2) S(p)=0 ise P noktasma M nin bir dizlemsel (flat) noktasidir denir
(Hacisalihogiu 1983).

Tanmm 1411 R: y(E")x y(E")x 2(E")——> y(E")
R(X.,Y,Z)=R(X,Y)Z=D(DyZ)~Dy(DyZ)~ Dy yZ

olarak tammlanan R fonksiyonu x(E”) iizerinde igiincii mertebeden bir kovaryant

tensér alamdir. Bu tensdr alamna E" in egrilik tensor alant ve bunun bir Pe E”

noktasindaki degeri olan R(Xp,Yp)Zp tensorine de E” in P noktasindaki egrilik

tensori veya E” in P deki egriligi denir (Hacisalihoglu 1983).

Teorem 1.43 E” inegriligi E" in her noktasinda sifirdir (Hacisalihoglu 1983).

Tanun 1.4.12 M < E? ylizeyi verilsin. VP € M noktasinda, E* {in M de kalan bir
dogrusu var ise M ye bir regle yiizey ve P e M noktasindan gegen ve M de kalan
dogruya da M nin bir dogrultmamn: denir. Bir regle yiizey

o(t,v)=a(t)+vX(t)
seklinde ifade edilir. Burada a(f) regle yiizeyin dayanak egrisi, X(z) dogruitman
vektoriidiir (Hacisalihoglu 1983).

Tanmm 1.4.13 Regle yiizeyin komgu iki anadogrusu arasindaki en kisa uzaklign bu iki
komsu anadogru arasindaki agiya oramna regle yiizeyin dagilma parametresi (drali)
denir (Hacisalihoglu 1983).

Tamm 1.4.14 Bir regle yiizeyin anadogrulan boyunca teget diizlemleri ayni ise regle
ylizeye agilabilirdir denir (Hacisalihoglu 1983).



Tamm 1.4.14. Bir regle yiizeyin anadogrulari boyunca teget diizlemleri ayni ise regle

yiizeye acilabilirdir denir (Hacisalihoglu 1983).

1.5. Egriler

Tamm 1.5.1. R nin agtk bir arah@ / olmak Gzere, diferensiyellenebilir bir

a ] —— E" fonksiyonuna E” de bir ¢gri denir (Hacisalihoglu 1983).

Tanm 1.5.2. E” debir M egrisi (J,a) koordinat komsulugu ile verilsin.

a l—E", a)= (a, (r),a:(l),.“.a,,(t))

)
)

nin a(f) noktasindaki (/,a) koordinat komsuluguna gore Az vektori ve Vi el igin

ﬂi da,
dt (, dt

olmak tizere  a’'(1) :[

dir. a'(t)! e T, (a(r)) tanjant vektorime M

1163}

la' @) =1ise M ye birim hizlr egri denir (Hacisalihoglu 1983).

Tanmm 1.53. M < E" egrisi (I,a) koordinat komsulugu ile verilsin. Bu durumda.
y/:{a’,a",‘...a(“} sistemi lineer bagimsiz ve Va™, kyr igin, a® e Sply} olmak
lizere, w den elde edilen {/,....I", ortonormal sistemine M egrisinin Serrer-Frener -

ayakly alani ve P e M igin {I WPY.LE (P)} ve P eM noktasindaki Serrer-Frener 1-

ayaklist denir (Haaisalihoglu 1983).

Tamm 1.5.4. M < I egrisi (/,«) koordinat komsulugu ile verilsin. s &/ igin. A7
nin Frenet 3- ayaklisi {7'(/), N, B! ise
ny Sp {'l'(,v)A N(s)} vektor uzays ite birlesen, a(s) noktasindaki afin alt uzava
oskilatér diizlem.
(2) Sp{}\"(.s‘)‘B(.v)} vektor uzayi ile birlesen. a(s) noktasindaki afin alt uzava

normal diizlem.



Tamm 1.5.5. M < £ egrisi (I,a) koordinat komsulugu ile verilsin. s </ ya karsilik

gelen a(s) noktasindaki Frenet r -ayaklisi {V1 (s),.“,V,(s)} olsun. Buna gore [<i<r
igin,

bil—R, )=V, 0.)
seklinde tantmli %, fonksiyonuna M egrisinin i-yinci egrilik fonksiyonu ve s </ igin

k;(s) reel sayisina da a(s) noktasinda M nin i-yinci egriligi denir (Hacisalihoglu

1983).

Teorem 1.5.1. M c E” egrisi (/,a) koordinat komsulugu ile verilsin. se/ yay
parametresi olmak Gzere, a(s) noktasinda i-yinci egrilik k,(s) ve Frenet r -ayaklist

(ACERAGR
M) Y, () =k 6V, ()
@) V()= ke, (W () + G (s), 146,

GV, (&)==k_(sV._(s)
dir (Hacisalihoglu 1983).

Tamm 1.5.6. M < E" egrisinin birim teZet vektor alam ¥, ve X e y(E") de sabit bir

birim vektor alani olsun. Eger P e M igin,

(V. X)|, = cosf = sabit, 9= z
& 2

ise M egrisine £” de bir egilim ¢izgisi, 8 agisina M nin egilim ags1, SpiX} uzayma

daM nin egilim ekseni denir. £° deki bir egriyi egilim ¢izgisi olarak karakterize eden

ozellik, egrinin egrilikleri &, ve k, olmak tzere
H= LY = sabit
2

olmasidir (Hacisalihoglu 1983).
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Tamm 1.5.7. M, N cCE" egrileri, srasiyla, (/.a), (I,ﬁ) koordinat komsuluklar: ile
verilsin. s € I ya kargihik gelen a(s)e M ve fS(s)e N noktalarinda M ve N nin

ACYAC AT A OVADBRAOY
Frenet r-ayakiilan verildiginde Vs e/ igin
{Vz (s), Vzm(s)}

lineer bagimli ise (M, V) egri ikilisine bir Bertrant egri ¢ifti denir (Hacisalihoglu 1983).



2. SABIT SIRT UZAKLIKLI EGRILER

2.1. Sabit Swrt Uzakhkh Egri

Tamm 2.1.1. E* de bir efri @ ve & min bir P = a(s) noktasindaki Frenet ii¢ ayaklis:

{T.N,B} olsun. d,,d,,d, sabit sayilar ve d} +d} +d} =1 olmak tizere
d=d,T+d,N+d,B @1

vektorine {T, N ,B} ye stk suretle bagl vektor, P noktasindan gegen ve d

dogrultusundaki & dogrusuna {T,N,B ye stki suretle bagl: dogru denir (Hacisalihoglu
1968).

Tamm 2.1.2, @: ] ——E’ bir egri ve @ mn bir P noktasindaki Frenet g ayaklist
{T.N.B} olsun. {T,N,B} ye siki suretle bagh k dogrusu tzerindeki, P noktasindan
sabit bir v uzakligindaki nokta P, ile gosterilsin. {T, N,B} nin efiri boyunca hareketi
esnasinda P, noktasiun geometrik yeri olan €, egrisine « egrisinin sabit sirt

uzaklikli egrisi denir (Hacisalihoglu 1968).

N
v
m >-d
T
B Oa(s)
@] a

Sekil 2.1.1 Sabit sirt uzakhkl egri

13



{T,N,B} iic ayakhsimn o efrisi boyunca hareketi H ile gosterilirse, H hareketi
esnasinda &k dogrusunun  olusturdugu regle yiizey (d) ile gosterilsin.
d=dT+d,N+d;B vekwrii birim vekior olarak almsm ve o egrisinin yay
parametresi s olsun. Bu durumda (d) regle yiizeyi

X(s,v) =a(s)+vd(s) 2.2)
olarak ifade edilir. (d) regle yiizeyinin dagilma parametresini 4, ile gosterelim.

_ det(T.d,d")
]

dir (Hacisalihoglu 1983).

A4

Buna gére
d=dT+d,N +d,B
d'=dT' +d,N'+d;B'

esitliginde o egrisinin egrilikleri k,, k, olmak lizere

T'=kN
N'=~kT +k,B
B =—k,N

Frenet formiillerinin kullamlmasiyla
d'=~d,k\T + (d)k, —dsky)N + d, kB

olur. Diger taraftan, A vektdrel carpimi gostermek tizere,

'

T N B !
dnd =| d, d, dy
"dzkl dlkl —d3k2 dzkxl
=((d? +d2)k. —d,dek, )T = (dydok, +dyd kN +((d} +d Dk, ~d\dk, )B
Ve

det(T.d nd") = (d} +d3)k, - d\d;k,



!ld'nz =d} (k{ +k3)+ (dik, - d3k,)?
esitliklerinin kullamlmasiyla

_ (df +d})k, - dyd,k,
d (k7 +k2) + (d ik, —dyky)?

d

bulunur.

Teorem 2.1.1 Bir regle yiizeyin agilabilir olmas: igin gerek ve yeter kosul dagnima
parametresinin sifir olmasidir (Hacisalihoglu 1983).

Teorem 2.1.2 E debiregri @ ve a nm {T,N,B} Frenet i ayaklisina siki suretle

baglanmus k dogrusunun H hareketi esnasinda olugturdugu regle ylizey agilabilirdir. <
a egrisi bir genel helistir (Hacisalihoglu 1968).

Ispat: Teorem 2.1.1 ¢ gore (d) regle yiizeyi agilabilir ise
Ay =

(d12 +d32)k2 ~dd;5=0

olur ve buradan
k  df +d} .
= = g, (0 = sabit 2.4
k- dd, g0, (6 = sabit) 24

bulunur, Bu da ¢ nin bir genel helis oldugunu gosterir.

H hareketi esnasinda, v=sabit degeri icin, (d) regle yiizeyi tizerinde P, noktasmin
olusturdugu C, parametrik egrisinin denklemi,
X(s,v) =a(s)+vd(s) 2.5
olacaktir. C, nin P, noktasindaki teget vektoril,
T, =X =a'(s)+vd'(s)
=T +w(d,T" +d,N'+d,B’)
olur ve Frenet formiilleri kullamlirsa

T, = (1~ vdyk)T +v(dik, ~dyk, )N +vdyky B (2.6)

15



olarak elde edilir.

(2.6) dan goriildigi gibi 7, teget vektorii T, N, ve B ye gére ii¢ bilesene sahiptir.

d, =0 Q@7
alinirsa

d=dT+d;B

T, =T +v(d\k; —d3k,)N

elde edilir.

Sekil 2.1.2 d, =0 igin C, egrisi ve tegeti.

Boylece H hareketi esnasinda, rektifivan diizlemde bulunan bir noktanin y6riingesinin

(C, eprisi) tegetieri, her anda , o nm oskiilatdr diizlemine paraleldir.

Teorem 2.1.2 bu 6zel durum igin su sekilde diizenlenebilir:

Teorem 2.1.3 tan ﬁ:% bagintisim saglayacak sekilde a efrisinin rektifiyan
}

diizlemine bagl % dogrusunun H  hareketi esnasinda olusturdupu regle viizey

agilabilirdir. & a, egilim agist S ya esit olan bir genel helistir.

16



ispat: T ile d arasindaki ag1 £ olsun.
<d,T> =cosf=d,
(d,B) =sin f = d;

(d) agilabilir ise (2.4) den

£—=t 9=_d{_=£1i=_s_i2_£_ ﬂ
k, dd, d, cosf
—I&—=tan9=idi=tanﬂ:>9=ﬁ
2 1

bulunur.

a egrisinin {T, N,B} Frenet ii¢ ayaklisimn A hareketi esnasinda, @ nin rektifiyan
ditzleminde yatan ve {I',N,B} nin orijininden siki suretle bagh k dogrusunun
olugturdugu regle ylizey (d)0 ile gosterilsin. v=sabit olmak lizere (d)o iizerindeki
parametrik egri C, olsun. (d), ve onun C, parametrik egrisi incelenecektir.

d, =0sartinin yaminda d; =0 sarti da eklenirse, k dogrusu o min T teget vektorii
dogrultusunda olacak ve (d)o, a egrisinin tegetlerinin olusturdugu tors ylizeyi
olacaktrr. Bu 6zel durumda C, parametrik egrisi, tegetler tarafindan olusturulan
yiizeyin iizerinde @ mn sabit sirt uzaklikls egrisidir.

22 C, Egrilerinin T, Tegetleri

(2.7) sartim saglayan & dogrusu, A hareketi esnasinda, (d)0 regle yilzeyini olusturur ve
k uzerindeki bir P, noktas: (), tzerinde bir C, egrisini gizer. C, nin P,
noktasindaki tegeti (2.6) ve (2.7) de

T, =T +v(d\ky —d3k, )N
olarak bulunur
T, ile d arasindaki ag1 S ise
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1+vi(dk —-dk,)-d?
tanﬁz\/""(l]d yky)—d,
1

dir.

a=dk, —dsk, ile gosterilsin. Ozel olarak ¢ yi Bertrant efrisi olarak alirsak, a=sabit

olur.

Teorem 2.2.1 « bir Bertrant egrisi ise (d), ylizeyinin C, parametrik egrilerinin 7,
tegetleri {T, N, B} ye stk suretle baghdir.
ispat:
T, =T +v(dik; — d3k,)N
=T +vaN
a sabit oldugundan 7,, {T’,N, B} ye stk suretle baglidir.

Teorem 2.2.2 C, parametrik egrilerinin 7, tegetleri {T ,N.B} ye siki suretle bagh ise

o bir Bertrant egrisidir.

Ispat: T, =T +vaN

dir. Hipotezden a = d |k, — d;k, sabittir ve dolayisiyla a bir Bertrant egrisidir.

Teorem 2.2.3 « bir Bertrant egrisi ise (d), viizeyinin dagilma parametresi sabittir ve
degeri her k anadogrusu igin

dir.

fspat: (2.3)ve(2.7) den
_diky—didik,  dildik —diky) _ ds

3

- (dik, -d3k2)2 B (d\ky —d3k2)2 a

“d

olur.

18



3. PARALEL HiPERYUZEYLER

3.1. Paralel Hiperyiizeylerin Tamm ve Ozelikleri

Tamm 3.1.1 M, ve M,, E” de iki hiperylizey ve M, in birim normal vektSr alam ¥
olsun. r sabit bir say1 olmak tizere,

fiM,—>M,, f(p)=p+rN,,
olarak tamimlanan bir f fonksiyonu varsa M, ve M, hiperyiizeylerine paralel
hiperyiizeyler denir (Hacisalihoglu 1983).

E" in hiperylizeylerinin ciimlesinde paralel hiperyiizey olma bagintis1 bir denklik
bagintisidir.

Sekil 3.1.1 Paralel Hiperyiizey

M hiperyiizeyi verildiginde,
M, = {P+rN,, :PeM,reRve r=sabit}
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esitligi ile verilen M, ctimlesi, A ye paralel bir hiperylizeydir. Sabit sirt uzaklikh
hiperylizeyler arasindan (M, M,) ¢iftini drnek verebiliriz. Bundan sonra E” in bir M
hiperylizeyine paralel bir hiperyiizey M, ile gosterilecektir. M nin birim normal vektor
alam N, sekil operatorii § ve M, nin birim normal vektor alam N, , sekil operatorii de

S, ile gosterilecektir. Burada

N=Ygq, ?ai—,a,. € C*(M.R) igin a/(f(P))=a,(P) olmak tizére N =Y a gi— ise

i=l i i=l i

N, = N dir (Hacisalihoglu 1983).

Teorem 3.1.1 E” in M hiperyiizeyine paralel M, hiperylizeyi verilsin. E" in
{x,,xz,...,x,,} Oklid koordinat sistemine gore, X € y(M), X e (M) vektor alanlan

VPeM igin, b(P)=b/(f(P)), 1<i<n olmak iizere

X=§b[a%, X=,Z_,b’axi,
olarak verilsin. Bu durumda,

M) £X)=X+rS(X)

@ S(fX)=5X)
dir (Hacisalihoglu 1983).

M ve M, arasindaki ozellikler diferensiyel geometri agisindan asagdaki teorem ile

verilebilir.

Teorem 3.1.2 E” de, f: M ———> M, olmak lizere, M nin bir paralel hiperyiizeyi
M, olsun. Bu durumda,

(1) f, tglinct temel form olma &zeligini korur.

(2) f, umbilik nokta olma &zeligini korur.

() f. asli egrilik dogrultusu olma 6zeligini korur.

(4) M nin temel formlan. siraswvia. I, IJ ve Il ile gosterilmek izere,

VXY e y(M) ve VP e M Kin,



(£, L)
dir (Hacisalihoglu 1983),

o = HX 1)+ 2001(X,, Y,) + P T (X, ,)

ispat: (1) M nin iglinct temel formu /I ve M, nin dglinci temel formu /11"

olmak ilzere, VX,Y € y(M) ve VP e M igin,
HI{fu(X ), £.(3)) = (S, (/. (Xp ), S, (£.(Y, )
- (55,500,

9]
=(SCO,8(M),
=1I(X,,Y,)

elde edilir.

(2). PeM, M nin bir umbilik noktas: olsun. O zaman, VX, €T, (P) ve bir tek
AeR igin S(X,)=AX, dir. Teorem 3.1.1 geregince,

S Xy = Ylm’) * r§(_X-)]/(P)
olacagindan,

[(Xp) = (A+rA)X s
yazilabilir. Buna gore, V/,(X,) €T, (f(P)) igin,

S,(f.(X,)=8(X,)
=ax]
A f.(Xy)
olur ve buradan
S, LX) =T X))

elde edilir. Bu ise, f(P)e M, noktasinda S,, M, nin dzdeslik doniigiimiiniin bir kat:
demektir. Boylece Pe M umbilik nokta ise f(P)eM, de M, nin bir umbilik

noktasidir.
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(3). M ninbir P noktasindaki asli egrilik dogrultu vektorii X, vebu X, ye karsihk
gelen asli egrilik k(P) olsun. Bu durumda S(X,)=k(P)X, dir. Ispat (2) deki benzer
hesaplarin sonucunda

k(P
S, (f.(X,) = ;ﬁ%f,(%)

elde edilir. Bu da X, €7,,(P) asli egrilik dogrultusuna karsiik 7,(X,) nin M,

tizerinde bir asli egrilik dogrultu vektori oldugunu gosterir.

4). VXY e y(M) ve VPeM igin,

(£.00.7.))

= </? +rS(X), Y+ 17Y—)>

{27}

1P 1)

) +2r<m, F)[ ) +r2<8_(75§_(Y_)>

[ i)

L2 (SEOLY )+ (S(X),S())

Ty

- (x7)

P

olur ve buradan da

(£.(X), L)

elde edilir.

sy = L E) 201X, Yy ) + 12 (X, 7,)

3.2. Paralel Yiizeyler

n=3 ozel halinde, M ve M, paralel vizevierinin Gauss egrilikieri ile ortalama

egrilikleri arasindaki baginti asagidaki teorem ile verilir.

Teorem 3.2.1. [ de birM yiizeyinin bir paralel viizeyi M, olsun. P & A/ noktasinda
M nin Gauss ve ortalama egriliklerl. sirasivla. K ve H, f(/)e A/, noktasmda Af

nin Gauss ve ortalama egrilikleri de X', ve H, oisun. Bu durumda ,

G, S
1+rH +1r'K

H = H+27']\:
1+rH +r°K



dir (Hacisalihoglu 1983).

Ispat: P e M noktasinda M nin asli egrilikleri, &, , k, ve bunlara karsilik gelen asii

egrilik dogrultulan da , sirasiyla, X,, X, olsun. Bu durumda Teorem 3.1.2 geregince,
M, nin f(P) noktasmdaki asli egrilik dogrultulan da f,(X,) ve £,(X,) olurve

S,(f.(Xl))=r"‘r7c—f.(Xl)

k.
Sr(f.(Xz))=T+—:7(—f.(Xz)
2

dir. Dolayistyla {f, (X)), £.(X,)} bazina gore S, nin matrisi

k]
1+rk,
kZ
1+rk,
olur ve buradan
H, =18,
ky ky

2 s e e
l+rk, l+rk,

(b + k) +2r(kk,)
L+r(k, +k,) +r¥(k k)

_ _H+2K
l+rH +r'K
ve
k&
l+rk, 1+rk,

K, =detS, =

- ki

L+r(k; + k) + r2 (K k,)
_ K

1+rH +r*K

elde edilir.
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3.3 Paralel Hiperyiizeyler icin Euler Teoremi ve Dupin Gastergesi

Tamim 3.3.1 £” in bir hiperylizeyi M ve M nin sekil operatdrii S olsun. Bu durumda

1 .
kn(XP)'_m<S()ﬁp,Xp>, Xp € TM(P)

Scklinde tammh &, déntisiimtine k min normal egrilik fonksiyonu ve k,(X,) ye de M
nin P noktasmnda ve X, dogrultusundaki normal egriligi denir (Kili¢ ve Hacisalihoglu
1984).

Teorem 3.3.1 E” in bir hiperylizeyi M ve M, de M nin paralel hiperylizeyi olsun.
k;(1<i<n) ler farkh asli egrilik fonksiyonlan olmak iizere asli vektdrlerden elde
edilen ortonormal cat: {X X g X ,,_,} olsun. Bir X, €T, (P) tanjant vekiorii ile
X, (1=i<n) ler arasindaki agilar, sirast ile, 6,.6,,..,6,, olsun. Eger M, nin

£, (X) dogrultusundaki normal egriligi I-c-,, (f,(Xp)) ile gosterilirse 0 zaman

n-1

> k(14 rk;)cos® 6,
ko (o (Xp)) =25

> (t+rk,) cos® 6,

i=1

dir (Kahig ve Hacisalihoglu 1984).

Ispat: f.(X)eT, (f(P)) olsun. O zaman

’?n(ﬂ(Xp))=”—f—(lﬂ@,(ﬂ()(p)),ﬂ(z\’p)) an
Sl A p ky

olur. $imdi f,(X ) ve S,{/,(X,)) leri hesaplayalim:
X, (1=i<n-1) ler ortonormal oldugundan.
n-t
Xp =Z<X,,,X,->X,
1=1
olarak ifade edilir. X, birim veki6r olarak alinirsa,
n-1

Xp= ZcosH,X/

=)
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ve boylece

n-1
fuXp) =Y cos8, (X)) (3.2)
=
elde edilir. Buradan,
. n-t 1 .
S (X p)) = Lq o oosOfu(K) (33)

i=l i

bulunur. Eger (3.2) ve (3.3), (3.1) de g6zdniine alimrsa
- 1 n=1 k‘-
kn(ﬁ(Xp))-m wzzlmcosa, cos8,{f,(X), fu(X,))

olur. £,(X,)=X,+r8(X;), §(X,)=kX; oldugundan

n=l

> k,(1+rk;)cos® 6,
k, (fu(X p)) =
3 U+ k) cos? 6,

i=l

bulunur.

Tamm 3.3.2 E” de bir hiperyiizey M olsun. T,,(P) nin
Dp = (X, [(S(Xp), Xp) = F1, X, €T, (P)}

olarak tanimlanan D, altcitmlesine M nin P noktasindaki Dupin gostergesi denir (Kili
ve Hacisalihoglu 1984).

X, (1£i<n-1) ler M nin P noktasindaki asti vektorler olsunlar. Bu durumda

n-l
Xp=3xX, , xeC°(MR)

i=i
olur, Buradan

n-1

n-l
S(Xp)= inS(X.-) =ZkixiXi

i=1 i=l

ve boylece,

n-l
(S(Xp),Xp)=Y KX}

i=1
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olur. Dp = {X,[(S(X ;). X ) =FL X, €Ty, (P)} oldugundan

n-1
D, = { Xp=(nxy,nx, )| Lkl =FL X, ey, (P)}

=1

bulunur.

Teorem 3.3.2 E” de, f:M—— M, olmak lizere, M nin bir paralel hiperyiizeyi
M, olsun. M, nin F(P} noktasindaki Dupin gostergesi Bf(,,) ile gosterilirse , bu

durumda

=1

n-1
D) ={ S Xp) = (e 47k )X, (L 7k, DN 3K (4 Pk ] =FL, £(Xp) €T, (f(P))}

dir.

ispat: £,(X,)eT, (/(P)) igin
Doy = X ) (S, (/X p0), (X p)) = F1) (3.4)

dir. Simdi £,(X,) ve S,(f,(X,)) yi hesaplayalim:

n-1
X, (1<i<n-1) ler asli vektorler oldugundan VX e y(M) igin X =2x,X ; yazhr.
i=1

Burada her x;, Miizerinde C* simfindan bir fonksivondur. Boylece

foi(X)= fo(X) }:x (+rk)X, (3.5)
ve buradan
n—{
S,(fu(X))=3 xS, (fu(X))= Z f(X (.6)
=1

bulunur. Eger (3.5)ve (3.6), (3.4) de g6zOniine alinirsa,
. -l . . _ ) ]
(P = {f-(Xr) = (5,4 rk)eox, (1 1k, ) 21:, Qrk ) =L f(Xp)eT), (\f(P))j

1=

olarak bulunur.
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Teorem 3.3.3 E" de, f: M —— M, olmak lizere, M nin bir paralel hiperyiizeyi
M, olsun. f:M ——M_ doniigimil altinda ikinci temel form korunuyorsa M bir
hiperdiizlemdir (Kili¢ ve Hacisalihoglu 1984).
ispat:

(S(X), X ;) = (S, (LX), LX) =(S(X)), X, +7S(X ;))
oldugundan »S* =0 ve biitiin X, asli vektorleri igin S(X;)=kiX, dir. O zaman
SY(X,)=k?=0 ve k,=0 olur. Buradan §=0 veya VX i¢in BX,N=001L11' ve
bbylece N, M iizerinde bir sabit vektdr olacagindan M bir hiperdiizlemdir.
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4. SABIT SIRT UZAKLIKLI YUZEYLER ve PARALEL YUZEYLER ICIN
KARAKTERIZASYONLAR

4.1. Sabit Sirt Uzakhkh Yiizeyin Tanim

Tamm 4.1.1. M ve M,, E* de iki yiizey, M nin bir P noktasindaki birim normal
vektorii N, ve tanjant uzayi T,,(P), T,,(P) nin ortonormal bir bazs {X.¥»} olsun.
d,,d,,d, e R sabit sayilar ve d} +d} +d} =1 olmak izere Z, =d, X, +d,Y, +d,N,
seklinde X,, Y., N, ye siki suretle baghi Z, birim vektoriinii alahm. r sabit bir say1
olmak iizere,
fiM—sM,, f(PY=P+rZ, .0

olarak tamimlanan bir f fonksiyonu varsa M, yiizeyine M yiizeyinin sabir sirt
uzaklikl yizeyi denir. M, yiizeyi f fonksiyonu yardimi ile tammlandifn igin M 7 le
gosterilecektir. (M, M”) ¢ifti ile M yiizeyi ve onun M7 sabit sirt uzaklikli yiizeyi

temsil edilecektir. N/l
)

7, UPY

Sekil 3.1.1. Sabit sirt uzaklikh ylizey
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Ozel olarak d, = d, =0 alnmas1 halinde Z, =N, ve f(P)=P+rN, elde edilir. Bu
durumda M ve M/ paralel yiizeyler olur.

Teorem 4.1.1. E* de Mve M/ yiizeyleri verilsin. E* i, {x,,x,,x,} Oklid koordinat
sistemine gére, W e y(M) i¢in

f.W)=W +rD,Z ' (42)

H 1=

3
dir. Burada W=Zw,—a—xa-, W:Z»—v',gi—, dyle ki VP e M igin
i=1 i i=1 i

w,(P)=w,(f(P)), 15i<3, ozeligi ile verilsin.

ispat: f:M—— M/ donigiimi, E e,
fiE——E*, f(P)=(p, +r2,(P),p, +rz,(P), p; +rz;(P))

3
olarak genisletilsin. Burada, Z = z, ‘6% vektor alaninin bilesenleri de E’ ¢

i=l i

z,(P),PeM
0 , PeM

z,(P)= {
olarak genisletiliyor. E* deki {x,,x,,x,} Oklid koordinat sistemine gore f
déntigiimiiniin koordinat fonksiyonlan
fi=x,+rz, E>—>R, 1£i%3,
olacagindan f, dontigiimiine kargilik gelen matris
o(x; +rz;) Ox, 0z,
et e e —
ox, o, ox;

J

olur. W, =|w, | €T, (P) igin

Wi,
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w
0z,
ARCAEIARS +[;;}
w, !

Pl
Xdp M31

wi(P) s 5
=|w,(P) +{2—' wJ(P)}
w(py) LA

=LYy

o

bulunur. Burada ikinci taraftaki matris formu, { } bazi cinsinden yazilirsa

2 2
l’ax2,ax3

71,0 )—iw(mil oy &L, (P)ii
PR i} ' ax, 1P =t =l &I P ! ax' FA%9)

ve w,(P) = w,(f(P)) esitli§i kullanilirsa,

8)

1.

R AR IO W AN

i=l iif(p) i=l i ¥1ta)

e 0,2)
S(P)

yazilir. Bu egitligin safindaki ilk terim W_’Lm, ve ikinci terim ise rD,Z o dir.

Ciinki,

: 2
D,Z= Z]W[z,]—éx—-

i

oldugundan

olur. Buna gére

=W WA
f,[r(W,,) =W ‘.N’) + r(DwZ)i .



elde edilir.
4.2. Sabit Sirt Uzakhikh Yiizeyin Parametrik ifadesi

M yiizeyi i¢in bir parametrizasyon (4,U) ve

pUcCE —M
(u,v) P = g(u,v)

olsun. Bu durumda 7,, (P) nin bir baz {(é,,l P,¢v| P} , Pe M deki birim normal vektor

alam N,, d,.d,,d; sabit saylar, d +d} +d; =1 ve Z, =d\¢,|, +d,4,

» TN,
olmak tizere
M’ ={f(P) |f(P)=P+rZ,}
olarak verildiginden M/ yizeyi igin bir parametrizasyon
w(u,v) = ¢(u,v) +rZ(u,v)
olur. Buna gére
M =) = fu) +r{dig, (u,v)+ do, (u,v) +dy N, v)), d, =sabit, d, = sabit,
d, =sabit, d} +d; +d> =1, r =sabit}
olarak ifade edilir. Burada, rd, = A, rd, = A,, rd, = A, alnirsa,
M7 = {0 9(,9) = 06,9) + Ay (V) + Aoy o ¥) + Ay Nt v), Ay Aoy, Aoy = saibit, 224 22 + 22 = 1)

olur.
v, =@, + o, + A0, + AN, (4.3)
¥, =4, + s + 1d,, + 4N, (CX))
seklindedir, Burada M ylizeyi i¢in @,,,4,,,9.,,8..,N,,N, degerleri agagidaki gibi
hesaplanabilir (Hacisalihoglu 1983).

B <¢u,.,¢u) ($r.) 1

ue 3 u ¢v + _'_det@’n 7¢u ’¢v)N (45)
6] o’ ¢.l1s.|
<¢uv > ¢n > <¢uv > ¢v> 1
= B =l #, +——det(@,,.4,.6,)N (4.6)
’ PYERCAETYIR vy 7
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(b9.)  (o0). 1

¢ = T4t 79, + T detd,. 4,4, )N (4.7)
I#.1 g el
1 1
N" = ___~2_ det(¢w ? ¢u ? ¢v )¢u - ~_3'__5-(iet(¢uu s ¢u ’¢v )¢v (48)
2 el
1 1
N, = ——r—sdel(¢,,.4,.4, )¢, - —=—det(d,,.4,.4,)8, 49
AN fe.1 le.

dir.

M nin parametre egrileri egrilik cizgileri ve u ile v de bu ¢izgilerin yay parametreleri

olarak segilmesi halinde |¢,{=1, |¢,] =1 olarak almabilir. Bu durumda
det(@,..4,.0,) =0 (4.10)
ve ¢, ve ¢, de M tzerinde asli egrilik dogrultular oldugundan
(..4.)=0 @.11)

dir. Aynca M ylizeyinin asli egrilik fonksiyonlan k, ve k, ise kabullerimiz altinda
k =—det(g,,.¢,.9,)

kz = "det(¢vw¢u 9¢v)
dir (Hacisalihoglu 1983). Yine bu kabullere gore.

(6..0.)=1=,[9..4.)]=4.11]
(

= (b 6,) +{ed )= 0
= (0. =0 (4.12)
(#-6.)=1=>(,.8,) =0 @)

(#.8.)=1=6[8,.0.)]=¢.11]

= (B, ) + (D) = 0

]

32



= (fu: ) =0

(6.0.)=1=¢,[(8,.8.)]=0.1
=>(¢m,¢v)+(¢v,¢,,)=o
= (Pos8,) =0

(6..8.) = 0:¢[<¢ 4)]=4,
)+ (B )=
=><¢w,¢v>=% )

olur. Bu son esitlikte ¢, =4,, ve (4.14) esitligi kullanihrsa
(B} =0
bulunur.
(#..8.)=0=4,[4..8,)]=4,[0]
= (Bo )+ (B 80) =0
= (Bus8,) = ~{B0r8)
ve burada ¢,, = ¢,, ile (4.15) esitligi kullamlirsa
($n8.) =0

bulunur.

Bu hesaplamalarin sonucunda
¢m¢ = _klN
¢vv = _kZN
¢uv = ¢vu = 0
Nu = kl ¢u
N v= k2¢v
elde edilir.
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wlu,v) = dlu,v)+ 3’1¢u (u,v)+ lz¢v(u, v)+ )?N(u, v)
i¢in

Vo =8, + b + 48 + AN,

Y, =9+ A, + 08, + LN,
seklindedir. Burada (4.17) esitlikleri kullamlarak y, ve y, degerleri hesaplanirsa,

Y, =9, + b, + Ao, + AN,

=4, + 4 (-kN)+ kg,

y, =+ Lk, ~ AkN (4.13)
ve

W, =0, +Ad, + b, + 4N,

=@ + A, (—k,N)+ Ak,

v, =+ 4k,)d, - AL,k,N (4.19)
olarak bulunur. {l//,,,wv} , 2(M”) igin bir bazdir. M’ yiizeyinin normal vektor alani,
é,.¢,, N cinsinden
Vu A, = {0+ Ak, = Ak NEA {0+ 23k0)8, = ko N}

= (1+ gk X1+ /131(2)%& - Ank(1+ Agky )fz:i_ﬁ - Ak Q0+ z3k2)é/:%uﬁ+ ilk]/lzkzy_g_h[
=4k (1 + Aky)g, + Ak, (14 Ak )¢, + (1 + A.k)(3 + A,k)ON
olur. M/ yiizeyinin birim normal vektér alant N/ ile gosterilirse,

N = Vu ¥y
WVu AW,
_ Ak Ak, + Ak (14 Ak g, + (14 43k )0+ 236N
4 N (U4 Agky)? + 22K (14 daky)? + (14 23k, )P (L4 Agky)?

ve burada

A= (RR 0+ Aky) + BRI+ A + (14 k)2 0+ k)

veya

A= R+ 2K+ 20, (Bk, + kDK + (B + Z)EK + 0+ LH + 2K)

denilirse
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N o ARk Ak (e Ak L G AR AR)

R y 8.+ v (4.20)
veya
Nf=A(k‘+X,3K)¢u+Z,_.(k2+/l3K)¢v+l+23H+/l§KN @21)
4 A A
olarak bulunur.

Boylece bir A yiizeyinin sabit sit uzaklikli yizeyi M’/ ise M’/ yiizeyinin birim
normal vektdr alam N/ ve y(M7) in {w,,w,} bazm, M yizeyinin birim normal
vektor alam N ve y(M) nin { u,¢v} bazi (ortonormal, asli egrilik dogrultulan) ve M/

nin asli egrilikleri k,, k, cinsinden bulunmus oldu.

Eger k =k, ve /1,3:—-]-{1—=—7c1—- ise w, ile y, lineer bagimh olacagindan M/

1 2

regiiler bir yiizey olmaz. Bu sebeple bu durum gézoniine almmayacaktir.

Sonug: (M, M) gifti bir paralel yiizeydir <> 4, = 4, =0 dir.

Ispat: (4.20) den 1+ Lk, 0 ve 1+ 4k, # 0 olacagindan N7 e Sp{N} olmas: igin
gerek ve yeter kosul 4, =4, =0 olmasidir. Bu da (M, M /Y ¢iftinin paralel yiizeyler
olmasini gerektirir. Ayrica 4, = 4, =0 olmasi halinde 4 =1+ 4L H + 2K olacagindan

N/ =N olur,
4.3. Sabit Sirt Uzakhkh Yiizeyin Sekil Operatorii

M yiizeyinin sekil operatori S ve M’ yiizeyinin sekil operatora S’ ile gosterilsin.
Simdi S/ sekil operatoriinii x(M”’) in
. = U+ k), -2k Ny, = (1+ Lk,), = kN )

bazina gére hesaplayalim.
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S./(W )=Dw N 2_?_(/11}‘1(1*”13]‘2)) +/?1k1(1+}'3k2)
f u u

y s

—_—
4 kN

¢W

4 <

+_5‘_(/12k2(1+},3k,)J¢v . Ak, (1+ Aky)
ou A

A o
kg,

+_6_((1+13kl)(1+/11k2))N+(1+ﬂgk|)(l+ﬂjk2)N
ou A

s w.) {_a_ i,k,(1+2,;k2 )+k](]+).3kl)(l+j3k2)}¢u

ou A4 4
L0 Ay (4 Ak
au[——._._)(bv (4.22)
Je ((wgkl)awkz)J AkE A+ Aka) |
du 4 A

Bu hesabt yapmak igin esitligin sag tarafindaki ¢,, ¢, ve N nin katsayilann: ayn ayn

hesaplayalim:

M yiizeyinin birim normal vektor alam N ve x(M) nin {g,,4,} baz (ortonormal, asli
egrilik dogrultulan) ve M nin asli egrilikleri k., olarak alnmst. {g,.4,,N},
2(E?)icin bir baz olusturur. Teorem 1.4.3 e gbre £ iin egriligi sifirdir. Buna gbre,

R(g,.6,)N =

D, (Dy N)=~ D, (Dy N)=Dyy 4 )N =0

D, (k¢,)-D, (ki¢,)- Dy 4 1)

(4.17)den D, 4,~D, 4, =4, ~¢, =0 dur.

N=0

D¢u (k2¢v) - Da. (kl¢u ) =0

%k, ¢W——¢ -k, =0

O

_ ok ok,
= 24 =0
ov b ¢
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¢ {s,, ¢‘,} lineer bagumsiz oldugundan

=0 (4.23)

bulunur. Bu esitlikler asagidaki hesaplamalarda kullamlacaktir.

A=A+ Ad,) + A2+ Ak ) +(1+ Ak, ) 1+ ,k;)* igin (4.23) ifadesi de
gbzonine alinirsa
o 2;,,’/; (1+/1k) + 212k} (1+/1k),1 +2(1+/1,k )l, ‘(1+,1,k)
ou 24

=714.—a;—‘{12k,(1+23k2) F AR+ Aghy) + A1+ Ak (L + Agky)?

%s 10k {A k(1 + Asky)? + A1+ A3k, )(ﬂakz +(1+ 43k,) )} 429)

olur.

2 (llk,(1+/13k2)) ;%(ﬂnkx(Hlzkz))A—%(Akl(u/13k2))
u = VL

A

3k Sy (o 4 5
IR —Eu—l—(l + Agkg)d® - k(1 + A3k2)—éui{ﬂlkl(l +Agkg) 2501+ A3k1)(,1§k22 +(1+ 23ky) )}

= A4
AZ

=—1--aﬁxl(1 A WK (14 Ak ) + BRE L+ Ak )P + (L A5k )P (L+ Ak, )?
— (2, (1 Aky)? + Ay (1 ARD(AZEZ + (1 + Ak,)? )}

ve burada gerekli islemler yapilirsa

Ei—('{’k‘(l;'l’kz)) ’1' %, 2L+ Aok )1+ Aska) WA2E2 +(1+ 25k,)?)

olarak bulunur. Buradan

i /lxkl(1+/l3k2)\#kl(l+i3k1)(l+i3k2) (l+13leI+13k2)Il ak] (12k2+(l+;. . )2J+k A2
P A A3 6u 272 372 1

-

ou

(4.25)
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elde edilir.

) 84
6 (Ak(+Ak)) 3 (A, (1+ A,k)))4 -Eu-(;,zk2 A+ Ak))
5( A )— A

1isky L 42 l,ik—aﬂ&.zkl‘kzi.l (zkz ] 2)}
AgAzky . —Agka(i+ a3 1)&‘ TR+ A3kp)" + A3 (1 + Ak Aok + (1 + A3kp)

- A4

42

,Izkz Ok {/lfigk, O+ A3ky)* + A A5k7 1+ Ak, )? + A1+ A4k (1 + Ak, )

~ Ay (1 Agh YU+ Ak )P = 2y (1 gy (B2 + (1 + Ak,)2 )

ve burada gerekli islemler yapilirsa

Aikk G+@kY
8 [ Ak, (1 +,13k,)) _ 3 (4.26)
Bu A A

olarak bulunur.
O (A+Ak)A+Ak,))_ 1 [8 o
3,,(“-*—‘—*14 J Az{au((lﬁskl)(lﬂgkz))A au(1+,13k])(1+,13k2)}

ok
R {23 ;
+ AR+ Agky)+ Ay (4 Ak )1+ A5k ) )}

LA (14 Aky) A2 -—(1 + Ak )1+ Ak A2k, (1 + Agkg)

"—(1+/13kﬁ)
=-—T—’Vugk (+ Ak + 2 25k3 (1= 25k))% + A5 (1 + Ask,) (1 + Asky)?
= (U 2k ATk (1 + Aaky)? = ABAk2 1+ 230, ) = Ay (1 + Agky) (1+A,kq)2l
ve gerekli kisaltmalardan sonra

_Q_((}+i._,kl)(1+i.3k2)):_j; %* FISIRY

ou A

bulunur. Buradan,

cu

2 - {
& U+ Agh) Wi+ Azhy))  AkP (14 Ank gk {1+ Agks ) | .
SR A5ko) ) Ak O dgky) h ~’2)<i] (e agho P oigd?t @2

4 4 FER

elde edilir.
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(4.25), (4.26) ve (4.27) esitliklerinin (4.22) de kullanilmasiyla
1
Ut Me B0 %6 a4t 4 0 2 ko,

') = e
A2, ok
- ;32 E‘klkz(l+ﬂ,3kz)2¢v (4.28)
_/llkl(lf;:x/}kZ){/ll %kl(l+ﬂ/3k2)2 +klAZ}N
olarak elde edilir.
S W=D =%(Ak,(lzlgkz))¢u +ﬂqk,(1:A3kz)¢iul
+_§_(/szz(1+/13k|)]¢v+'12k2(1+’1'3k1)¢w
v 4 4 =
+_?_[(1+/1,k,)(1+ﬂgkz))N+ (1+l3kl)(l+ﬂ.3k1)Nv
ov A A Py
Foyyo 8 /llkl(1+ﬂqk2))
S/ (w,) av(-———A &,
+{__a_(ﬂ,2k2(l+ﬂgkl))+ k2(1+l3k1)(1+/13k2)}¢v
v 4 A
. { 2 (awk‘)(lwkz)}_ hk%(lwko}N (429)
v A 4

seklini alir. Bu hesab1 yapmak igin egitlifin sag tarafindaki ¢,, 4, ve N nin

katsayilanim ayn ayn hesaplayalim:

A= R+ Aky)? + 2RE(L+ k) + (1+ Ak (1+ A,k,)* igin (4.23) ifadesi de

g6zo6niine alinirsa
222k A, o, A+ 4:k) + 2A§k2 1+ 4,k)? % +2(1+ 4,k 4, égv—’—

dv
24

1+ A,k;)

PR 2R

%%k—vi {/‘djﬂfk‘z U+ A5+ ARk, (L+ 45 + A, (L+ k) L+ Ak, )}
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olur.

) a4

5(@,1:, (1+ Ak, ))A—Eﬂqk, A+ Ak,)
AZ

_5__('111‘1(1 +;~3kz)J_
ov 4 B

= L’ {,13,11/‘]%2#%111@ (+25k) )(zgxlzklz(wskz Y+ 2Bk (kg )2+ (4 Ak Y (1 Ay ))}

2;4}3( ak, {22 (1 Ay )+ A A2K2 (1 A, ) o A4 Ak, )2 (14 Ak, )?
= AR (U Aky) = Aoky (1 Ak ) (4 Agky) = Ay (14 Ak, )2 (14 Aok, )

gerekli sadelestirmelerin yapiimasiyla

B[ Ak (+4k)) 1 ok
6\’( : )- ot Ak k)’ (4.30)
buhunur.
(kg4 25k ) A~ 2k (14 20k

i(ﬂqk,(wgkz))_av e+ Aok )5, Feka 0t Johy
ov 4 - 4

A3{ oy T2 04 Ak Y22 (1 Ay )2 + 2R (1 Ay, ) + (14 Aok, ) (U AKy) )

-2, i"_k 2 A AR (14 20k,) + 2y (14 gk, ) + A1+ Ay, )2 (1 + Agk, ))}

ve burada parantez icerisindeki iglemlerin ve gerekli kisaltmalanin yapilmastyla

O ( Ak (rdk)) 4 ok, SO+ Ak + sk, WK + 0+ Ak,)?)
v 4 ;4

olarak bulunur, Buradan,

3

8 Agka (4 A3k} ) kg (o Agk X1+ Agkn) (= AgkyXb+ Agka) | ok
_(22 ;1)+2 351 3h2) 3% 3ka Py 2(/1|k,+(lw;kl) ":*’2
av

ov A A A
@31)
elde edilir.
L . ~ )
DA AR AR L L2 (14 2k )0+ k) =2 (1 2k Y0+ 2k ) |
&v 4 FERES ' e v : |

ve gerekli islemlerden sonra

_6__((1'*'131‘1)(1‘*'/{31‘2)\ 1 ok, "2/{ (l+/k)
ov A ) A 3\
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bulunur ve buradan

2
2 ( (v A3k + A3k Agkd (L+ Ak Ayky (1+ A3k 2k
(+ 434 3k3) | A2kl 31)=_2z(33|) 20 22 (1 k) + kg a2
b A 4 A o

(4.32)
olur. (4.30), (4.31) ve (4.32) ifadelerinin (4.29) de kullaniimasi sonucu

1 ok
S w,)= —?gzugk,kz 1+ k)¢,

N A+ A5 + Asky)
PE

Ay k)
A3

{/7'2 222242 + 0+ 20"+ szz}m
ok, 2 2
{Azg(nxgk,) +hyA }N (4.33)

elde edilir.

§/(w,) ve S/ (v,)degerleri 4,,4,, ve N cinsinden bulundu. Simdi bunlant y, ve

w, cinsinden bulalim:

ST (W) =my, + iy,
Burada (4.18) ve (4.19) dan , ve w, nin degerleri yerlerine yazilirsa

57 (W)= m{Q+ AP, - AN+ 1, (A + Aky)8, — Ak, N}

ST () = i+ k)8, + 1o (1 + k)P, — (i dok, + py Ak, )N (4.34)

olarak bulunur. (4.28) ile (4.34) karsilagtirtlirsa

1
= Lt Ak) {/11 % (222 + 1+ Agky)? )+ k1A2} (435)
y ou
| ok
H =_F;ﬁ42klkz(l+lskz) .36)

elde edilir.

ST (w,) =y, +my,
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Burada (4.18) ve (4.19) dan , ve w, nin degerleri yerlerine yazilirsa

57 (w,) = {0+ k), — Ak N+ Q0+ sk, ), — Aok, N}

Sf(‘/’v) =1, (1+ k), + 1, (1+ A.k,)9, — (e Aok, + p Ak, )N (4.37)
olarak bulunur. (4.29) ile (4.37) kargilastinhrsa
M= -AL—@k—z,l,zzk ky (14 Ak) (4.38)
17
g =—22L 1*;;"1 { ky (K + (1 Ak )+ ka4 } (4.39)

elde edilir.
ST W) =my, + 1y,
87w, =y, + 1y,
Bu durumda z(M”) in {w,,w,] bazina gore M’ yiizeyinin sekil operatdriintin

matrisi

A= BR (14 Ak,)? + A2 (14 Ak, ) + (1+ k) (0 + ky)?

veya farkh bir ifadeyle

A= JRIE + 2K +20, (R hy + kK + (2 + 2)EBK? +(1+ A, H + 2K)

olmak iizere,
(2 21 % 2 ‘)
A+ aghy 44— 4 k +{+ A5k, ) +k 4 = A Ak Ry (4 Agky)
o A3 372
I 1 Bu [ Su l
5 = —— ]
3 6k2 2 6A2
——'/I‘Azk]kz(h} Ll) (1+/'.3A1) —() k +(|+; L ) )+A 4
L J
olur.

Bu hesaplann bir sonucu olarak agagidaki teorem verilebilir.
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Teorem 43.1. E* de bir M yiizeyi igin parametrizasyon ($,U) ve z(M) nin asli
egrilik dogrultularindan olugan ortonormal bazi {#,.4,} , M nin asli egrilikleri ,,k,
ve M nin sabit sirt uzaklikli yiizeyi M’ olsun. y(M”) in {y,,w,} baz

v, =+ k)4, - kN

v, =+ A4k,)p, - kN

almdiginda M7 yiizeyinin §” sekil operatoriine karsilik gelen matris, alinan bu baza

gore
ak ok
(2,2 2 2 2
(+25k,)9 4, (/121:2 +(1+2qky) )+k1A = A Ay ky (4 Agky )
of L o o
3 ok ok
4 P, 2 %222 2 2
= A Ak Ry (I Ak (1+43k1){;.2 (Apky +4 A3k ) +ky 4
EY £y
(4.40)
dir.

Teorem 4.3.2. E’ de bir M yiizeyinin sabit sirt uzaklikh yiizeyi M/ ve M’ in Gauss
egriligi K, ortalama epriligi H/ ise
A=JBR A+ ) + BB 1+ Ak Y +0+ k) 1+ Ak,
= A2k + Rk + 24, (Bl + Bhe)K +(2 + B)BK® +(1+ 4L, H + ZK)
olmak izere,

(+Ak)A+Ak)
4

(m %% ka2 (88 v koo 2 (28 +a+ﬂala)2)+kdaf1’]

K = =t
ou ov

44D
veya burada 4 nm degeri ve kk, =K, k +k, = H oldugu kullamlirsa

ok, Ok ok Ok
iy =2+ 2k, <L (332 0+ ) 2y 2 (867 -1+ 200 )

(2062 + 202 +2, (2, + Bhy)K + (2 + DBK? +(+ A H+ BK)

K’ ={1+ 4 H+ 2K

K
¥ RkE + B2 +20,(A2k + Bk,)K + (B + B)EK? +(1+,1,3H+A§K)2}
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dir ve

ok,
w =L {(1+A3k )(2,1 L(12k2 41+ 4k,) )+k1A2J
(4.42)

+(+ Aok )(12 (A} +(1+23k1)2)+k2A2}}

veya burada A4 mn degeri ve kk, =K, k, +k, = H oldugu kullamlirsa

% 2,2 2 2
/‘L]g(l+l3k2)(/12k2 +(1+,13k2) )+,12 (]+/1 )(/1 +(1+/13k1) )

H =
3
(szf +A5kE + 25 (k) + A2k K+ (A2 +2)22 K? +(1+/13H+,1§1<)2)§
H+2,K
VALRE + 22K 285 (A2, + 2 ky K+ (A2 + A2V K +(1+ Ay H+ 22 K)?
dir.

Ispat: X/ =detS/ dir. (4.40) ifadesindeki S’/ ye karsilik gelen matrisin

determinant: alinirsa

k! = (1'*23]‘1)(1"’23’51){ ak, ok, (
= G

Iy S ZR BB + I3 0+ Ak )? + KL+ Aoy’

Ok (

0+ Ak Y2 Aky) )+ A%k 2 (202 + (14 Agh,)?)

ok ok, ok
+ A%ka A, 611 (22 + 1+ 2ky) )+k,k2A“ &* &2 /mlekz}
(1+,13k,/)1(61+z13k2){Zq o Ok, (;zk,(1+,zgk Y+ R (14 Agky Y+ (1o 2ok, 2 (14 gk )2
Aztk,}q%z— B+ (14 2uhy 2 J kyty 2 (Agk§+<1+;p_;k2)2)]+k,k2A4}

S?<!

=a+zgk1)o+ﬂakz){fwaq o

FE (4 2uk P ko, 22 (202 414 gk —kﬂfr‘l
y ( 1\1+(+Aq1\1 )+ k5 +(1+/0k,) )J-M,_ j

a v
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L BAN ) o 8 Bkt Sl o n S 1+ |

olur. Burada 4 mun degeri ve kk, =K, k, +k, = H oldugu kullanilirsa

k
/ fonHr K Mzo‘%%kz (K2 (14 Ay gk 22 “2(262 1+ 4,4)’)
=1+ + A5
At (qu,‘+/1,zk22+2l,(ﬂ1k,+ﬁqk2)K+(/l1 +,12)AGK2+(1+/13H+13K))2

K
" RUE + AR 4205k, + 2K+ (B + YK +(1 +/19H+.3§K)2}
(4.43)
olarak bulunur.

H/ =87 dir. (4.38) ifadesindeki S/ ye kargilik gelen matrisin izi hesaplamrsa
HY =187

_1 2,2 2 2
_?{(H )( (ﬂ. k +(l+/13k2) )+klA )
+ (1A k) ﬁ( 252 £ Q4 Ak)2) + k42
)| 7, Ak 3] 2
olur. Burada 4 mindegeri ve kik, =K, k +k, = H oldugu kullanilirsa
ok ok
%Kk . 2),, % 2,2 3
il (1+/13k2)(12k2 + 1+ Agk) )m2 e (1+,13k1)(/11k1 (4 Agh) )
3
(2K + k2 + 20, (Bky + 2R)K + (A2 + VLK + (1 + L H + ZKY |2

H+24,K
J,ilk’ 2k 20, (Bhy + Bh)K + (B + AARK? + (1 + A,H + 2K)?

H =

(4.44)

olarak bulunur.

Ozel olarak 1, = 1, =0, A, =r = sabit alinirsa,
w(u,v) =g(u,v)+rN)|

$(u.v)
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seklini alir ve bu durumda M nin M / sabit surt uzaklikh ylizeyi, M nin M, paralel
viizeyi olur. M nin asli egrilikleri k,, k,, Gauss egriligi K = kk,, ortalama egriligi
H =k +k, ve bu dzel durumda M /= M, ylzeyinin Gauss egriligi K/, ortalama
epriligi H” olsun. Buna gore (4.41) ifadesinde 4, =4, =0, A, =r =sabit igin

A=+ Ak X1+ k) = L+ rk Y+ k) =1+ 7H +r°K

halini alir ve
K/ = (H’k‘)(:”k’)klsz“
A
— klk2
A +rk)Y(1+rky)
_ K
1+ r(k, +ky)+rPkk,
)< - K
1+rH +r*K
bulunur.

Yine bu 6zel durumda (4.42) ifadesinde A, =4, =0, 4, =r =sabir igin

Hf =::?{(1 +rky )y A +(1+’k1)kl‘42}

ki Qarky) k(A +7k)
A +rk)Y1+rky)

kot k +2rkk,
14 r(k, + k) +rikk,

_ H+2K
l+rH +7°K

elde edilit. 4, =4, =0. A, =r=sabit hali M, nin M ye paralel olmas: halidir. Bu

- TN
K ve H“f :'__{_{*..T’I\

halde K/ =—"—— -
1+rH +r°K l4rH +r K

oldugu 3. Bélimde aynntili olarak

ele alinmisti. O halde hesaplamalanmiz 6zel halde bekienen sonuglar vermektedir.
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Tersine, KfzK, ve Hf=H, olabilmesi i¢in (4.43) ve (4.44) ifadelerinden

A =2, =0 ve A3 =r sonuglarina vanhir. Béylece su teoremi verebiliriz.

Teorem 4.3.3. E° de (M.M') sabit sirt uzakhikh yuzey ¢iftinin paralel yizeyler gifti

olmas igin gerek ve yeter kosul

kr=—2X
1+rH +r*K
ve
y/ = H+2rK
1+r7H +r2K

olmasidir; burada K ile H, M nin ve X file H/ de M7 nin Gauss ve ortalama

egrilikleridir.

Paralel ylizeyler bahsinde Teorem 4.3.3 {in gerekliligi gosterilmis idi. Fakat bu teoremin
yeterliligi ancak sabit sirt uzaklikli ylizeylere ait sonuglardan elde edilebilmistir. Bu da

sabit sirt uzakliklt yiizeyler teorisinin nemini gdstermektedir.

4.4. A, =0, A, = sabitve i, = sabit Ozel Hali i¢cin Sabit Sirt uzakhkh Yiizeyler

Bu kisimda E* deki bir

$UcCE*—5M
,v) P = ¢(u,v)

ile verilen M yuzeyi igin, T,,(P) nin asli egrilik dogrultularindan olusan ortonormal

bazi {¢u |p-4] P} ., PeM deki birim normal vektor alant N, olmak iizere,
fiM—sM

Mf = {y/(u,v) ]y/(u,v) = d(u, v} + j’l¢u (u,v) + ;‘2¢v (u,v)+ A3N(u,v), 11,2.2,13 = sabit}

sabit sirt uzaklikli yiizeyinde A, =0 alinarak elde edilen

Mf = {t//(u,v)ly/(u,v) = ¢(u,v)+ll¢u (u,v)+A3N(u,v), Ay ve /13 =sabit} (4.45)

ozel hali incelenecektir.
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Bu durumda (4.18) ve (4.19) ifadelerinde A, =0 ahmirsa y(M 7Y icin {'//ua%} bazi
v, =1+ k)¢, - LkN (4.46)
v, = (1 + /l3k2 )¢v (447)

olarak elde edilir. M7 yiizeyinin birim normal vektor alani ise

Vury,
V. Y,
_ Ak (+ Ak ), + 1L+ Ak )1+ Asky )N
w/z U+ Agky)? + (U4 Ak, ) 1+ A5k, )
_ (4 Ak Ak, + 1+ A5k)N)
1+ Asky AR +(1+ A3k )2

N =

ve burada segecegimiz yonlendirmeye gore
Ak 1+ A:k)

N = , +
VR + (k) 2K + 1+ Agky)?

N (4.48)

elde edilir.
N in ifadesinden goritlityor ki, nym vektbrii, 4, |, ile N, nin belirttigi diizlemde

bulunuyor.

E? deki bir
p:UcCE’—s M
() P = g(u,v)
ile verilen M yiizeyi i¢in, T, (P) nin ortonormal ve asli egrilik dogrultu vektdrlerinden

olusan bazi {(M P‘¢V;! P} . Pe M deki birim normal vektor alam A, olmak lizere.

fiM—aM

M7 = {p ) | p@v) = §av) + gy (uy) AN, 2y, Ay = sabit }
sabit sirt uzaklikh yiizeyinin sekil operatorii, y(M?) in

v, =01+ 2k)¢, - Ak N

v, =1+ Ak,
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bazina gore (4.40) de 4, =0 alinmasiyla

Sk

1 2 2
3
A

0 (1+ Agky ey 42

olarak bulunur. Burada 4 = (1 + A3k, )4/A7k7 + (1 + 4,k,)? oldugu kullamlirsa

[ ok,
1 S
e +k 0
2,2 2| 2,2 ( 1
sf - lekl +U+2K) lilkl Ak
. U+ Ak Ok,

2,2 2
(1 + '13]‘2)\/'11 I«:1 +(1 +/13k1)

(4.49)
elde edilir.

Bu durumda M yiizeyinin (4.45) de tanimlandig: gibi elde edilen

M7 = {w,)| W) = 6,y + 4y (0,9 + AN (v, Ay, A = sabit }
sabit surt uzaklikl yilzeyinin asli egrilikleri &/ ve kf , Gauss egriligi X7, ortalama
epriligi H/ ve y(M7) inbaz {y,,w,} olmak tizere, (4.49) dan

)

S/ (w,) = ! (2 " o —+hy 1w, (4.50)
VR + (1 A5ky)? V' K2+ (+ 5k, )

ve

S (p,) = L+ Lk )ky v, @.51)
(1 + Agky WA +(1+ 5k))?

olur. Buradan da
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2

1 "5
K = U +k, (4.52)
B+ k)2 | Ak +0+ Ak

ve

K = 2 Ak ks (4.53)
(1 + Ay, NAZKZ + (14 Ak, )2
elde edilir. Buradan

o,
A,Ek2(1+23k,) kky 1+ A4)

+ 2
( +Agk2)(/1fk,2 +(1 Jrzglcl)l)2 (+ Ak B + 1+ 45k,))

K/ =kt =

Ok,
llak2(1+23kl) ki, (1+ Aqky)

= T 3
(1+23k2)(/1fk,2 +(1+,13k1)2)1 Rk + Ak + (4 Asky )1+ A4k,

ok
1
Ay —Lky L+ Agk
175, k2(+ 43k kyko 1+ A3k))

2.2 2
(1 23k, Y22 +(l+l3k1)2)2 A 23k + U dgip i+ A3k + k) + Bk )

ok, .
ll'éjkz(l'“’akl)

K/ - . 1+ A,k)K
L Y5272 2P BRI+ Ak )+ A+ Ak (1+,1 H+;2K)
(1+/‘L3kZ Ak +(1+ 25k) 14y Az A3ky) 3 ]

bulunur.

Ozel olarak A, =2, =0, A, =r alimrsa
M7 =M, ={f(Pye E¥| f(P)=P+rN,.Pe M}

ylizeyi M nin paralel viizeyi olur ve yukandaki ifadeden
K

K =K, =
1+rH+r°K

elde edilir.

(4.52) ve (4.53) dan M/ viizevinin H/ ortalama egriligi
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H =k +k]

%y
= ! S iy |+ (+ A3k My
‘]/szlz * (4 Agk? L/lfklz +(l+/13k‘)2 (1+/13k2)\//1fk12 1+ 5k)°
A Oky
du oK gy )+ L+ Lk ks

) (k2 + (o kP (5 Ao WA + (14 Ak, )P

Bk,
_ O . ky +ky +22:kk,

(B e Ak ) (e AR AR + (5 Ak,

A

ok,
Ou + H+2,K

) (2 + e 20 ) (e Ak WER (05 k)

veya

ok,
;o “rm . H+2A.K
(’1121512 +(1+’13k1)2)% \/'112(1‘71 +’13K)2 +(1+A1H+A§K)2
olarak bulunur.

Yine ozel olarak 4, =0, 4, =r ahnirsa A4, = 0segildiginden
M7 =M, ={f(P)E*| f(P)=P+IN,,Pe M|

ylizeyi M nin paralel ytizeyi olur ve

H = H, =MK2;_.
I+rH +r°K
elde edilir.
Teorem 4.4.1. E> de ¢:U cE2—— M ile verilen M yiizeyi igin,
(u,v) P = g(u,v)
fiM—M'

Mf = {y/(u,v)‘y/(u,v) = d(u,v) + /11¢u(u,v)+ A3N(u,v), }.2 =0, '11 veﬂB = sabit }

#
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olsun. f asli egrilik dogrultusu olma Szelligini korur.

ispat: M ylzeyi i¢in, ¢,, ¢, ash egrilik dogrultulan ve bunlara karsihik gelen ashi
egrilikler k;, %, ise

$@4,)=kd,
S(4,) = k9,
dir.
fiM—— M/
by LB = p(a,v)
ve

Jo 2 (M)— y(M7)
¢y Sauldy) =w,
?y Sauldy) =vw,

seklindedir. (4.50) ve (4.51) den

ok,
1 4 bu

VAKE +(U+ gh)? | A2 +(1+ Aok, )

ST () =5"w,)= +ky o,

Sf(f.(¢v))=Sf(w‘,)={ (+ Lk )k } ,,

= 1’4
(U Aok WATKE + (1 Ak, )

yazihir ve bu da f,(4,) ve f.(#,) nin M’ {zerinde asli egrilik dogrultular: olmas:

demektir,
Teorem4.42. F’de ¢:UcE M ile verilen M yiizeyi icin,
(u,v) P=gluvy
fiM—s M

mt - R [w () = glu.v) + Ay (3 i N(w.v), 2y = 0, iy ve Ay = sabit |

e - L
olsun. f umbilik nokta olma ozelligini korur < 4, =0 veva —a~—1— ={ dir.
ou
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Ispat: =: Pe M, M nin bir umbilik noktas: olsun. O zaman k,(P) = k,(P) olur. Bu
durumda (4.52) ve (4.53) da &,(P) = k,(P) alindigindan

ok
1
A

ou

f P ki (P)
ki (f(P) = +
i
(,l,zk‘z(P) + 1+ agky () )\/zlzkf(/’) rUrdghy (P} KRR+ (1 Ak (P
ve
(1+ Ak, (PHk (P)

k(f(P) =
’ (1+ Ak (PN (P) + (1+ Ak (P))®

- k(P)
VERL(P) +(1+ A4k, (P))?
elde edilir. Buradan &{ (f(P))=k{ (f(P)) olmas: igin

1,%{ -0
Oulp

ve buradanda 4, =0 veya %{ =0 olmas: gerekir.
P

<: Pe M, M nin bir umbilik noktasi ve 4, =0 veya %{ =0 olsun. Bu durumda
P

k(P)=k,(P) ve ispatin birinci kismindan klf f (P))=k2/ (f(P)) olur. Bu da

istenendir.

4.5. 1, =0 Almdiginda M 7 Yiizeyi icin Dupin Gastergesi ve Euler Teoremi

Teorem 4.5.1 £° de bir yiizey M, &, ve k, M nin farkli asli egrilik fonksiyonlar

olmak iizere asli vektdrlerden elde edilen ortonormal cati {XI,XZ} olsun. Bir

X,eT,(P) tanjant vektori ile Xlll,, lep ler arasindaki agilar, siras1 ile, 6,, 6,

olsun. M nin

Mt ={rp)| repy= P+11X1‘P + 23N p, Pe M, Ay =0, 4 vedy =sabit }
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olarak alman sabit sirt uzakhikh yizeyinin f,(X,) dogrultusundaki normal egriligi
k,(f.(X,)) ile gosterilirse, bu durumda

Ax k] s ] o (A )+ Ak)k,
0§ 6| etk SRR+ (14 LK) [+ cos 6, ettt
[Mkf Ak} 20 +(1+ Ak, !

cof G{ Bk + 14+ 2k, J+ cof 6,(1+ Ak, )

k(f.(X)=
dir.

Ispat: 7, X,)e TM/ (f(P)) i¢in

- 1 s
LX) = ——— (7 (LX) (X))
[f.(Xp)ll< LERNES)

olur. Simdi £,(X,) ve S/(f.(X,)) leri ayn ayn hesaplayahim:

{X,,Xx,} ortonormal oldugundan,
2

X, = (XpyXi)X, =<X,.,X|>X, +<erX2>Xz

i=1

dir. X, yi birim vektor olarak alirsak,

X, =Zcos€,X, =cosf,.X, +cos8,X,

=t

olur ve boylece,

£06,)= 3 cos,f1(X,) = cosb, £.(X, )+ cos6, £,(X,)

]
elde edilir. {X,,X,} M iizerinde ortonormal asli egrilik dogrultulan oldugundan (4.46)
ve (4.47) ifadelerinde ¢, yerine X,, ¢, verine X,, y, yerine f,(X,) ve w, yerine
J.(X,) ahnursa,

FX) =4 Ak X, - Ak N

Jo(X) =+ k)X,
olur. (4.50) ve (4.51) den

1 ’7‘I‘Xl[k]]
VAR + 1+ 2aky)? WA + (4 23k)°

S'/(f,(X,))= +kljf.(X|)



1+ A,k ks
S(X3)
A+ AW B + (14 Ak

S/(f.(Xy)=

yazilir. Buna gore S7 in lineerligi de g6zoniine alindiginda,

n=1
ST{f.(Xp))= Y 080,87 (f.(X)) = cos 8,/ (£.(X,))+ cos 6,57 (£.(X))

i=l

1 f 2%, [k] U+ Ak,
= 056, 141 ,
VB rwemey | (ﬂqk, A+ Aehy)? 'Jf' (K +eost, 20 e ak (Xz)}

olarak hesaplanir.

AKX ) = lcos 8,1+ k) X, +cosB,(1 + Ak,) X, ~cos 84k, N

= \/cos2 O,(1+ Ak, )? +cos® By (1 + Ayk,y)? —cos? 6, 4%K2

= Jcos? (k2 +(1-+ A5k, ) J+ cos? 6, (1+ Ak, )

ve

p 1 A1X[k,] 4 N2, 212
(/AL XR) = T {cos2 (M Ty kl](awk,) 2

reod g, It A+ 25k)" }
1+ 4k,

ccoga) bl T e g (AR Ak
“ el[,/ﬂlzk12+(1+ﬂ,3k|)2+ & 28y VR + (14 k)

elde edilir. Bu hesaplamalann sonucunda

cos’ 6, -—~——-——— +k / kl +(1+4k) )*'00529 (1+Agk|)(l+/l3k7)kz
{“Ak‘ +(+ k) Ak +(1+ﬂ,,kl

k(f (X)) = cos’ G {£k +(1+ Ak ) J+cos 6,(1+ Lk,

(4.54)

olarak bulunur.

Ozel olarak yukanda, =0 aliursa, (4, = 0 alnmigt) 4, =r dersek
M7 =M, ={f(P) | f(P)=P+rN,,PeM}

paralel yiizeyi elde edilir.



2
Z kQ+rk) cos’ o,

=1

2
> (1 +rk,)? cos® 6,

=1

k,(1+ rk;)cos® @, + ky(1+ vk, )cos™ 6, _
(+rk)? cos? 8, + (1+rk,)? cos? 6,

k,(f(Xp))=

elde edilir ki bu da 3. Bolimde paralel hiperyiizeylerde verilmistir.

Tersine; Mf = {/(P)]f(P) =P+ 4 Xl,p +13NP, Pe M,l2 =0, 4 vels = sabit } igin

2
3 ki(1+7k;)cos> 6
/y =0 alindiginda (4.54) den k,(fu(Xp)) = £l olur. Buna gore su
Z(l + rk,)2 cos? é;
i=1

teoremi verebiliriz.

Teorem 4.5.2. Bir (M , M s ) sabit sirt uzaklikh yiizey ¢ifti bir paralel yiizey ¢iftidir <

2

z k(1+ rki)cos2 g;
b (fuXp) =4
> (+rk;)? cos’ 6,
i=1

dir. Burada £, M 7 in normal egriligi, X 1» X2 M nin asli egrilik dogrultulan ve
Xp €T, (P) tanjant vektdri ile X ,‘P, X 2‘ , ler arasindaki agilar, sirasi ile, 6,, 6, dir.

Tamim 3.3.2 de bir M yiizeyinin P noktasindaki Dupin gdstergesi T,,(P) nin
Dy = {Xp[(S(X ), X p)=FL, Xy e Ty (P}
altcimlesi olarak verilmisti.
X}, X3 Mnin P noktasindaki ortonormal asli vektorler olsunlar. Bu durumda
2
Xp=YxX, . xeC (MR
=1
olur. Buradan
2 2
S(Xp) =Y xS y=3 kx X,
i=t i=]

ve bdylece,
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(S(Xp). Xp) = Dk X}

i=l

olur. Dy = {Xp[(S(X ), Xp)=F1, X, €Ty, (P)} oldugundan

2
D, ={Xp =(x. )| Y kxl =1L X, e TM(P)}

i=1

bulunur.

Teorem 4.5.3. E° de bir yiizey M ve M nin ortonormal asli egrilik vektor alanlan

X\, X, ve birim normal vektor alan: N olsun.
pved ={f(P)|f(P)=P+/11X1‘P +I3N p, P M, Ay =0, 4y vedy = sabit } olarak

tammlanan sabit sirt uzakhikh yiizeyin f{P) noktasindaki Dupin gdstergesi D rpy ile

2
gosterilirse, bu durumda X, = Zx,- X ,-| p olmak tizere

i=l

By = £ =) s o) | | il [ +(1+Z3k1)2]

JREE +(1+ Ak))?

2 LAkt Aoy ey

=7, fi(Xp)eT P
ey foXp)eT,  (f( ))}

dir.

Ispat: f.(Xp)eT,, {(f(?) igin
B, = (X (ST (X)) £(X ) = 71

dir. Simdi f,(X,) ve SHfux »)) vi ayn ayn hesaplayalim:

2
X,,X, M nin asli egrilik vektor alanlan oldugundan VX € (M) i¢in X = inX ;
=1
yazilir. Burada x; ler M {izerinde C* fonksiyonlardir. Boylece
LX) =x fo (X)) +x,£(X3)
=x,((1+ LK) X, = Ak N )+ x5, (14 Agky) X,
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=x(1+ kDX, +x,(1+ A3ky ) X, - x4k N
ve
SHL0)= xS (fu(XD)+ x50 (£.(X,))

1 ( AXilk]
\/21218 +(1+ A2 AR +(1+ Ak )

1+ Ak ey
(+ Ay 2R +(1+ Ak, )?

FAC Y

njﬂ(X])Hz
olur.

s 1 A X[k ]
(7 (ROL ) = xi Jfk‘ . ( P eoal) CACONAE)

i 1+ Ak,
2
(1+ Aok WA + (1 + Ak, )

{(fe(X2). (X))

ve burada
JAX) =1+ 43k) X ~ Lk N
J(X3) =1+ k)X,

oldugu gdzoniine alinirsa

(1+/?ek M+ Ak )k,

7 S AXlk] L, 282 +(1+ gk, )P
<S (f,,(X)),f.(X)> 1[ /112k,2+(1+23k])2 + 1\21 T +(+A4k) m

elde edilir. Buna gore,

n 2 k EIEEY N EY
Dyp) ={f,(X,,) =x0fi(X)+0£(X) | Xf(*——ﬁ{—‘]—qtkn/x;k; +( +/13k\)‘]

\\);31{,2 +(1+ k)

i 2(1+44k X+ A5ky )k

22 =T, fi(Xp)eT,  (7(P)
VA k‘+(1+/.3k,)‘

(4.55)

bulunur.

Burada A4, =0 alip, A, = dersek M/ =M, = {f(]’) [f(Py=P+rN,.Pe M} paralel
yiizeyi elde edilir ve 3. Bsliimde verilen

Dy ={f(X)= =0 o0+ XL )|k (4 Aok )+ 33y (14 Agky) = FL (X ) € Ty, (/P

elde edilir. B&ylece su teoremi verebiliriz.

58



Teorem 4.5.4. E° de bir M. M / ) sabit sit uzakhikh ylizey ¢ifti bir paralel ylizey
giftidir & M S nin dupin gostergesi

By = Vo Xp) =0 e+ e (K)o (14 k) + 3k (1 Aoky) =L £, (Xp) €T3, (AP =Dp
dir.

4.6. 4, =0, A, =sabit ve 1, = sabit Olmast Durumunda Sabit Sirt Uzaklikl: Yiizeyler

Bu kisimda E> deki bir

P UCE*—>M
(%) P=¢(u,v)

ile verilen M yiizeyi igin, 7,,(P) nin asli egrilik dogrultularindan olusan ortonormal

baz1 {¢,,

fiM—sM7

ool P} , P e M deki birim normal vekor alam N, olmak iizere,

M7 =) |9 = B, 9) + A6 (,9) + g () + AN ¥), Ay, Ay, Ay = st
sabit sirt uzakhkh yiizeyinde A, =0 ahnarak elde edilen

M7 = fy,) | W, v) = 9 v) + Ay (,9) + A3 N v), Ay, 2y =sabit } (4.56)
Szel hali incelenecektir.

Bu durumda (4.18) ve (4.19) ifadelerinde 4, = 0 almursa z(M”) igin {y,,w,} baz

Vo =1+ A3k)9, 4.57)
v, =1+ k)9, - Lk N (4.58)
olarak elde edilir. M/ yiizeyinin birim normal vektor alan: ise
TR FRA AN
v Aw,

_ Aoky U+ A3k, + (1 + k)T + A:k,)N
BRI+ Agky) + (L4 Ak ) (L + Agky)
_ 1+ A5k ) Akyd, + 1L+ 45k;)N)
14+ Ay, | 223 +(1+ A3ky)?
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ve burada segecegimiz yonlendirmeye gore
sk 1+ A4k,

N = .+ =
VERE +(+25k)7 B + (1 + Agky)?

N (4.59)

elde edilir.

N/ in ifadesinden goritliiyor ki, N7/ tf(P) vektoril, ¢,

p ile N, nin belirttigi diizlemde

bulunuyor.

Teorem 4.6.1. E* de ¢ =¢(u,v) parametrik ifadesiyle verilen bir M yiizeyinin
Sp{4,,N} diizleminde yatan Z dogrultulan boyunca olugan biitiin sabit sirt uzaklikh
yiizeylerin, bir P € M noktasina kargilik gelen f{P) noktalarindaki normalleri, tepesi P

1
(P)

deki birinci asli egrilik merkezi (C, =P- N Pj olan uzaysal bir dofru demeti

olusturur,

Ispat: M yiizeyi icin, / =1,2,... olmak iizere,
fitM —s M 5

P=dwy)  [(P)=P+1 4,(P)+iy N,

olarak tamumlanan MY viizeyleri ve bu viizeylere ait N ﬁ{ " birim normal vektér
!

Jil

alanlan gozoniine alinsin. f;(P) noktasmdan gecen ve N dogrultusundaki

f,
!/,(P)

. 1 .
dogrulann arakesit noktas1 C, = P — Zﬁ- N, oldugunu gosterecegiz.
(P

M :{f,(p)=]>+/1]’¢u(P)+/l3!;\'P :PeM ;

yiizeyinin f;(P) noktasmndaki normal vektori

N’" |

) =24,k (D), (P)+ (1 + 4y K (PIIN,

a

dir. Yani ¢,(P) ve N, nin dizlemindedir. f.(P) noktasindan gegen ve N .
LAV

dogrultusundaki dogru «, ve temsilci bir nokiast O =(x.y)=x8,(p)+¥N, ise d

i

nin denklemi
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Sekil 4.6.1 Spip, (P),Np} dizlemindeki Zp vektorlerinin olusturdugu farkls sabit
sirt uzakhkl yiizeylerin normal dogrultular:.

dyoc PO =Pf,(P)+m N

£i(P)

olur. Ayrica j=12,... olmak izere

M5 ={f,(P)=P+2,4,(P)+ 25 Ny :PeM )

yuzeyinin f,(P) noktasindan gegen ve N 7 dogrultusundaki dogru d; ve temsilci

J

bir noktast R=(x,y) ise d; nin denklemi

 J— PR =PBf,(P)+u, N

fi€
dir. Simdi bu iki dogrunun arakesit noktasiu arayalm. {8, (P), N} vektorlerinin
duzleminde ¢ahgildigi igin P noktasi baglangi¢ noktasi alinsin,
Ay (x, ) = (A, A, )+ (A ks 1+ A k)
ve diizenlenirse
1+ ’13,./‘1 1
=y

dyoin, =
l d ’11,.1‘1 ky
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bulunur.

O (. Y) = U A Y+ py (Ao K 3 g K
ve diizenlenirse
i+4 k
L J— y= 3 x—l—
Wk

olur. d; ve d, nin arakesit noktas: arandiginda x = 0 igin y = —ki bulunur.
1

Yani d;, ve d, dogrulannin arakesit noktas: {¢u(P),N p}  diizleminde

i J

1
C, = P———N, noktasidr.
1 5 (P) P

Ozel olarak bir P € M noktasina karsilik M7 nin Nlﬁ(,,) ve M7 nin N{/}”’) normal

vektorlerinin aym dogrultuda olmast durumunu arastirahim:

Bu iki vektorii iizerinde bulunduran dogrular bir 6nceki teoremin ispatindan

1+Ak, 1 1+4; b
oo y=————x-— Ve d, ... y = ~—— X ——
ik ky Ak k

i g

Iy
Si(Py

N, noktasindan gegerler. N 5 , ve N

. . 1
dogrulandir ve bu dogrular C, = P~ 5P SitP

i

nin aym dogrultuda olmast i¢in d, ve d; dogrularimin egimleri aym olmahdir. Bu iki
dogru egimleri aynmi alindiginda. ortak bir noktalan da oldugundan ¢akistrlar.
1+, k 1+ ),_;jk,

ise buradan

Buna gore

2.k A Ky
1+ 25 &, )Z,jk, ={i+ A ky Mk,
kl(ﬂe, 7'1/ - ’13‘, A, }= A, = Z'l‘}

A =2

ky = a -
2, A= A3 A,

(4.60)
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N, !
7
N/,'(I’)
f(P)
M.f/ +l§/ MY
5
Niip
S (P
,M;I +4;, T
AIM/-’
B #.
P/
1T,
il 7
Py
Ve,

Sekild.6.2 Aym dogrultudaki normal vektore sahip sabit sirt uzaklikli ytizeyler

elde edilir. /111_ qu’ /1,3,, /1,/ sabit oldukianndan &, de sabit olmak durumundadir. M nin

(4.60) sartina uyan M’ ve M 77 sabit sirt uzakliklt yiizeylerinin f,(P) ve f,(P)
noktalarmndaki normallerinin dogrultulan aymdir. Bu bilgiler dogrultusunda £,(P) ile
f;(P) arasmdaki uzaklig1 hesaplayalim. Yukandaki seklin de gozoniine alinmasiyla,

PR3, + 2, [pr|= 7, + 2,
dir ve a ile g agilan sabittir. “C, f,(P)”=r| ve “Cl fj(I’)"=r2 denirse

“f, P/ (P)“ =r, —r, olur. Buna gére,

n =}t,2I +l§’ +kL2—21-:—,M|2[ +/1§l cos(%+ a)
1

1 s
-sina
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N L L I ) %3
= /11,1 +/13/ + klz 2k1 A]J +l3j C05(2 +ﬁ)
-sin §

olarak yazilir. Bu iki esitlikteki ifadeler sabit oldugundan,

non=R +B B A+ 1%(\/’1‘2/ + 8 sinp— & + 3 sin a) = sabit = ¢
1

elde edilir. Boylece (4.60) esitligine uyan M 5ve M7 yiizeyleri igin
- S
Fi(Py= fi(P)+ cNf’(,,)

yazilabildiginden, bu iki yiizey paralel yiizeylerdir. Bévlece su teoremi ifade edebiliriz:

Teorem 4.6.2. E* de ¢ = @(u,v) parametrik ifadesiyle verilen bir M yiizeyi igin ¢,
birinci asli egrilik ¢izgisi ve N de normal vekt6r alani olsun. Buna gére,
M7 ={fi(PY=P+ 4 g, (P)+ I, Np:PeM |
M7= {fj(P) =P+& §,(P)+ % Np:PeM }
olarak alinan sabit sirt uzaklikl: ylizeyler i¢in
)
Johy, s A,

6zelligi saglaniyorsa, A/ i ye M7 yiizeyleri paralel yiizeylerdir.

Teorem 4.6.3. E> de ¢ =¢(u,v) parametrik ifadesiyle verilen bir M ylizeyinin
Sp{qﬁv ,N} diizleminde yatan Z dogrultulan boyunca olusan biitiin sabit sirt uzakik)l:

viizeylerin, bir P € M noktasina karsibk gelen f{P) noktalarindaki normalieri, tepesi P

deki ikinci asli egrilik merkezi ((‘,2 =P~ I N p} olan uzaysal bir dogru demeti

\ ky(P)

olusturur.

Ispat: M vyiizeviigin, i = 1.2.... olmak tizere.
fiiM — M7
P = dluy) Si(PYy=P+4, 0, (P)+2; Np
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olarak tammlanan M7 yiizeyleri ve bu ylizeylere ait N f"f , birim normal vektor

i

alanlar1 gozoniine almsin. f,(P) noktasindan gegen ve N f"f(P) dogrultusundaki

i

1
dogrular C, = P~—— N, noktasindan rler.
gru > o) » noktasi gege:

M5 ={f,(Py= P+ 1, $,(P)+ 1y Np :PeM |
ylizeyinin f; (P) noktasindaki normal vektorii

Nfil =0, k5 (PP, (P) + (1+ 43k, (P)N

Ji(P)

dir. Yani ¢,(P) ve N, nin diizlemindedir. f,(P) noktasindan gegen ve N’ )

dogrultusundaki dogru 4, ve temsilci bir noktast Q =(x,y) =x¢,(p)+ yNp ise d, nin
denklemi

R PO = Pf,(P)+ N/ ‘/m

olur. Ayrica j=12,... olmak iizere,
fj = = .
M ‘{/j(P)—P”q,rI’V(P)Hg].NP.PeM}

yizeyinin f,(P) noktasindan gegen ve N 9 ‘f . dogrultusundaki dogru d; ve temsilci

J

bir noktast R =(x,y) ise d; nin denklemi

R PR=Pf,(P)+u, N

7

£i(P)
dir. Simdi bu iki dogrunun arakesit noktasim arayalm. {§,(P),N,} vektorlerinin
diizleminde calisildigy icin P noktas: baslangi¢ noktasi alinsin.
7 P~ (6, 3)= Ay, s A5, )+ (A, ey 1+ A5 k)
ve diizenlenirse

1+ A4k, 1
d,- .......... y= X ——
Ay, Kz ky

bulunur.

dj .......... (x,y)=(ﬂqj,ﬂq/)+ﬂz(jfz/kz’1+ﬂalkz)
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P

] {
ks (P)

AN
Sekil 4.6.3 Sp{g, (P),Np} diizlemindeki Zp vektorlerinin olusturdugu farkl sabit
sirt uzakhikh yizeylerin normal dogrultulan

ve diizenlenirse

d 1+ )\t‘sz ]

T E = —

S

olur. d; ve d; dogrulanmin denklemlerinde x=0 igin y= A0 bulunur. Yani

2
arakesit noktasi {¢,(P),N,} diizleminde (, = P »k—(lp~)Np noktastdir.

2
Ozel olarak bir P € M noktasina kargilk A% nin N'frl’m ve M’ nin N‘fj{,,) normal

vektorlerinin aym dogrultuda olmasi durumunu arastiralim:

Bu iki vektori zerinde bulunduran dogrular bir énceki teoremin ispatindan

I+ 4, k 1+ k
dic...... y= 2 L ve d 1’:%—3 A
Ay ky k, A3k, k,
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N, i
f/
N/',(l')
f,(P)
3 2
b, + 4, M
1
Niw
(P
[2 2 —
/12,+/‘L3’
8 M
¢V
P
.'_lx
1
1
kz(P)‘;
i c,

Sekild.6.4 Aym dogrultudaki normal vektSre sahip sabit sirt uzakhkl yiizeyler

dogrulandir ve bu dogrular C, =P — kzéP) N noktasindan gegerler. N ;,f( p VEN 2’,( P

nin aym dogrultuda olmas i¢in d, ve d ; dogrulartnin egimleri aym olmalidir. Bu iki
dogru egimleri aynt alindiginda, ortak bir noktalan da oldugundan gakigirlar.

1+,],}lk2 a 1+A/3!k2
ke gk,

(1+13ik2)121k2=(1+k3/,k2)12ik2
kol Ay, =25 4y, )=y — Ay

bk
o Jn, 2 1,

ise buradan

Buna gore

k, (4.61)
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elde edilir. 4, .4, . 4. A; sabit olduklanndan &, de sabit olmak durumundadir. M

nin (4.61) sartna uyan M ve M7’ sabit sirt uzaklikh viizeylerinin f;(P) ve JAP)
noktalarindaki normatlerinin dogrultulari aymdir. Bu bilgiler dogrultusunda f£,(P) ile

/;(P) arasindaki uzakhig hesaplayalim. Yukandaki seklin de g6zoniine alinmasiyla,

=R [P

dir ve a ile B aglan sabittir. |G, f,(P)”:rl ve ”C2 fj(P)“=r2 denirse

ﬂf, (PYf; (P)“ =7, ~r, olur. Buna gore,

] 2 (3
n =/1§ +/1§ +—5 -2—1 425 +/l§ cas(—r+a)
1 i k2 k2 L i 2

Y INPY SN WP S FC R R 4
r _XQI_ +/‘L3J +;C23 2](o VA, '”*3, cos(2 +/)

olarak yazilir. Bu iki esitlikteki ifadeler sabit oldugundan,

2 ( 2 2 .
rn-n =l%j +/’L§j _’1%,- -4, +7€2—L\/)éj +/I§j sinﬂ-\/ﬂi +43, sma) = sabit = ¢
2

elde edilir. Boylece (4.61) esitligine uyan M7t ve M I yiizeyleri igin
Ji(P)y= fi(P)+eN T )

yazilabildiginden, bu iki yiizey paralei viizevlerdir. Bdylece su teoremi ifade edebiliriz:

Teorem 4.6.4. E° de ¢ = ¢(u,v) parametrik ifadesiyle verilen bir M yiizeyi i¢in é,
ikinci asli egrilik ¢izgisi ve N de normal vektdr alan: olsun. Buna gbre,
M7 ={fi(P)= P+ 7y 0,(P)4 23 Ny PeM )
iy P2 P e |
M7 ={f{(PY=P+4y 6,(P)+ /3 Ny :PeM

olarak alinan sabit sirt uzakhkls viizevler igin

Z, 2,

Vo
43’ /‘»3/ /2,3}/ /..2’

ozelligi saplanyorsa. M7+ ve M’ E viizeyleri paralel viizeylerdir.
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Nfl

fJ
Nz
d,
J1(P)
5P
Mf/
8, (P)

, i
k(P)

(’l

Sekil 4.6.5 Spl,(P).Np} ve Spl,(P),Np} dizlemlerindeki Zp vektorlerinin
olugturdugu farkh sabit sirt uzaklikh yiizeylerin normal dogrultulannin arakesit noktalan

Buna gdre agagidaki teoremi ifade edebiliriz.

Teorem 4.6.5. E* de ¢ =¢(u,v) parametrik ifadesiyle verilen M yiizeyinin bir P
noktast ile, Splp, (P, Np} ve Spl,(P).Np} dizlemlerindeki Zp vektdrlerinin
olugturdugu farklt sabit sirt uzakhkli yizeylerin normal dogrultulanmin arakesit
noktalar1 (C, ve C,) kolineerdir.

E® deki bir

$UcE*—sM
(u,v) P =¢(u,v)

ile verilen M yiizeyi igin, 7,,(P) nin ortonormal ve asli egrilik dogrultu vektorlerinden
olusan bazi {¢u| oo Blp } , P e M deki birim normal vektér alant N, olmak tzere,
fiM—sM'

M7 = {p ) wy) = g,v) + 2y, (4,9) + 3N w,v), Ay, Ay = sabit )
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sabit sirt uzaklikli yiizeyinin sekil operatérii, y(M”) in
v, =+ k)9,
w, =+ k), — A1k, N

bazina gore (4.40) de A, = 0 alinmasiyla

;o (14 Agky hy 42 0
S/ = ok
3 0 1+ 23k, ){,12 —672(1+i3k1 % +k2A2}

olarak bulunur. Burada A = (1+ A,k )/ A2k2 + (1 + Z3k,)? oldugu kullamibirsa

[ U+ Ak )k
37271 0 -1
2,2 2
; (|+/13k1)\/;2k2 +()+23k2)
s/ - J S ]
1 2 5y
0 ) +k2
2,2 2
Ay + (4 25ky) 1221‘2 *(H’131‘2 |
(4.62)
elde edilir.

Bu durumda M ylizeyinin (4.56) de tanimlandigh gibi elde edilen
M7 = {0 | W) = g v+ Agy ) + A3 N(w,v), 2 = sabit, 1y = sabit )
sabit sirt uzakhkls yiizeyinin asli egrilikleri £ ve k{ . Gauss egriligi K, ortalama

egriligi H/ ve y(M”) inbaz {w, .y, } olmak iizere, (4.62) den

ST, = Uf "‘{kl ) v, (4.63)
(1+ 2k WASKS + (1 + Ak, )?
ve
. k-
1 M
S (y,) = a +hy [y, (4.64)

B 40+ 2,k,)7 | 2K +(1+ Aok, )

J
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olur. Buradan da

K = U+ Ak )ky (4.65)
U+ Ay WAZKE +(1+ gk, )P
ve
ok,
o = 1 ( o, (4.66)
2= 2 X
22 +(1+ A5ky)? Liikf +(1+ Ak, ¥
elde edilir. Buna gére
ok,
Ay Sk (14 Agks) ke (1 Auky)

K =klk] = -
1+/13k,)(ﬂ,2k2 +(1+ Asky) )2 U+ gk 23 + (1+ Aghy)?)

ok,
«—k1(1+/13k2) kydey (1+ A3k5)

(1+A,,k‘)(,1,2k2 +(1+ Asky) )z 3K L+ Agky)+ (L gk L+ A5k, )

2, 22, (14 Aks)
—= +
2, 1+ A3k kpky (1+ A3ko)

= +
3.2 2
1+ a5k B2 + 1+ ig)? ) B Ar Az +a gkl + a3y + )+ Bk )

%
5 fi+ k) 1+ Agky)K
(1+/1,$k1)(ﬂ,2k2 +(1+,13k2)2)2 LR+ Agk) + (L + Ak + A, H + 2K )

bulunur.

K/ =

Ozel olarak 4, = A, =0, A, =r = sabit alinrsa
M/ =M, = {f(P) e E)|f(P)=P+rN,,Pe M}
yiizeyi M nin paralel yiizeyi olur ve

elde edilir.
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(4.65) ve (4.66) dan sadece 4, =0, A, ve 4, iin sabit olmas: durumunda M / yiizeyinin
H/ ortalama egriligi
H' =k +k]

. ko
i =
(1 + Agkyp )y 1 2 v

= + +k
; 2.2 77 (272 21 ,2,2 2
(1+ 230 WARAE (0 230507 JBAZ 404 230007 | 503 + (14 230,

4. %
2 oy . k(1 + Aaky )+ (1 + Aak kg
(282 + (4 s P (4 sk NS + Q4 Ak
4 %
B 275 ky +ky + 22,k ks

+
(262 + 0+ b P (% gk WAZKE +(1 2aks)?

A

_ Bv . H+24,K
2,2 2 V4 272 2
(’lzkﬁ +(]+/2‘3k2) )/ (1‘(”13]‘1)\/’1:1‘: +(1+4:k,)

veya
ok,

b H+24K

! oy ¥
(k2 + G+ kPP 22k, + 2K) 40+ 1H+ 2KF

olarak bulunur.

Yine Ozel olarak A, = 4, =0. A, =r = sabit alimirsa
M7 =M, ={r(Pre E*|f(Py=P+rN,.Pe a

yiizeyi M nin paralel ylizeyi olur ve

R
B =g, = MK
1+rH +r°K
elde edilir.
Teorem 4.6.6. £ de ¢:U c E°— M ile verilen M yiizeyi igin,
(u.v) P o= gu.v)
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fiM—M

Mf = {u/(u, v)l w(u,v)=g(u,v)+ Aady (u,v) + 3 N(4,v), Ay, A3 = sabit }

olsun. f asli egrilik dogrultusu olma 6zelligini korur.

Ispat: M yiizeyi igin, ¢,, ¢, asli egrilik dogrultulan ve bunlara karsilik gelen asli
egrilikler k,,k, ise

S(g,) =k,

S(¢,) = kg,
dir.

fM—sM
P, v) S (@, v)) = p(u,v)

ve

St p(MYy— z(M7)
[ feldy)=w,
#y fe(By) =w,

seklindedir. (4.63) ve (4.64) den

S/ =5 () = (L Ak \
< b (1 + Agk WK + (1 + Aky)? i

Ok,
1 = v

JBRE +(+ Agky)? | ABiE +(1+ sk,

SN =58"(w,)= +ky [,

yazilir ve bu da f,(¢,) ve f,(4,) nin M 7 tzerinde asli egrilik dogrultulan olmasi

demektir.

Teorem 4.6.7. E> de ¢:UcE*—bM ile verilen M yiizeyi i¢in,
(u,v) P = 4(u,v)
fiM—sM

Mf = {y/(u, ) | w(u,v) = ¢(u,v) + Aady (u,v) + L3N (u,v), 4,43 = sabit }
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olsun. / umbilik nokta olma Gzelligini korur < 1, =0 veya a—;'vl =0 dir.

Ispat: =: Pe M, M nin bir umbilik noktas olsun. O zaman k,(P) = k,(P) olur . Bu

durumda (4.65) ve (4.66) de k& (P) =k, (P) alindigindan

A+ Ak, (P, (P)

kK (f(P) = s _
(1+ 2k, (PYNERZ(P) + (1 + Ak, (P))?

) ky(P)
JEE(P)+ (1+ 2k (P))

ve

ky (P)

S

ks (f(P) =

2 =
(Bi2()+ 1+ 23ky (P NERZ P+ 1+ 2k (P

elde edilir. Buradan k{ (f(P))=k{ (f(P)) olmas igin

=0
I4

ve buradan da 4, =0 veya % = ( olmas: gerekir.
P

N
VK (Py+ (1+ A3kp (P))?

ok !
¢=: PeM, M nin bir umbilik noktast ve 4, =0 veya —;—‘4{ =0 olsun. Bu durumda
1o

ki (P)=k,(P) ve ispatin birinci kismindan k‘-’(f(]’)’)=k{(f(]’)) olur. Bu da

istenendir.

4.7. 2, =0 Ahndigmda M- Yiizevi igin Dupin Gastergesi ve Euler Teoremi

Teorem 4.7.1 £* de  bir yiizey M, k, ve k, M nin farkls asli egrilik fonksiyonlan

olmak tizere asli vekiorierden elde edilen ortonormal gau {X,.X,} olsun. Bir
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X, eT,(P)

Lp» XZ

B ler arasindaki agilar, sirasi ile, 6,6,

olsun. M nin
mt =_.{f(P)|f(P)=P+12X2xP+/L3NP, Pe M, =0, 4y vely =sabit }

olarak alinan sabit sirt uzaklikhi yiizeyinin f£,(X,) dogrultusundaki normal egriligi
k,(f.(X,)) ile gosterilirse, bu durumda

or AR o R

k(X)) =
k(A (XpD) Coslgl(1+ﬂgkl)2+c05'92(ﬂqkz +(1+’13kz)2)

dir.

fspat: £.(X,)eT, ,(f(P)) igin
;
F, (£ (X)) = I " (s (L LX)
P
olur. Simdi f.(X,) ve S(f.(X,)) leri ayn ayn hesaplayalim:
{X X 2} ortonormal oldugundan,

X, Z(X,,,X)X (Xp, X)X, +(X,,X,)X,

i=l

dir. X, yi birim vektor olarak alirsak,

2
X, = ZcosﬂiX, =c086,X, +c0s0,X,

i=1

olur ve boylece,

f.(x,)= icose, F.(X,)=cos8, f.(X,)+cos, £.(X,)

=
elde edilir. {X .»X,} M iizerinde ortonormal asli egrilik dogrultulan oldugundan (4.46)
‘ve (4.47) ifadelerinde ¢, yerine X,, @, yerine X,, w, yerine f,(X|) ve y, yerine
f.(X;) alinirsa,
fu(X) =1+ Ak X,
£.(X3) =1+ Lky) X, = ko N
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olur. (4.63) ve (4.64) den
(1+ A3k)k,

ST(fux))= /.
(s Ak WRRE 4 (14 Agky)

(X))

’ _ ! Ao X ok, ]
S (fs(Xz)) \/ﬂ%k’f +(1+/l3k2)2 [ﬂ%kzz +(1+/13k2)2 +k2)f‘(X2)

yazilir. Buna gdre S7 in lineerlifi de gozonime alindiginda,

SI(f(Xp)= 22; cos8,87 (£.(X,)) = cos6,8/ (f.(X,))+cos6,87 (f.(X,))

=1

. 1 [ A iko)k, A,k
TR | f‘(X‘)+°°SBZ[2%k§+(l+ﬂakz)2”‘2 )
olarak hesaplamr.

(X =]eos8, 1. (X)) +cosb, £ (X

=[lcos 6,(1 + Ak, )X, + c0s 8, (1 + Aky )Xy — Aghy N
=cos? B, (1+ Ak, )2 +c0s” 6, (1 + A3ky)? +cos? 0,25k

= cos? B, (1+ Agky)? + cos? 6, ((1+ Zk,)? + 12K2)

ve

(00 = (11 — {cof L T ONAED)
Lk +(1+ 43k, ) !

Xk, |
& 6y 22k V£(X), fu(X
e ’(z%khmi@:)zw}f( i 2»]

, ) i | (14 2k e (14 Agk, )P
(kb o) = R + (14 gk 16052 9’ 1+ &k

v [ .
+cos’ 6, -,—,—}3“—'2—[&]——-@»@ (1+},3k:)“+2;k2‘)
Ak +(1+ Ak .

N

)

¢ hq JR o ia A n | K PR . ~

—-————-——-——-(H&MXH}“I")}:' +coS 03‘(——————————-}“){‘[/‘2] = +ho ks + (14 Aky)” {
,/zék§+(l+zskz)' (14 4k, )

{
{ J
elde edilir. Bu hesaplamalarin sonucunda

=co¢ 6, —
Ak +

s
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cof 6 ) dadb | o 6, __Jalla] +hy 2K +(1 +ﬂgk2)2)
)

VA +(1+Agky)? Nk +(1+ k)’

0o Gy (1+ Agk,)? +0f 6, 2A2 +(1+ Ak, )

k,(f(Xp))=
(4.67)

olarak bulunur.

Ozel olarak yukanida A, = 0 alinursa, (4, =0 alinmigt) A, =r dersek
M7 =M, ={f(P) | f(P)=P+rN,,PeM)

paralel yuzeyi elde edilir.
2
> k;(1+rk;)cos’ 6,
— i=l

2
> (1 +7k)? cos® 6,

o=t

Ky (L+rk))cos? 8, +k, (1 +7k,) cos” 6,
(1+1k,))? cos? 8, + (1 +7k,)? cos’ 6,

b, (X p)) =
elde edilir ki bu da 3. Boltimde paralel hiperyiizeylerden iyi bilinir.

Tersine; M/ ={f(P)| (P) =P+A/2X2|P +A3Np, PeM, 2y =0, Lyverg =sabit | igin

2
Zki 1+ rki)cos2 0;
Ay =0 alindiginda (4.67) den k,(f(Xp)= %———-——— olur. Buna gore su
> (1+rk;)? cos? 6,

i=1
teoremi verebiliriz.

Teorem 4.7.2. Bir (M M f ) sabit surt uzaklikli yuzey ¢ifti bir paralel yiizey

2
Zki (1+rk;)cos* 6;

Giftidir & &, (f,(Xp)) =1L -

>a +rk;)? cos 6,

i=1

dir. Burada M7 nin normal egriligi £,, M nin asli egrilik dogrultular X, X; ve

X, €T, (P) tanjant vektoriile X,|,. X,|, ortonormal asli vektorler arasindaki agilar,

sirasi ile, 6,, 8, dir.
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Tamim 3.3.2 de bir M yiizeyinin P noktasmdaki Dupin gostergesi Ty, (P) nin
Dy = {Xp|(S(X ), X ) = F1, X, €Ty, (P)}

altciimlesi olarak verilmisti.

X, X, M nin P noktasindaki ortonormal asli vektorler olsunlar. Bu durumda

2 2 2
Xp=)xX,,x,eC"(M,R), yazili. Buradan S(X,)=) x,S(X,)=> kx,X,ve

=] i=} =1

2
boylece, (S(X,),Xpy=> k. X} olur.

i=]
Dp = {XP'<S(XP):XP>=;L X, eTy (P}

oldugundan

i=1

2
D, ={XP =(x,x )| Y kx} =71 X, eTM(P)}

butunur.

Teorem 4.7.3. E> de bir yiizey M ve M nin ortonormal asli egrilik vekidr alanlan

X,.X, ve birim normal vektdr alam N olsun.

M7 ={f(P)| fPY=P+ Ay X,| 413N, PeM, B =0, 2y vedy = sabir } olarak

2dp

tamimlanan sabit sirt uzakhkli yiizeyin f{P) noktasindaki Dupin gdstergesi Ef( py ile

gosterilirse, bu durumda X, = ixi X,|, olmak tizere

i=l
2 O+ A5k Y1+ 20Ky )k,

i =
\/;51(22 +(1+ Aky)?

+x{——ﬁ£i'2]- +ky \/';gkg +(14+ 45k, )? } =71 f(X,)eT,, (/(p))}

B+ (4 Ak,

Dy, = { SlXp) =0 [ (X)) + 5, f(X2)

dir.

1spat: J.(Xp)e TM ’ (f(P)) icin
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B = (X ) (ST (. (X)) £ (X)) =71

dir. Simdi f,(X,) ve s/ ( f(X P)) yi ayn ayr hesaplayahm:

2
X,,X, M nin asli egrilik vektor alanlan oldugundan VX € z(M) igin X =Zx,.X,.

par
yazilir. Burada x, ler M iizerinde C* fonksiyonlardir. Boylece
S X) =2 (X)) + %, £.(X7)
= x,(1+ k)X, + % (1 + Lky ) X, = Ak, N)
=x,(1+ LE)X, + %, + 4k X, - x4k N
ve
S/ (£.(0) = 087 (L X))+ 87 (£.(X2)

A+ Ak 1 ( ax0k }[
L(X0)+ +le [f2(X3)
(1 e B +<1+zgk2)2f 7 TR + ey’ B ++ ) :

olur.
ST{£O) 1. — 42 1+ k) . £
< (f( ))’f(X)> X (1+/1/3k‘)-\/l227k/§+(1+ﬂ,3k2)2 <f( l) f( 1))
‘ A Xlk] k] 4
* ), ’(X
\/ﬂzkz +(1+ k) [ﬂﬁkz U+ ) (f.(X), £u(X)))

ve burada

LX) =1+ 4Lk)X,

LX) =+ k)X, — ko N
oldugu gbzoniine alinirsa

[/ (c0p o) =t 2t ol ANlol__ )y ey
B ek B e 2k’

elde edilir. Buna gore,
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2 (1+ 23k )1+ Azks )iy

Bju’):{f»(XP)=X1f*(X1)+xzﬁ(Xz)‘xx = 5
JAkS + (14 Asky)

+x22[—7—%2£2—[1—52—]——7—+k21/}ék§ +1+4k) (=71 LX) el (1(P)
JAgks +(1+43k,)°

bulunur.

Burada 4, =0 alip, 4; =r dersek M7 =M, ={f(P) |f/(P)=P+rN,.Pe M} paralel
yiizeyi elde edilir ve 3. Bliimde verilen

Bf(P) = {ﬁ(XF) =xi(XD+x 1, (XZ)‘xlzkI (1+23k,)+x22k2(1 + A4k ) =FL, f(Xp) GTM, (f(P))}

elde edilir. B6ylece buradan su teoreme ulaginz.

Teorem 4.7.4. E> de bir (M,M”) sabit sit uzaklikli yiizey cifti bir paralel yiizey
giftidir < M 7 nin dupin gostergesi

Dy =Vep) =3 s+ ) a1+ k) + 52y 1+ ) =T £ Xp) €T3, (/P =D
dir.

4.8 1; = sabit, 1, = sabitve i3 =0 Olmasi Durumunda Sabit Sirt Uzakhkh Yiizeyler

Bukistmda E° deki bir

¢p:UcE*—5M
(w,v) P =¢(u,v)

ile verilen M vyiizeyi i¢in, 7,,(P) nin ash egrilik dogrultularindan olusan ortonormal

bazi {¢u\ o) P} , P e M deki birim normal vekior alani N, olmak tizere,
Mf = {;/(u. v) {y/(u. v)=g(u,v) + /1]¢”(u. y) + /12¢r(u )+ /',SN(u. V), /1] s ;"2' 3 = .vahil}'

sabit sirt uzaklikh viizeyinde A, =0 alinarak elde edilen
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m! = {ym) | v = B, + Ay (V) + Ay (u,), 4y = sabit, Ay = sabit }  (4.68)

6zel hali incelenecektir.

Bu durumda (4.18) ve (4.19) ifadelerinde 4, = 0 ahmrsa x(M7) igin {y,,v,} baz
v, =@, - Lk N (4.69)
Vo =0, -y N (70)

olarak elde edilir. M/ yiizeyinin birim normal vektor alam ise

N}' = '/’u AWV
lv. v,

_ kg, + ke, + N

VAR + 22k3 1

bulunur,

E? deki M ylzeyi i¢in, T, (P) nin ortonormal ve asli egrilik dogrultu vektérlerinden

olusan baz {¢“ |- 8] P} , P e M deki birim normal vektor alam N, olmak iizere,

M7 = {y ) v, v) = $av)+ 46, (4,9)+ Aoy ,v), &y = sabit, 4 = sabit }

sabit sirt uzaklikli ytizeyinin sekil operatorii, (M) in
W, =¢,-kN,w, =4, -4k, N} bazina gore (4.38) de A, =0 ahnmasiyla,

A=K + 232 +1 igin,

ok, ok
1f ;2,2 2 Ok 2

dk ok
24 22 2{ 2.2 2

s/ L

471
e

olarak bulunur. Bu durumda M ylizeyinin (4.68) de tammlandig gibi elde edilen
ut = {z//(u,v)ly/(u, v)=g(u,v)+ 414, (u, v+ Aoy (u,v), Ay = sabit, 1y = sabit }

sabit sirt uzaklikli yiizeyinin Gauss egriligi X/, ortalama egriligi H’ olmak iizere,
(4.41) ve (4.42) da 4, =0 alinarak
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1y 2%, T8 (4 1) 0k 2 (2 9k

K = u & s @.72)
(;Hk1 + 2R +1) TR
ve
72 (g 41)e 1, 52 (Ak2+1) H
H! = — 4.73)
(2K + 202 +1ﬁ x/ﬂnkx + Aok +1

bulunur.
Teorem4.8.1 E>de ¢:UcE*— M ile verilen M yiizeyi igin, y(M) in

(u,v) P = ¢(u,v)
asli egrilik vektér alanlarindan olusan ortonormal bir bazi {¢u, ¢v} olmak {izere,

fiM—sM’
Mf = {w(u,v)ty/(u,v) = ¢(u,v)+ L]¢u(u,v)+ Aody(u.v), 4 = sabit, Ay = sabit }
olsun. Bu durumda eger M nin k, ve k, egrilikleri sabit ise,

a) f noktalann karakterini korur.

b) f asli egrilik dogrultusu olma 6zelligini korur.

0 -]?7=/7v|2k12+)‘§k22 +1= sabit dir.

a) %z AE} + A2k2 +1 = sabit dir.

Ispat a): Hipotezde verilenlere gore k, ve k, egrilikleri sabit oldugunda (4.72) den

K

) oo
TR+ AR 1

elde edilir. Buna gore Pe M igin K(P) ve K-/(f(P)) ayni isaretli oldugundan f

noktalarin karakterini korur.

b) Ispat: M yiizevi igin, ¢, . ¢, ortonormal asli egrilik dogrultulan ve bunlara karsilik

* gelen asli egrilikler k,.k, ise



S(@) =k,

S(¢,) = k9,
dir.
fiM—o M
pav) S v) = i)
ve

for (My—> 7M7)
¢u /*(¢u)=wu
#y fa(¢v)=Wv

seklindedir. k, ve k, egrilikleri sabit oldugundan, M /" in gekil operatoriiniin matrisi

2(M7)in {y,,y,} bazna gore (4.71) den

k
[4212 42,2 0
Sf - j’l kl +ﬂQk2 +1
ka
0 [ — N —
/ 2.2 42,2
dir. Buna gore
k
SN =8 (W) ===V,
VA + 5k +1

k
S/ (L @) =5 (w,) ==
’ W T+ i +1
yazihir ve bu da f,(¢,) ve f.(4,) nin M7 iizerinde asli egrilik dogrultulan olmasi

demektir.

¢) Hipotezde verilen M ve M7 yiizeyleri iin, &, ve k, egrilikleri sabit alindiginda
(4.72) den

Kf=_~_5_~
Bk + Lk +1

olur. Buna gore

K

—k?:/ﬁklz'i’/’{;kzz‘*'l———sabif
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elde edilir.

¢) Hipotezde verilen M ve M yiizeyleri igin k, ve k, egrilikleri sabit ahndifinda

(4.73) den
H

e
Ak + A2k +1

bulunur. Boylece

" VK + Bk +1 = sabit

H

olur.

Ozel olarak 1, = A, =0, 4, = sabit ahnirsa M7 yiizeyi,

Ml = {y/(u, V)W) = g+ 48, (), 4, = sabiz}
olur. Bu durumda,

wlu,v) =g, v) + 418, (u,v)

V=0, —MkN

V=9,

A=+ 2K}

Noah g Ly

N2k 122

elde edilir. Bu halde gekil operatorii (4.40) den

Ok 1
U

s/ =_1:
47 42
L 0 sz
- 5"; -
A k
1 ou — i 0
( 2 7)3”: 1+ 2542
=| U+ A4 VAN (4.74)
0 ok
; 2,2
L \,1 +Ll kl
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olarak bulunur. Buna gire

WP
K/ = ou "~ K
(l+262] 144k
Oky
H = ' ou . H
(262 i 2k
dir.
Teorem 4.8.2. £> de ¢:Uc E*——M ile verilen M ylizeyi igin,

(u,v) P = ¢(u,v)
[ M—M/

Mf = {l//(u,v)i w(u,v) = g(u,v) + 418y, (4, V), ﬂ.l = sabit }

olsun. Bu durumda eger k, =sabit ise, f umbilik noktalarn umbilik noktalara
donlistiirir.

Ispat: PeM, M nin bir umbilik noktas: olsun. O zaman k(P)=k,(P) olur.
k, =sabit oldugundan %%—:0 dir. Hipotezde verilen M’ yiizeyinin f{P)

noktasindaki egrilikleri &/ (f(P)) ve &J(f(P)) ise, bu durumda hipotezin de

gbzoniine alinmastyla (4.74) den

k (P) . }
2,2
sf’ i ,/1+,11k1 (P)
p) o Gl
2.2
1+ Ak (P)
elde edilir ve buna gore
k(P -
K Py =——2L ks (P
1+ Ak (P)

olur. Bu da M tizerinde P umbilik nokta ise M’ tizerinde f{P) noktastn umbilik

nokta oldugunu gésterir.
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Ozel olarak 4 = 1; =0, A, = sabit ahmrsa M7 yiizeyi,

Ml = {y(u,v) lW/0v) = gy + 1,8 (ov). ) = sabil}
olur. Bu durumda,

plu,v) = ¢u,v) + Aoy (u,v)

V. =4,

¥, =@, = kN

N=tb gy 1y

Ik 14 2K

elde edilir. Bu halde sekil operatorii (4.40) dan

k
1 0
2,2
1+ ;"21‘2
- ok, (4.75)
0

et T

olarak bulunur. Buna gére

ok,

I Spch
Kf - ! ov K
2
{1+ 282F 1K
4 ok,
Hf oy H
Gk e
dir.
Teorem4.8.3. £ de ¢:UcE'—>sM ile verilen M viizeyi i¢in,
(®,v) P =du.v)
fiM— M
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m! = {y/(u_v)‘y/(u,v) =P V) + Ay by (10.V). Ay = sabit )

olsun. Bu durumda e8er &, =sabit ise, f umbilik noktalart umbilik noktalara

donustinir,

ispat: PeM,M nin bir umbilik noktasi olsun. O zaman k(P)=k,(P) olur.

k. = sabit oldugundan %:0 dir. Hipotezde verilen A7 yuzeyinin  f(P)
C

noktasindaki egrilikleri &/ (f(P)) ve kI(f(P)) ise, bu durumda hipotezin de

gozoniine alinmastyla (4.75) den

k) (P)
2 0
’ 2,2
Sfl ) l+/12k2(P)
) 0 i

2,2
i+ A23(P)

elde edilir ve buna gore
k,(P)
klf P = e = kS (F(P
ey e 10

olur. Bu da, M tzerinde P umbilik nokta ise M’ iizerinde f/P) noktasiun da umbilik

nokta oldugunu gosterir.
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5. SABIT SIRT UZAKLIKLI HIPERYUZEYLER

Bu bolimde E” deki bir M hiperyiizeyinin sabit st uzakhikh A/
hiperyiizeylerleri tamimlanip M ile M’ arasindaki iligkiler diferensiyel geometri

agisindan ele alinacakur.
5.1. Sabit Sirt Uzakhikhi Hiperyiizeyin Tanmi

Tanun 5.1. M ve M,, E"de iki hiperyiizey, M nin bir P noktasindaki birim
normal vektdri N, ve tanjant uzayr 7, (p)., 7T,,(p) nin ortonormal bir baz

{lewXZ’p’-"‘Xn—lip} olsun. di+dl+. .+d: =1 olmak  iizere

Zy=d X)), +d, X, +..+d, X, | +d,N, seklinde X, X, X

|
1p b ,,,IL,.N,,

vektorlerine siki suretle bagh (d,,d;.....d, € K sabit sayilar) Z,, birim vektorunt

alalim. r € Rsabit bir say: olmak tzere

fM——M,
P f(P)=P+rZ,

olarak tammlanan bir f fonksiyonu varsa M, hiperyuzeyine M hiperyiizeyinin
sabit st uzaklhikh hiperyiizeyi denir. Bundan sonra, M, hiperyiizeyi f

fonksiyonu yardimiyla tammlandigi icin M ile gosterilecektir.

Ozel olarak d, =d,=..=d,, =0 abnmas halinde Z, =N, ve f(P)=F+IN,
elde edilir. Bu durumda M ve M7 paralel hiperyiizeyler olur.
SPY=P+iZ, =P+rld X |, +d. X, +.+d, X,_| +d,N,)
ifadesinde rd, =4, rd, =4, .., rd, =7, ahnrsa
FEPY= P+ X | + X + + A X, ]+ AN,
olur. Ayrica

AX AN A X =2,

e} et T

ve
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Z’/lN:.ZN
alindiginda Z vektor alanini, Z, € (M) tegetsel ve Z, € y(M) normal

bilesenleriyle
Z=2,+Z,

olarak ifade edebiliriz.

Sekil 5.1 Sabit sirt uzakliklt hiperyiizey

E" in koneksiyonunu D, M nin koneksiyonunu D’ ve M nin sekil operatorinii
S ile gosterirsek,

SixM)————5 3 (M)
X S(X)=D N
ve VXY € y(M) igin Gauss denklemi
DY =D.Y -(S(X), V)N

olarak verilir,



Teorem 5.1. fM——M’, f(PY=P+rZ,, Z=Z,+Z, olmek tzere E”

de M ve M’ hiperyizeyleri verilsin. E” in {\‘l,x2 ..... X } Oklid koordinat
sistemine gore, YPeM igin w (P)=W (f(P)), 1<i<n, 6zeligi alindiginda

WeyM)igin W= Zw, 6% , W= ZW, O_i_ olarak alalim. Bu durumda,
=l i

i=] i
S Wy=W +rD,Z
=W +rDyZ; +rd, S(W)
dir.

Ispat: f:M——M’ donisamii, E" e,

[E"——E", f(PY=(p,+72,(P).py+12,(P)..... P, +12,(P))

olarak genisletilsin. Burada, Z =z —Eg— vektor alaninin bilegenleri de £7 e

i=} i

z,(P). PeM

s P

olarak genisletiliyor. E” deki {x.x,,..x,} OKlid koordinat sistemine gore f

doénastimintn koordinat fonksiyonlar
fi=x +rz. E"——R, I<isn,

olacagindan f, doniisimune karsihik gelen matris

[5(x,.+r.-,)}[r§ﬁ &, |
L
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FARUABIANG +r[6""} ;

|
w, |, LW

wi(P)

_jm?) +{Z":6x’ w (P)}
,

J= M
W,.(P)

2
“ox,

2’{@

bulunur. Burada ikinci taraftaki matris formu, { .,ai } baz1 cinsinden

n

W, (P%—“
% riry

+riWP [Zi}_a_
ey = il

W/(") (m)f(p)

yazilirsa

L a n n 62
RUAE Z‘”‘”éﬂ . +r225x—

i=l =t =l

ve w,(P) = w, (f(P)) esitligi kullanilirsa,

yazilir. Bu esitligin sagmndaki itk terim Wlfm, ve ikinci terim ise rD, Z o dir.

Cnk
a
D Wiz
W Z = Z 6x‘
oldugundan
d 8
D;,,Z=2Wz,g, wlz Xp)=wlz, kr(Py
i=l i

b,7,, Z s Py

l

S

c 0
= E Wiz P
i=l [Z,k )8x, FPY
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< 0
Ao
; e, o
olur. Buna gore

1, W)=W  +r®@,2),

elde edilir.

Burada Z = f-Z,Z» + \-ZJL oldugu gdzodniine ahmrsa,
ex(M)  do¥

D,Z=D,(Z,+Z,)
=D,Z,+D,Z,
=D, Z, +d,D,N
\{+
DyZ =DyZ; +d,S(7)
olur, Boylece

PARUATZ +r(D,,,Z,)m +rd,,§(75}j

7 [¢2]

Bulunur. Buradan da
f.W)Y=W +rD, Z, +rd, S(W)

elde edilir.

Ozel hal: Z=N olmas durumu:
Bu durumda f(P)=P+rZ, olur ve M’ hipervizeyi M nin paralel
hiperylizeyidir. Z, =0 ve 4, =1 olacagindan
F.OF) =W +rS0H)
elde edilir ki bu da parale] hiperytizeyler igin iyi bilinen bir ifadedir.

5.2. T,,(P) nin bazimn asli egrilik vektorieri abhnmas) durumu

£”deki bir hiperyiizey M ve 1<i<n-1 colmak lizere M tizerindeki j-vinci asli

egrilik fonksiyonu £, . i-yinci asli vektdr alam A", olsun. (X, X ) =6, olsun. Bu



durumda
S(X)=kX,
dir. M nin sekil operatdrii S, koneksiyonu D' ve E" in koneksiyonu D olsun.
(X, X1, X, ), (M) igin bir bazdir ve D' tanimi geregince
net

’ k
Dy X, = kz[: LyX,

yazilabilir. Diger taraftan

n=l

&:E%&

olup

n-1 n=i
DX, =Y xls, X, =Yrix,

k=1 k=1

dir. O halde
rf=xls,]=0
olur. Béylece
D\ X, =0
bulunur. Gauss denklemi kullamlarak
Dy, X, =D\ X, ~(S(X,),X )N
——

0
=~k X, X )N
=—kS,N
n-l n-t

elde edilir. W € (M) igin W =) wX, ve Z, =Y d X, yazlabilir.
1=l

i=l

n=}i
n=t Z d/X/
Z wiX; J=t

i=l

= EW,DX,(”'Id X )

J
7=t /

D,Z, =D

i=1

n—t n-\
= 2 W:Z d/D-\’,X/
i=1

I
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- nel
-d. 5 kN

)
W iyt

| -
i
izl 7=

-5 dw kN

i

1t

bulunur. W = X, igin
Dy, Z, =-dkN
olur.
o WY=W +rD,Z, +rd SOW)

den W =X, i¢in yukandaki hesaplamalar da gbzonine alinirsa,

i

flX)=X,+rDy Z, +rd S(X))
=X, ~rd kN +rd kX,
=0 +rd k)X, ~rd kN

bulunur. Burada rd, = A, denilirse

Jo(X,)= (1+/1nki)yi _/liki]-v—

olur.
5.3. M’ Hiperyiizeyinin Normal Vektir Alam

M uzerindeki i-yinci asli egrilik fonksiyonu k,. j-vinci asli vektor alam X, ve

normal vektér alanmi N, ile gosterelim. Bu durumda M /" nin normal vektor

alani
n=1 n=i — n-1 ___
Ny =Y 2k T]0+ A4k )X, + ]+ 2,k)N (5.1)
i=1 i# =1 7=l
dir.
ispat: I<ig<n-1  igin (f,(/?, ),N,) =0  oldugunu  gostermeliviz.

{Xl,/\-”z,...,yn_l,ﬁ} sistemninin ortonormal oldugu gézonine alinirsa
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n~f n=t n-1
(£ (XD, N) = <(1 + A h)X, -2k N Y Ak T+ 4.)X, + [T+ ﬂ"k:)ﬁ>
t

J=i Jrs=1 J=

n-1 -] n-|
=(1+ A,,k,)(z Ak, l’ia + a"ks)J(Xf,. X)) + 042,50+ 2,k,)(X, N)
=1

J=l J#s=l

n-| n-= n—t
- A,k{zl Ak, ]‘i(] + Ak, )J(ﬁ,‘? J) =4k T+ Ak, }N.N)
J=l

J=t J#s=l

burada </\—’,.,Yj>=5.

i

. <)_(“.,Tv'>=0 , (N—,X—J.):O ve <N ,ﬁ):l oldugu
kullanilirsa
n-1 n—=|
(FX),N) =+ 4,84k [T+ Ak - Ak T+ 2,k
#s=1 J=l
n-1 n-1
=k 1A+, ) -4k A +4,k))
=l =
=0
bulunur. Burada M in birim normal vektor alamm N ile gosterirsek
N\

Nf=m

olur.
Teorem 5.3.1. E” de bir M hiperyiizeyi iizerindeki, 1<i<n-1 olmak iizere,
i-yinci asli egrilik fonksiyonu &, /-yinci asli vektor alani X, ve normal vektsr

i

alam1 N olsun. M hiperyiizeyinin Sp{ X ,-,N} diizleminde yatan Z dogrultulan

boyunca olusan biitiin sabit sirt uzaklikli hiperyiizeylerin, bir P € M noktasina
karsihk gelen AP) noktalanindaki normalleri, tepesi P deki i-yinci asli egrilik -

merkezi [C,- =P- N P) olan uzaysal bir dogru demeti olugturur.

k(P)
fspat: M hiperyiizeyi igin, s =1.2,... olmak iizere,
fo M —> M’

P [{(PY=P+4 X{(P)+2, Np
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ofarak tanimlanan M5 hiperytizeyleri ve bu hiperyiizeylere ait N . birim

()

normal vektor alanlar: gozonine alinsin. £, (P) noktasindan gegen ve N> s J )

dogrultusundaki dogrularin arakesit noktasi C;, =P~ L Np  oldugunu

*(P)

gosterecegiz.

Sekil 5.3.1 sp{x;(P).Np} diizlemindeki Zp vektorlerinin olusturdugu farkl sabit
sirt uzaklikh hirerylizeylerin normal dogrultulart

n-l

(5.1) den N = ‘S‘M [Ta+4.k)X, +[]<1¢,1,, OV esitliginde
i= l iz f=]
A== A =0, A =sabit, 2. =.=4,,=0, A, =sabit ahmrsa
NI| =k (P)X(P)+ (04 2,k (P)N

J(P)

elde edilir. Buna gore
M7 =g, (Py= P+, XP)+ 2, Ky PeM
hiperyuzeyinin [, (P) noktasindaki normal vektorini

NI A k(X P)+ (14 4, k(PPN
lfj([’) /‘_\ 1( ) x( ) (] /n‘, 1(]))}\7
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olur. Yani X;(P) ve N, nin dizlemindedir. f,(P) noktasindan gegen ve

Nf‘;/ , dogrultusundaki dogru d;  ve temsilci bir noktasi
)

O =(x,y)y=xX;(p)+ yNp ise d_ nindenklemi

PQ=Pf,(P)+ N’

Q= Pf(PY+ Py

olur. Aynica ¢ =1,2,... olmak izere

MP = {fy(Py=P+ 4, X(P)+ A, Np:PeM}

hiperyiizeyinin f;(P) noktasindan gecen ve N 7 \f(

t

” dogrultusundaki dogru d,
ve temsilci bir noktast R =(x,y) ise d, nin denklemi
A PR="Pf,(P)+u, Nt
: ACLIEE
dir. Simdi bu iki dogrunun arakesit noktasini arayalim. {X (PLN, P} vektorlerinin
diizleminde ¢ahsildig: icin P noktasi baglangig noktas: alinsin.
d (%, ¥y = (A, s An Y+ (4 ki 1+ 4, k)

geremvenens

ve diizenlenirse

2 PO (x,y)= (/1,»{ ,/1,,, Y+ 4 (ﬂ.,», ;.1 +/1,,, k)
ve diizenlenirse

1+ 4, k; 1
= e X[ e e
Ak Tk

olur. d; ve d, nin arakesit noktas: arandiginda x =0 i¢in y = -ki bulunur,

i

Yani d; ve d, dogrulaninin arakesit noktasi {X A(P),Np} diizleminde

s

I
ki (P)

=P~

Np noktasidrr.

i

97



E" de bir M hiperyiizeyi tzerindeki, 1<i<n-1 olmak iizere, i-yinci asli

egritik fonksiyonu k,, i-yinci asli vektor alam X, ve normal vektor alam N

olsun. M  hiperyiizeyinin bir Pe M noktasina karsihk Sp{X ,f N P}

diizleminde yatan Z dogrultulan boyunca olusan

M7 ={f(P)|f(P)=P+24,X;(P)+ A,Np,1si<n-1,PeM} (5.2)
sabit sirt uzaklikhh hiperylizeyleri g6zoniine alalim. s,#=1.2,... olmak iizere, bir
Pe M noktasina karsihik (5.2) deki gibi aliman M % nin N%, ve M’ nin

N ,{,' ®) normal vektérlerinin aym dogrultuda olmasi durumunu arastiralim:

Bu iki vektorii tizerinde bulunduran dogrular bir 6nceki teoremin ispatindan

1+ 4, k; 1 1+4, k; 1
7 J y=——"t—x-— Ve dju.y=—— X
Ak, k; A ki k;

dogrulandir ve bu dogrular C; = P- p IP Np noktasindan gegerler. N /{j‘( py Ve

i

I
fo (P)

olmahdir. Bu iki dogru egimleri ayni alindifinda, ortak bir noktalani da

oldugundan ¢akigsirlar.

1+ 4, k 144,k
A ki \ Ak

(2 o by = (0 2 0 K,
ki (}”’s Ay = P, 2 )= A=A

£

nin aynt dogrultuda olmas: igin d; ve d, dogrularinin efimleri ayni

Buna gbre ise buradan

A =4
PO Nt I (5.3)
Ap Ay — A, A

elde edilir. 4; .4, , 4, . 4, sabitolduklanndan k; de sabit olmak durumundadir.

M nin (5.3) sartina  uyan M /s ve M/ sabit sirt uzaklikh hiperytizeylerinin
f;(P) ve f,(P) nokialanndaki normallerinin dogrultulan aymdir. Bu bilgiler

dogrultusunda f,(P) ile f,(P) arasindaki uzakhigi hesaplayalim.
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N, s
y;
Nf:([’)
G
VA A, YL
/i
N
= = L7
/1,‘1 + ’{75 ]
5 M
t
/ Xilp
1 JL

1 N
k(P)

Sekil 5.3.2 Ayn1 dogrultudaki normal vektdre sahip sabit sirt uzakhkl

hiperylzeyler

Yukaridaki seklin de gozoniine alinmastyla,
[B7,P| =2 + 22, . [P =% + 2,

dir ve a ile B aglan sabittir. |C; fs(P)"=rl ve

c f,(P){t =r, denirse

[ (PP )H =r, -7, olur. Buna gore,

n 2}“!2: +l,2,: +—12——2—1;1— /1,425 +A§x cos(%ﬂx)
ki 1 e’
—sina
1 [ 2 V4
r = /112] +ﬂ§j +_2—_2-k_"4%i +i;j cos(;+ﬂ)
ki 1 —2z

-sin g

olarak yazilir. Bu iki esitlikteki ifadeler sabit oldugundan,
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2,92 2 2 2 2 . 2 22
n-n=A A -4 - -r;("//?.il +4, sin f-yA; +4, sin a)
i

= sabit = ¢
elde edilir. Boylece (5.3) esitligine uyan M s ve M7 hiperyiizeyleri igin
= Js
[P = fi(P)+eN T,

yazilabildiginden, bu iki hiperyiizey paralel hiperyiizeylerdir. Bdylece su teoremi

ifade edebiliriz:

Teerem 5.3.2. E” de bir M hiperyiizeyi iizerindeki, 1</ <n-1 olmak iizere,
i-yinci asli egrilik fonksiyonu £, i-yinci asli vektor alam X, ve normal vektor

alani N olsun. Buna gore,

MP ={7 ()| f.(P)= P+ 2, X (P)+ A, Ny l<i<n-1PeM |

M7 =1 (P f(PY= P+ 4, X (P)+ 2, Npisizn-1PeM |

olarak alinan sabit sirt uzakhklr hiperyiizeyler igin
A =4

iy i

kj=—r—~t—t
;Ln_Y ;"i, - /’Ln, 'li:
ozeligi saglaniyorsa, M /s ve M hiperyliizeyleri paralel hiperyiizeylerdir.

Buna gore asagidaki teoremi ifade edebiliriz.

Teorem 5.3.3. Sp{X,(P). N} dizlemleri iizerindeki Z lerin olusturdugu farkh

sabit sirt uzaklikli hiperviizeylerin normallerinin olusturduklan uzaysal dogru

demetlerinin tepe noktasi olan (', = P - Np, 1<i<n-1 noktalan (egrilik

ki(P)
merkezleri), M nin P noktasindaki normali izerindedirler.
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(6]

Xo(P)

Sekil 5.3.3 Aym Sp{X;(P),Np} diizlemlerindeki Zp vektorlerinin olugturdugu farkh sabit sirt
uzakhkh hiperylizeylerin normal dogrultularmn arakesit noktalar:
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