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Anil AKTAS

Ankara Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Istatistik Anabilim Dali

Damigman: Yrd. Dog. Dr. Cemal ATAKAN

Eksik gozlemlerin bulundugu olumsallik tablolan, tamamlanmamig tablo olarak
adlandinlir. Bu eksik gozlemler iki tiirden dolay: olusabilir. Bunldr 6rneklem sifir ve
_yaplsal sifirdir. Orneklem sifir, 6rneklem degiskenligine bagli iken, yapisal sifir , bir
hiicresinin sifir degerini almasidir ve verinin yapisina baglidir. Tamamlanmamus iki
yonlii olumsallik tablolarina iliskin tahminler; olumsallik tablolarinda bulunan eksik
g6zlemlerin tahminini amaglar. Tamamlanmamis olumsallik tablolardaki bos gézelerin
tahmin ySntemlerinden biri, en ¢ok olabilirlik yontemidir. Tamamlanmams iki yonlii
tablolarda eksik gozlemlerin en ¢ok olabilirlik tahmini ig¢in baz1 y6ntemler
gelistirilmigtir. Bu caligmada, bu yodntemlerden Poisson model yapisi goz Oniine
alimmistir. Ayrica eksik gézlemlere iliskin elde edilen En ¢ok olabilirlik tahminleri ve

bu tahminler kullanmilarak uyum iyiligi testi sonuglar verilmistir.
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Master Thesis

MAXIMUM LIKELIHOOD ESTIMATES IN INCOMPLETE TWO-WAY
CONTINGENCY TABLES
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Contingency tables with missing data are called Incomplete tables. There are two
different types of missing data . These are sampling zeros and structural zeros.
Sampling zeros depend on sampling variability but structural zeros are known to have a
zero value and depend on the structure of data. The analysis for incomplete tables
depend on the estimation of empty cells. One of the methods used in estimation of
empty cells is Maximum Likelihood Estimates. There are different methods that are
improved to estimate Maximum likelihood Estimates. In this study, these methods are
given with Poisson linear model. Also, Maximum Likelihood estimates and Goodness

of fit test results are given for missing data.

2005 , 54 pages
KEY WORDS: Structural zeros, Two-way incomplete contingency tables, Maximum

Likelihood Estimates and estimates methods
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1. GIRIS

[statistiksel veriler ¢ok degisik tiirde elde edilir. Farkli veriler igin farkli analiz
yontemleri vardir. Bir ¢ok analiz yontemi siirekli veriler igin gelistirilmigtir. Uzerinde
gozlem aldigimiz degiskenler siirekli olmayabilir. Baz: olgulann agiklanmasinda
kategorik degiskenler kullanilir. Kategorik degisken, sayilarla ifade edilmeyen &lgek
degiskenlerdir. Sa¢ rengi, cinsiyet, 6grenim durumu, hastalik belirtisi gibi degiskenler
kategorik degiskenlere iliskin ©Orneklerdir ve bu degiskenler sayisal degerler

almadigindan dolay: analizlerde degiskenlerin yapisina gre kodlama yapilir.

Kategorik degiskenlere iligkin verilerin analizlerinde olumsallik tablolan sikga
kullamilmaktadir. Farkli yapilarda olumsallik tablolar1 s6z konusudur. Genel olarak,
olumsallik tablolar1 tamamlanmis ve tamamlanmamis tablolar olarak ikiye ayrlabilir.
Tamamlanmis tablolarda biitiin birimlere iliskin degerler gdzlenmesine ragmen,
tamamlanmamus tablolarda baz: birimlere iligkin degerler baz1 nedenlerden dolay: elde
edilememektedir. Bu durumda eksik veri s6z konusudur. Bu galismada tamamlanmamis

olumsallik tablolan iizerinde durulacaktir.

Calismalarda amaca iligkin veri toplarken bazi sebeplerden dolay1 bazi birimlere ait
gozlemler elde edilemeyebilir. Bu tiir elde edilemeyen veri, kayip veri olarak

nitelendirilir.

Olumsallik tablolarla yapilan analizlerde, veri kayb1 durumunda tablonun gozelerinde ki
gozlem sayist azalir. Veri kaybmin birkag nedeni olabilir. Veri kaybs; verinin yapisi
geregi (yapisal sifir) ya da verinin kaydedilmesi esnasinda (6rneklem sifir) olabilir.
Boyle durumlarda kayip veriye sahip gozeler eksik goze, o gozelere ait birimlere iligkin
degerler sifir olarak kabul edilir. Eksik verilerin bulundugu olumsallik tablolar,

tamamlanmanus tablolar olarak adlandinlir.

ki kategorik degiskenden olusan tamamlanmamis tablolara iki yonlii olumsallik

tablolar denir. iki yonlii olumsalhk tablolarda, satir ve siitun degiskenleri ¢ok kategorili



(diizeyli) olabilir. Tamamlanmamus tablolarda yani satir ve siitun degiskenlerine ait bazi
birimlerin degerlerinin gbézlenmemesi durumunda elde edilen tablolarda hiicre

olasiliklarinin tahminlerinin elde edilmesi her zaman kolay degildir.

Tamamlanmamis olumsallik tablolarda, bos go6zelere iligkin olasiliklarin tahmin
yontemlerinden biri En ¢ok olabilirlik(ECOB) tahmin y&ntemidir. En gok olabilirlik
tahminleri, farkli 6rnekleme planlarindan elde edilebilir. Bu 6reklem planlarindan Ugi;
Poisson, basit ¢ok terimli ve garpimsal ¢oklu &rneklem planlaridir. Bu ti¢ 6rnekleme
plam igin, ECOB tahminleri aymdir. Omekleme planlari eksik veri varhgindan
etkilenmez. Bu ¢alismada, En ¢ok olabilirlik tahminleri Poisson modeline goére elde
edilmektedir. Poisson model; iki bilesenden olusmaktadir. Bu bilesenlerden rasgele
bilesen, gdzlenen sayilarin ortak olasiik dagihimlarimi tanimlarken, sistematik bilesen
beklenen defer ve parametreler arasindaki baginti fonksiyonunu tammlar.
Tamamlanmamis tablolarin ECOB tahminlerinde Poisson model i¢in tasarim matris

yapist kullamlarak olabilirlikler en biiyiik yapilir.

Tamamlanmams tablolara iligkin analizlerde eksik gozlemlerin tahmini i¢in ECOB
tahminleri dogrudan kullanilmamasina ragmen, eksik gdzlemlerin ECOB tahminleri i¢in
bazi yéntemler 'gelistirilmistir. Bunlar EM algoritmasi, Newton-Rapshon, kapali-form

tahmin y6ntemleri ve quasi-bagimsizlik altinda kullamlan ECOB tahmin yontemleridir.

En ¢ok olabilirlik tahminlerin elde edilmesinde daha az yinelemeden dolayr EM
algoritmas: daha yaygin kullamlmaktadir. Her yinelemede iki adim vardir. Bunlar; E ve
M adimlandir. EM algoritmasinda. eksik gozlemler igin baslangic degerler atandiktan
sonra parametreler tahmin edilir. Bu parametre tahminleri kullamlarak parametreler i¢in
yeni tahmin degerleri elde edilir ve islemler tek bir sonuca yaklagincaya kadar devam
eder. Newton-Rapshon yontemi de benzer bir yontemdir fakat EM algoritmasina gore
daha yavas bir yontem oldugu belirtilmektedir (McLachlan and Krishnan 1997). EM ve
Newton-Rapshon yéntemlerinde igin fazla sayida yineleme kullamlirken, kapali-form

tahminlerinin elle hesaplanmasi miimkiin olabilmektedir (Baker ez al. 1992)



Literatiirde tamamlanmamig olumsallik tablolarin ECOB tahminlerinin elde edilmesi
lizerine ¢aligmalar bulunmaktadir. Chen and Fienberg (1974) ¢alismalarinda drneklem
planlarinin ECOB tahminlerini ve uyum iyiligi testinin incelenmesini, dogum agirhg
diisiik olan bebeklerin serum ve saglik indeks skorlarina gore kismi siiflandiriimasi

durumundaki tahminlerini igeren bir uygulama ile vermislerdir.

Fuchs (1982) c¢alismasinda tamamlanmamis tablolannn ECOB tahminlerini EM
algoritmas1 yardimiyla incelemistir. Algoritmanin avantajlari hakkinda bilgi verirken,
log-dogrusal modellerin uyum 1iyiligi testlerini vash insanlar1 koruyucu bir servisin
etkinliginin arastirilmasinda EM algoritmasinin kullamildigi bir uygulama ile birlikte

vermistir.

Baker et al. (1992) ¢aligmalarinda log-dogrusal modelleri ve kapali-form tahminlerini
kullanarak eksik gozlemli verilere iligkin olumsallik tablolannin  analizini
agiklamislardir ve galismalarninda sigara degiskeni ile bebeklerin dogum agirliklarinin

iligkisini gésteren bir uygulama vermislerdir.

Lipsitz et al. (1998) ¢ahiymalarinda tamamlanmamuis verilere iligkin istatistiksel yapilar,
olabilirlikleri ve model yapilarini SAS ve STATA paket programlan kullanarak

vermiglerdir.

Calismada, tamamlanmamis olumsallik tablolarda bos gozelere iliskin degerlerin tahmin
edilmesi amaglanmigtir. Bu tahmin degerlerinin de ECOB tahmin y&ntemleri
kullanilarak incelenecektir. Tamamlanmamis iki yonlii olumsallik tablolari en ¢ok
olabilirlik tahminlerinin elde edilmesinin ve uyum iyiligi testinin incelendigi ¢alismanin
Ikinci Boliimiinde; tamamlanmamisg tablo, tamamlanmamus iki yonli olumsallik tablo
yapilan, quasi-bagimsizlik, 6rneklem yoéntemi, en ¢ok olabilirlik tahmini hakkinda

genel bilgilere yer verilecektir.

Ugiincii Boliimde, simiilasyonla {iretilen verilerin yapis1 ve bu verilerin SAS, STATA

ve SPSS paket programlarinda isleyisi ile tamamlanmamis olumsallik tablolarinin en



¢ok olabilirlik tahmin yontemleri ve uyum iyiligi testi hakkinda bilgi verilecektir.
Calisma verilerinin istenilen analizleri ve sonuglarin verildigi tablolar {izerinde

durulacaktir.

Son boliimde de bulgularla ilgili olarak yorumlara ve sonuglara yer verilecektir.



2. OLUMSALLIK TABLO YAPILARI

Yapilan ¢alismalarda degiskenler kategorilerden olustugunda analiz ydntemlerinden
biri, olumsallik tablolar ya da diger ifade ile ¢apraz tablolar yardimi ile olmaktadir. Baz1
durumlarda verilerin bir kismi gozlenmemis veya rapor edilememis olabilir. Bu
durumda eksik gozlemlerden olugan tablolar ortaya ¢ikmaktadir. Bu tiir tablolara,
tamamlanmamis tablolar denir. Tamamlanmamig tablolara iligkin analizlerin
yapilabilmesi igin eksik g6zlemlerin bir sekilde tahmin edilmesi gerekir. Eksik
gbzlemlere iligkin tahminlerden biri En ¢ok olabilirlik tahmin yontemidir. Caligmada,
iki yonlii olumsallik tablolar, drmeklem sifir ve yapisal sifir kavramlari, tamamlanmamais
iki yonlii tablolar, quasi-bagimsizlik, tamamlanmamis olumsallik tablolarin
birlestirilmesi ve aynstirilmasi, bu tablolar ig¢in Orneklem yontemlerinden Poisson
orneklem yéntemi ve tamamlanmamis tablolarda eksik gézlemlerin ECOB tahminleri

tizerinde durulacaktir.

2.1. iki Yénlii Olumsallik Tablolar

R ve C, satir ve siitun sayilan olmak tizere iki kategorik degiskenden olusan R x C
seklindeki olumsallik tablolar iki y6nlii olumsallik tablolar olarak adlandirilir.
Omeklem uzay: ;
X={(ij) /1 <i<R 1<j<C}
olmak fizere;
(i.j) hiicresi i¢in gozlenen say1 f{i,j) yada f';; ile belirtilir. fi+ ve f +; ; i-inci satir ve j-inci

siitun i¢in toplamlart géstermektedir ve toplam &rneklem genisligi;

R &
N = Zi:l -/;+ = Zj=|f+j
dir. iki yo6nlii bir olumsallik tabloda RxC tane hiicre (goze) vardir (Rapallo 2003).

2.2. Orneklem Sifir ve Yapisal Sifir Kavramlan

Tablolarin birgok hiicresi kiigiik sikhklara sahipse, bu tablolar seyrek tablolar olarak

adlandinlir. n; hiicre sayist , N; toplam drneklem genisligi olmak lizere (n/N) ifadesine



seyreklik indeksi denir. Omeklem genisligi kiiciik ya da 6rneklem genisligi biiyik fakat
hiicre sayis1 fazla oldugunda seyrek tablolar olusur. Olumsallik tablolarda, iki tip bog
hiicreyle kargilagilabilir. Bunlar 6rneklem sifir ve yapisal sifira sahip hiicrelerdir. Sifir
degerine sahip hiicreler bos hiicre olarak adlandirlir. Orneklem sifir; 6rneklem
cesitliligine ve hiicre olasihklarinin kiigiikliigii ile iligkilidir. Oreklem genisligi arttik¢a

bu durum kaybolur (Agresti 1990).

Bir hiicre her zaman sifir gézlem degerine sahip ise yapisal sifir olarak adlandinlir. Bu
durum verinin yapisal bir sonucudur. Yapisal sifirli hiicreler gézlemlerin kesilmesi veya
rapor edilmemesi gibi birkag farkli durumda olusur. Bu durumda degiskenin seviyeleri
birlestirilemez ve bu seviyelere iliskin hiicrelere sifir olasiliklart atamir. Bu nedenle
tamamlanmamis tablolarda, eksik gozlemlerin ECOB tahminleri, sifir degerine sahip
olmayan goézelerin beklenen sikhklari yardimiyla elde edilir (Bishop and Fienberg

1975).

2.3. Tamamlanmams iki Yonlii Olumsallik Tablolar

Eksik verilerin bulundugu olumsallik tablolara, tamamlanmamis tablo denir. X,, ve
X,, (k=12,..,N); iki kesikli rasgele degisken olmak iizere bu rasgele degiskenler N
tane birim iizerinden gozlendigi kabul edilsin. Bu degiskenlerin ortak dagilimlarina
iliskin olasiliklar yani herhangi bir birimin (i,j)-inci hiicreye ait olmasi olasih;

py =P(Xy, =1,X,, =) i=12,.,R,j=12,.,C)
dir.

Ayni sekilde bu rasgele degiskenlere iliskin marjinal olasiliklar sirastyla;
Pn=Xuy=0, p,=X,=))

dir. Bu olasiliklar bir birimin swrasiyla i-inci satir ve j-inci siitunda bulunmasi

olasiliklaridir.

X, ve X,, degiskenlerinin ortak olasilik fonksiyonu ;



R C
S xalp) [ T[] pile-*e] @.1)

=l j=1
bi¢iminde ifade edilmektedir. Burada I/.] gosterge fonksiyonudur.

R, R,, gosterge degiskenleri sirasiyla;

1, X, gozlendiginde

R, = 0, X, gozlenemediginde
ve
1, X,, gozlendiginde
R,= 0, X,, gozlenemediginde

bi¢iminde tanimlansin.

X,, ve X,,degiskenlerini her ikisi de gozlendiginde iki yonlii olumsallik tablosunda

hiicrelerdeki birim sayilarim belirten ifade
| N
z, =Y RyR I[X\ =1,X,, = ] 2.2)
k=1

bi¢imindedir.

X,, gozlendiginde ve X,, gbzlenemediginde;
N
. =Y R (- R)IX,, =i] (2.3)
k=1

ve
X,, gozlenemediginde ve X, gbzlendiginde ifade;

N
= Z(I - Ry, )szl[sz = J] (2.4)

=1
dir (Lipsitz et al. 1998). (2.2), (2.3) ve (2.4) ifadeleri ECOB tahminlerinin
hesaplanmasinda kolaylik saglamaktadir. Rasgele degiskenin degeri gozlenemediginde
eksik gozlem s6z konusudur. Eksik gozlemlere sahip olumsallik tablo yani

tamamlanmamus bir olumsallik tablo Cizelge 2.1 deki bigimde ifade edilmistir.



Cizelge 2.1 Eksik gozlemlerle 2x2 tablo yapisi

X2
X 1 2 Eksik
1 Zn Zy, Wy,
2 Zyn Zy W,
Eksik h,, h,, l,,

2.4. Quasi-Bagimsizhk

N birimlik 6rneklem genisliine sahip bir RxC lik olumsallik tablonun (i, ;) -inci
hiicresinin beklenen sikligi m, olmak iizere; beklenen sikliklardan olusan bu tablonun

satir, siitun ve toplam degerleri;

m,, = im,j j=12...C (2.5)
ljl |
m., = %:;my

bi¢iminde ifade edilir.

Satir ve siitunlarin tam bagimsiz oldugu genel bir modelde; {a,} ve {b,;} pozitif sabit

degerler olmak tizere;
m, =a.b (i=12,..R j=12..C)
dir.
RxC olumsallik tabloda (i, ;) hiicresindeki bireylerin olasihg: p, ile gosterilsin. Bu
durumda satir ve siitunlarin bagimsizliklan,
p;=p.p, ((=12.R j=12..0) (2.6)

biciminde ifade edilir.



Tamamlanmams iki y6nlii tablolarda yapisal sifir igermeyen tiim hiicrelerin bir kiimesi
S ile gosterilsin ve tim m; €S oldugu varsayilsin. Bu durumda S nin satir ve siitunlan
“quasi-bagimsiz” olarak tammlamr. Quasi-bagimsizlik; tablonun herhangi iki satirinin
(stitununun) iligkili gozelerindeki birim sayilarimin birbirlerine gore oraminin aym
olmasidir. Bu durumda bu satirlara (siitunlara) iligkin gozelerdeki yapisal sifirlar dikkate
alinmaz. Bir anlamda quasi -bagimsizlik, bagimsizligin 6zel bir big¢imidir. Quasi
bagimsizlik, karesel tablolar i¢in gegerlidir. Késegen hiicreler haricindeki gézelerin
bagimsizligidir (Rapallo 2001). 3x3’liik tablonun (1,1) goézesi unutulsun. Bu tablo
Cizelge 2.2°de oldugu gibidir.

Cizelge 2.2 3 x 3 tamamlanmamig olumsallik tablo

- ab, | ab,

a,b, | a,b, | a,b,

a;b, | a;b, | a;b,

Cizelge 2.2°de verilen tamamlanmamis tablonun birinci satin atilarak 2x3 lik bagimsiz
olumsallik tablosu elde edilir. Ilgili tablo Cizelge 2.3’ de verilmistir. Elde edilen bu 2x3

litk tablo tam bagimsiz tablodur.

Cizelge 2.3. 2 x 3 bagimsiz olumsallik tablo

a,b, a,b, | a,b,

asb, a;b, | a;b,

Aym sekilde Cizelge 2.2°de verilen tamamlanmamis 3x3’liik tablonun birinci siitunu

atilarak Cizelge 2.4’te verilen 3x2’lik tablo elde edilir. Bu tabloda tam bagimsiz

tablodur.



Cizelge 2.4. 3 x 2 bagimsiz olumsallik tablo

a,b, a,b,

a,b, | a,b,

asb, | a;b,

3 x 3°liik olumsallik tabloda li¢ kdsegen de unutuldugunda, Cizelge 2.5’de verilen tablo
olusur. Bu tabloda satir veya siitunlardan birinin silinmesi bos hiicreleri yok

edemeyeceginden, yeni bir alt tablo elde edilemez (Bishop and Fienberg 1975).

Cizelge 2.5. 3 x 3 tamamlanmamig olumsallik tablosu

- | ab, | ab,

ab | - |a,b,

a;b, | a;b,

2.5. Tamamlanmamis Olumsalhk Tablolarin Birlestirilmesi ve Ayristirilmasi

Tamamlanmamis olumsallik tablolarin analizlerinde, kolaylik olmasi agisindan eger
miimkiin olabiliyorsa, tablolarin birlestirilmesi veya aynstinnlmas: durumu soz

konusudur. Boyle olusan tablolara iliskin tahminlerin elde edilmesi de kolaydir.

Birlestirilmis veya aynstinlmus iki yonli olumsallik tablolarda, aym satir veya
sttundaki iki hiicre yapisal sifir icermiyorsa iligkilidir. Yapisal sifir olmayan hiicrelerin
bir kiimesi veya bir hiicre ¢ifti yani iliskili arka arkaya gelen iki eleman, hiicrelerin
zinciri ile baglantih olursa bagimbidir. Bir hiicre zincirinde iliskili ardarda gelen
elemanlar birbiriyle baglantihi ise bagimhidir. Sonugta yapisal sifir olmayan hiicreler bir
bagimli kiimeden geliyorsa, tamamlanmamis iki yénlii tablo bagmlidir. Bir
tamamlanmamis tabloda bagimhilik yoksa tabloya aynlabilir tablo denir. Uygun satir ve
siitun permiitasyonundan sonra bos olmayan hiicreler; bir hiicrede olan bir birim
digerinde olmayacak sekilde en azindan iki ayn alt tabloya boliinebilir. Bu tablolar,

kosegenin altinda bulunan ve en az iki tanesi iistiiste gelmeyen bloklar igindeki bos
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olmayan hiicreler seklinde diizenlenebilir. Bu tiir tablolar kdsegensel — blok tablo

olarak adlandirilir.

Her blok bazi yapisal sifirlar igerebilir. Yapisal sifir ve beklenen siklik ifadelerinde
ayrilabilirlik durumu da tamimlanmaktadir. Gozlenmis sayilar arasinda rasgele sifirlar
olabilir. Gozlenen tablolarda sifir olup olmamasim belirlemede amag aynlabilirliktir ve
rasgele sifir ile yapisal sifir arasinda bir fark yoktur. Eger tamamlanmamug tabloda sifir
olmayan gézlemler birbirleriyle bagimh degilse, gézlenen tablolarin ayrilabilir oldugu
sOylenebilir (Bishop and Fienberg 1975). Aynlabilir tablo yapisi Cizelge 2.6” daki gibi
ifade edilebilir.

Cizelge 2.6. Aynlabilir tablo yapisinin gosterimi

B, B, B, B, B, B,
4 lx - Y Y £
4, |- X, X, - X, X,
A, Ay Y & A 1Y
4 | X - - 7 A -

Cizelge 2.6°daki tablo yapist yeniden diizenlenirse, Cizelge 2.7°deki gibi 2 ayn alt tablo

olusur.

Cizelge 2.7. Iki ayrilmis tablo yapisimin gosterimi

B, B, B, B, B, B,
4 |x, x, | - - - -
4, | x, x, | - - - -
4, |- - X, X, X, X,
4 |7 X, X, X, X
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Tamamlanmamis olumsalhik  tablolardan, tamamlanmis olumsalik tablolar
olusturulabilir. Olugan iki alt tablo tamamlanmis olumsallik tablosudur. Bu tip tablolara
iligkin gézelere ait birimlerin ECOB tahminleri klasik ECOB tahminleridir.

2.6. Tamamlanmams Olumsalhk Tablolar Igin Orneklem Yontemleri

Tamamlanmamig olumsallik tablolarda ECOB tahminleri, farkli 6rneklem planlarindan
elde edilmektedir. Beklenen g6ze sayilari ve olasiliklar i¢in modellerin uygulanabilirligi
ve oOrnekleme planlarinin degiskenligi de model yapisi ile iligki gostermektedir.
Tamamlanmamus iki y6nlii olumsallik tablo i¢in modelin bagimsizlig1 varsayimi altinda
gézlenen veriler, asagida verilen ii¢ farkhh 6rneklem planindan hangisine sahip olursa
olsun, beklenen goze sayilar1 i¢in ECOB tahmin edicisi aymidir. Bu 6rnekleme planlari;
1. Her hiicre i¢in bagimsiz Poisson rasgele degiskeni i¢in, Poisson érneklem plani,

2. Basit ¢ok terimli 6rneklem plani,

3. Satirlan ve siitunlarn bagimsiz ¢ok terimli bir kiimede ¢arpimsal ¢oklu &rneklem
plamdir.

Bu ii¢ plan aym1 ECOB tahminlerine sahiptir (Bishop et al. 1975). Bu ¢alismada Poisson

modeli {izerinde durulacagindan diger modellerin ayrintilan verilmeyecektir.

2.6.1 Poisson Orneklem Modeli

Olumsallik tablolarda Poisson model yapisi, rasgele bilesen ve sistematik bilesen olmak
lizere iki bilesenden olugmaktadir. Rasgele bilesen, gbzlenen sayilarin ortak olasilik
dagilimlanm tamimlarken; sistematik bilesen, beklenen degerler ve parametreler
arasindaki baginti fonksiyonunu tanimlar. Beklenen degerler, parametrelerin bir

fonksiyonudur.

Rasgele bilesen sayilarin ortak dagilimlanni tammlar. x, , (7,/) gozesindeki gdzlenen
sayilar olmak tizere, beklenen degeri m, olan Poisson dagilimina sahip olsun. Eger T
S’de tamamlanmams alt kiimelerdeki tiim go6zelerin c¢arpimim gosteriyorsa, bu

durumda olabilirlik fonksiyonu;
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X; —my
j 1
smre "’

=T ’ i#j(@(i=12..R j=12,..C) Q.7
x,!
dir.
Bu olabilirligin dogal logaritmasi,
logL =3 5,[x, logm,)—m, —log(x,"] (2.8)
seklindedir. Burada,
1; i=j
o, = 2.9
Y {0 s it J 2:9)

dir.

Poisson dagilimi, olasilik dagilimlannin iistel ailesinin bir iiyesidir. Gézlenen marjinal

toplamlar, tiim i ler i¢in x,, ve tiimj ler i¢in x_; dir (Bishop et al. 1975).

Tamamlanmamis olumsallik tablolarin ECOB tahminlerine iliskin analizlerde Poisson
model i¢in tasarim matris yapist kullanilmaktadir. Poisson model yapist kullamlarak
olabilirlikler en biiyiik yapilabilir. Poisson model yapisinin tasarim matris gosterimi

asagidaki bigimde ifade edilmektedir.

z,,w,,,h,, lar bagimsiz Poisson rasgele degiskenleri olsun. z, (RCx1) ; w, (Rxl) ve

/4 i+?

h, (Cx1) bigiminde vektorler olmak tizere;

1]

z=[z,,,---,z,«.]
w= W, | (2.10)
T |
dir.
F, elemanlart bagimsiz Poisson rasgele degiskenlerden olugan veri vektérli olmak
lzere,
F=[zw, h’]'
bigiminde ifade edilsin.

p,’ler igin ECOB tahminleri F ’in Poisson model yapisindan elde edilebilir. Poisson

model yapisi;
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E(F)=Xp+y (2.11)
bigiminde verilmektedir.
Bu yap1 X tasarim matrisi ve y tamamlama vektoriinii igermektedir. X ve y nin boyutlan

tamamlanmamis tablonun boyutlarina baglidir. Modelde yer alan z degiskeni igin

model;
E(Zy) = Z++py‘ (1.-].'-# RC);
2.12
E(zp)=z,,(= Y. p,) =2, ~2,, D.p, (2.12)
i#=RC fj2RC
bicimindedir (Lipsitz e al. 1998)
R=C=2 igin model yapisi;
zZy 1 0 0 0
2, o 1 of? fo
E =2z plZ +
Zy, 0 0 1 0
222 ’1 -1 -1 p2] z++
yada
E(z)=(z,.4)p+7, (2.13)

bi¢imindedir, burada 4; matrisi RCx(RC-1) bi¢ciminde olmak iizere ilk (RC-1) tane satir1

bir birim matrisi vermekte ve son satin ise -1 lerden olugmaktadir. v, vektorii (RC x1)
bigiminde son satir1 z, . ve diger elemanlar 0 olan tamamlama vektoriidiir.
Sonugta ;

E(z)=X,p+y, (2.14)
biciminde ifade edilebilir. Burada X, =z__ 4, dir.
X, satir ve X,, siitun degiskenleri olmak iizere, X,, gozlendiginde ve X,,

gozlenemediginde dogrusal model ifadeleri,

C
E(wi+)=w++pi+=w++zp,'j (lzl,,R—l);

p=

E(WR+)=w++(l—2p1+)=w++[1—22pyil=w++ —w++[z_zpij:i

i=1 =t j=1 i=l j=1

(2.15)

bi¢iminde elde edilir.

w,, , tamamlama vektorli olur. R=C=2 i¢in
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[E(WH):‘ =w -pl+ }
Ew,)] TP

-1 -1 0

(2.16)

i
A
1
—
o
|
L
+
1
T ©
+
M

yada

E(w)=(w,,4,)p+7, 2.17)
olarak elde edilir. Burada 4, matrisi Rx(RC-1) bi¢iminde olmak iizere, R-1 satirth ve
(R-1)xC siitunlu blok-ksegen matrislere esittir. Bloklar 1xC lik 1’ lerden olusan bir
vektordiir. 4; nin son (C-1) siitunu tiimiiyle sifirdir. 4> nin son satin ilk (R-1) satirinin
toplaminin negatifi ve ilk (R-1)xC elemanlar -1 ‘e esittir, son (C-1) elemanlan 0 dir. 7y,
vektorii (Rx1) bi¢iminde kalan son satin wy+ disindaki elemanlar1 O olan tamamlama
vektoridiir. Sonugta ;

EWy=X,p+7y, (2.18)
bigiminde elde edilir. Burada X, = w,, 4, dir.

X,, gozlenemediginde ve X,, gozlendiginde dogrusal model ifadesi;

R
E(h+j)=h++p+j=h++zpij (j=l’“"c"-1);
i=]
C-l R -l (o] (2.19)
E(h+(‘)=h++(1'—zp+j)=h++ I—Zzpy =h++_h++ py
J=1 i=i j=I i=l j=1
olarak elde edilir. Burada #,, , tamamlama vektérii olur. R=C=2 igin
[E(hﬂ )} s [p“ J
E(h,,) “Lp.
2.20
L[ oo Py [0 (220
Sl 0 o )P a,
P
ya da
E(h) = (h++A3 )p + 73 (2'21)

bigiminde verilir.
Burada 43 matrisi Cx(RC-1) bi¢iminde olmak iizere C-1 satirh R birim matrisin yatay

kism gibi [Ic.; Oc./] seklindedir. Ic.) ,C-1 birim matris ve O¢.; (C-1)x1 lik 0 vektoriidiir.
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Son RC-inci siitun silinir. 43 iin son satin ilk (C-1) satirinin toplaminin negatifidir. v3
vektorli (Cx1) bigiminde son satin h,, digindaki elemanlan 0 olan tamamlama
vektoriidiir. Sonugta ;

Ehy=X,p+y, (2.22)
bigiminde elde edilir. Burada X, = h,, 4, dir.

Modelin genel yapisi; sirastyla veri vektorii, tasannm matris ve tamamlama vektorii

bigimindedir. Bu degerler sirasiyla;

z X, e
F=lw X=X, y=\7
h X, V3

bigimindedir. Tasarim matrisi sabit icermez (Lipsitz ef al. 1998).

2. 6. En Cok Olabilirlik Tahmin Yontemi

Olumsallik tablolarin analizlerinde; gozelere iliskin degerlerin tahminleri igin farkh
tahmin yontemleri kullanilmaktadir. Bu tahminlerden biri ECOB tahmin yontemidir.
ECOB tahmini su sekilde ifade edilebilir:

X, X

n°

birbirinden bagimsiz rasgele vektérler ve ortak olasiik yogunluk
fonksiyonu g(x;B)olan kitleden bir Orneklem olmak iizere; £ mnin olabilirlik

fonksiyonu, L(,BIX 1»X 5.+, X, ) bigiminde ifade edilmektedir. Olabilirlik fonksiyonu,

LB|X), Xy, X)) = (X, Xy X,

p=T1rx)p (2.23)

Olabilirlik fonksiyonunu maksimum yapan deger (6rneklemin bir fonksiyonu), £ 'nin en
¢ok olabilirlik tahmin edicisidir. ® parametre uzayr olmak iizere, f’nin en g¢ok

olabilirlik tahmin edicisi (var olmasi durumunda)

B (X X, ) = max L(A|X, -+, X,) (2.24)

dir.
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Genellikle, olabilirlik fonksiyonunun maksimize edilmesi yerine, fonksiyonun

logaritmasi (log-olabilirlik) maksimize edilir. Bu fonksiyon,
1(B) = log(L(B|X, .-+, X,)) (2.25)
dir (Roussas 1972).

Tamamlanmamug tablolara ait ECOB tahmin problemlerini ¢6zmek igin bazi yntemler
gelistirilmis. Bu yontemlerden EM algoritmasi, Newton —Rapshon algoritmasi, kapali-
form tahminleri, quasi-bagimsizlik altinda Deming-Stephan ve bu ydnteme es deger

olan yontemlerle ilgili kisimlar bir sonraki béliimde bulunmaktadir.

17



3. TAMAMLANMAMIS OLUMSALLIK TABLOLARDA EN COK
OLABILIRLIK TAHMIN YONTEMLERI ve UYUM iYILiGi TESTI

Bu boliimde tamamlanmamis olumsallik tablolara goére elde edilen modellerin
parametre tahminlerine iligkin yontemler ve uyum iyiligi testi verilmektedir.
Tamamlanmamis olumsallik tablolarda, klasik ECOB yéntemlerin kullamimas: kolay
degildir. Eksik gozlemlerin bulundugu olumsallik tablolara iliskin gézelerin ECOB
tahminlerinin elde edilebilmesi igin baz1 yontemler gelistirilmistir. Bu ydntemler
Newton-Rapshon, EM algoritmasi, quasi-bagimsizlik altinda gesitli tahmin yontemleri

ve kapali-form tahminleridir.

3.1 Newton-Raphson Yontemi

Her zaman log olabilirlik fonksiyonlarim en biiyiik yapmak miimkiin olmayabilir. Bu

tiir durumlarda B’nin ECOB tahminlerini hesaplamanin yollarindan biri de Newton-

Rapshon algoritmasi ve tiirevleri ile yapilabilir. Bu yontem varyans tahminlerinin

yaninda hiicre olasiliklarinin ECOB tahminleri ile ilgili bir yéntemdir.
{S(x; B) = 8log L(B)/ 9B } =0 @.1)

olabilirlik esitliklerinin ¢oziimii ile Newton-Rapshon yontemi S igin uygun
B belirlemede dogrusal Taylor serileri ile log-olabilirlik fonksiyonu log L(#) nin egim
vektorii S(x; B) ya yakinlagtinr.

S B) =S )= 1B xXB-B) (3-2)
dir.
Bu esitligin sag tarafimn sifir olmasi ile yeni bir 8" adim

B = B0+ 17 (B3 0)S(x ) - (3)
elde edilir (McLachlan and Krishnan 1997).
Eger log olabilirlik fonksiyonu konkav ve tek modelli ise tek adimda £ ’nmin ECOB

tahminine yaklasir ve ayrica log-olabilirlik fonksiyonu da fnin karesel fonksiyonu ise

{ "’} nin yineleme zinciri ile f nin ECOB tahminine yaklasir. Log-olabilirlik
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fonksiyonu konkav degilse Newton-Rapshon yonteminin keyfi baslangi¢ degeri ile bir
noktaya ulasmasi garanti degildir. L(f) deki bu sebepler ve yeterli dogruluktaki

baslangi¢ degeri varsayimlan altinda S(x;4) nin g ¢6ziimi i¢in Newton-Rapshon
yontemi genel karesel fonksiyon ile  yineleme zinciri ile ulasilir. Q da [HI normu ile

uygundur. Oyle ki eger 8% yeterli miktarda B” ya yaklagirsa

oo -pls e -5 G4

po -5

elde edilir.

(3.4) ifadesinde esitligi saglayacak sabit bir # degeri vardir. (r=0,1,2 ... ) Karesel
fonksiyon ¢ok hizhidir ve bu ydntem ¢ok genis boyuttaki iglemleri de gz Oniinde
bulundurur. Fakat bu yontemde bazi sorunlar bulunmaktadir. Ilk olarak, her adimda dxd
bigiminde 7(B”; x) bilgi matrisinin hesaplanmasini(yani Hessian matrisinin negatifi) ve
d dogrusal esitlik sisteminin ¢dziimiinii gerektirir. Bu durumda genelde O(d) gibi
aritmetik operasyonlarla ¢6ziime kavusturulabilir. Diger bir sorun da (3.1) esitliginin
¢oziimiinde {B}yineleme zinciri icin baslangig degerinin belirlenmesinde pratik
olmayan durumlar olmasidir. Eyer noktasi .ve lokal maksimum yam: sira lokal
minimuma dogru egilim gosterir. Bazi durumlarda, Bohninig ve Lindsay’a gore
Newton-Rapshon yOnteminin monoton olarak degistirilebildigini

gostermislerdir(McLachlan et al. 1997).

Newton-Rapshon y6ntemi her r yinelemede 7(8";x)nin degerlendirilmesini gerektirir.
Bu durumda I7'(B';x) gozlenmis bilgi matrisinin tersi aracilig1 ile B nm sirh
degerlerinin kovaryans matrisinin tahminini saglar. Eger baslangi¢ degeri £ ’mn Jn -
uygun tahmin edicisi ise, ilk adim yinelemeyi B‘”, asimptotik olarak S’nin yeterli

tahmin edicisidir (McLachlan et al. 1997).

Tamamlanmamig tablolarda beklenen hiicre frekanslan igin ECOB elde edilmesinin

diger bir yontemi EM algoritmasidir. Fuchs (1982), ¢apraz tablolarin bir veya birden
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fazla degisken degerleri eksik oldugunda, log-dogrusal modeldeki parametrelerin
ECOB tahminlerini bulmak i¢in EM algoritmasin1 kullanmustir.

3.2. EM Algoritmasi

Birgok ¢aligmada bir veya birden fazla degiskenin degerleri orijinal &rneklemin
altkiimeleri igin eksik olabilir. Tamamlanmamig verilere ait log-dogrusal modellerin
parametreleri i¢in ECOB tahminleri elde etmek genelde bir problem olmustur. EM

algoritmasi bu tiir sorunlar1 ¢6zmek i¢in uygun ydntemlerden biri olarak 6nerilmektedir.

EM algoritmasi, eksik veri problemlerde ¢ok kullanilan bir yntemdir. Ayrica ECOB
tahminlerin hesaplanmasinda iteratif hesaplamalar kullanan bir yéntemdir. EM
algoritmasi, eksik gozlemlerin tahmini i¢in ad-hoc yaklasimu ile iliskilidir 6yle ki eksik
gozlemler i¢in birincil degerler atandiktan sonra parametreler tahmin edilir. Bu birincil
parametre tahminleri kullanilarak onlarin tahmini degerleri ile adimlar tekrarlanir. Bu

islemler tek bir sonuca yaklasincaya kadar devam eder (McLachlan ef al. 1997).

EM algoritmasi, yorucu olmayan ve hizli hesaplama yapan bir yéntem olugundan
istatistiksel caligmalarda standart bir arag¢ olmustur. EM algoritmasi, ECOB tahminlerini
ve tamamlanmamus verilerle ilgili problemlerde ¢ok genel bir yineleme ydntemi olarak
elde edilmig. Algoritma E-adim ve M- adim olmak iizere iki adimdan olugmaktadir

(Dempster ef al. 1974).

E- adimm, log olabilirlikleri verilen gecerli parametre tahminlerinin beklenenlerini
bulmay: kapsar. M-adimi da beklenen log olabilirlikleri en biiyiik olanlar ile gegerli

parametre tahminlerinin glincellenmesini kapsar.

3.2.1 EM Algoritmasmn Formiilasyonu

Bir y g6zlem vektorii icin bu y gdzlem serisi Y rasgele vektériiniin gozlenen degeri

olsun. ¥ nin olasilik yogunluk fonksiyonu;
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B,

s, 5=

ﬁ d
bigiminde verilsin.
Bu fonksiyon parametre uzayindaki () bilinmeyen parametrelerin bir vektoriidiir. S
icin y verisine iligkin olabilirlik fonksiyonu;
L(B)y=g(y:B),peQ
dir.
Bir ¢ok veri kiimesi igin En ¢ok olabilirlik tahminlerini kolayca elde etmek zor veya

mimkiin degildir. Go6zlenen y vektorii, gozlenemeyen bir z vektorii ile bir x
vektoriinii olustursun. Gozlenen y vektorii, x veri vektoriiniin g6zlenebilir bir
fonksiyonunu olusturmaktadir] x=(y,z)]. Bu x vektdrii tam veri veya tam veri
vektorii olarak adlandinlir. Gézlenmis y tam olmayan veri vektoriiniin bir x tam veri
vektordi ile birlikte diigiiniip ele almanin yaran, f i¢in x veri vektoriine dayali,

L(B)=g.(x;5),feQ
olabilirlik fonksiyonundan; ,5 en ¢ok olabilirlik tahmin edicisinin elde edilmesidir. x
tam veri vektoriiniin log-olabilirlik fonksiyonu ;

InL.(B)=Ing.(x;B) (3.5)

dir (McLachlan et al. 1997).

x veri vektorii iginde gozlenemeyen kisimlar oldugundan, en ¢ok olabilirlik tahminleri

kullanmak tam olarak dogru degildir. Bu nedenle InL_(f) fonksiyonu yerine bir S©
degeri icin E 0 []n L.(B) y] kosullu beklenen degeri alinmaktadir. E s [ln L.(B)/ y]
kosullu beklenen degeri S ’nin bir fonksiyonu olmak iizere, bu kosullu beklenen degeri

en biiyiik yapan,
B =argmax o [InL.(8)/ 5] G0

degeridir.

Bu deger ile £ e [InL.(B)/y] kosullu beklenen degeri yeniden bulunmakta ve
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B =argmaxE , [InL, (B)/y] 3.7)
hesaplanmaktadir. Dempster et al. (1997) tarafindan bu sekilde olusan
BO,BY, P, .dizisinin en ¢ok olabilirlik tahmin edicisine yakinsadigim ve
LB, L(BM),L(BP),... dizisinin azalmayan bir dizi oldugunu ispatlamiglardir
(McLachlan ez al. 1997).

EM algoritmasinda bigimsel olarak iki 6rneklem uzay: bulunmaktadir. Bunlar, gézlenen
ve tam olmayan veri olarak isimlendirilen gdzlemlerin bulundugu ¥ kiimesi ile tam-veri
olarak isimlendirilen verilerin bulundugu N kiimesidir. N 6rneklem uzayindaki x tam-
veri vektorii yerine, ¥ O6meklem uzayindaki y = y(x) tam olmayan- veri vektorii
gozlenmektedir. B i¢in y verisine dayal: olabilirlik fonksiyonu,

L(B)=g(y; ). f e (3.8)

Ve

P i¢in x vektoriine dayal olabilirlik fonksiyonu,

L(B)=g.(x:8).peQ
dir.
N, ={x:y=yx}cN

olmak {iizere,

g(:B)= [g.(x: Bax (3.9)

dir.

L(B) = g(y; B) olabilirlik fonksiyonu y tam olmayan-veri vektoriine karsilik gelen Y
rasgele vektoriinlin olasthk (yogunluk) fonksiyonu ve L (8)=g.(x;8) olabilirlik

fonksiyonu x tam-veri vektdriine karsilk gelen X rasgele vektoriiniin

olasilik(yogunluk) fonksiyonudur. L(fB) tam olmayan veri olabilirlik fonksiyonu,

L_(f) tam-veri olabilirlik fonksiyonudur.

Uygun bir B9 segilir ve r=0 almnir.
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E-ADIMI: Bu adimda
Q(B:B )= E u[nL.(B)/y] (3.10)
fonksiyonu elde edilir.
M-ADIMI: Bu adimda da
Q(B; B") fonksiyonu Q iizerinden en biiyiik yapilir, her g € Q igin,

(B, B7)Yz (B B7) (3.11)
olacak sekilde S*" bulunur.
Secilen € >0 i¢in,
L") ~-L(B")>¢ (3.12)
ise r yerine r+1 alimr ve E-adimna gidilir, aksi halde (B"*") alinir.
EM algoritmasinin her adim sonunda L(f) degeri azalmayandir.
L(p")> L(B") r=012,.
olmaktadir.Buna gore, L(8®),L(B8M),L(B?),... dizisi iistten sinirli oldugundan
yakinsama,
pO 2

saglanmaktadir.

Ustel aileden dagilimlara uygulandiginda, EM algoritmast degisiklik gostermektedir.
E-adimi, tamamlanmis verilerin yeterli istatistikleri verildiginde. gozlenmis veri ve

gegerli parametrelerin tahminini,

M-adim ise verilen yeterli istatistikler igin olabilirlik esitlikler igin ¢dziim olarak yeni
tahminler verir.
Yani ;

L(B)=g(x;8)=0b(B)ef ") (3.13)
dir. ‘
t(X) yeterli istatistigi i¢in algoritma yapis1 su sekildedir:

i)-r=0 alinarak; B8‘” segilir.
if) E adiminda; Eﬁ(,,[t(X )/ y] elde edilir
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iii) Madimmdada E 4, yy = Ep(,,[t(X)/y]denklemi ¢Oziimii olan

B+ bulunur.
iv) L(B"™")-L(B")>¢& (e>0) ise r yerine r+1 alimir , E adimna gidilir, aksi

halde (+1) deki deger atilir (McLachlan ef al. 1997).

Y, ve Y, orneklem genislikleri N olan iki kategorili degiskenler olsun. Kategoriler
sirastyla 1 ve 2 degerini alsin. Birinci grubun her iki birimi Y, ve Y> gozlenmis olsun.
Ikinci grubun birimleri igin ¥; gézlensin ve ¥, eksik olsun. Uglincii grubun birimleri
icin de Y, eksik ve Y gozlensin. Bu durumda veriler 3 alt gruba aynilms gibi diigiiniiltir
(Ming-Yi 1999). Cizelge 3.1°de EM algoritmasimn yapisim gosteren tablo bilesenleri

verilmistir.

Cizelge 3.1 EM algoritmasinin yapisim gosteren tablo bilesenleri

Y, Y] igin Y i¢in
1 2
n o1 my | My 121 - -
31
2 | my | my Y22

m= {mg.} tamamlanmig durumlar igin gozlenmis hiicre frekanslarin, {va} w -inci eksik gbzleme

karsin v-inci marjinal hiicre degerlerini ve r; yineleme sayisim gdstersin. (v=1,2, ..., V. ; w=1,2,....W) V,,

,w deki eksik g6zlemlere ait hiicrelerin kiimesini gostersin. p; hiicre olasiliklarini belirtsin.
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E-adimu i¢gin;

AP Ay
Aro_ Pu P
By =my+tYn = TV A
put+ P Dy + Py
ar Ar
Aro_ I 47 P
Ry =My +Vn 7 V2> o
Put+ D Pyt Py

. .. (3.14)
Ay =my + ¥y A,p;l” +75 A,pz],\, >
PntPxn Pn +Pn
Ay =My + ¥y ”ﬁzrz” +7n ”1352” >
Py +Pn Pyt Pn
ifadeleri ve
M-adimi igin;
ﬁyg” =nf/INi=12 j=1.2
(3.15)

2 2 2
N= Zmij +;y2k +kz:73k
= =1

ij=l

ifadeleri s6z konusudur. { ﬁfj’ ,i, J = 1,2} hiicre olasiliklarinin baglangig degeri olarak

m,

o8 &
~ ] "‘],2
Zmij

ij

hiicre orami alinir ( Ming-Yi 1999).

EM algoritmasi, tamamlanmis verinin bir 6rneklemi i¢in ECOB tahminlerinin
hesaplanmas: ile yeterli istatistiklerin degerlerinin diizeltilmis yorumunu bulundurur.
M-adimda tamamlanmig veri ile 6rneklemlerden elde edilen ECOB tahminler igin

uygun algoritmalar kullanilabilir (Fuchs 1982).

EM algoritmasimnin diger iteratif algoritmalar Newton-Rapshon ve Fisher skor
yOntemlerine gore daha cazip 6zellikleri bulunmaktadir. Bunlardan bazilari:
1. EM algoritmas: her EM yinelemenin artan olabilirligi ile sayisal olarak sabittir.
2. Uygun kosullar altinda, EM algoritmasi, giivenilir bir yaklagima sahiptir. Yani,
parametre uzayindan keyfi bir baslangi¢ noktas: secildiginde yaklagim, baslangig
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noktasinin kotii segimi veya log-olabilirlik fonksiyonundaki bazt bozuklar
disinda maksimum olur.

3. EM algoritmas1 kolayca hesaplanir, glinkii E-adimimin her yinelemesinde
yalnizca tam-verinin kosullu dagilimi altinda beklenen degeri ve M-adiminin her
yinelemede ise tam-verinin ECOB tahminlerini gerektirir.

4. EM algoritmas: genel olarak kolay bir programdir 6yle ki ne olabilirliginin
degerlendirilmesi ne de onun tiirevlerini gerektirir.

5. Diger yontemlere gore daha kolay analitik ¢alisma gerektirir §6yle ki yalnizca
tam-veri i¢in log-olabilirliklerin kosullu beklenen degerlerini maksimum
yapmak gerekmektedir.

6. Olabilirliklerdeki monoton artisi izlemek daha kolaydir.

Bunlarin yani sira algoritmanin eksik yanlan da bulunmaktadir. Newton yontemleri

gibi global maksimuma yaklasimi garanti degildir. Parametre tahminlerinin

kovaryans matrisinin tahmininin olusturulmasinda sorun vardir. Baz1 problemler

icin, E-adimt analitik olarak anlasilamayabilir (McLachlan 1998).

3.3 Quasi - Bagimsizhk Altinda En Cok Olabilirlik Tahmin I¢in iteratif Coziimler

Quasi -bagimsizlik modelinin ¢arpimsal formunda, sifir olmayan gézelere iliskin
beklenen sikhiklar igin ECOB tahminleri hesaplanirken, quasi bagimsizlik altinda iteratif
¢Oziimler ile iligkili olarak iki yontem bulunmaktadir.

Quasi bagimsizlik modelinde;

m, =3,ab i=12,---R j=12,---,C

gy

dir.

S; yapisal sifir icermeyen hiicrelerin kiimesi olmak {izere;

15 (G,))esS '
5 = 3.16
Y {o : dh ©.16)

dir.
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Eger m, icin tek ECOB tahmini varsa, bu tahminler ; quasi bagimsizlik ile iligkili

olarak R+C tane en biiylik olabilirlik esitlikleri tarafindan belirlenmektedir. Bu

esitlikler;

(i=1,2,...R; j=1,2.....C) (3.17)

dir.
Ik yontem goze degerlerinin beklenen sikliklamnin tahminlerini hesaplamak igin

Deming-Stephan adimsal oran uyumu ile tanimlanir. Bu yontem igin algoritma yapisi su

sekildedir:
0.adimda;
HO =
'J 51]
v-inci adimda; (3.18)
~ (2v-2)
,;1(2\;—1) ml[ x1+
y z A (2v—2)
o (2v—l)
m;
~(2v) _ 4 TH » i _dl
; Z rYFr=y Vi,j v=12,
dir.

Bu adim istenilen dogruluga erisilene kadar devam eder (Bishop and Fienberg 1975).
Ikinci yéntem quasi-bagimsizlik altinda ¢arpimsal form bigimindeki modellerin
beklenen sikliklarin tahminlerinin hesaplanmasidir Bu hesaplamada; iki adimsal yol

vardir.

Ilk adimsal yol; {m, } i¢in ECOB tahminlerin olusturulmasinda {a,} ve{b,}i¢in en gok
olabilirlik tahminler iretmektir. Quasi bagimsizlik model altinda;
m,=06,ab, i=12,..,R j=12..,C

%
seklinde ifade edilmigti.
Model R+C tane bagimsiz parametreye sahiptir fakat sadece R+C-1 tanesi igin

bagimsizhik goriilebilir.
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Bu durumda;

R .
Z’An” =irh+j =Xy (3‘19)

i=1 =1

dir.
ECOB tahmin i¢in R+C-1 tane denklem bulunmaktadir. {a,} ve{b,} nin ¢arpimsal

sabitinin tek oldugu goriilebilirse; R+C-1 tane bagimsiz parametre oldugu goriilebilir.

Quasi bagimsizhig1 kullanarak ECOB tahmin esitligi yazilirsa;
a,) 0,b,=x, i=12,.,R

8,4,=x,, j=12..,C (3.20)

ve b == i=12,., R j=12,.,C

— x+i
i = i -
2.8,b, 25,8,
j !

Q>

seklinde elde edilir.
{a,} ve{b,} tahminleri i¢in ikinci adimsal yol:

0.adum;
b =1 j=1..C (v2I)
v-inci adim;
a" = 25 b“ - i=L.,R (3.21)
x
bV ==L —  j=1,..,C
’ 250"71(") ’
son adim;
A2y (M (v - .
M =6,a"b" V(i )
dir.

Yineleme degerleri bir degere ulasincaya kadar devam eder. m; nin tahmini ECOB
tahminidir. Bu iki ydntem esdegerdir. Deming-Stephan yontemi ile bu degerlerin

tahminlerine ulasilmasina ragmen ikinci yontem {a,} ve{b,} parametrelerinin tahmini
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icin daha uygundur. Bu yontem ilkine gore daha az hesaplama gerektirmektedir. Bu
yontemle her ddngiiden sonra tahminlerdeki degisim kontrol edilebilir (Bishop and
Fienberg 1975).

3.3.1 Quasi Bagimsizbk i¢in Dogrudan Tahmin Yéntemi

Quasi-bagimsizhik altindaki tahminler i¢in dogrudan bir formiil olmadigindan, dogrudan
olmayan yontemler tercih edilir. Birgok tamamlanmamis tabloda yapisal sifirlarin
disinda kalan hiicrelerin dogrudan tahmini miimkiindiir. Aktif olmayan hiicreler igin iki
kural vardir. Bu iki kuralin en Onemlisi; quasi bagimsizhik altinda aktif olmayan
hiicreler igin ECOB tahminidir. O hiicreler i¢in ECOB tahmini gbzlenen sayilardir ve
eger bu tiir hiicreler hemen tanimlanabilirse analiz igin bu hiicreler atilip, analizden
sonra tekrar yerine koyulabilir. ikinci kural ise; ECOB tahminleri tarafindan uyumlu alt
tablolardaki tamamlanmamus tablolarin bazilarim bozmaktir. Tamamlanmamis tablo
icin iki kural daha belirtilmis ki, bu kurallar tablonun iki simfi igin en ¢ok
olabilirliklerinin dogrudan tahminidir. D6rt kural tiim tamamlanmamis durumlar igin
direk tahmini olusturmada ECOB tahminine dogrudan yaklasimi tanimlar.
Aynistinlamayan tablolar i¢in, (3.16)’da verilen J;lar goz oniine alinarak sozii edilen

dort kural asagida verilmistir:

1.KURAL: (Hiicre izolasyonu)

Eger baz1 hiicreler igin &; =1 fakat aym satir (siitun) da kalan J; nin tiimii sifir ise

~

dir. Bu durum marjinal toplamin ECOB tahmini tek olarak belirlemesinden
kaynaklanmaktadir. (3,j) hiicreleri aktif olmadiginda silinebilir ve tahmine devam edilir.
Cizelge 3.2°de verilen 3x3’liik bir tablo igin hiicre izolasyonu su sekilde ifade

edilmektedir:
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Cizelge 3.2. 3x 3 bigiminde tamamlanmamis tablo

my | my, | m;,

hy, | my,

) ) M3

Cizelge 3.2°deki tablodan lgilincii satir silindiginde (1,3) hiicresi aktif olmayan bir
hiicredir. (1,3) hiicresi, hiicre izolasyonunu olusturur. Bu durumda igiincii kolon

silinebilir. Boylece Cizelge 3.3°de verilen 2x2’lik tablo elde edilir (Bishop er al. 1975).

Cizelge 3.3. 2x2 bi¢ciminde tamamlanmis tablo

hty, | my,

my, | my,

Bu durumda, tamamlanmis tablolar i¢in ECOB tahminleri elde edilebilir.

2.KURAL(Yan-ayrilabilirlik)

Aynlamaz tamamlanmamig tablolar; eger tek satir veya siitunu atarak iki veya daha
fazla ayn alt tablolara aynlabilirse; yan aynlabilir olarak tamimlantr. Omegin; bir tablo
tek kolonu atilarak yan ayrnlabilir tablo olustursun ve bu tabloda kolon silinmesiyle
ayrilabilir alt tablolarin birine uygun olarak, her kiimesi satirlarin kiimesi olarak
pargalansin. Buradan satirlarin pargalanmig alt kiimelerinin her birinde beklenen hiicre
sayilan tahmin edilebilir. Pargalanmis satirlarin her kiimesi igin ECOB tahmini kesin
olarak bulundugunda, tiim tablo i¢in ECOB tahmini kesin olarak elde edilmis olur.

Cizelge 3.4°de verilen 5 x 5’lik tamamlanmamus tablo g6z 6niine alinsin.
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Cizelge 3.4 5x5 bigiminde tamamlanmamis tablo yapisi

m, my, - - -
my, My - - m;s
- - ms; msy, mss
- - My my, -
- - My ms, Mg

Bu tamamlanmamisg tabloda besinci kolon silindiginde iki alt tablo olusur ki ,bu durum
da bu tablo yan aynlabilir olur. Tablonun ilk iki satir1 ve son 3 satiri ayrnistirilirsa;

Cizelge 3.5°de verilen ayrilmis alt tablo elde edilir.

Cizelge 3.5 Aynlmus alt tablo yapist

1 2
my, my, M, my, mss
my My Mys my; my, -
ms; ms, Mmss

Ilk tabloda m,,’i igeren alt tablo bir hiicre izolasyonudur ve bu degeri igeren siitunun
silinmesiyle 2 x 2’lik alt tablo olusur ve dogrudan ECOB tahmini hesaplanabilir.
Orijinal tablo aktif olmayan bir tablo olmasina ragmen orijinal tablo iginde (2,5) hiicresi
bir hiicre izolasyonu degildir. Ikinci alt tabloya asagidaki ii¢iincii ve doérdiincii kurallar

uygulanarak dogrudan ECOB tahminleri hesaplanabilir (Bishop and Fienberg 1975).

3.KURAL : (Blok-ii¢gensel tablolar)

Eger satirlarin ve siitunlarin uygun permiitasyonlarindan sonra

§,=0 8,=0 Vk2il2j

oluyorsa tamamlanmamis tablolara “blok-tiggensel “ form diyebiliriz.

Blok —iiggensel tablo Cizelge 3.6 ve Cizelge 3.7 ile belirtilmigtir.
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Cizelge 3.6  Blok-iicgensel tamamlanmanmus alt tablo yapisi

1 2
my  mpy my o my - - my o my,
my Ny My - - - My My
my Ny - - my My My My,
My - - - my, My My My,

Cizelge 3.7 Blok-iiggensel tamamlanmamus alt tablo yapisi
3

my,  my ms;  my
my, My My,

o ms, hisy ns,

Bu tiir tablolara blok-liggensel tablolar denebilir ¢iinkii satirlarin ve siitunlarin uygun
permiitasyonundan sonra yapisal sifir olmayan hiicreler, iiggenin hipoteniisii boyunca
hiicrelerin bloklarn ile sag-koseli ticgenlerin bir diizenini olusturur. Genelde tablolarin

sag kosesinin altinda yapisal sifir hiicre olan tablolar tercih edilir (Sekil 3.1).

Ci 6} Cs

R

R,

R3

Sekil 3.1 Blok-ii¢gensel tablolarin genel gosterimi
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Sekilde tarali olmayan alanlar yapisal sifir olmak {izere hiicrelerin 2 blogunda yapisal
sifirlar  bulunmaktadir.Yapisal sifir igermeyen gozelere iligkin degerlerin ECOB
tahminleri,

o,=0 iZ2R +1L,j2C +C,+Li=2R +R, +1,j2C, +1

olmak iizere ksegendeki bloga bakilarak;
i=R +LR +2,---,R +R,
Jj=C +1C, +2,---,C, +C,

icin,
€0y R+R,
m.m,, =( Z exp( + 1,y + Uy X Z eXP(U + Uy + Uy ;)
= =
Cy+Cy Ri+Ry
=exp(u + ;) +uy ) Z Z exp(u + ty ) + Uy )
=1 k=l (3.22)
Ri+Ry €40
=m, (Y Xmy)
k=t U=l
R+ R, €40, R+Ry+Ry  CaCytCy
my=m,, — me»— zm+1
k=t 1= =R R GG+

olarak elde edilir. Burada u-terimi, tablodaki biitiin hiicrelerin olasiliklarinin

logaritmasinin genel ortalamasim belirtirken, u, , -terimi de i-inci degigkenin j-inci
diizeyindeki hiicre olastliklarimin logaritmasimi ifade etmektedir. Bu blok icin m,,

iliskin marjinal toplamlarin dogrudan fonksiyonu gibi yazilabilir

ECOB tahmin ;
xi+x+ j . .
m, ::m:-cjz— i=R +L.,R+R, j=C +1..,C +C, (3.23)
Xu
k=1 i=1

dir (Bishop and Fienberg 1975).

4.KURAL : (Blok —basamak tablolar)
Uygun satir ve slitunlarin permiitasyonundan sonra, satirlarin kiimesi tablolara
boliinebilir. Sifir olmayan hiicrelerin sirasi1 dikdértgenlerden birini igerir ve bunun gibi

dikdortgenler kolonlarda hemen digerinin altinda ve asafisinda ise ayrilamaz
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tamamlanmamus tabloya blok-basamak tablo denir (Bishop and Fienberg 1975). Boyle
bir tablo Sekil 3.2 de verilmistir.
G C, C; Cs

Ry

R3

Ry

Sekil 3.2 Blok-basamak tablolarin genel gosterimi

Sekil 3.2 incelendiginde tarali olmayan alanlar yapisal sifir bloklar1 gostermek tizere,
tiim blok-basamak tamamlanmamis tablolar, quasi bagimsizlik altinda sifir olmayan
gozelere iligkin beklenen sikliklar igin.kapah bir diizende ECOB tahminlere sahiptir.
Blok -basamak tablosunda dikdértgen siralarindan biri tek bir satir veya siitun
oldugunda, o satir veya siitun hiicre izolasyonu ya da ayrilabilir tablo olabilir. Tablo i¢in
ECOB tahmin, yedi tarali blogun her birinin ECOB tahminlerin toplamidir ve bu
toplam g6zlenmis sayilarin toplamina esittir. Bu yedi bloktan iki tanesi i¢in ECOB

tahmin, taral hiicreler igin,

i=R +1,---R +R,
Jj=C+C, +1,---.C,+C, +C,
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Ci+Cy+C5 Ri+Ry
m,.m,; =( Zexp(u + 5y F Uy N Zexp(u iy, Uy )

1=C,+1 k=1
C+Ce+C3 R+ R,
= exp(u + 1y + Uy ;y X Z Zexp(u + Uy +Uy)) (3.24)
I=Cy+1 k=1
mi+m+j

my = Ci+Cy+Cs5 Ry+R,

exp(u + Uy + uz(,))
I=Cy+l k=l

dir.
Hiicrelerin blok i¢inde tiim i, tizerinden toplam

Ry+Ry Ci+C,y+Cy
m..m

i e ‘” Yo GGG Ri+R,

i=R+1 j=C+Cy+ _

Rk, CoalarCr Y. Dexp(u+ Uy +iiyy) (3.25)
=G+l k=l

m,f
i=Ry+1 j=Cy+C5y+]

dir.
Sonugta m, , satir ve siitunlann toplam beklenen sikliklan, {m,} ve {m,;}, marjinal

toplamlarin bir fonksiyonudur . ECOB tahmini bu hiicreler igin yazilirsa,

Ry+Ry (1+C,+(5

xi+‘x+j( Z led) .
- k=R +1 [=C,+Cy+] i=R +1--R +R,
= I 1+ 3 26)
m, Ry+Ry C+C,+Cy . . ( :
j=C+C, +1,---,C, +C, +C,
xk+x+l

k=R +1 I=Cy+Cy ]
seklinde belirtilmistir. Formiil olduk¢a karmasik goriinmesine ragmen, temel yapisi
oldukea basittir. ik olarak tamamlanms tablolara iligkin kolon ve satir toplamlarini,
bloktaki gozlemlerin toplam sayilarinin toplamlarint toplayip onlarin marjinal toplamim
marjinal toplama béliip, blok i¢in gozlenmis toplamla garpilir (Bishop and Fienberg
1975).

3.4. Kapah Form Tahminleri

Bir ¢ok yazar , tamamlanmams iki yonlii olumsallik tablolarin ECOB tahminlerinin
elde edilmesi igin yaklagimlar iiretmigtir. ki yonlii olumsallik tablolar ii¢ tamamlayici
kistm halinde aywrarak log-dogrusal modellerin yardimiyla ECOB tahminlerini elde
edilmektedir. Gosterimi kolay ve boyutlar artsa bile log-dogrusal modeller

kullanilmaktadir  ¢iinkii ¢oklu tamamlayici tablolara paylastinlarak kolayca
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gencllestirme  yapilabileceginden, gozlemlerin  Poisson  dagihmi  gdsterdigi
diisiinilmektedir (Baker ez al. 1991).

{z,,} hiicre degerlerini gdstermek lizere;

M, =M, =1 igin hiicre degerleri {z,,,}

M, =1ve M, =2 de tamamlayic1 / payina ait hiicre degerlerinin toplamu {z,,,},
M, =2 ve M, =1 de tamamlayic1 J payma ait hiicre degerlerinin toplam1 {z, ,,},
M, =2 ve M, =2 de tamamlayici hiicre degerlerinin toplam:  {z, 5, },

N=z

toplam gozlem sayisidir.

44

Eksik gozlemlere sahip olumsallik tablo yapis1 Cizelge 3.7°de belirtilmistir.

Cizelge 3.8. Eksik g6zlemlerin bulundugu 2x2°lik tablo yapisi

M, =1 M,=2
J=1 J=2 (Eksik g6zlem)
I=1 Znn Ziom Z, (W)
M, =1
I=2 Zym Zyn Zy2 (W)
M,=2 Zun Zaam Zom (1))
(Eksik gozlem) (h,)) (h,,)

3.4.1 Log- Dogrusal model yapisi ve tahminler

Tamamlayici kisimlardan olusan olumsallik tablolar i¢in log-dogrusal model yapisi,

eksik verilerle diger degiskenleri birlestirir. Log-dogrusal model yapisi,

log( gy ) =explu+u, (D) +u,(j)+u, (k)+u, (I)+u,(i)+u,, (k)
+uy, () +uy, (JEY+u, (JI)+uy,, (k)

bicimindedir.
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ECOB tahminlerinin elde edilmesinde kolaylik olmas: amaciyla, ifade;

m,; =exp {u +u, () +u,() +uy, (1)+uy, (1)+u,0) +u, (1)
‘g (1) +uy GU)+uy G1)+uy,, (11))

a; =exp { = 2[uy (1)+uy (G1)+uy G1)+uy, , (11 )

4

by =exp { —2[u, (1) +uy (1) +u, G1)+uy, (11)

if

g =cexp {4uy y, (11 M

ve
K =My, Kyiy =myby,
Ujn = mya, Hym = mya,jb,jg, 3.27)

m; 20, a;20, b,20, g20 ve ) > my(l+a, +b +abg=N

Ve
m,=NPr(I=iJ =jM, =LM, =1)
L M, =2 ve M, =1/ =iJ =)
" PHM, =1 ve M, =W =iJ = j)
_Pr(M, =1ve M, =2I=iJ =) (3.28)
YU Pr(M, =1 ve M, =\I=iJ=j)
PrM, =1 ve M, =1I=iJ = )Pr(M, =2 ve M, =2 =iJ = j)
T Pr(M,=1ve M, =I=iJ=j)Pr(M, =2 ve M,=1I=iJ=))

g

bigiminde verilmistir.

Eger g=1 (odds oran1) ise eksik veri yapis1 bagimsizdir. / ve J igin marjinal olasiliklar;

m, =P(I=i,J=))=m,(1+a,+b, +a,b,g)/N; (3.29)

dir.

J° de veriler gbzlendiginde ve I’ da veriler gozlenemediginde, eksik verilerin olasiligs;

v, =P(M, =2|MJ =LI=iJ=j)=a,[/(1+a,); (3.30)

ve

I’ da veriler gozlendiginde ve J° deki verilerin gbzlenememesi olasilig;

7, =P(M, =2M, =1,1=1i,J = j)=b, /(1 +b,); (3.31)

dir (Baker et al. 1992).
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Tamamlanmamis olumsallik tablolannmin ECOB tahminlerine iligkin parametre
tahminleri farkh yapilara gore verilmistir. Model yapilarinda kullamlan « ,q,,a,
terimleri a; terimine ve f,f,,B terimleri de b, terimine esittir. °’ Ifadesi

parametrenin uygun indisin sabit oldugunu belirtmektedir. Bu model yapilan:

a) Her degiskende eksik veri sabit { EM algoritmas1 igin basit bir yaklasim}
oldugunda,

Model («., B.) s.d=n;+n,-1

2,(0)

m;” = 2Zy,
’;,l'(l) ,;1(1)
u 4
ZIJ” +ZI+]2 A (N +Z+le A (1) Z++]]
A (1+1) _ i+ +4
m,j = ~
ZotZantZo,
N V4
G =222 (3.32)
Zem
ﬂ“ — Z++12
Z++ll
A Z++llz++22
g - —
Z++IZZ++21
bi¢imindedir.

b) Bir degiskende eksik veri sabit ve diger degiskende eksik veri bir dncekinin

anlamina bagh oldugunda,

Model («_, i) s.d=m-1 Model (a;, B.) s.d.=n>-1
A ZimZiinfem ~ o ZiZiaeZaan
mij =——— m,j =
z+j|IZ+++1 Zi+llz++1+
-~ Z - Zin
a = ++21 . aj - :J
z | m,_.
++11 +J (333)
- Z. ~ z
_ “i+12 — “++12
B === B ===
mi+ z++11
V4 V4 V4 z
A S22 S “4411%4422
g=—tE g = ZemZen
Zi2%4a ZimZam
bi¢imindedir.
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¢) Bir degiskende eksik veri sabit ve diger degiskendeki eksik veri kendisinin

anlamina bagh oldugunda,

Model (., B;) s.d.=mn;-1 Model (¢, B.) s.d=m-1
A ZnZe e s I
/A y -
z+jllz+++l Zi+llz++l+
4
s 21 ~ AooA
a = z «, ’Zimijai. - Z+j2]
++11 (334)
3 . Z’h d =z B _ z++12
i LM% = 2 =
Z++I]
Z Z zZ Z
5 — ZA+117++422 A Ca+l1%4422
g= g = ZeniZuny
Zis12Z 41 Z412% 0421

bi¢imindedir. Bu yaklagim n,=n; ve negatif olmayan tahminleri gerektirir.

d) Her degiskendeki eksik veri aym degiskenin anlamma bagh oldugunda,

Model (¢, Bi) s.d=mn-1 Model (a;, B;) s.d.=mny-1
my = Zyn m, =z,
. . ~ _ Zam
aQ;; Z,zijnai. = Z, a, =—
Zin
- Z, (3.35)
ﬂi. == ﬂj’ Z yllﬂ l+|2
z:+ll
z Z

++22
Z .G, P Z i,

bigimindedir. Bu yaklasim n;=n; ve negatif olmayan tahminleri gerektirir.

~e) Her degiskendeki eksik veri anlama bagh oldugunda,
Model (e, B;) sd.=0

,;zl zyll
i z zljlla = Z+j21
B Z yl]ﬂ Zisi2 (3.36)
é — Z 44 22
2, m,a.p,

bigimindedir. Bu yaklagim n;=n; ve negatif olmayan tahminleri gerektirir.
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f) Her degiskendeki eksik veri diger degiskenin anlamina bagh oldugunda,
Model (a;, i) s.d.=0

My = Zy,
N Z4jn
G, =—"—
Z
Az (3.37)
ﬂi, — i+12
Zi
5= Z 4422

bi¢imindedir (Baker ef al. 1992).

3.5 Tamamlanmams iki Yonlii Olumsalhk Tablolarda Uyum lyiligi Testi

Tamamlanmamis olumsallik tablolara iliskin uyum iyiligi testi, tamamlanmis olumsallik
tablolarin uyum iyiligi testi ile benzerlik géstermektedir. Belli modeller i¢in ECOB
tahmininin temelindeki modelin uyum iyiliginin testi ya Pearson ya da olabilirlik oran

Ki-kare testi ile hesaplanir (Baker et al. 1992).

Olabilirlik oran istatistigi;

7 i, 2 iy > abe
G=2 Z;Zimlo{ﬂ]"'zzim log -£ +ZZ+,-2110 L i J

| Zi12 J Zyj21 Zy2

bigimindedir.

Uyum iyiligi testi i¢in olabilirlik oran istatistidindeki gerekli parametrelerin tahminleri ,
log-dogrusal model yapisi altinda farkli model yapilarina gore verilmistir. Bu modeller
ECOB tahminleri ve uyum iyiligi testi i¢in gerekli parametrelerin tahminlerini
icermektedir. Modeller ve modellere gore tahminler (3.32) — (3.37) ifadeleri ile
verilmistir (Baker et al. 1991).
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4. UYGULAMA

Bu béliimde iiglincii béliimde verilen tamamlanmamis olumsallik tablolar simiilasyonla
elde edilecek ve bu tablolara iligkin degerlendirmeler daha onceki boliimde verilen
ifadelere bagh kalinarak yapilacaktir. Caligma verileri, simiilasyonla Poisson (4=0.5)
dagilimina sahip kitleden 100 ve 40 birimlik 6rneklem alinarak MATHLAB 6.05 paket
programu ile iretilecektir. Oncelikle verilerin yapisi belirtilecek ve verilere iliskin
olusturulan ¢apraz tablolarda SPSS 11.5 paket programi kullamlacaktir. Tablolarda
gozelere ait En ¢ok olabilirlik tahminleri elde etmek icin 6meklem model
yontemlerinden Poisson model yapisi verilecektir. Poisson model yapisinin verilmesinin
nedeni, dagihminin kolay elde edilebilmesi olarak gosterilebilir. En ¢ok olabilirlik
tahminleri kapali-form tahmin ydntemleri kullanilarak uygun model yapisina gore
tahminler ve olabilirlik oran istatistiginin degeri elde edilerek, bu degere gtre
degiskenlerin bagimsiz olup olmadifina karar verilecektir. Ayrica en g¢ok olabilirlik
tahminler SAS ve STATA 8.0 paket programlan kullanilarak da elde edilecektir Kapali
form tahmin y6ntemi kullanilarak elde edilen sonuglar, eksik veriler géz oniine

alinmadan elde edilen sonuglarla karsilastirilacaktir.

Uretilen veriler; kesikli kategorik veri seklindedir. Verilere iligkin olumsallik tablo

Cizelge 4.1’de verilmigtir.

Cizelge 4.1 100 birimlik 6rnek igin eksik gdzlemleri igeren tamamlanmamg olumsallik

tablo
Y X
1 2 Eksik Toplam
1 14 8 4 26
2 36 21 4 61
Eksik 6 3 4 13
Toplam 56 32 12 100
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Calismadaki istatistiksel degerlendirmeler igin kullamlacak veriler MATHLAB 6.05
paket programinda tiretilmigtir. Program yapisi1 asagidaki sekildedir.

Lambda=0.5
Sample=poissnrnd(lambda,1,100)

Capraz tablolanimin elde edilmesinde SPSS for Windows 11.5 kullanilmistir. Verilere
iligkin parametre tahminleri igin SAS version 8.0 paket programi kullamlmigtir.Ayrica
STATA 8.0 paket programina gére de parametre tahminleri verilmistir. Bu ¢alismada
SAS GENMOD islemi kullanlarak olasiliklarin ECOB tahminleri elde edilmigtir. SAS
ve STATA paket programlarina iligkin tahminler EK 1 ve EK 2 de verilmistir.

SAS komutlan iginde;

Dist: Model igerisinde kullanilan olasilik dagilimimin belirtildigi komuttur.

Link: Model igerisinde kullanilan baglanti fonksiyonunu tanimlar. Poisson dagilimi i¢in
baglant1 fonksiyonu burada identity olarak alinmustir.

Bu komutlar STATA 8.0 programu iginde aynidir.

SAS programi sonucunda elde edilen degerler ;

pl1=0.1913
p12=0.1076
p21=0.4452

p22=1-(0.1913+0.1076 + 0.4452) = 0.2559

ve
STATA programi igin elde edilen degerler;

pl1=0.18036
p12 = 0.0985
p21=04352
P22 =0.28594

olarak elde edilmistir.
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Tahminlere ait Poisson model yapist i¢in tasarim matris yapisi,

z, | 79 0 0 0
Z, 0 79 0 0
Zy, 0 0 79 0
0,1913
Zy -79 -79 -79 79
E = 0,1076 |+
W, 8 8 0 0
0,4452
w,, -8 -8 0 8
h,, 9 0 9 0
A, | |9 o -9 | EN
ve ECOB tahmin degerleri,
E(z,)=13.351 E(w,)=2.3592

E(z,)=9.9461 E(w,,)=5.6408
E(z,)=313314  E(h,)=5.0904
E(z,))=24.3715  E(h,)=3.9096

bigiminde elde edilmistir.

Kapali-form yapisi igin Cizelge 4.1 kullanilarak elde edilen ECOB tahmin degerleri ise,

’;\1”=14x26><79=15.024 &|= 6
22x87 © 50.008
",2=8x26X79=8.585 Yy 3
22x87 < 28.992
.”=36x61><79=34'984 ,é =_8_
1T TS7x87 779
m2,=——-—21"61"79=20.407 5=D%4_ 4389
- 57x87 8x9

bigiminde elde edilmistir.

Verilere iligkin uyum iyiligi testi i¢in model yapisi;; Model (a;, B. ) olarak alinirsa,
Model (a;, B.) yapisi; X degiskendeki eksik verilerin Y degiskenindeki eksik verilere
bagh oldugunu vurgulamaktadir. Bir degiskendeki eksiklik durumu sabit iken, diger
degiskendeki eksiklik bir onceki degiskene baghdlf. Bu bagimlilik; baz degiskenlere
iligkin degerlerin kaydedilmeden izlemeden kaybolmas: ile agiklanabilir. Bu modelde g

degerine iliskin giiven arahg [0.054;354.153] ve g£=4.39 oldugundan her iki

degiskendeki eksik verilerin bagimsiz oldugu séylenebilir.
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Gorildigit gibi farkh yontemlerle elde edilen ECOB tahmin ydntemleri arasinda bir
miktar farkliik goriilmektedir. Elle hesaplama daha kolay oldugundan Kapah-form
tahminlerine gore olabilirlik oran istatistifinin degeri elde edilecektir. Bu tahmin

degerlerine bagh olarak olabilirlik oran istatistiginin degeri;

15 24 8.585 34.984 20.407

14x log( )+8xlog(—2=)+36xlog(—=—) +21x xlog(——)
+4xlog(]5.024x(,9):8.585x(—,3))+ 4Xk)g(34.984><(75,)-;20.407><(%
@= +6x]og(15.024x(ﬁ)—g34.984x(§f“7))+3x]og(8.585x(:,§,9—2)4;’20.40’7x(3§};-95))
] g(15024x5omsx.,9x3“‘+8585x28992x x3“’+434984xmx 238420407 x i X 5 x3'6)
G2=1.5’;]

olarak bulunmustur. 100 birimlik 6rneklemden (iiretilen veriler igin olabilirlik oran
istatistiklerine gore bu iki degiskenin (G* =1.571<x?1.005)=3.841) oldugu i¢in bagimsiz
oldugu sdylenebilir Eksik gozlemler dikkate alinmasaydi Cizelge 4.2 de verilen
tamamlanmis tablo elde edilir. Bu tabloya gore elde edilen uyum iyiligi test sonuglan

Cizelge 4.3°de verilmistir.

Cizelge 4.2. . 100 birimlik omnek igin eksik gozlemleri icermeyen tamamlanmis
olumsallik tablo

X
Y 1 2 Toplam
1 36 21 57
2 14 8 22
Toplam 50 29 79

Cizelge 4.3. 100 birimlik 6rnek igin tamamlanmig tabloya iligkin uyum iyiligi testi

sonuglar
asimptotik
deger sd anlamiilik
Pearson Ki-kare ,002 1 ,968
olabilirlik oran ,002 1 ,968
toplam 79
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Eksik gozlemler dikkate alinmadan elde edilen tamamlanmus tabloya gore iki
degiskenin bagimsizlik test sonucunda da, Cizelge 4.3 de goriildiigii tizere degiskenlerin

(G? =0.002 <x2(1;0,05) =3.841) oldugu igin bagimsiz oldugu sonucu elde edilmistir

40 birimlik 6reklem igin olumsallik tablo asagidaki gibidir:

Cizelge 4.4 40 birimlik 6rnek igin eksik gézlemleri iceren tamamlanmamig olumsallik

tablo
Y X
1 2 Eksik Toplam
1 11 9 1 15
2 7 5 3 21
Eksik 2 1 1 4
Toplam 20 15 4 40

Cizelge 4.4’deki veriler kullamlarak Poisson model yapisina gore ECOB tahminleri,
asagida verilmistir:

E(z,,)=17.2829 E(w,)=1.6988
E(z,)=6.2848 E(w,,)=2.3032
E(z,,)=9.0656 E(h,)=1.5333
E(z,,)=9.36 E(h,,)=1.4667
Model (2;, B.) yapist igin 40 birimlik rneklem verileri kullanarak elde edilen ECOB

tahminleri ve olabilirlik oran istatistigi asagidaki gibidir:

iy, = 15232 _ 5 5596 G, =—2—=0.1108
12x36 1718.045
iy, = 245%32 _ 5 556 G, == 0072
27 12x36 27 13.956
7y, _11x21x32 44967 B A _oa2s
20x36 -3
n 9x21x32 ~ 8
SIX X 84 =2 =267
"2 = T50x36 &

Bu modelde g degerine iligkin giiven arahg: [0.06;122.159] ve g =2.67 oldugundan

her iki degiskendeki eksik verilerin bagimsiz oldugu s6ylenebilir.

45



Bu tahmin degerlerine bagl olarak olabilirlik oran istatistiginin degeri:

]0267

7 log( )+5 xlo g(——)+11 x log(: )+9xlog(—)
7778 +35. 55 . 4) 4+ 8.4x (&
+3xlog( x(35) 6x(32)) Ix log(10267><(32)+ x(32)
G? ==X 3 1
2x log(7.778x () +10.267 % (ﬁzoﬁ)) i log(5'556x () + 8.4 % (ﬁ_{ﬁ))
2 1
7.778 515,556 £ %8 410.267x kx4 xE+8.4 L8
+1x log( X o35 X 31 %3 X 7355 X 33 % 3 4 X 5005 X 35 % 3 x|3956x32><3)
G? =2.061

olarak bulunmustur. 40 birimlik orneklemden iiretilen veriler igin olabilirlik oran
istatistiklerine gére bu iki deiskenin  bagimsiz  oldugu soylenebilir
(G* =2.061 < %005y =3.841). Burada da eksik gozlemler dikkate alinmadiginda
Cizelge 4.5°de verilen tamamlanmis tablo elde edilir. Bu tabloya gore elde edilen uyum

iyiligi test sonuglan Cizelge 4.6’da verilmistir.

Cizelge 4.5 40 birimlik 6rnek i¢in eksik gézlemleri igermeyen tamamlanmig
olumsallik tablo

X
Y 1 2 Toplam
1 11 9 20
2 7 5 12
Toplam 18 14 32

Cizelge 4.6 40 birimlik 6mek igin tamamlanmis tabloya iligkin uyum iyiligi testi

sonuglari
asimptotik
deger sd anlamhlik
Pearson Ki-kare ,034 1 ,854
olabilirlik oran ,034 1 ,854
toplam 32

Eksik gozlemler dikkate alinmadan elde edilen tamamlanmig tabloya gore iki
degiskenin bagimsizlik test sonucunda da, degiskenlerin (G* =0.034 <x’(1.005) =3.841)

oldugu i¢in bagimsiz oldugu sonucu elde edilmistir
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Eksik gozlemler dikkate alindiginda G* istatistiginin degerinin arttigs goriilmektedir.
Daha genel sonuglar elde edebilmek icin farkli 6rneklem genisliklerinde ve farkli

Poisson modelleri {izerinde ¢aligilabilir. Bunun igin daha detayli simiilasyon ¢aligmasi

yapilabilir.
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5. TARTISMA ve SONUC

Tamamlanmamis iki yonli olumsallik tablolarn ECOB tahminleri icin yapilan
calismada iki degiskenin birbirleri ile iliskisi incelenmistir. Bu ¢alismada eksik gézelere
iligkin ECOB tahminler elde edildikten sonra yapilan uyum iyiligi testi; iki degigken
arasinda bir iligki olmadifim gostermektedir. Yine eksik gozlemlerin olmadig sadece
tamamlanmis tablodan elde edilen uyum iyiligi testine gore ise iki degisken arasinda bir
iliski olmadig1 goriilmektedir. Bu durum farkl: drneklemler alinarak daha detayli olarak
incelenebilir. Ancak analizler sirasinda eksik verilerin atilmadan islemlere dahil

edilmesi daha giivenilir sonuglar ortaya koyacaktir.

Tamamlanmamis tablolarda gozelere ait ECOB tahminler igin bazi yontemler
kullanilmaktadir. Bu yontemlerden elde edilen sonuglar farkhlik gdstermektedir. SAS
ve STATA paket programindan elde edilen tahmin degerleri ile kapali-form tahminleri
alinda hesaplanan tahmin degerleri arasinda farkhiliklar uygulama kisminda
belirtilmigtir. Paket programlarindan elde edilen sonuglardaki farkliliklar EK
boliimiinde gosterilmistir. Bu farklhilik, tahminler elde edildikten sonra yapilan analiz
sonuglarint da etkilemektedir. Bu durumda bilgisayarda paket programlarda elde edilen
sonuglardan daha ¢ok kapali form tahmin yontemleri hesaplama kolaylifindan dolay:
tercih edilir. Farkli 6rneklem genisligine, 6érneklem yontemlerine ve tablo yapilarina

gore ilerde daha detayli galismalar yapmak miimkiindiir.

ECOB tahmin yo6ntemlerinden biri olan Quasi-bagimsizlik altinda ECOB tahmin
yontemi i¢in olumsallik tablolarinin karesel tablolar olmas: gerektigi vurgulanmigtir. Bu
nedenle kare olmayan olumsalhik tablolarda, Quasi-bagimsizlik altinda ECOB tahminler
elde edilememektedir. Ayrica tamamlanmamisg iki y6nlii olumsallik tablolarmin ECOB
tahminlerinin elde edilmesi igin drneklem y6ntemlerinin Gnemi biiyiiktiir. Bu nedenle

orneklem yontemi igin dagilimin ve mode! yapisinin belirlenmesi gerekmektedir.
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EKLER

EK1 TAMAMLANMAMIS OLUMSALLIK TABLOLARDA PARAMETRE
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EK 1 TAMAMLANMAMIS OLUMSALLIK TABLOLARDA PARAMETRE

TAHMINLERININ SAS KOMUTLARI ve CIKTILARI

data tez;

input count pl1 p12 p21 off;
cards;
1479000
807900
3600790
21-79-79-7979
48800
4-8-808
69090
3-90-99

2

proc genmod data=tez;

model count =pl1 p12 p21/

dist =poi link=id offset=off noint:
run;

The GENMOD Procedure

Model Information

Data Set
Distribution
Link Function

Dependent Variable

Offset Variable

Observations Used

Criteria For Assessing Goodness Of Fit

Criterion DF Value
Deviance 5 1.6110
Scaled Deviance 5 1.6110
Pearson Chi-Square 5 1.7407
Scaled Pearson X2 5 1.7407
Log Likelihood 174.8552

Algorithm converged.
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WORK.TEZ
Poisson
Identity

count
off
8

Value/DF

0.3222
0.3222
0.3481
0.3481



EK 1 TAMAMLANMAMIS OLUMSALLIK TABLOLARDA PARAMETRE
TAHMINLERININ SAS KOMUTLARI ve CIKTILARI (devam)

Analysis Of Parameter Estimates

Wald 95%

Standard ~ Confidence Chi-
Parameter = DF  Estimate  Error Limits Square Pr> ChiSq
Intercept 0 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 . .
pll 1 0.1913 0.0436 0.1059 0.2767 19.26 <.0001
pl2 1 0.1076 0.0348 0.0395 0.1757 9.58 0.0020
p21 1 0.4452 0.0533 0.3407 0.5496 69.79 <.0001
Scale 0 1.0000 0.0000 1.0000 1.0000

NOTE: The scale parameter was held fixed.
Lagrange Multiplier Statistics

Parameter Chi-Square Pr> ChiSq
Intercept 0.0578 0.8101

N=40 SAS paket programi sonuglari

Analysis Of Parameter Estimates

Standard  Wald 95% Confidence Chi-

Parameter DF Estimate  Error Limits Square Pr> ChiSq
Intercept 0 0.0000 0.0000 0.0000  0.0000

pll 0 0.1690 0.0000 0.1690  0.1690

pl2 0 0.1259 0.0000 0.1259  0.1259

p21 0 0396 0.0000 0.3966  0.3966

Scale 0 1.0000 0.0000 1.0000  1.0000
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EK 2 TAMAMLANMAMIS OLUMSALLIK TABLOLARDA PARAMETRE
TAHMINLERININ STATA CIKTILARI

glm count pl1 p12 p21 off, family(poisson) link(identity)

Iteration 0: log likelihood = -16.80125
Iteration 1: log likelihood = -16.703921
Iteration 2: log likelihood = -16.70365
Iteration 3: log likelihood = -16.70365

Generalized linear models No.ofobs = 8
Optimization : ML: Newton-Raphson Residual df = 3
Scale parameter = 1

Deviance = 1.48322085 (1/df) Deviance = .4944069
Pearson = 1.478846826 (1/df) Pearson = .4929489
Variance function: V(u) =u [Poisson]
Link function :g(u)=u [Identity]

Standard errors : OIM

Log likelihood = -16.7036498 AIC = 5.425912
BIC =-4.755103776

count| Coef. Std. Err. z P>|z| - [95% Conf. Interval]
_|..

pil| .1803672 .0558225 3.23  0.001 0709572 .2897772

pl2| .0985299  .0435774 226 0.024 .0131196 .1839401

p21| .4352033 0752601 5.78  0.000 2876962 5827104

off| .9610423 .148694 6.46  0.000 6696075 1.252477

_cons | .4674921 1.341901 035 0.728 -2.162586 3.09757
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