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Bu tez beg bolimden olugmaktadir.

Birinei boliim girig kismma aynlmgtir.

Ikinci bolitmde, Lagrange polinomlarimn temel ézellikleri veri]mig;tir.‘

Bu ¢abgmanim orjinal sonuglan tiglineil ve beginci béltimde yer almaktadar.

Ugtineti boltimde, Jacobi polinomlar: ve ilgili baz &zel polinomlar icin yeni bagmtilar
clde edilmigtir. Aymnca ¢ok degigkenli Lagrange polinomlanmn ozelliklerinde baz:
genigletmeler yapilmgtar.

Dérdtineti boliimde, g—Analizi ile ilgili kavramlar verilmis ve bunlara iligkin baz1
temel somuglar hatirlatilmigtr.

Beginci bélimde, gok degigkenli g—~Lagrange polinomlan tammlanmg ve dzellikleri
incelenmigtir.

2005, 66 sayfa
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This thesis consists of five chapters.

The first chapter is devoted to the introduction.

The second chapter deals with hasic properties of Lagrange polynomials.

Original results of this work are contained in Chapters 3 and 5.

In the third chapter, new relations for Jacobi polynomials and some special polyno-
mials associated with Jacobi polynomials have been obtained. Furthermore, some ex-
tensions in the properties of multivariable Lagrange polynomials have been
studied.

In the fourth chapter, the concepts concernings g—Calculus have been recalled and
various basic results have been considered.

In the fifth chapter, multivariable ¢—Lagrange polynomials have been defined and

their miscellaneous properties have been examined.
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1. GIRIS

Iki degigkenli Lagrange polinomiar ile &zellikle istatistik problemlerinde kargilagil-
maktadr (Erdélyi et al. 1955). Bu polinomlarn fi¢ degigkenli halini Khan ve Shukla
cabigmglardir (Kban ve Shukla 1998). Chan, Chyan ve Srivastava, 2001 yilinda
Lagrange polinomlannin ¢ok defigkenlisini tanumlarmglar ;'e daha sonraki yllarda bu
polinomlar Chan-Chyan-Srivastava polinomlan olerak adlandirlmiglardr. Lineer,
multilineer ve multilateral dogurucu fonksiyon ailelerine sahip olan ¢ok degfigkenli
Lagrange polinomlari, ¢ok degigkenli polinomlar hakkinda yapilan ¢aligmalara énemli
bir 8rnek olmugtur. Bu ¢ahgmalar sayesinde bagka gok degfigkenli polinomlar geligtir-
ilmig ve bunlarin dzellikleri incelenmigtir.

Diger taraftan, tarihi yaklagik 150 y1l dncesine dayanan g—Analizi de matematiksel
genigletmeler (analoglar) arasinda Snemli bir yer tutmaktadir. Istatistiksel mekanikte
kesin olarak ¢ozillebilen modellerdeki énemi nedeniyle zellikle son zamanlarda fonksi-
yonlann g-analoglarma ilgi artrmgtir.

Bu tezde, 6nce Lagrange polinomlan ile Jacobi polinomlan arasmda bilinen bir
baginti yardumyla (Chan ef al. 2001) Jacobi polinomlarmin saglachg yeni baz bagm-
tilar verilmig ve Jacobi polinomlarimn &zel durumlarina kargihik gelen klasik ve iyl bi-
linen digier bazi 6zel polinomlara gegilmigtir. Sonra da, ok degigkenli Lagrange poli-
nomlannm farkh multilineer ve multilateral dogurucu fonksiyon ailelerini bulabilmek
i¢in yeni teorermler elde edilmig ve bunlarm 8zel durumlan incelenmigtir. Ayrica bu
polinomlar igin rekiirans formilleri elde edilmisgtir. Son bélimde ise, g—Lagrange
polinomiar: tammiantmg ve bu polinomiarn da gesitli dogurucu fonksiyon ailelerini
elde edebilmek i¢in teoremler verilmigtir.



2. LAGRANGE POLINOMLARININ TEMEL OZELLIKLERI

Bu béliimde dncelikle iki degigkenli Lagrange polinomlarmm ve daha sonra da ¢ok
degfigkenli Lagrange polinomlarmm temel dzellikleri verilecektir.

2.1. iki Degigkenli Lagrange Polinomlar

ki deggigkenli polinomlar ailesinden olan g(“’B ) (2,y) Lagrange polinomlar,
(1—zt) (1 —yt) P Zg("”ﬁ)(x y)&" 5 |t <min{|z|7", Iy["l} (2.1.1)

dogurucu fonksiyon bagmtisi yardimyle tammlanmaktadic (Erdélyi et al. 1955).
Buradan g{?(z, y) Lagrange polinomlan agagndaki gekilde bulunabilir:

(1—zt)™ = i (;a)(—l)”x"t"

n=0

(1-gt)?= i (;ﬁ) (=1)"yten.

n=0
Bu iki egitlik taraf tarafa ¢arpilir ve ikinci tarafta iki kuvvet serisinin Cauchy carpum
kullanilirsa,

(1~ o) (1 —yt)? = g Lz:; (“ka) (n k)(~1)” gy ] & (2.1.2)
olur. (2.1.1) ve (2.1.2) kargilagtinlirsa,
S eeane =32 35 (1) (L) e e

n=0 n=0 | k=0

olup " nin katsayilan esitlendiginde,

geP(z,y) = ER: ('ka) (n k)( 1)nayn e (2.1.3)

k=0

elde edilir. (:) (- (s)"‘ szellig kullamlarak g™ (z, y) Lagrange polinom-



lan,

9O (z,y) = Z (;)("n(ﬁ )nga;* nek

geklinde de yamlabilir. Burada (A)z = MA+1)...(A+k — 1) ve (A\)p = 1 olarak
tammlanan Pochhammer semboltdilr.

2.2. Lagrange Polinomlarmdan Jacobi Polinomlarma Gegig

PL) () Jacobi polinomlar,

O =Y. (36 1)k (%*1) @23

k=0

agiliumina sahiptir (Szegd 1975). Jacobi polinomlarmm bu tanmmindan yararlanilarak
Jacobi polinomlan ile Lagrange polinomlan arasinda agagidaki gekilde bir bagmt
bulunabilir:

Lagrange polinomlarmn (2.1.3) tammimda ikinci yan {y — z)»~* ile carpihp boltnir
ve gerekli diizenlemeler yapilirsa, ‘

() (D)

(- m)n (ka)( >(w y)Fat(m — ) R
(y— z)“k_o( )( ’ )( y)k(mg?/)m )
(y_m)ng (—1:1) (n—_ﬁk) (m+y2+ 1) (‘—%2 1)

olur. 2.21)dea— —a-n,8— —f—-n ,z——»—z—f—Z— ahnimg hali de gozdnlinde
tutularak bu son egitlikten,

gga,ﬁ) (.7:, y)

I

]

I

It

95z, y) = (y — z)"pompn) <z+3) (222)

elde edilir. (2.2.2) bagmtis1 yardiumyla, Lagrange polinomlan ile Jacobi polinomlar:
arasinda, birinin bilinen bir dzelligi kullamlarak digeri i¢in yeni ozellikler ortaya
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gikarilabilir.
2.3. Gok Degiskenli Lagrange Polinomlan

g&m,...,af)(mh ..+, %) ¢ok degigkenli Lagrange polinomiar,

ﬂ {(1 - a:it)’m} = igﬁf""""’)(:vl, R A T A (2.3.1)
=1 o
[t} < min {|z1] 7", ..., ]x,l"l}

dogurucu fonksiyon bagmtisiyla tammlamrlar (Chan et ol 2001). 1998 ylinda
bu polinomlarm r = 3 halini Khan ve Shukla cabsmglardir. Kismm 2.1 de iki

degigkenli Lagrange polinomlarmm elde ediliginde kullamlan yolla, burada da (2.3.1)
den hareketle

o1+ ki—1 o+ k. —1 .
oy, oz = Y (1 o )( y )x’{’...m’;’

Eit ... dhe=n

yazilabilir. Tkinci yandaki binom katsayilar yerine Pochhammer sembolll cinsinden
ifadeleri kullamlarak da

) o o
gﬁ,a’""‘a’ (9.’,'1, 000 ,ﬂ:,.) = Z (al)k, ...(af)krz—!'...;?—'“ (2.3.2)
PRy - r :

elde edilir.

2.4. Kesirli Tiirev Yardmmiyla Baz Lineer Dogurucu Fonksiyonlari

Bulunmasi

D# | z degligkenine gore p-ylincli basamaktan kesirli tiirevi gésteren operator olmak

iizere,
_—l—ﬁ (z - e Re 0
Dr s} = TGH [E=07r@d . (el <0)
D {f(2) ; (m—1<Re(p) <m; meN)



geklinde tammlamr. Buna gore,

T(x+1) Pt

DE{P} = e A Re(A) > —1 (24.1)

olup buradan,

DY H(l Tz) N r()\)z“’ LESV N, @,y oo s 15 812, ooy TeZ] (24.2)
=1 Iu)

yazilabilir (Srivastava ve Manocha 1984). Burada F?, r kompleks degigkenli dardiinett

gegit Lauricella hipergeometrik fonksiyonu olup agagideki sekilde tanunlanir

(Srivastava ve Manocha 1984):

o
...(b 2™ pmr
F& b1,y b3 ¢ 21, 2] = Z (@)mey 1.ty (B2 Yoy oo (B Yim, 21 y"'zr,
1 y0rege =0 (5 - my! m,)

{(max {|z], ..., |z|} < 1).

(2.3.1) in her iki yam t*~! ile carpihp D} kesirli tiirev operatérii uygulanisa,

Dy {t’“l f[(l - mjt)‘“f}

F=1

If

oo
D {Zgﬁ"‘“‘“”’(xh m)t}

n=0
oo
zgga;,...,a,-)(xh . ,:L',.)Df‘“” { t’n+/\~1}

n=0

I

olur. Bu son egitligin sol yamnda (2.4.2), sag yanmda da (2.4.1) gbzéniinde bulun-
durulursa,

T 1 {r) - [(n+X) -
A\ F A, 5 1 o] = 2 : {@1,...sar) T el
I\( ) [ Q15 ooy Ol 5 zlt - & ] nzogn (zly 3 T, )1—‘(73+[£)
T(A+k
olup burada da (), = (—F(% Szelliginin kullamlmas: ile,

A
Z( ) glov o Ngy, Lz )t = FO A @ty e, 0y s ik ey zpt] (24.3)

o (/‘)n
(it] < min {Jor [, ey o 1}



elde edilir (Chan et al. 2001). (2.4.3) de A = g almirsa bu bagmt, (2.3.1) dogurucu
fonksiyonuna indirgenir.

(2.4.3) de A ve p parametrelerinin bir ok uygun secimi ile gok degfigkenli Lagrange
polinomlarmm bagka dogurucu fouksiyonlan da bulunabilir. Ornegin,

t n
gmioe(G) e eemew
ve
: (r) bo: LA Zr
falf‘—l:»xloo{FD [a,b,,..., 3 C; 2 s ]}
R i T S (N (o
la]~>o0 M gereyMr=0 (c)ml"l'ou'l”nr ml! ™ mr! grmtetme
- i (bl)mr--(br)mr zi"‘_fﬁ
o0 (€Ymybotme Tl ML

=3 by, ... by 0 21, oons 2z

olduklan goz dniine almsin. Burada <1>§” , 7 kompleks degiskenli konfluent hiperge-
ometrik fonksiyon olup,

o0

b1 Yy oo (), 20 2T
3y (Br)my e (br)m, 2™ 2

BT by, oo by € 20y 2] =
2 [17 €3 21, Zr] . (C)m;+.‘.+m.- m1! m

(max {[z1] o 5]} < 00)

geklinde tammlamr (Srivastava ve Manocha 1984). Eger (2.4.3) de t — —; ve

|A] — oo ahmirsa, ¢ok degigkenli Lagrange polinomlar igin bagka bir lineer dogurucu
fonksiyonlar simfi,

0o m "
E glaveen gy g = <I>§ ) [e1s s O 1 T4E, ooy Tt (2.4.4)
=0 (#)n

olarak elde edilir (Chan et al. 2001).



2.5. Multilineer ve Multilateral Dogurucu Fonksiyonlar

Kathterim katsayilan,

n !
= — 0<k;<n; j=1,..
(kl,...,k,) P O<kjsn; j=1..1)

olarak tammlanmaktadir. Mutlak yakimsak seriler icin gecerli olan

had P g & (z1+ ...+ z,)
3 flma . ) = gf(n)—r

ML goueyPp =
dzdegligi yardumyla (Srivastava ve Manocha 1984), agagidakiler kolayhkla elde edilebilir:

i (n+ll+...+lp+m1+...+mq)

11, ey by, My, My

(015eesrr} n, i o lp,mi 0
X Gty oy b b g (@1, o, B ) 0T VT g

_ i (el et mig)] (@150n0n)

7,01 lp, m1 Ty
- & Al L Lt mgt 9n+l;+...+zp+m1+...+m(z1’""“’f)t U - Up Uy .. Ug
U geerdp=0
ML yeeesg=0
X
Q1 yoees Qo {ttum . tuptort..tog)”
= Zn!g,g =g )(xl,...,x,.} it q)
n=0

oo
= Z:og,({“"""")(xl, B 1 ST T B T SO O T L
n:
=
=T {0l =2 +w+ o+ uptor+ o+ 0] 7%}
=1
L -0,
= —a o sty 117
T{R~ o+ + ) [1 it +--~m)] }

* 7 s
_ o - _ aylobetug) d
= jI=Il =zt + . +up)] ™™ ,-1;11 [1 x_:j(fim +fiw?)]

= Hl =+ ur + oo+ )]
e

00
(@1y.eer} o
X m{:ogm’ (l—wx(t+%;+...+up)’ o 1~zr(t+:1+...+up)) (vt ve)™



Bu son egitlikte ¢ = 1 almp, m; = m, v; = v denilirse,

(8

00

>

m=0n,ly,..
o0
Z

m=0j

nt+lh+. Flhdm\ (.. ,%) L

1 {[1 —zi(t+ug e+ up)] ¥}

:lﬂ:r

Il

(@1 5ees0tr) 2 2 m
m T=o1 (tur totag) ? =) Tz (thus b |
olur. Burada v™ nin katsayilar egitlenirse,

w n+lh+..+L+m .
IR (P RAR T RNCRRES IR
N, =l K 1%y *

= .]'[1 {I1— (¢ +ug + .. + 1)) %}
J:
« 9577] - (

7 2
T-zi{ttur+oetup) 777 I—ge{ttur+.tup)

bulunur. Bu son egitlikte u; = 0 {(j = 1,...,p) i¢in agaghdaki dogurucu fonksiyon
bagmtim elde edilmigtir (Chan et al. 2001):

© fm+n oy n @ QL yuuy @,
5 ("l e = 1100 =)} 88 (5 227)
(m <min{[z| "l '} 5 mEN).

(2.5.1)

Teorem 2.5.1. p-ylincii basamaktan ve s kompleks degigkenli (s € N), sifira denk
olmayan Q,(y1, .., %) fonksiyonu i¢in,

[V . (a1 +p1 7w 0r 0, 1) o
Am,lp,q [171., s Lpy Y1y ooy Ys3 2 Crndmiqn (1E1, eeey $1-)Q,,¢+pn(y1, erey ys)"
n=0

(an #0; m € Ng; p,q € N)

ve

0P [0 oo Tl Yty ooes Y 2]
B In/ql (m + n) (@1 41 Eyresr+p, k)

a2 W ki (%1, o T ) Qg pe (Y15 oory Ys) 2F

olsun. Burada py, ..., p, uygun kompleks parametreler ve [A], A € R sayismdan kiigitk



va da egit olan en biiyiik tamsayiy1 gosterir. Bu durumda,

SN (R
z%en’;’iq’ 3 ($1, '"1$T; y17 bt ys; z)tn
=

- H {(1 — 2it) "} A% |12, ooy T 91, o Y 287 11{(1 ~zit) ™%}
(Il < min {Jas| ", ..., |27 })

dir(Chan et al. 2001).

ax, (k € Np) katsayllarimn uygun herbir segimi igin, eger Q,(y1, ..., ys) gok degigkenli
fonksiyonu, daha basit baz fonksiyonlarn uygun bir ¢arpim: olarak ifade edilebilirse,
bu durumda Teorem 2.5.1, (2.3.1) ile tamumlanan gok degiskenli Lagrange polinomlan
igin multilineer ve multilateral dogurucu fonksiyonlarm cesitli ailelerini elde etmekte
kullamlabilir.

2.6. Karma (Mixed) Dogurucu Fonksiyonlar

Srivastava 1979 yilinda, ¢ok degigkenli ve ¢ok parametreli baz: fonksiyon dizileri icin
karma (mixed) dogurucu fonksiyonlarn bir ailesini agagidaki teorem ile vermigtir:

Teorem 2.6.1. A(z), B;i(2) ve z71C(2) fonksiyonlan orjinde analitik ve
A0)=Bi(2)=Ci{0)=1, i=1,..,r; j=1,.,s

olsun. Eger,
A [T (BN oo (Z #iG; (z)) S S sz o
=1 n=0 °

ise, z den bagimsiz keyfi @, A, z ve y ler i¢in,

{1 F ALy F AR [
> fa ™ (1 + 191, o0, Ty + 1Y) =

n=0

AQ) 1_1 {1B: ()] pexp (z 2iCs (o)

—< {g X [BYQ/BAOT + g 4:C; (O}

9



olup, burada
¢= tH {[Bz‘ (C)]A"} exp <Z %Gy (C))
dir (Srivasiava 1979).

(2.3.1) dogurucu fonksiyon bagmtisinin, Srivastava’mn bu sonucunun genel gerceve-
sine uygunlugu kolayhkla goriilebilir. Dolaymsiyla cok degigkenli Lagrange polinomlar
i¢in karma (mixed) dogurucu fonksiyonlarin bir ailesi agagidaki sekilde elde edilmigtir
(Chan et al. 2001):

(2.3.1) bagmtist ile Teorem 2.6.1 kargilagtirilirsa,

Bi(z) = (1—2z2) ' = Bj(z) = z{l—m2) 2 y;=0; A(2)exp (i: 2;C; (z)) =1

=1
olduklar goriiliir. Bunlarm teoremde yerlerine yazilmasiyla,

r

I A —=z)7}

Zggaﬁz\my...,m»b\m) (971 s xr) o= i=1 . (2.6.1)
n=0 1 —'C Zl)\ij(l —:L‘jC)‘l
=

([CI < min {[:1:1['1 s eens [:p,]_l} ; NMEC; 5= 1,...,7‘)
elde edilir. Burada,

¢=1][{0-=0}

dir. A; =0, (§ =1,...,7) 6zel durumunda (2.6.1) dogurucu fonksiyonu (2.3.1) dogu-

rucu fonksiyonuna indirgenir.
2.7. ikinci Cegit Stirling Sayilar: fle fligkili Bir Dogurucu Fonksiyon

Bu kisimda (2.5.1) dogurucu fonksiyon bagimtistnm bagks, bir uygulames verilecektir.
(25.1) de m — k, n — 1, t — —z almarak, elde edilen bagintidan
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1+z12? 7" 1t@rz

g,(f”“"“") (—1—” —"‘"—) cekilir ve agaghdaki seride yerine yazilirsa,

&, P (- P | = TR I
Eok ) (1+:51z""’ 1+z,-z) 2
= 7 - o, X (XN AN (- P | 1 &
= 2 kS T + 229} 3 (T)gi ™ (@2 (—2) p 2
k=0 J=1 =0
r oo k
= [ {L+22)%} 3 g (@1, 00m) 28 S 1)k = 1" (})
J=1 k=0 =0

r O k
= THAQ +252)%) 55 6™ (e 2r) 22 (=112
= - =

@2.7.1)

olur. Diger taraftan,
5 k 0 i (k>n)

> (b (l)ln = {k‘s K . (0<k<

2. 1S@k) 5 (0<E<n)
olup, burada S(n, k) ikinci gegit Stirling sayilar,

1 & k
— - _1Yk—3 o, 0
Slnik) = g( 1) ’(j)a ; (0<k<n)

geklinde tammlanmakiadir (Riordan 1968). O halde, (2.7.1) esitliginin sagindaki son
toplam, Stirling sayilar: cinsinden yazilirsa,

00
z k® (150ensCr) 21 Ly P
P 9x 142127 7" 14wpz

. . 2.7.2)
= [T {(t + z;2)} 32 KIS (n, k)g® ) (4, ..., 2,) 2
j=1 £=D
(2t < win {|z| ™, . |z '} 5 e No)
bulunur. Son olavak (2.7.2) de ; yerine - ””; ~; (j =1,...,) almarak, gok degigkenli
— &y

Lagrange polinomlar: igin bir dogurucu fonksiyon agagidaki sekilde elde edilmigtir
(Srivastava 2000, Chan et al. 2001):

OO
gokngl(cax,...,ar) (zh o 277) P
a ~o 2 1 {a1,es0rr) P @ & 973
=,£11 {1~ 232)"} 3 KiS(n, k)a (ﬁc——l—_—;—) & (27.3)

(|z] < min {|.'1:1]“1 sy |a:,.[“1} ; mE No)
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Burada n = 0 almrsa (2.7.3) dogurucu fonksiyonu, (2.3.1} dogurucu fonksiyonuna,

indirgenir.
2.8. Diger Baz1 Ozellikler ve Tiirev iceren Rekiirans Bagmtilar
(2.3.1) de 5 — «; + B; yazlip daba sonra iki kuvvet serisi igin Cauchy carpim
kullanihirsa,
i gi(la1+51,..‘,ar+ﬁ,)($l Tt
n=0
-
= [T {(1 —=;t) P}
i=1
T T
= [ =2y} [T{0 - 2t)*)
J= &=
=% gz(zm’""’a')(:vl, LTt Y gﬁﬁ"”"ﬁf)(xl, e @)
no” £=0
A Zogg?(i’é'“'a')(xl, B B o (VP P
n=0 k=

bulunur. Burada " nin katsayilarn egitlendiginde ¢ok degiskenli Lagrange polinomlari
icin agagadaki toplam formiilii elde edilir (Chan et al. 2001):

n
g1(.a1+ﬁl,...,a7-+ﬁ,.)(wl’ ) = Zg(”i‘g"""‘"(xl, “.7%)91(‘5,,...,@)(1:1, ).
5=0
(2.8.1)
Benzer gekilde yine (2.3.1) kullamlarak,

»

TT{a~at) =}

Il

ngf’""”"")(z, coLE)

= (1—gt) @ (1t < [m[_l')
o~ (e + .t tn—1\ , o
= ; ( n ):1: i

bulunur. Burada " nin katsayilarimn esitlenmesiyle,

; (n € Ny)

gl oz, L 5) = (al totortn— l)zn

n

elde edilir.
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Yine {2.3.1) bagmtisindan yararlanlarak cok degigkenli Lagrange polinomlan igin
tiirev iceren rekiirans bagmtilan da agagidaki gekilde elde edilmigtir (Chan ef al.
2001):

(2.3.1) de her iki yanmn ; ye gbre titrevi alinmrsa,

il

ait(l—zt) ! H {1 = mt)™}
@

T
= ajt(l -— .’Ejt)Hl H {(1 — .’Bit)_ai}
=1
oo 00
ajt Zm}‘t" Zg,gal""’a’)(zl, ooy tF

n=0 k=0

Z (150 ar) (1171 $1') "
fl.—

I

olur. Bu son egitligin sagindaki ¢ift toplamda

iiA(kyn) = iiA(k,n —k) (2.8.2)

n=0 k=0 n=0 =0

ozelligi kullamlosa (Rainville 1960),

3 o0 oo n ~ n
E,ET zgr(zm’.”,ar)(mh L 7‘,‘67-) " o= o szj kgl(:m’ o ,Olr)(‘,zl, - 71:1_) il
7 n=0 n=0 k=0
oo n—1
- ZajZa:’;”"‘lg,(f"“"a')(m], e Tp) U
n=1 £=0

olup burada gé"‘"“"a’)(xl ) =1=> ai g(m, 1Qr)($1 .,z,) = 0 oldugu goz
3
sntinde bulundurularak,

Z %g(m’ y(!r)(xl LT = Z%Z n-k-1 (m, ,aa—)(‘,L,17 )
n=1 n=1
yazilabilir. Son bagintida £™ nin katsayilan egitlenirse, 7 = 1,...,7 ve n > 1 icin,

17}
a%g(a:, »Qr)($1 xr)—a,g k-1 (al, ,0»)(:,;17 T

rekiirans bagintilan elde edilir.
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3. LAGRANGE POLINOMLARININ OZELLIKLERINDE BAZI
GENISLETMELER

Bu bolitmde (2.3.1) dogurucu fonksiyon bagmtis: ile tammlanan ok degigkenli
Lagrange polinomlan igin yeni ozellikler verilecektir. Oncelikle iki degfigkenli
Lagrange polinomlan ve Jacobi polinomlarn arasmdaki (2.2.2) bagmtis: kullanlarak
Jacobi polinomlan icin yeni bagntilar bulunacak, sonra da gok degigkenli Lagrange
polinomlarmm bilineer ve bilateral dogurucu fonksiyonlar igin yeni teoremler ispat-
lanacak ve de bunlarin Szel duramlan verilecektir. Son kmmda da farkh Szellikler
ve yeni reklirans bagmtilan elde edilecektir.

3.1. Jacobi Polinomlar: ve Ilgili Bazs Ozel Polinomlar igin Yeni Bagmiilar

a,b porzitif sabitler ve P(z),Q(y) herhangi polinomlar olmak tizere, (2.2.1) ile ve-
rilen P (z) Jacobi polinomlar ile iki degigkenli Lagrange polinomlar: arasindaki
bagmtidan,

409 @P(@),10(3) = Q) ~ aP @) (LI )

yazabiliriz. Burada a = 1, =1, P(z) = z, Q(y) = y ahnrsa bu bagmts, (2.2.2) ye
indirgenir.
P (1) Jacobi polinomlarmm & = 0, 8 = 0 &zel hali P,(z) Legendre polinomlarmm

verir. Buna gore (3.1.1) de & = # = 0 alusak,

£ aP(e), 190 = QW) - P p, (40 1)
elde ederiz.
Yine (3.1.1) de a = @ ahmrsa P\ (z) Ultrakiiresel (Gegenbauer) polinomlar: igin,

o = P aP(e), () = [10() - ap(a) B (2PE )

bagmtisim buluruz.
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Diger taraftan (2.4.3) esitlifinde 7 = 2 ahp buldufumuz bagmt: ile (3.1.1) szelligini
kargilagtirirsak Jacobi polinomlan igin,

= (N p-amn—p-n n
) % pl-om=p )(m_ﬂ/) [y = 2)t]* = FPA, @, B 33 5t ] (3.1.2)

n=0 -y

bagmtism ve benzer gekilde (2.4.4) de r = 2 ahp buldugumuz bagmt: ile tekrar
(3.1.1) i kargilagtirirsak,

o (ean gom) [TF — z}t]”
3 plenepon) (——z = y) ——[(y( " oPa, B; s ot yi]
=~ ¥ #)n
egitligini elde ederiz.
Yine (2.6.4) de r = 2 alip buldugumuz bagmti ile (3.1.1) i kargilastirirsak da Jacobi
polinomlan igin ikinci gegit Stirling sayilanm igeren yeni bir bagmtiy,
o
3 kPR (1) [(y — g
k=0 .

= (1= 22) (1 —pa) * 3 KiS(n, )PS0 (e
olarak elde ederiz.

3.2. Bilineer ve Bilateral Dogurucu Fonksiyonlar igin iki Temel Teorem

Bu kisimda, gok degigkenli Lagrange polinomlar: igin bilineer ve bilateral dogurucu
fonksiyonlarm bulunmasmda kolayhk saglayan yeni teoremler elde edecegiz ve sonra
bu teoremlerin gegitli uygulamalarma deginecegiz.

Teorem 3.2.1. p-ylncii basamaktan ve s kompleks degigkenli (s € N), sifira denk
olmayan Q,(¢,, ...,£,) fonksiyonu i¢in,

Aﬂﬁb({l: '“yfs; T) = Z akgﬂ+¢k(§17 seey §3 )Tk (3‘2‘1)
&=0
(o £0; 9 €C)
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ve

eﬁzg(xb ooy &y 61 3eeey fs; C)
el (3.2.2)
g L RS PN o

olsun. Burada n,p € N dir. Bu durumda,

D O @1y i gy € N = [[{(L = 2l 4} Ay (€, im)  (323)
n=0 =1
gerceklenir.

Ispat: (3.2.3) deki dogurucu fonksiyon S olsun. ©#%(z, ..., 2r; &4, ..., £,; ) polinom-
larmm degeri (3.2.2) den almp (3.2.3) de yerine konuhursa,

oo In/p k
S=3">" agli @1, o ) Qi (1 o o ){Z;t"
n=0 k=0
olup burada,
oo [nfpl © oo
DN Atkn) =) Alk,n+ pk) (3.2.4)
n=0 k=0 n=0 k=0

bagmtis kullanthrsa (Rainville 1960),

o ®
§= 3 ¥ a gl N @, s ) Qg by o & I
20 k=0 o . - ‘
= z:ﬂgn ad (1‘1, ...,fl),.)tn Lz:oakﬂﬂ.nbk(gl, "'753 )'l]}'
n= e

= ITH( = 2:t)™} Ay (€. 655m)
elde edilir ki bu da ispat: tamamlar. M

Teorem 3.2.2. Yine, p-ylincit basamakian ve s kompleks degigkenli (s € N), sifira
denk olmayan Q,(£;,...,£,) fonksiyonu verilsin ve pe N, ¢ € C, a= (&g, ,),
ﬁ = (ﬂl:'“vﬂr) iQin7

l=/p)
5 . S FB1reensCrt By
A:,Z,a,ﬂ(mlf""zﬁ 517"-: 631 ”) - kz:ﬂ akgg(::]pkﬁl arth )($17>"3$r)

XQ}‘+’P"(€1: ] €s )zk7
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(ak 7é 0; ne No)

olsun. Bu takdirde,

n_ [k/p)
E Z (] g,(f,}'"’af) (Zly seey zr)g](ﬁl;;}”ﬁr) (wly eeey fL'r)Q,‘-{—gbl (é.l: add] 53 )zl
£=0 i=0 (3.2.5)

= AT (@ B by s i )
dir.

ispat: (3.2.5) bagmtismm sol yam T olsun. Simdi,

n_ 1&/pl In/p) n—pl
SN AED =YY Ak +pLY) (3.2.6)
k=0 I=0 =0 k=0
bagmtism kullanrsak (Rainville 1960),
{n/pl n—pl
T o= 33 aglh i @, e w)g P @1, 2 Qg (€ €0 )2
1=0 k=0
[n/p] n-pl -y
= Z g Qu-&—?,()l(glx ey £s )zl Z g;(ilx;l_,;r)(ml, ocog xr)gk Ny r)($17 o00g mr)
=0 5=0

egitligine ulagrz ve (2.8.1) toplam formiilinden,

In/p]
Y il TN o W (N S P
=0

= AZ:;,a,ﬂ(zl, coos Ty fla avey 63; Z)

T

elde ederiz ki b&ylece ispat tamamlanr. B

Yukaridaki teoremlerde €,14x(§1,..,€,) (k € Ny, s € N) ok degigkenli fonksi-

yonunu bir ya da ¢ok degigkenli basit fonksiyonlar tarafindan ifade ederek, elde et~

tigimiz sonuglarm  farkli uygulamalarm  agafidaki gekilde verebiliriz.

Omegin, efer Teorem 321 de s = r ¢ = %,i = 1.1 ve
(C150tr)

Qputgr Y15 s Yr ) = it (Y1, -, ) alursak, cok degigkenli Lagrange polinomlar:
icin bilineer dogurucu fonksiyonlarn bir simfim su gekilde elde ederiz:
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Sonuc 3.2.1. Eger

Bup 1, s T) = z axg{ T Y1, e )T,
k=0

(ak % 07 ﬂy"peNO)

ve
[n/p]
(@1, oo, T Y1, oo i () = Z wg Ny, .., 31)
Xg;(::b}.#’) (yl: Iyr)gk
(n.p € N)
ise bu takdirde,
Z‘I"ﬁ:z(mlw-,mr;yh 1y1‘3 t = H{(l .’C]t) aj}q)ﬂﬂb(yl, :yry"l)
n=0 i=1
olur.

Uyart: Cok degigkenli Lagrange polinomlan igin (2.3.1) ile verilen
3 r
Zg[(:m,war)(yl7 ...,y,.)t" il H {(1 ¥ y]_t)-‘aj}
k=0 j=1

dogurucu fonksiyonunu kullamrsak ve Sonug 3.2.1 de ay, = 1, g = 0, % = 1 alusak
bu polinomlar igin,

%, ufnl [COMC| (CIPNCTY | k21 —pk
Z Z gn —-pk (1171,...,1L‘,.)gk (ylv'"7yr)7’ t P

n=0 k=0
7

]l:I {l( = 2t)(1 — ym)] ™}

bagintisim elde ederiz. Burada,

|t} < min {|z1) ", ..., l2-l"1}, 0l < min {Jg] 7", lee Y
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Teorem3.22des=r, §, =y, i=1,..,7 ve Qupyu(yi, ) = gﬁﬂj,;};"”)(yl, ey Yr)s
(14,7 € Np) alirsak dogrudan agagidaki sonuca ulagiriz:

Sonug 3.2.2. Eger

In/pl
Wb T 8 2) =3 g @y, )
)gT oy, g )2,
g 7£ O’ mnpE N7 N1¢ € N07 o= (a17~")a1') 3 ﬂ = (ﬁlr'“yﬂr) Y= ('717'"777-)

ise, bu durumda

n_li/gl
XX 9N @1, e 2)g P o, 20 ) g G s )

=B B (Ets e T Yty ey Y3 2)
dir.
Simdi Teorem 3.2.1 in bagka bir 8zel durumunu verelim. Bu teoremde s = 1, £ 1 =%

ve Q‘Ilf'Hﬁk(z) = yN(z;M + 'L/}k:ﬂ)r (k7N € NO; lﬁz'@b € C): alahm. Burada yN(Z; a)ﬁ)
genellegtirilmis Bessel polinomlan olup,

yn(z;0,8) =2 Fy (—N70+ N-—-1;—; %c) )

geklinde tammlanir (Grosswald 1978). Bu durumda, genellegtirilmig Bessel polinom-
lar1 ya da ¢ok degigkenli Lagrange polinomlan icin bilateral dogurucu fonksiyonlarin
bir simfim agagidaki sonuglarla verebiliriz:

Sonug 3.2.3. Eger
o0
Hyy(z;7) = Z axyn (2 p+ vk, B )
k=0

(ak %03 pr//'nge C)
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ve n,p € N olmak tizere

{n/p]
Rﬁiﬁ(wla ey T3 25 C) = Z akgg(-:il;l:’ar) ($17 "'7"1"1‘)yN (Z; 1 + "/)k,ﬂ )Ck
k=0

ise, bu durumda

»

o0
Z REA(&y, e, T 25 %)t" = H {1 —zt) %} H,y(z;m)

=0 =1

bulunur.

Uyart: Genellegtirilmig Bessel polinomlan i¢in,

E:(p+ :: )w&m+hﬂﬁ&= U*ﬂ“wﬁmq%?MﬂL

(Il <1

seklinde bir dogurucu fonksiyon bagmtis: bilinmektedir (Lin ef al. 2003). Sonug 3.2.3
+N+k—2
de bu bagmtiy1 kullamrsak ve a;, = b , ¥ =1 alirsak,
k

o [n/p]
p+N+k-2 _
2> ( G @1, s Yyn (25 1 + o, B P

n=0 k=0 k

= (L= m"*Vyn(i,8) n {(1 -zt e}

bilateral dogurucu fonksiyonunu elde ederiz. Burada || < min {[a)l]"l yeees Ix,.lﬁl} s
Inl < 1 dir.

Son olarak, Teorem 3.2.1 de s = 1, &, = z ve Q1 4(2) = Pﬁi‘i{(z), (2, ¥, k € Np)
alirsak, Jacobi polinomlan ya da ¢ok degigkenli Lagrange polinomlan igin bilateral

dogurucu fonksiyonlarm bir smifim agagida verebiliriz:
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Sonug 3.2.4. Eger

M y(z1) = Zakpﬁiz)s k,

(ax #0)

ve n,p € N olmak tizere

[»fp]
W (@1, 3 250) = 3 @GS (2, .o, ) PEE0 (2)CF
k=0

ise, bu durumda
U - _
ZW""” (Z1yeeerTrs 23 t—P)t" = H {@ =2ty =} 10, 4 (2 m)
P
dir.
Uyarx: Jacobi polinomlan i¢in bir dogurucu fonksiyon,

Z la+B+1) @+ f+ D plasy e

(o + 1)
(1 ylap a+pf+1 a+,3+2 2r(z 1)
(1-7) 2F1( 5 g ot f—ry
geklindedir (Frdélyi, Magnus, Oberhettinger ve Tricomi 1955). Somug 3.2.4 de bu
bagmt1 yardumyla ve a; =w,¢=l, o= 0 alarak,
(a “+ 1)]‘
oo [n/p]
at+84+1 - _
3L @ e D o gl . 2, PO gy
n=0 k=0
N a+8+1 a+,6+2 2(z—~1)
=) 2F’( 2 2 ety

JITCEEORS!
elde ederiz. Burada [t] < min {|z:|™,...,]z.| '}, 5] < 1 dir.

ax (k € No) katsayilarmin uygun herbir secimi igin, effer 0,(,, -.-,&,) gok deffigkenli
fonksiyonu, daha basit baz1 fonksiyonlarm uygun bir carpmm olarak ifade edilebilirse
bu durumda Teorem 3.2.1 ve Teorem 3.2.2 den, (2.3.1) ile tanimlanan gok degigkenli
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Lagrange polinomlan i¢in, multilineer ve multilateral dogurucu fonksiyonlarm cesitli
aileleri de elde edilebilir.

3.3. Diger Baz Ozellikler ve Tiirev icermeyen Rekiirans Bagmtilar:

Oncelikle, ok degigkenli Lagrange polinomlar:, n-yinci dereceden homogendir ve
Euler denklemini gergekler, yani bu polinomlar

3 e e ) = g ., )

#=1
kismai tilrevli denklemine sahiptir.

(2.3.1) dogurucu fonksiyonunu daha da genigleterek,

o (a5 o) : - F o
Yo 7 Hayemin = L —agt)
I=

n=0
oo (0) ) 0 (1)
=Y g gy ) g(a’ N e BB
n=0 51=0

) (»)
Xoo X z g,(::l TN B ey T )
ko0

yazabiliriz. Burada (2.8.2) ardigik olarak uygulanmsa,

E (éoa(k),w’éoag)) ( )tn i i “—Zk] n—k1~i—~kp~1 (ago), 0‘9’)) (
= = L1y eeny T, = LT A, e,
2 1y 0003 Lp o0 o oty — b\ Ty o0 ?’)

PRI
X H]g’(‘?l et )(zl,...,xr)t“
=]

buluruz ve t* nin katsayilarm egitlersek, ¢ok degigkenli Lagrange polinomlan icin
agagidaki toplam formilliinil elde ederiz:

(&0 3. o)

gn k=0 f=) (zl L. -'l7r)
n n—k n-F1tetke-1) (o) ()
- I3 wkzzo - I\E:O gy(i(k’x-l:a;kp)(ml: o &r) H (el maf )(ml’"':mr)'
120 k= op=

Son olarak, (2.3.1) dogurucu fonksjyon bagmtisinn her iki yaninm ¢ ye gore tiirevini



alirsak,

Zg&“"““a’)(xl, eeny 2 )mt™ !

n=1

= xlal(l — (Dlt)—QIMI ﬁ {(1 - $jt)ﬁaj}

j=2
4.+ IBiCt‘i(l - mit)—m—l H {(1 - mjt)_aj}

=1
[

r—1

otz (L— 2ty [ {1 — 25t) "}
=2
T ;
= 1 —x;8)7
Zaznq“ @jt)™}
LpOiy (CIPReS ] m
4 A 4
Z .’Dkt) Z G (1171, s xr)
r oo
- ng(r?l""’ar)("th e D) fokak Zm;:tn
Trﬁ:ﬂ
=3 g ey, ) Z Z ot g
m=0

k=1 n=0
olup burada (2.8.2) bagntisim: kullanirsak,
o0 o0 T n
Zg,(."‘""""')(w1, . ,:v,)nt"_l — ZZ Z akgf(:l,...,ar)(xh . ’xr)zk—mﬂtn
n=1 n=0 k=1 m=0

olur. Bu son egitligin sag yaminda n — n — 1 yazildiginda,
o r n-1

0
Zg?(,al,...,ar)(zl, Tt = Z Z Z akgf,‘f"“"“')(fl?l, U T A

n=1 n=1 k=1 m=0
(33.1)

buluruz. (3.3.1) in her iki yanmdan £~ in katsayilarm egitlersek,

r —1
BN ) = Y Y ) (332
k=1 m=0

elde ederiz ki, (3.3.2) bagmtial, cok degigkenli Lagrange polinomlar igin tiirev iger-
meyen bir rekfirans bagitisidir.



.
Efer (3.3.2) de ) o = —n ahrsak bu polinomlar icin,
=1

T n
Doy e gz, ) = 0
k=1 m=0

bagintisim kolaylikla elde edebiliriz.



4. g—ANALjzi

g—Analizi gahgmalarma yaklagik olarak 150 yil nce baglanmugtir. Parcalanma teori-
sinde g—Analizi énemli bir yer tutmaktadir. Istatistiksel mekanikte kesin olarak
coziilebilen modellerdeki Snemi nedeniyle son zamanlarda &zellikle fonksiyonlarn
g—analoglarma ilgi artmigtir.

Matematiksel bir ifadenin g—analogunda ¢ — 1 alindiinda tekrar ifadenin kendisi
elde edilir. Bu boliinde g—analizinin ¢ikig yerinden baglayarak bilinen baz: fonksi-
yonlarmn g—analoglan verilecektir. Burada verilenler bir sonraki boliimde Lagrange
polinomlar igin bilinen 8zelliklerin, g—analoglarimn elde edilmesinde kullamlacaktir.

4.1. g—Serilerine Girig

Sonlu binom teoreminden

=3 (:)”nhkyk; (:) r k!(nni ")

k=0

oldugu bilinmektedir. Burada

n+1 n n
()= ()62 @
oldugu kolayca goriilebilir. Simdi kabul edelim ki ¢ bir parametre olmak iizere

Yz = qTY, 2q = 4T ve Yyq = gy (4.1.2)

egitlikleri gergeklensin. g—binom katsayilar olarak ifade edilen [:]qla;n bulmak i¢in
* [n
7 n—k, k&
z+y) = E [k] qa: Yy (4.1.3)

k=0

olarak tammlansm. Diger yandan (4.1.2) den y*z = zy*¢F yazlabilir.

@+9)"" = (@ +9)"(= +v)



egitliginden dolayi da
n

S-Sl e

k= k=l

olup buradan

n+1] o n+ll o &P s
[OL"" Flarr) PO EL R q’” v

k=1
n

Sl
BBl

bulunur. O halde,

SR (LA RA)

vazilabilir ki buradan
3 e A
= 9"+ (4.1.4)
[ k1, Lk, k~1f,

elde edilir. (4.1.4) egitligi (4.1.1) in bir g—geniglemesidir (Andrews et ol 1999).
Benzer gekilde

n+1-F, a1
el

q Hd

E+y)™ = (e +y)z+y)" veys™F =g Ez" by

egitliklerinin kullamlmasiyla da

e, e

bulunur. (4.1.4) ve (4.1.5) bagntilarmdan ve [g]q =1 egitliginden

i . N R

oldugunu gérmek kolaydir. Bu son egitligin pay ve paydasi (1 — ¢)...(1 — ¢*%) ile
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carpilarak,

.
[k] ¢ (@Du(gDas (4.1.8)

yazilabilir. Burada .
(@an =] -) (“.1.7)

ile verilmektedir (Andrews ef al. 1999).

Simdi (4.1.3) de y yerine zy yazilarak,

n

E+oy)y =Y m 2" *(zy)* (4.1.8)

k=0 q

olur. Timevarim yoluyla
3 k—-1)k
()" = a*yfq =

oldugu kolayca goriiliir. Aynca

i

(@+ay)" = (z+zy)..(z+2y)z+ay)(z+zy)
= z(1+y)z(l+y)zz+yz)(i+y)
= z(1+y)..2(l +y)z(z+qzy)(l+y)
= z(l1+y)..z(l+ 9zl + 299)(1 +v)
= 2(1+y)azl+y)e?(1+qy)l+y)
= z(1+y)..z(z+yz)z(l+q)(1+y)
= z(1+y)..z(z+exy)z(l+gy)(1+79)
= z{1+9)..2(z+ zqy)z(l + qy}{1 +7)
= z(l+y).2* 1+ qy)z(l + gy){1 +3)

ve béyle devam ederek

(@+zy)* =2"(1+¢" ). 0+ )1+ a)(1 +y)
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bagmtis1 bulunur. Bu bagmtilar (4.1.8) de yerlerine yazilacak olursa

n
- n _ -1k
(1 +¢" ) 1+ P+ ) +y) = M e kgkytg T
q

k=0
olup buradan
.~ d n -1k
A+ +a)-A+g Ty =Y [kl g * o (4.1.9)
k=0 q

elde edilir. Burada y yerine % yazihrsa

(1+2) (ra) - () =3 1] 02 ()
ya da

(@+9)@+a)-(z+a"'9) = [:] g T ey (4.1.10)
k=0 q

elde edilir ki (4.1.10) egitligi (4.1.3) tin bir ¢—geniglemesidir (Andrews ef al. 1999).
4.2. g—Integrali

i1k olarak 1869 yilmda Thomae ve sonra da 1910 yilinda Jackson, g—integralini

n=0

/ fl@)dgw = Zw:f (ag")(ag” — ag™*'), (0<g<1) (4.2.1)
9

seklinde tanmmlamiglardir. Burada d,z Fermat dlglisiiditr. Jackson, (0, co) arahgm-
daki integrali de

/ e =01-q Y /" (42.2)

n=-0co

geklinde tammlamgtir.

Beta integralinin  bir g—enalogunu  elde etmek igin, (421) de



a=1ve f(z) = z°(1 — 2)°~! alinrsa (4.2.1) in sag yam,

Zq(a—l)N(l _ qn)ﬁ~1(qn _ qn+1)

n=0
olur. Burada fol fo(z)dgz g—integralinin uygun bir formunu inceleyebilmek igin
q— 17 iken,
folz) = 2 (1 - 2)P
olacak gekilde bir f,(z) fonksiyom aranmahdir. Bunun i¢in (1 — #)°~! ifadesi = in
bir kuvvet serisi olarak yazilip buradaki katsayilarm ne olacagma bakilabilir.
Binom teoreminden || < 1 igin

o

Q-zy=>" (e (4.2.3)

k!
%=0

oldugu bilinmektedir. Burada k! ve (@); nin g-analofuna ve binom teoreminin
g—geniglemesine ihtiyag duyulacaktir. Bir sonraki kisimda bunlar ele ahnacak ve
daha sonraki kisimlarda Beta integralinin g—analogunun elde edilmesi problemine
tekrar donitlecektir (Andrews ef al. 1999).

4.3. ¢—Binom Teoremi

Negatif olmayan herhang} bir 4 tamsays: i¢in ¢ nin g—analogu [i], ile gosterilir ve

) g 1 ise
[i]q=1+q+q2+...+q“1={ et ‘”él. (4.3.1)
? » g=1liIse

geklinde tammlamr. g—faktériyel ise (4.3.1) den ve faktoriyel tanummdan

_ _(1-9(-¢)..(1-¢"
[k]ql - [1111[2]4‘ i [k]q - (1 — q)(l _ q)(l _ q)
geklinde hesaplamir. () = a{a+1)...(a+k—1) Pochhammer semboliiniin g—analogu

{a}k,q = lefo+igJo+k-1,
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1_q01_.qa+1 1_q0+k—1
1-¢g 1-¢ 7 1-—g¢
(1-¢)(-¢"9) . (1-g°¢")

(1-g*
(g% )
(1—-g)*
geklindedir. Burada
(a:9)r = (1 — a)(1 — ag)...(1 — ag®™") (43.2)

dir. O halde (4.2.3) de verilen Y ;-  (a)xz*/ k! serisinin g—analogu

Z%‘Sﬁ (4.3.3)

bicimindedir. Bu seri yakmsak olup toplam g—binom teoremi ile verilecektir.
Nasil toplanabildigini gorebilmek icin agagidaki gekilde bir yol izlenecektir:
Oncelikle

ga(z) = Z%}—kxk, J] <1

£=0
olsun. Buradan tlirev almirsa,

PACES i SCLIS i @1 24 _ g () (4.34)
k=1

®—1)1 2o
bulunur ve bdylece
o~ (@) 5z w~ola+1) ,
9a(®) — gar(z) = Y T ZT”
k=0 k=0
_ f: (e —(at+ 1) 4
- k!
k=1
_ o letifa—(a+k)]
= X
k!
k=1
o (@ 1)p1 pg
2 k-1
k=0



= —Zfae1 (a;) (4.3.5)

sonucuna ulagilir. (4.3.4) ve (4.3.5) denklemlerinden

gal®) _ _o
galz) l-—=z

olup g.{z) = y almirsa,
Iny=—aln(l—z)+Inc

va da
y=c(l—z)"* = g,(z)
elde edilir. g,(0} = 1 oldugundan ¢ = 1 olmak zorundadir. Buna gore

Golz) = (1—-x)™

bulunur. Simdi benzer yolla (4.3.3) toplammi bulmak igin ¢—binom teoremini vere-
lim. Bunun igin g—fark operatériine ihtiyag duyulacaktir. Bu operatér

o) - L= 1o _ S0 1t

olarak tanimlenir.

Teorem 4.3.1. (¢—Binom Teoremi). [z]| < 1 ve |g] < 1 i¢in

- (@ 0)s 5 (0% Q)w

5=0 @™ (9w
olup burada
(@ 9w = [J(1 — ag®)
=0
dir (Andrews et al. 1999).
Ispat (1. ybntem):
SR g
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olsun. Her iki tarafa ¢—fark operatérit uygulamrsa,

Jo{@) — falgz) _ l (Q’Q)k s (a'vq)l.
z B Z < wa Z (q,q)

. (0'7 s Ey k-1
- Slat- e (438)

olur. Burada

k-1

Ha-em=0- a)H(l—

n=0

- @-oTfa-e)
(5—-1)~1

= (1-a) [] 0-ag"

n=0

= (1—a)(ag;q)s-1

(a;9)x

@ae =10 - ") = 0~ [[@ - ™) = (1~ )@ s

olup bu egitlikler (4.3.6) da yerlerine yazilirsa

Ja(®) ~ folgz) _ {ag; @)k ZF1
z B Z (g 9e1
_ (ag; Q) 1
B )Z q Q)g
= {1— a)faq(fc)
ya da
Ja(z) — falgz) = (1 — a)zfag(z) (4.3.7)

bulunur. Diger taraftan

(a, q)k 2 (a'Q7q)1= =
Ja(z) = foglz) = Z < (@ e Z @

(av Q) (aqv q)k £
- 3 (439)
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olup burada

Il

k-1 k-1
@@~ (og0)s = [J(1—ag™)—[](1—ag™*)

k-1 k-2
= (1-a)JJ(1~eq”) ~ (1—ag®) [[(1 — ag™™")
n=1

n=0

k-2 k-2
= (1-aJJ0—eq)— (1 —ag”) [[(1 —ag™)
n=0

n=0

— (ca+a) [J(1—ag™)
n=0

= (~a)(1 - ¢")(eg: )1 (4.3.9)

dir. (4.3.9) bagmntist (4.3.8) de kullamlirsa,

Il

Fol@) — furl2) z {=a)(1 - ¢*)(ag; q)k—lzk

(1~ ¢*) g @1
(ll?; Q)Ie— 1 $k~l
= (G D
_ _MZ (a"ﬂ q)kzk

=0 (@)

ya da
fa(x) a faq(z) = _amfaq(m) (4.3.10)

elde edilir. (4.3.7) ve (4.3.10) denklemlerinde f,,(x) yok edilirse,

fole) ~ fulgz) _ (1= a)e
folz) 1—azx

ve bdylece
1—ax

o) = () sola)

bulunur. Bu bagmtiya n kez iterasyon uygulandigmda

g = Q-a)l-ag) . o
o) = S itae)
_ (- a2)(1—ag2)(1 — asg?)

(1 —a2)(1-gz)(1 - ¢*z)
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_ (= e0)(1 - aga)(1— o). (1 s ) ,
] ol ) () ')
ax;q)n n
i a"s)

elde edilir. n — 0o igin

2 = (6 @)oo
fa( ) (z,q) fa(o)

(a7; @)oo
{25 @)oo

sonucuna ulagihr ki, bu da ispati tamamlar. W

(a%; @)oo

(2. ydntem): [z| < 1 i¢in T sonsuz carpummmn Taylor aglhimi gézsniine
? o0

almsm. Buna gire

F(z) = (‘“”’ (02300 _ ZA,,::: (4.3.11)

7)00

olur. Ispatm 1. ydntemindeki diigtince kullamlarak kolayca gortilebilir ki

1—
1—

Fla) = =~ F(gz)

dir. O halde
(1 -2)F(e) = (1 - az)F(gz)

olup (4.3.11) den

(1—1:)50314,.:1:“ = (l—ax)iAnq"m“

n~0
ZA:D_ZAnxn+] — ZAQQT_ZQAQ" nt1
nfO n—O
S-S hat = S - 3t
n=0 n=0 n=1
D o= Anils® = 3 [Ang” — alhnrg ] "
n=1 n=1



elde edilir. Burada 2™ nin katsayilan egitlenirse

Ap— Ay = Ang" — 0hn_1g""

va da
1—ag?

=17

Any

bulunur. Burada da iterasyon alarak

_ (1—a" (1 —aq"?)

S P P B

(1= a0 o)1 —ag) ,
A== -9

 (-ap).(l—a)
= o o
_ (69

(@ @)n

elde edilir. Buna gore
(02;9)0 _ (8590,
= 2
@@ (@D

sonucuna ulagihir ki béylece ispat tamamlamr. B

Sonug 4.3.1.

oo s 1
(a) Z(q,—q)n = o’ 2zl <1, jgf <1 (Euler)

g
® )Z( 1;3) cA. (@ @)ooy gl <1 (Euler)

dir (Andrews e al. 1999).

ispat: (a) Teorem 4.3.1 de a = 0 alnrsa,

ooo;nn 0; 9)eo
Z(’Q)wz(.Q) z i

(@GO @deo (g q)n T @9

bulunur.



(b) Teorem 4.3.1 de a yerine % ve z yerine de az alimrsa, bu durumda

o~ (3300 n o (26759)0

Zgan  (az39)e
olur. Burada . . .
a"(%;q)n =a"]] (1 - %) =[Je-¢"
£=0 k=0
oldugundan .
T P N 1)
gg( ! )(q; Dn (0T Q00

bulunur. Bu son denklemde ¢ = 0 ahmp

T2

k=0

I

(—1)"qq2...q"” — (_1)nq1+2+...+n—1

(~1y¢"7" = (~1)"q()

Il

egitligl de gozoniinde bulundurulursa

S 2 = (#9)

= (-1)rg®)
g (@ Dn

elde edilir. B

Diger taraftan Sonug 4.3.1.(a) da z yerine (1 — g}z ahmirsa

o (1—g)"z™ _ 1
; (4 Dn ((1-9)z9)

olur ve dolayisiyla
) DIAN -
Sl (- 959
bulunur. Burada ¢ — 1~ alirsak

= lim !
o-1- (1~ )% @)y

e:c

(4.3.12)
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elde edilir. Aym diigiinceyle, Sonug 4.3.1.(b) de benzer iglemler yapilirsa,
¢ = lim (—(1-¢)%;9)o (4.3.13)
g—1-

bulunur. (4.3.12) ve (4.3.13) deki fonksiyonlar ¢ in g—analoglandir ve agagidaki
gekilde gdsterilirler:

1
exp,(z) = egfx) = ((ETEDM
Byfz) = (~(1 - @)% 9o -

4.4. g—Gamma Fonksiyonu

Simdi tekrar (0, 1) araligimdaki beta integralinin bir g—analogunu bulma problemine
geri donelim.

g—binom teoreminden (1 — z)"® nm g-—analogu

(0559 5 (@77 D)oo
= (g9 (= Qoo

(44.1)

bigiminde verilmigti. Buradan z°7'(1 — z)?~! ifadesinin ¢—analizindeki kargihgm
bulmak igin (4.4.1) den

— 5 in g — analoga (95D
(1= =)"in ¢ ~ analog {#; Qoo
- )

ve buradan (1 — z)°~! in g—analofu da

{92 9o
(@2 9o
olur. Buna gore 2 (1 — )1 yerine f,(z) = a:"‘“l((qi;% yazilacaktir. Diger
k) o0
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taraftan ¢—binom teoremi

G Gy

= (6 9)n (®; @)oo
geklinde verilmigti. Burada
Ho-e) (-ag)
(@:Q)n = H(1 ~ agt)in = 0 _ (a @)oo
paans H (1—ag®) [I(1—ag) {a9™; Q)oe
nt fla-¢y  fla-¢ w0
@on = [[0-¢"' =2 g
iy 1@ - g¥+) TI (1 — gnte+1) 75 Qe
50
bagmtilar kullantirsa

5 (a,q)n - i (@ @)oo/ (00" D)oo _n _ (023 9)co
= (@9)s (¢ 9o/ (@ D)o (= 9)oo
olup bdylece

Z (@ Qoo n _ (975 9)oo(8 D)oo

£ (aq™; Do (@ 9)eo(@0)eo

clde edilir. Burada z yerine ¢ ve a yerine ¢° yazilirsa

(142)

i (0" @)oo pom _ (2773 o8 @)oo
o qts; Q)co (Q"‘;Q)oo(qﬂ; oo

bulr, Ayrca (42.1) de o = 1 seip [(s) yerine d fy(s) = 51 {25

1

[t - o iEiteens

n=0

It

(1- q)z nm’g“"’“



olup (4.4.2) egitligini de dikkate alarak

1
o—1 (qu q)oo (1 Q)(qa-,.ﬁy Q)Oo(qa q)oo
/ * q)ood (2% Do (9% Do (443)

elde edilir. Bu bagmt1

F ooty pr, T(@T(E)
O/'T t-a" ®=Tat8)

egitliginin g—geniglemesidir. (4.4.3) @ bu formda yazmak icin gamma fonksiyonunun
g—analoguna ihtiyag olacaktir. Oncelikle

(@GDn_ _ (4 9oo
(1-9* (11—

[n]q!: 0<q<1

oldugundan,

M#=é%%iﬂ—@“

ve bdylece
Iy(z) = [o - 1],

oldugu da gézdniinde bulundurularak, gamma fonksiyorumun ¢—analogu

n@=%§ierﬂMRl (444)

geklinde olugturulabilir. Buradan

T(OTy(f) _ el (1—q' (-9’
Tyla+5) =1 g)l-erp
(1~ 9)(9 9)oold™*?; @)oo

(4% 9)oo (2% Do
olur. Son denklem (4.4.3) ile kargilagtirilirsa

ot (92 ‘I)oo _ I‘q(a)rq(ﬂ)
Bylef) = / (O 4= Tyla+8)
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elde edilir (Andrews ef al. 1999).

T'(z + 1) = 2T(z) oldugu bilinmektedir. Simdi bu ézelligin g—analofunu bulmak
i¢in, (4.4.4) den
Pq(.’t+1) (qu)oo (1 )1~(z+1)

(5 oo
olup, burada da.
( m+1’q)°° — H(l qz+k+1) _ H(l z+k)
k=1
= — — -k
= qm gtl )
_ (59w
= ST e =
egitligi gbzoniine alimrsa

Tye+1) = T=0T(@)

bulunur. Aynica yine I'y(z) in tammindan T',(1) = 1 dir.
4.5. ¢—Beta Fonksiyonu
Simdi (0, 00) araligmdaki beta fonksiyonunm inceleyelim. Oncelikle

1

B(e, B) = 7de

(1 + )t
0

oldugu bilinmektedir. (1 — z)~*nm g—analogunu kullanarak ve g—binom teore-

minden

(q q)k k (q QO)oo
Z @0~ (@

olup buradan (1 + 2)~(**# mn g—analogu

(@259 (—¢°"P2;¢) o
Z (g9 (-2)" = (-2 @)oo
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dur. Simdi 0 < g<1, 0<a<1velag® <1 olsun ve
Tz (—a%; ¢)oo
o) = | ———2dx 4.5.1
f( ) 0/ (—"B; Q)oo ( )

olarak tanimlansm. Burada

(—a%; @)oo = (1 + az)(—a2g; §)oo

egitligi kullamilirsa
fl@) = /z"“]((—fﬁ%&(l —a+a(l+z))dz
_ - a1 ( a:z:q, ‘I)oo T a1 (—076; @)oo
= (1 a)/ O/:L' =) 4 Z(1 +z)dz
ve dolaysiyla
f@) = (1 —a)f(ag) +al (45.2)

elde ediliv. Burada.

- 1( aLq; §)oo
(-2 9o

OB

(~2/:9)" ¢’ ¢

ge 1 5B oo (1 4 iy, (m—>§ahrsa.k)

-]
/

a/xa 1( w)q)oo (1+§)d$

|
<

J (~2/4; 9)oo
— T a-1{-0% @)
e 0/$ (_w’q)md

= ¢ *f(a)

dir. Bu (4.5.2) de yerine yazlirsa

f(a) = (1 - a)f(aq) + ag™*f(a)
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bulunur ve

@) = toraf(a)
(1~ a)(1 ag)
(1 — aq*&)(l — aq—CH-l)

I

flag®)

m(a; Doo
(897% @)oo 10)

I

(4.5.3)

olur. Buradaki f(0) defferini bulmak gok kolay degildir. Fakat f(g) bulunabilir.

Bunun igin (4.5.1) de a yerine g almrsa

21 (—q{l:; Q)oodx

1@ (—7 oo

il

:L.aAl

+z

Il

0\8 G\g

de = B(a,1 - )

1
T

sin o

(45.4)

bulumur. (4.5.3) denkleminde f(0) gekilir ve a yerine q almmsa (4.5.4) denklemiyle

de birlikte

T ) VN 1)
10 = (€ Do f@= (¢:9)e sinmr

olur. Boylece 0 < @ < 1 igin

RS U s
fla)= (807% @)oo (q; 7)o iR TCX

elde edilir ki, buradan

/ Y e IS C T C T ) P
(=25 @)oo (647% @)oo (5 @)oo siL X

yazilabilir. (4.5.6) , beta fonksiyonunun bir g—analogudur.

(4.5.5)

(45.6)



Diger taraftan
!t T{e)T(8)

] Wa)=e™ " T(e+p)

bagmntismm bir g—geniglemesini bulabilmek igin (4.5.6) da a = ¢®*# alinrsa,

/ Y G i T) I C e TP C s T
(—2; Qoo (% Doo(G Q)0 sinTCX

(g (1 - P T(@)I (1~ )
@0 (1 q)lfQHﬁ.Jﬂl@_(l —~q)

[t 1=%0)o0
_ L(AT(T( — o)
Tyla+B)T(1 — o)
olur. Fakat bu formiilde ¢z ve  ya gore simetri yoktur. Simetriyi saglamak icin

a.b) = mxc-l(—ax; Doo(—4b/%3 Q)0 ,
ey 0/ (2 Q)oo(—9/%5 Q)

fonksiyonunu tanimlayalim.

(—0%; @Yoo = (1 + az)(—02g; @)oo

oldugundan
. T c~1( “974)00( qb/m»‘noo or
eh = [ 0 ek
_ T o1 (00 q)oo(—4b/%; @)oo a
B O/x Co el t/m 00 T {
= f(aQ7b)+aI
olup burada

- coxc—l (=02¢; Qoo (—gb/%: @)oo
1= [



dir. Idaz— % doniglimil yapihirsa

RVIOR= ===~

— ch/zc«l (—a‘v;q)oo(_qzb/zyq)oo zd{l}

2 (1) ot
o0

—C mc—l (_a’x; Q)OO(‘—qzb/m; q)oo dx
? / (% Qoo(—9/T: Qoo

Il

i

g °f(a,bg)
elde edilir. Dolaysiyla

f{a,b) = f(ag,b) + ag™*f(a, bg) (4.5.7)
bulunur. Benzer yolla, (—gb/; g)oo = (1 + gq) (—¢%b/; ¢)oo bagmtis: kullanlarak
f(a,b) = f(a, bg) + bg"f(aq,b) (45.8)

bulunur. (4.5.7) ve (4.5.8) den f{aq,b) yok edilirse,

fa,b) = fla,bg) +bg° (f(a,b) — agf{a,bq))
1—ab
= 1 (a bg)
1 — ab)(1 — ab
- ﬁ%ﬁf .0d)
. _(1—ab)(l—abg)(l—abg®) . . 5
= G- b b)) @)
ve bu gekilde devam ederek
(ab; @)oo
1(0,8) = (5 1(a,0) (15.9)



olur. Burada b yerine 1 ahnip f(a,0) cekilirse,

F(a,0) = ((" ’j))‘”f( 1)

bulunur. f{a,1) = f(a) olup {4.5.5) esitlii yardumyla

O G e ™
@0 = (8; D)oo (207 @)oo{; @)oo sinC

elde edilir ve bu deger (4.5.9) da yerine yazilirsa,

_ (65 Q)oo(¢s Dol % Do 7
(e,0) = (54% )00 (897%; @)oo (8; @)oo sIN TC

olur. Buradan

7xc_1 (-2 Q)on (= 0/%3 Doo 5, _ (@b Qeole's Denlg'30)e0_ T
(=% 9)oo(—9/%; D)oo (69°; ©)oo (a9 @)oo (85 @)oo sin TC

olup, bu son bagmtida da a = ¢°*° ve b = ¢° ¢ yazilirsa,

]"mc-a— 04 oo~ (210,

% —.’)3, Q)oo( 4/27 Q)oo

(6°*; Qoo (0 Do (8% Do T
(0% Doo(q® Doo(g: @)oo sinTC
T(OT(1 — €)%= (1 — )= (1 — g)-#

07500
(- g ogils (1~ q)c(qﬁ“;z);;;m(l qyet

_ LTIl —c) To(a)Ty(B)
To(c)To(1—¢) Tyla+ )

elde edilir ki, bu bagmt: farkh bir g—beta integralidir (Andrews et al. 1999).
4.6. Hipergeometrik Serilerin ¢g—Analogu

g—Binom teoremine gre (Teorem 4.3.1),

o~ (@60n o _ (0710

Z @D (@0




oldugunu biliyoruz. Bu teoremi Y ¢, formunda yazarsak
n=0

_ (a59)n
TN

olur. Bu serinin bir genelini yazmak icin

" ve cg=1

TN CT.
(¢ 9)n(g;9)n

n=0

=) a,b
alalim ve Y ¢, serisi »®; ( ;q,:z:) ile gosterilsin. Dolaysiyla
¢

201 ( ) Z (2 9)o(b: ) (46.1)

< (c;9)n(¢ Q) D

olarak yazilabilir ve (4.6.1), hipergeometrik serilerin g—analogudur (Andrews ef al.
1999). Eger burada a = g%, b = ¢ ve ¢ = ¢ yazilip

(@59
Wha==gr

oldugu gozéntinde bulundurulur ve de ¢ — 1~ alnsa, bu durumda (4.6.1), 2 Fi (e, 8, v; )
hipergeometrik fonksiyonuna indirgenir.

o genellegtirilmig hipergeometrik fonksiyonu,

. n o~ {011)g oo () 2
PFr (al, ey Op;y ﬁ], very ﬂn $) = nz=0 (ﬂl)n . (ﬁr)n F

olup bu fonksiyonlarm g—analogu da

@, | SO g g =§:( 1)-rtomgli-rionu-1)/2 (01 s Cri Q) 2"
1 H n=0 ( 1se ﬂmQ) (q;q)n

ey Mg
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olarak tammlanir (Slater 1966, Srivastava ve Karlson 1985). Burada,

(a1, ., 05 9), = (013 9)p - (0239), 3 (R €N ay,...,a: €C)
dir.

1847 yilmda Heine, 3®; serileri tizerinde ¢ahgmg ve agagidaki teoremi ispatlamigtir ki,
bu teorem, hipergeometrik fonksiyonlarn Fuler integral formiiliiniin bir g—analogunu
olugturmakta kullanilmigtir.

Teorem 4.6.1. |g} < 1, [z] <1 ve o] < 1 igin

a, b (b7 Q)Oo(az; q)oo c/b,:c
% D R e 4,b
2 ( c ”) D@D * \ az
dir (Heine 1847).

ispat: (4.6.1) den

()l O)n

,b cm'n’n
m(“mﬂzz@gggﬂ

olup burada
T (N
Br)n = [ (1 - bg) e _ :Lq)eo
! 1-1;[0 ! }kl;[n(l_bqg) (bg™; 9)eo

R 1)

(C: Q)n - (an; q)oo
oldugundan

& b . — (b? q)oo > (a; q)n(cq"; q)oo T
28 ( ¢ 34, (L') - (c; q)oo et (q; q)n(bqn; q)oow (4.6.2)
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bulunur. Ayrica g—binom teoreminde 2 — bg"™ ve @ — g almirsa,

(0" Do _ N~ (/5 Dm gy nym
(b4 9)co _,;0 @@ 7

olup bunu (4.6.2) de yerine yazarsak

ab . (b§‘1)oo (8 Dn (c/b q)m m
2% ( o ) (CW)oog(q"I)n Z (¢ Om ()

|

a,b (5D = (¢/5; @) m{626™; @)oo 1m
2(1)1( ’q’z) (Do 2= (4 Q)m(20™; Q)oo b

(5 0)o(0%3 @)oo 5~ (/5 D23 Doy
(6D @)oo 4 (4 9)m(az; Qm

= Be(mig)w 4 ( c/b,x a0 b)

(& Dool®: Do 2 ax

I

bulunur ki, bu da teoremin ispatii tamamlar. M

2F} hipergeometrik fonksiyonunun Euler integral gdsteriminin bir ¢—integral analogu
da incelenmigtir (Thomae 1869). Bunun i¢in, Teorem 4.6.1 de a = ¢*, b = ¢° ve
¢ = ¢" almrsa, bu durumda

Z (@3 (@ D n _ (%5 0)0(8°7 @)oo - (@73 Oen (5 D o (4.6.3)

= @GOn(@ ) (0% Doo(; Qoo 2% (@ Dm(2°T; O)rm
olur. Simdi
R 1)
(@ ) (4™ 9)oo
esitliginden yararlanilarak
by _ 0%« .
@O = ng (ny)m—W
(¢ @)oo _ (@9

O m7 (6% @)m = @™ Q)
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bagmtilan elde edilir. Bunlar (4.6.3) de yerlerine yazihrsa

f’: (@5 Dl Dn_n _ (85Dl ?; D)oo i (@™ Qo7 ™; Qo™ (45.4)

Z(Gaaldh D (@590 Do (@™ 7F~1; g)os (2™ @)oo

m=0

bulunur. Burada
(qm+IQQ)oo _ fmdl, (zqm; Q)eo _ m.
= (@™ 9)y-p-15 T (#4™ @)
bagmtilan ve (4.4.4) tanm gdzoniine alimrsa (4.6.4) den
o TF L) (e (1 - g
2¥1 34 - "
@ o1 - 0G0 -0

Z @ @y-p- lqmﬂ—mqm(l —q)

(g™ q)o

bulunur. g—integralinin tammindan
1 0
[ty =3 ra@)ra-a
o n=0

egithgl gerceklendigine gore burada

qa,qﬁ cq.x Fq(7) (q 7‘17 p-1 ,JnB——m iy
2<I)1( 7 ,q,) - PQ(ﬂ)Fq(’Y—,@)Z (#¢™; Q) »q (-9

o L) ey -
- Fq(ﬁ)Fq(v—ﬂ)O/ =g

olur. f fonksiyonu
*1(gt; @)y-5-1
1) = — /Al
@ (@t @)a
ile verilmektedir. Dolayisiyla

¢ Ty(7) tﬁ (th‘1)7~&1
2©1( q7 e ) Ty(B)Ty(v - ﬂ) (xt; 9o dat




g—integral formuli elde edilir ki, yukandaki sonug,

ab \__ T [ 11 - )1
2Fl( ¢ )_F(b)r‘(c—b)o/ (T —zt)e d

olarak bilinen Euler integral gosteriminin bir ¢—geniglemesidir.

4.7. Baza Ozel Polinomlarm g—Analoglar:

Ortogonal polinomlardan bir gogunun (szellikle hipergeometrik fonksiyonlar cinsin-
den yazilabilen polinomlarin) g—analoglan {izerinde caligilmugtir. Burada bunlardan
bir kac1 verilecektir.

I. piof) (z) Jacobi polinomlan, hipergeometrik fonksiyonlar cinsinden

PO () = (a—:;n) 2F (~n, at+f+n—-1a+1; 1—_2—13)

seklinde tanimlamrlar. Bu polinomlarm g—analogu olan g-Jacobi polinomlar:,

. =% o nt1 s
l",ﬁ""s)(ﬂc;¢1)=£w’1 20| 1 P q, 2q| ;
(6 Dn og :

geklindedir (Hahn 1949, Andrews ve Askey 1985). Burada ,®;, (4.6.1) ile verilmek-
tedir.

I1. P,(z) Legendre polinomlar, hipergeometrik fonksiyonlar cinsinden
Po@) = (1" (=, 033 HE2)

olarak tammlanirlar. Bu polinomlarm g—analogu olan ¢-Legendre polinomlar ise,

w

Py(@;q) = Z:;(—l)kq(";") [Z * ’;] [2:] &

geklindedir (Kasumov 1984).
II1. C2(z) Gegenbauer (Ultrakiiresel) polinomlari, hipergeometrik fonksiyonlar cinsin-
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11~
Ci(z) = (21:')" SF; (—n, wHn; v+ =, _:13)

27 2
olarak tanmlamrlar. Bu polinomlarm g—analogu olan g-Gegenbauer polinomlar ise,

—T

RN C ) L
Gl a) = @0 21 gt T e

geklindedir (Andrews et al. 1999).
Iv. I {z) Laguerre polinomlarn, hipergeometrik fonksiyonlar cinsinden

le"‘) (z) = __(a —;1)" 17 (-nya 4 1;2)

olarak tanmmlamriar. Bu polinomlarm g—analogu olan g—Laguerre polinomlari,

og; "
L (w; q) el (‘.I’q)n 1% g, —z|;
(G 9n aq ;

ile verilir (Jackson 1944, Hahn 1949).

V. Ju(z) Bessel polinomlar, hipergeometrik fonksiyonlar cinsinden

(=/2)" dan. T
o=y (<5 4mi )

olarak tammlamrlar. Bu polinomlarm g—analogu olan g—Bessel polinomlan da,

e ", qc+n .
J((J;C,n,:zc)=%1q—))3l 2@ [0 g, x| .
) n ;

geklinde ifade edilmektedirler (Abdi 1965, Gonzalez et al. 2001).

VI. H,(z) Hermite polinomlar, hipergeometrik polinomlar cinsinden

n 1 1 1 1
Hy(z) = (22)" 2 Fo (_En’ —§n+ by —;—;)
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olarak tanimlanirlar. Bu polinomlarm g—analogu olan g—Hermite polinomlar da,

n
(@D0 i
Hy(cos8;q) = DA gin-28)0
n(coetig) g(%‘ﬂk(%‘nn—k

ile verilirler (Andrews ef al. 1999).

Bu polinomlarin kendileri i¢in elde edilen &zelliklerin bircogu g—analoglan i¢in de
benzer gekilde elde edilebilmektedir.



5. COK DEGISKENLI q-LAGRANGE POLINOMLARI

Bu béltimde once iki degigkenli Lagrange polinomlarmn sonra da gok degigkenli
Lagrange polinomlarimin g—analoglarm olugturacagrz. Daha sonra da cok degigkenli
g—Lagrange polinomlarn i i¢in multilineer ve multilateral dogurncu fonksiyon aileleri
igin teoremler ispatlayacak ve son olarak da bu polinomlar j icin baz1 bagmtilar elde
edecegiz.

5.1. g~Lagrange Polinomlarimm ingasl

I deffigkenti 6% (2, 4) polinomlarm,
S — Zy‘“"’)(x, 9", ([t < min {[2], [y]'}) (5.1.1)
@ 9alylia)s &

geklinde bir dogurucu fonksiyon bagntisina sahip q—Lagrange polinomlan olarak

tanimlayahm. (5.1.1) tammmndan hareket ederek vl (z,9) g—Lagrange polinom-
larm agagidaki gekilde bulabiliziz:

Teorem 4.3.1 den

Z{ }k,q( t)k

(at; Q)a T4

1 o Blag
(wt;9)s =§, [n]y! (v)

olup bu iki egitligi taraf tarafa carpar ve (2.8.2) yi kullanmsak,

1 { }k, {ﬂ}n,q 7,, 2.
(@t Qalytia)s ,§§ Tt 29
. { }k,q {ﬂ}n —k,q k T n
-;[Z ot — kLot ° Y Jt

olur. Bu son egitligi (5.1.1) ile kargitagtrirsak,

i [gn, ,B)(l. y) Z ’:Z {a}k,q {ﬂ}m ,q ky” J o (5.1.2)

k=0
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buluruz. (5.1.2) nin her iki yanmdan ¢* nin katsayilarm egitlersek, iki degigkenli
g—Lagrange polinomlarini,

(X)) z,y) = = {a}k,q {ﬁ}n—k,qzk ek 5.1.3
Iy (@:9) ; =k, =Y (5.1.3)
olarak elde ederiz.

Benzer gekilde ok degigkenli ¢—Lagrange polinomlanm da
(2120 (01 oo, T )£ 5.1.4
(m,q)m gg @1,y 2 ), (5.14)
dogurucu fonksiyon bagmtist ile tammlayabiliriz. Burada [¢] < min {|z:| ™", ..., |z.| "'} dir.
Yine Teorem 4.3.1 den

(a™,9) y A
(x“‘J)cu Z (g, 9)x k( it)k’ i=1,..,7

yazabiliriz. Bu r tane egitlifi taraf tarafa carpar ve ardigik olarak (2.8.2) yi kullanm-
sak,

T o0 k
]-I(zzt Do Z{ P Co I PR ) 2 }t" (5.1.5)

=0 Uky+...+kr=n (Q:Q)x (Q:Q)k,-

olur. (5.1.4) ve (5.1.5) den gok degfigkenli ¢—Lagrange polinomlarm

Kr

(( T — o1 Ty
In, @nz) = D (€D (@, Qe 5.1.6
! " (TR ' (qy q)"rl (q7 Q)kr ( )

olarak elde ederiz.
5.2. g—Lagrange Polinomlar1 Igin Bilineer ve Bilateral Dogu
Fonksiyonlar

Bu kisimda (5.1.6) da verdigimiz ok degigkenli ¢g—Lagrange polinomlan icin bilineer
ve bilateral dogurucu fonksiyonlarinm bazi ailelerini elde edecegiz. Sonra da bu



polinomlar i¢in baz zellikler verecegiz.

Teorem 5.2.1. p-yiincli basamaktan ve s kompleks degigkenli (s € N), sifira denk
olmayan Q,(y1, ..., y,) fonksiyonu icin,

A1, 0652 = 3 s 00 )7 (5:2.1)
k=0
(ax #£0; neN)

ve
PLC i TR TN TR )
L2 . (5.2.2)
= Eak Gicrg (B s T )ik (315 -on, Us )2
olsun. Bu durumda,

4]

Z 9“’ (371’ s Tei Y1y e Ysi o )t = H ( t p,n(yls ooy Yo 71) (5'2'3)
—o Tj Q)a,
dir.

ispat: (5.2.2) de z — g alip, her iki yani # ile carparak ! = 0 dan oo a kadar toplam
alalm. Buna gére,

o0

S = Z aO10 (B 1 s T3 Y1y e, Y g;)t'
=0
oo [ip] nk
Z Z a;.gl(f;,}c,q’a')(:m, s Zr) Qe (Y15 oo Us ) t”“ t!
=0 k=0

buluruz, Bu son egitlikte (3.2.4) kullamlirsa,

8§ = 33 g™ o, 5 et o

=0 (=0

o0 o0

DI Rt CORE N SN o SRS
=0 k=0

r

1
(yl: ey Ys; 71)

Uesant g



elde ederiz ki bu da ispat1 tamarlar. W

(5.1.6) polinomlarmim bilateral dogurucn fonksiyonlarmm bagks bir ailesini elde et-
mek igin once, ihtiyacimez olan asagidaki lemmay: verelim:

Lemma 5.2.1. Cok degigkenli g—Lagrange polinomlar igin bir toplam formiili,
,Stc,z;+ﬁ1, ,ar+ﬁ,-)(xl - xr) — Zg(‘il}; q»ar) 5171’ :cr)g(ﬁ" ,ﬁr)(xlqcu s xrqa,)

geklindedir.

ispat: (5.1.4) dogurucu fonksiyon bagmtisinda «; yerine o; + B; yazarsak,

oo
> a5 )

n=0
&

ot
(m,t' Q)a&B

1
g (@i Qe (wth"“,q)a
= zg(aly Op) (371; ,$¢)tn Zg(ﬂn -8y) (zlqal s ...,mrq"‘”)t"

k=0

olur. Burada (2.8.2) bagintisim kullamrsak,

Zg(aﬁﬂx, w0t} ( 21, ...,:z:r)t”
n=0

=¥ zgf."‘é,q’“’) (@1, TGN (@10, . g )

n=0 k=0

buluruz. Bu son egitlikte {* nin katsayilarm esitlersek,
g(al+ﬁn ,a,-+/9, xr) = Z 91(1&:’; q,ar)(xl’ — -’Cr).‘haﬁ;’ ,/3,-)( g™ )

elde ederiz ki bu da ispat1 tamamlar. B

Teorem 5.2.2.  Quigi(y1,...,Ys), p-ylnell basamaktan, s kompleks degfigkenli
(s € N) ve aifira denk olmayan bir fonksiyon olarak verilsin. ¢ € C, a = (a4, ...,0,),
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ﬂ = (ﬁl’ "'7ﬁr) ve G —T‘ 01 n,p € N i(}ill,

In/pl
n . o) (@181 0 bB,)
qu,a,ﬁ(zl sees Ty Yt -5 Yss Z) = ]g) akgn_]pk,; (.’171, ey $r) (5.24)
XQpH-’qpk(yla vy Ys )Zky
olsun. Bu durumda,
n_ [k/p]
PIDITT % vadCHRERY EvigCLNIE o AW RS A LS 525)
= AN s (@1 s T Y1, e Y 2)
dir.
Ispat: (5.2.5) bagmbismmn sol yami T olsun. Burada (3.2.6) y1 kullamrsak,
tnfp)n—pl
T= 30 3 e e el o o 2™ Ot 80 )
in/p]

" (@tan) Brrb)(,, o
= ZIO G Qi (Y1, Ys )2 kEO foMuinrensd CTTRN M1 hatiatad €O LNE N )

olur. Burada da Lemma 5.2.1 toplam formiild ve (5.2.4) den,

In/p}
T = Z a QI“H/"(yl’ e Ys )ztgsilpt,ilw’ar-l_ﬁr)(mh ) :l,‘,-)
=0

oA 2 (T1s e T Y1, e, U 2)
elde ederiz ki bu da ispati tamamlar. W

Yukaridaki teoremlerde Qpns(y1,--,%s) (b € No, s € N) ¢ok deffigkenli fonksi-
yonunu bir ya da gok degigkenli basit fonksiyonlar tarafindan ifade ederek, elde et-
tigimiz sonuglarn  farkh  uygulamalarrm  agafidaki  gekilde  verebiliriz.
Ornegin, efer Teorem 5.2.1 de s =7 ve Dy yni(Y1, % ) = ggf,’b}"f’)(yl, wey Yr) alir-
sak, cok degigkenli g—Lagrange polinomlar icin bilineer dogurucu fonksiyonlarm bir
smfim gu gekilde elde ederiz:
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Sonug 5.2.1. Eger

x
Dun @i 2) = Y agl ey, oy,
k=0

(ax # 0, neN)

ve
1i/p)
qez;n(mlv ceey T Y1y een, Yrs Z) = Z akgl(f;};:;c")(zl, . :D,.)
P
Xg,ﬁ?ﬁ}}f')(ylw-yyr)zk
Lp € N)
ise bu takdirde,
o0 7, T 1
OF™MT g oy Ty Y1y oo Yy o) = | | ——— A1, ey i
; T 1lp kit ) rs tp E (:Ejt; q)aj g-tp,m Ty )
olur.

Uyar:: Cok degigkenli g—Lagrange polinomlarn i¢in (5.1.4) ile verilen

008 r
1
{a1,em0r) n __
I, Yl ooy Yr )l = N
; wa ) 11 (¥t Qo

dogurucu fonksiyonunu kullanirsak ve Sonug 5.2.1de a; = 1, 4 = 0, n = 1 alirsak
bu polinomlar igin,
oo [i/pl (@1ymrtr) (a o) .
D Gk (@t T )i T (W e Y )P
i=0 k=0
-1I 1
=1 (“'cjt; q)aj (yjn; Q)aj

r

bagimtisim elde ederiz. Burada,

|t} < min {22 ™", ., || '}, Il < mmin {lon 7 fe] )



dir.
Teorem 522 de s = r ve Quig{tn, %) = gf,li;,;};j;'"(yl,m,yr), (% € Np)
alirsak dogrudan agagidaki sonuca ulagmz:

Sonug 5.2.2. Eger

{n/pl
X . . @1+81eensttrtB,
B Tl B Yl Uri 2) = Y GrglToE o) (g )
k=0

X oy, .y )2F,

Gy 7é 0: nape Na p’a"l) € NOv o= (ala"':ar) 3 ﬂ = (ﬂla"'::@r) Y= (’711"'3’71')

ise, bu durumda

n_fk/pl
Ig{) lz% L4 g(?l’c;;’ar)(ml7 ie) xr)gl(cﬁ—‘;;;;ﬁr)(zl: ] flir)gﬁ{bz,g') (yl s Y )zl

= B (Tl eens T YLy oo, U 2)
dir.

Simdi Teorem 5.2.1 in bagka bir ézel durumunu verelim. Bu teoremde s = 1,

Y1 = 2z ve Quini(2) = Lfﬁ),nk(z; 4), (k € No, p,n € C), alalm. Burada L{V(z;q),

g—Laguerre polinomlari olup Kisim 4.7 de tanimu verilmigti. Bu durumda, g—Laguerre
polinomlart ya da ¢ok degigkenli g—Lagrange polinomlart igin bilateral dogurucu

fonksiyonlarm bir simfim agagidaki sonuglarla verebiliriz:

Sonug 5.2.3. Eger
oHyn(z7) = Z akafi),,k(Z; q)*

k=0

(ar, #0, n,peC)

ve l,p € N olmak lizere

{i/p|
B @1, T 20) = Y g\ (1, o, 2 ) L, (21 ) CF
k=0
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ise, bu durumda

1oy _ .
Z R (m11 3 T3 25 )t H (.'EJ ,q)a, q ﬂyn(zx 71)

=0

bulunur.

Uyart: g—Laguerre polinomlan igin,

Z{l{Jr};’;k L (zqn* = (_n}q)—c‘% (¢ 1+ olg; —2ng"*(1 - q); —; (g q))
(It <1

geklinde bir dogurucu fonksiyon bagmtim bilinmektedir. Sonug 5.2.3 de bu bagmtiy:

_ ke - -
kullamrsa.kveak—{1+a}k’q,n—1,p.—0a]nsak,

oo [,
[t/o) { }k,q (al,...,a,.)( L(a)( . -k
$5 e,

1
= By (c; 1 +a|g; —2zng*te(l —q); — —
(77; q) 1 2( l 7 ( )’ (ﬂq 7q))]:[ (xj ;q)aj
bilateral dogurucu fonksiyonunu elde ederiz. Burada [t| < min {]z:|™ ..., |z.|"'},
[n] <1 dir.

ay, (k € No) katsayilarmmn uygun herbir secimi ile, eger €, (v, ..., ¥s) gok degigkenli
fonksiyonu, daha basit bazi fonksiyonlarin uygun bir ¢arpmmu olarak ifade edilebilirse
bu durumda Teorem 5.2.1 ve Teorem 5.2.2 den, ¢ok degigkenli g—Lagrange poli-
nomlan igin, multilineer ve multilateral dogurucu fonksiyonlarm cegitli aileleri elde
edilebilir.

Son olarak gok degigkenli g—Lagrange polinomlar: igin,

(a], @) (g, ..., ) = H(‘g’;‘;}‘“ 2, (n€Np) (5.2.6)

geklinde bir bagmti verebiliriz. Gergekten, (5.1.4) dogurucu fonksiyon bagmtismda
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z; yerine x ahrsak,

(@15eentr) "= 1
Zg ((U, ,Z) H ($t q)aj

n=0

olur. Burada Teorem 4.3.1 i kullamrsak,

O 1
ggffé’ Nz, 2" = H(—m
- 95D vn
B ]ng; @
— (q ;q)n n ‘13
N gLH @) ]t

buluruz. Burada da {" nin katsaylarm egitlersek (5.2.6) y1 elde ederiz.
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