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Bu tez yedi bölümden oluşmaktadır. 
 
Birinci bölümünde q-genişlemesinin önemi vurgulanmış, ikinci bölümünde çift katlı 
serileri içeren doğurucu fonksiyonlar üzerinde durulmuştur. 
 
Üçüncü bölümde çok değişkenli ortogonal polinomlar için doğurucu fonksiyonlara 
değinilmiş ve bazı örnekler verilmiştir. 
 
Dördüncü bölümde q-analizi açıklanmış, bazı fonksiyonların ve teoremlerin q-
genişlemeleri elde edilmiştir. 
 
Beşinci bölümde hipergeometrik fonksiyonların bazı özellikleri ve bunların q-
genişlemeleri verilmiştir. 
 
Altıncı ve yedinci bölümlerde q-hipergeometrik ve q-jacobi polinomları için doğurucu 
fonksiyonlar elde edilmiştir. 
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In the first chapter, importance of q-extension is stressed, in the second chapter, 
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In the third chapter, some families of generating functions for the multiple orthogonal 
polynomials are mentioned and some samples are given. 
 
In the fourth chapter, q-extension is explained and q-extensions of some functions and 
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1. GİRİŞ 

 

q-analizine yaklaşık 150 yıl öncesinden beri çalışılmaktadır. Son yıllarda oldukça büyük 

bir önem kazanmış, fonksiyonların ve bazı bağıntıların q-genişlemeleri elde edilmiştir. 

Özellikle ortogonal polinom aileleri için önem taşıyan doğurucu fonksiyonların da  

q-analogları incelenmektedir. 1980 den sonra q-analogları ile ilgili çalışmalar,  H. M. 

Srivastava, E. H. Ismail, D. Moak, V. K. Jain ve T. Ernst gibi matematikçiler tarafından 

yapılmıştır. 

 

Bu tezde, önce çift katlı serileri içeren doğurucu fonksiyonlar hakkında bilgi verilmiş 

(Srivastava et al. 2000) ve bilinen bazı polinomlar için uygulanmıştır. Sonra çok 

değişkenli ortogonal polinomlar için doğurucu fonksiyonlara değinilmiş ve 

örneklendirilmiştir. Sonra da q-analizinin nasıl ortaya çıktığı ve önemli bazı özellik ve 

teoremlerin q-analogları elde edilmiştir. Daha sonra ise genelleştirilmiş hipergeometrik 

polinomlara ait özellikler verilmiş ve bunların q-genişlemeleri yapılmıştır. Ardından 

genelleştirilmiş q-hipergeometrik polinomların bazı doğurucu fonksiyonları elde 

edilmiştir. En son olarak da q-Jacobi polinomları için bir doğurucu fonksiyon 

bulunmuştur. 
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2.  ÇİFT KATLI SERİLERİ İÇEREN DOĞURUCU FONKSİYONLAR     
 
 

{ }∞
=0,, nmnmA   uygun bir çift katlı dizi olmak üzere, ( )zS N

mn,   polinomları, 
 

( ) ( )∑
⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

=
+

−
=

N
n

k

k
knm

NkN
mn zA

k
n

zS
0

,, !
                     ,  ( )Ν∈Ν∈ Nnm ,, 0                           (2.1) 

 
olarak tanımlansın. Bu bölümde ( )zS N

mn,  polinomlarını içeren doğurucu fonksiyonlar 

üzerinde durulacaktır. Bu nedenle aşağıdaki lemmalar verilecektir. 

 

Lemma 2.1.  

 

                         ( ) ( )
( )!

!1
Nkn

nn
Nk

Nk −
−

=−               ,     ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡≤≤

N
nk0                                  (2.2) 

 
dir. Burada, 
 
                                             ( ) ( ) ( )11 −++= kk αααα …                                            (2.3) 
 
olarak tanımlanan “Pochammer Sembolü” ve  
 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧ −

=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

iseçiftn
N
n

isetekn
N

n

N
n

,

,1

 

 
dir. 

 

İspat: (2.3) eşitliğinden, 

 
( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )!
!1

11111

Nkn
n

NknnnNknnnn

Nk

Nk
Nk

−
−=

+−−−=−+−+−−=− ……
 

                                              

elde edilir. Bu ise istenilendir. 
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Lemma 2.2.    

 

a)   ( ) ( )∑∑ ∑∑
∞

=

∞

=

∞

= =

−=
0 0 0 0

,,
n k n

n

k

knkAnkA                                                                             (2.4)    

 
ve                                           
 

b)  ( ) ( )∑∑ ∑∑
∞

= =

∞

=

∞

=

+=
0 0 0 0

,,
n

n

k n k

knkBnkB                                                                             (2.5) 

 
dir. 

 

İspat: 

 
a) Düzlemde (k,n) doğal sayı çiftlerinin oluşturduğu bir nokta cümlesi, 
 

( ){ }0,;0,0:, Ν∈∞<≤∞<≤= knnknkD  
 
şeklinde tanımlansın. Burada yeni indisler   jmnjk −== ,   olarak tanımlanırsa D 

cümlesi, 

 
( ){ }0,;0,0:, Ν∈∞<≤≤≤=∗ mjmmjmjD  

 
cümlesine dönüşür. Bu dönüşüm geometrik olarak şu şekilde gösterilebilir: 
 
 
 

 
 

( ){ }0,;0,0:, Ν∈∞<≤∞<≤= knnknkD  
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( ){ }0,;0,0:, Ν∈∞<≤≤≤=∗ mjmmjmjD  
 
Buna göre, 
 

( ) ( )∑∑ ∑∑
∞

=

∞

=

∞

= =

−=
0 0 0 0

,,
n k m

m

j

jmjAnkA  

 
yazılabilir. m, j indisleri yerine sırasıyla n, k indisleri konulursa istenilen elde edilir. 
 
b)  Önceki eşitlikte, ( ) ( )nkBknkA ,, =−  alınması yeterlidir 

 

Lemma 2.3. 

 

a)   ( ) ( )∑∑ ∑∑
∞

=

∞

=

∞

=

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

=

−=
0 0 0

2

0

2,,
n k n

n

k

knkAnkA                                                                           (2.6) 

 
ve 
 

b)  ( ) ( )∑∑ ∑∑
∞

=

∞

=

∞

=

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

=

−=
0 0 0 0

,,
n k n

p
n

k

pknkAnkA                                                                           (2.7) 

 
dir. 
 
 
İspat: 

 

a)  Düzlemde (k,n) doğal sayı çiftlerinin oluşturduğu bir nokta cümlesi, 
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( ){ }0,;0,0:, Ν∈∞<≤∞<≤= knnknkD  
 
şeklinde tanımlansın. Burada yeni indisler   jmnjk 2, −==   olarak tanımlanırsa D 

cümlesi, 

 

( )
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ Ν∈∞<≤≤≤=∗

0,;0,
2

0:, mjmmjmjD  

 
cümlesine dönüşür. Bu dönüşüm geometrik olarak şu şekilde gösterilebilir: 
 
 

  
 

( ){ }0,;0,0:, Ν∈∞<≤∞<≤= knnknkD  
 

 

( )
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ Ν∈∞<≤≤≤=∗

0,;0,
2

0:, mjmmjmjD  
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Buna göre, 
 

( ) ( )∑∑ ∑∑
∞

=

∞

=

∞

=

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

=

−=
0 0 0

2

0

2,,
n k m

m

j

jmjAnkA  

 
yazılabilir. m, j indisleri yerine sırasıyla n, k indisleri konulursa (2.6) eşitliği elde edilir. 
 
b)  Önceki eşitlikte pjmnjk −== ,  olarak tanımlanırsa, (2.7) eşitliği elde edilir. 

 

Lemma 2.4.    

 

                            ( ) ( ) ( )∑ ∑
∞

=

∞

=

+
=+

0, 0 !!!nm m

mnm

m
yxmf

n
y

m
xnmf                              (2.8) 

 
dir. Burada ( ){ }∞=0nnf  şeklinde bir dizidir. 

 

İspat: (2.8) eşitliğinin sol tarafı,    

 

( ) ( )∑∑∑
∞

=

∞

=

∞

=

+=+
0 00, !!!! m n

nm

nm

nm

n
y

m
xnmf

n
y

m
xnmf  

                        
şeklinde yazılır ve bu eşitliğin sağ tarafında (2.4) eşitliğinden yararlanılarak m yerine 

nm −  yazılırsa, 

 

( ) ( ) ( )∑ ∑∑
∞

= =

−∞

= −
=+

0 00, !!!! m

m

n

nnm

nm

nm

n
y

nm
xmf

n
y

m
xnmf  

 

bulunur. Burada  ( ) ∑
=

−
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=+

m

n

nnmm yx
n
m

yx
0

  sonlu binom teoremi kullanılırsa, 

 

( ) ( ) ( )∑∑
∞

=

∞

=

+
=+

00, !!! m

m

nm

nm

m
yxmf

n
y

m
xnmf  

                                                             
elde edilir. Bu ise ispatı tamamlar. 
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Teorem 2.1. 

 

         ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }∑ ∑
∞

=

∞

=
+

−+
+=+

0, 0,
,, !!!!nm nm

nNm

nnNm

nm
N

mn n
zy

m
yxAnNmf

n
y

m
xzSnmf         (2.9) 

 
dır. Burada ( )zS N

mn,  ler (2.1) de tanımlandığı gibidir. 

 

İspat: 

 
(2.9) eşitliğinin sol tarafına ( )zyx ,,Δ  denir  ve  ( )zS N

mn,  polinomları yerine yazılırsa 
 

( ) ( ) ( )∑ ∑
∞

=

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

=
+

−
+=Δ

0, 0
, !!!

,,
nm

N
n

k

nm
k

knm
Nk

n
y

m
xzA

k
n

nmfzyx  

 
olur. Burada  (2.2) eşitliği kullanılır ve (2.7) göz önüne alınırsa, 
 

( ) ( )( ) ( )
( )∑

∞

=

+

++ +
+

−++=Δ
0,,

, !!!!
!1,,

kmn

Nknm
k

kNknm
Nk

kNkn
y

m
xzA

n
NknNknmfzyx  

 
bulunur. (2.4) ten yararlanılarak m yerine nm −  yazılırsa, 
 

( ) ( ) ( )
( ){ }

kNkm

kN
nnm

k m

m

n

A
k

zy
m

yx
nnm

mNkmfzyx ,
0 0 0 !!

1
!!

!,, +
−

∞

=

∞

= =

−
−

+=Δ ∑∑∑  

 
elde edilir. Sonlu binom teoreminden, 
 

( ) ( ) ( ) ( ){ }∑∑
∞

=

∞

=
+

−+
+=Δ

0 0
,!!

,,
k m

kNkm

kNm

A
k

zy
m

yxNkmfzyx  

 
elde edilir. k yerine n alınırsa teorem ispatlanır. 

 

Sonuç 2.1.   

 

                    ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∑∑
∞

=

∞

=

=
−

+
0

,
0,

, !!! n

nN

nnN
nm

nm
N

mn n
zxAnNf

n
x

m
xzSnmf                        (2.10) 

dir. 
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İspat: (2.9) da  xy −=  alınırsa, 
  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∑∑
∞

=
+

∞

=

−
+=

−
+

0,
,

0,
, !!!! nm

nNm

nnNm
nm

nm
N

mn n
zx

m
xxAnNmf

n
x

m
xzSnmf  

 
olur. Burada 0=m  için bir terim sıfırdan farklı, diğerleri ise sıfırdır. Bu ise ispatı 

tamamlar. 

Özel olarak  (2.10) da  ( )
ntA

tf
,

1
=   alınırsa, 

 

( ) ( ) ( )

zx

n

nN

nnN
nnNnm

nm
N

mn
nnm

N

e

n
zxA

An
x

m
xzS

A

=

=
− ∑∑

∞

=

∞

= + 0
,

,0,
,

, !
1

!!
1

 

 
elde edilir. 

 

Sonuç 2.2. Jacobi Polinomları, 

 

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )
( )∑

∞

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
+−−−

−−−
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

++
++

=
0

2,

1
2

!22
1

!1
1

k

k

k

kk
n

n

n
n xkn

nnx
n

xP
βα
β

βα
βαβα  

 
olmak üzere;  ( ) ( )zP mm

n
++ βα ,   Jacobi Polinomları için bir doğurucu fonksiyon, 

 

( )( ) ( ) ( )
n

nm

m
mm

nm z
x

m
xzPnmnmf ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−

+++++∑
∞

=

++

1
2

!
1

0,

,βαβα       

                                                                                  

( ) ( )∑
∞

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
+

=
0 1

2
!
1

n

n
n

z
x

n
nf

β
                               (2.11) 

  
dır. 

 

İspat: Özel olarak, 

 
( ) ( )

( ) ( )nm

nm
nm m

m
A

21
1 2

, −−−++
−−++

=
βαβα
ββα

     ( )0, Ν∈nm ,  1=N   ve  z  yerine 
z+1

2     

 
alınır  ve  (2.1) de yerine yazılırsa, 
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( ) ( ) ( )
( ) ( )∑

= +

+ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+−−−−++
−−−++−

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+

n

k

k

knm

knmk
mn znm

nm
k
n

z
S

0

221
, 1

2
221

1
!1

2
βαβα
ββα                        (2.12) 

 
bulunur. Burada ( ) ( )( ) ( )11 −+−+−−=− knnnn k …  ifadesi …,2,1 ++= nnk  için sıfır 

olduğundan toplam, 0=k  dan  ∞=k  a kadar yazılabilir. Diğer yandan, 

 
( )
( )

( ) ( )( ) ( )
( ) ( )nm

nmnmnm

nm

nm

+++++
++++++++++++

=
++
++

+

+

βαβα
βαβαβαβα

βα
βα

…
……

1
2211

1
1 22  

 
                 
( ) ( )( ) ( )nmnmnmnm 221221 ++++++++++++++= βαβαβαβα ……                                   

 
dır. Eşitliğin sağ tarafı ( )nm 12 +++ βα  ile çarpılıp bölünürse, 
 
( )
( ) ( ) ( )

( )n

n
m

nm

nm

m
m

nm
12
12

1
1

1 222

+++
+++

++++=
++
++

+

+

βα
βα

βα
βα
βα

    

 
bulunur. Bu ifade (2.12) de kullanılırsa, 
 

( ) ( )
( )n

n
mmn m

m
nm

z
S

12
12

1
1

2 21
, +++

+++
++++=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+ βα
βα

βα  

 

                                      
( ) ( )( )

( ) ( )( )∑
∞

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+−+−+−
−+−−

×
0 1

2
2!k

k

k

kk

znmm
nm

k
n

βα
β

 

 

elde edilir. Bu eşitliğin ikinci yanı 
n

z
n ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+1
2!  ile çarpılıp bölünürse, 

 

                    ( ) ( )
( )

n

n

n
m

n z
nm

mnm
z

n ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

+++
+++

++++⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
=

2
1

!12
121

1
2! 2

βα
βαβα  

 

                                        
( ) ( )( )

( ) ( )( )∑
∞

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+−+−+−
−+−−

×
0 1

2
2!k

k

k

kk

znmm
nm

k
n

βα
β

 

 
bulunur. Burada   ( ) ( )xPn

βα ,  Jacobi polinomlarının tanımı dikkate alınırsa, 
 

                    ( ) ( ) ( )zP
z

nmn
z

S mm
n

n

mmn
++⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
+

++++=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
βαβα ,1

, 1
21!

1
2  
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elde edilir. Diğer yandan, 
 

( ) ( )
( ) ( )nn

nn
nn n

n
A

21
1 2

, −−−++
−−++

=
βαβα
ββα

  seçilir ve bu ifade Pochhammer sembolü dikkate  

 
alınarak hesaplanırsa, 

 
( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )1211
1121

, +++++−++++
++−++++

=
nnn

nnA n

n

nn βαβαβαβα
βββαβα

……
…  

 
        ( )n1+= β  
 

olur. ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+ z
S mn 1

21
,  polinomları ve nnA ,  ifadesi (2.10) da yerlerine yazılırsa, 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )∑
∞

=

++ −
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
+

+++++
0,

,

!!1
21!

nm

nm
mm

n

n

m n
x

m
xzP

z
nmnnmf βαβα     

 

                                       ( )( )∑
∞

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
+=

0 !
1

1
21

n

n

n nz
xnf β        

                                        

( )( ) ( ) ( )∑
∞

=

++ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−

+++++
0,

,

1
2

!
1

nm

nm
mm

nm z
x

m
xzPnmnmf βαβα  

 

                                        ( ) ( )∑
∞

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
+

+
=

0 1
2

!
1

n

n
n

z
x

n
nf β  

 
elde edilir ki bu ise ( ) ( )zP mm

n
++ βα ,  Jacobi polinomları için bir doğurucu fonksiyondur. 

 
Özel olarak (2.11) de 1=f  alınırsa, 
 

( ) ( ) ( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−+=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−

++++∑
∞

=

++

z
xF

z
x

m
xzPnm

n

nm

m
mm

nm 1
2,,1

1
2

!
1 01

0,

, ββα βα  

 
elde edilir.  
 

( )n

f
1

1
+

=
β

 alınırsa, 
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( )
( )

( ) ( )∑
∞

=

+++

+

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−

+
++++

0,

1
2

,

1
2

!1
1

nm

z
xnm

mm
n

nm

m e
z
x

m
xzP

nm βα

β
βα  

 
elde edilir. 

 

Sonuç 2.3.  Laguerre Polinomları, 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∑
∞

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−−−−

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

−−−−
−

=
0

02
1

!!
1,,,

! k

k
kk

nn

n zk
nn

n
z

z
nnF

n
zzL

α
αα  

 

olmak üzere; ( ) ( )zL m
n
+α   Laguerre Polinomları için bir doğurucu fonksiyon, 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )∑ ∑
∞

=

∞

=

+ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+

0, 0 !
1

!nm n

n
n

nm
m

n z
x

n
nf

z
x

m
xzLnmf

αα                                           (2.13) 

 
dır. 

 

İspat:  

 

( ) ( ) 1,, 0, =∈−−= NNnmmA nnm α ve    z  yerine 
z
1−  

 
alınır ve (2.1) de yerine yazılırsa, 
 

( ) ( )∑
∞

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−−−

−
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

0

1
,

1
!

1
k

k

k
k

mn z
nm

k
n

z
S α   

 
elde edilir. Diğer yandan, 
 

( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( )

( ) ( )n
n

n

nnn

nn

nnnA

11

111

11,

+−=

+−++−=

−−+−−−−=−−=

α

ααα

αααα

…  

  
olduğu göz önüne alınır, bu ifadeler (2.10) da yerlerine yazılır ve ( )nz−  ile çarpılıp 

bölünürse, 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )∑ ∑

∞

=

∞

= −
−−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−−−

−
+

0, 0 !!
1

!nm k
n

nnmk

k
k

z
z

n
x

m
x

z
nm

k
n

nmf α  

 

                                                         ( )( ) ( )∑
∞

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+

−=
0 !

11
n

n
nn

z
x

n
nf α  

 
elde edilir. Burada Laguerre polinomlarının tanımı dikkate alınırsa, 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )∑ ∑
∞

=

∞

=

+ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+

0, 0 !
1

!nm n

n
n

nm
m

n z
x

n
nf

z
x

m
xzLnmf

αα  

 
( ) ( )zL m
n
+α   Laguerre polinomları için bir doğurucu fonksiyon elde edilir. Bu da ispatı 

tamamlar. 
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3.  ÇOK DEĞİŞKENLİ ORTOGONAL POLİNOMLAR İÇİN DOĞURUCU  

      FONKSİYONLAR 

 
 
Teorem A. (Coussement et al. 2001) 
 
 
∈x ℂ ( ]0,∞−−   için, 

 

( )
( )

( )
2
1,00Re,

11
1

!0
11 <≠≥⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
−−

=∑
∞

=
+−

n

n

n txx
t

x
tn

txQ υα
α ρ                              (3.1) 

 

dir. Burada eğer 0Re <x  , 0Im ≠x   ve  
xx

x
t

Im
Im
+

<   dir ve de  

( ) ( ) ( ) ( )∑
+

=
−+− −++⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
=

1

0
11

1n

k
k

k
knn xxk

k
n

xQ υ
α ρα     dir. 

 

Teorem B. (Coussement et al. 2001) 

 
( )xPn

α   polinomları için bir doğurucu fonksiyon, 
 

( )
( ) ( ) ( )xtFe

n
txP t

n

n

nn

n ;1,1;
!11 20

0

+++−=
+++

−
∞

=
∑ υαα

υαα

α

   , ∈tx, ℂ                          (3.2) 

 
olarak verilir.  

 

Teorem 3.1. (Altın et al. 2004)  ( )sξξμ ,,1 …Ω , μ -yüncü basamaktan ve s ( )Ν∈s   

değişkenli bir fonksiyon olmak üzere, 

 
( ) ( ) ( ) ;,,:;,,

0
11

1
,

k

k
skks a τξξτξξ ψμμψ ∑

∞

=
+Ω=Λ ……               ( ∈≠ ψ,0ka ℂ )                (3.3) 

 

( ) ( ) ( ) ( ) k
sk

k
rkn

r
n

k
ksrn xQa

rkn
nx ζξξζξξ ψμ

λαψλμ ,,
!

!:;,,; 11
0

1
,,

, …… +
+

−−

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

=

Ω
−

=Θ ∑      ,            

                                                                                    ( )1;, −>+Ν∈ krn λα              (3.4) 
 
olarak tanımlansınlar. Bu durumda, 
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( )
( )

( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

−
Λ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
−−

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛Θ +

∞

=
∑ λμψυα

ψλμ ηξξρηξξ
tt

x
tn

t
t

x s

n

n
rsrn 1

;,,
11

1
!

;,,; 1
1

,1
0

1
,,

, ……                 (3.5) 

dir. Burada, 
 

( )00Re ≠≥ xx  , 
2
1

<t   dir. Eğer 0Re <x  ve  0Im ≠x   ise  
xx

x
t

Im
Im
+

<  dir. 

 
İspat: (3.5) eşitliğinin sol tarafına ( )tx,Δ  denir ve ( )ζξξψλμ ;,,; 1

,,
, srn x …Θ  ifadesi (3.5) te 

yerine yazılırsa, 

 

( ) ( ) ( ) ( )∑∑
∞

=
+

+
−−

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

=

Ω
−

=Δ
0

11
0 !

,,
!

!,
n

n

rk

k

sk
k

rkn

r
n

k
k n

t
t

xQa
rkn

ntx ηξξψμ
λα …  

 
elde edilir. Burada (2.7) eşitliği göz önüne alınırsa,  
 

( ) ( ) ( )∑ ∑
∞

=

∞

=

+
−+Ω=Δ

0 0
11 !

,,,
k n

n
k

n
k

skk n
txQatx λα

ψμ ηξξ …  

 
olur.  (3.1) de α yerine kλα +  , ( )0Ν∈k   alınır ve yukarıdaki eşitliğin sağ tarafında 

yerine yazılırsa, 

 

( ) ( )
( )∑

∞

=
+++ ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−−
Ω=Δ

0
11 11

1,,,
k

k
k

skk t
x

t
atx υαλψμ ρηξξ …  

 

           ( )
( ) ( )∑

∞

=
++ ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
−−⎭

⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

−
Ω=

0
11 11

1
1

,,
k

k

skk t
x

tt
a υαλψμ ρηξξ …  

 
bulunur. (3.3) eşitliğinden, 
 

( )
( )

( )

( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

−
Λ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−−
=Δ + λμψυα

ηξξρ
tt

x
t

tx s 1
;,,

11
1, 1

1
,1 …  

 
elde edilir. Bu ise istenilendir. 

 

Teorem 3.2. (Altın et al. 2004)  ( )sξξμ ,,1 …Ω , μ -yüncü basamaktan ve s ( )Ν∈s   

değişkenli bir fonksiyon olmak üzere, 
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( ) ( ) ( ) ;,,:;,,
0

11
2

,
k

k
skks a τξξτξξ ψμμψ ∑

∞

=
+Ω=Λ ……                  ( ∈≠ ψ,0ka ℂ )             (3.6) 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) rknrkn

k
sk

rkn

r
n

k
ksrn xPa

rkn
nx

−−

+
−

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

= +++

Ω

−
=Φ ∑ 11

,,
!

!:;,,; 1

0
1

,
, υαα

ζξξ
ζξξ ψμαψμ …

…     , 

                        
                                                                                             ( ∈Ν∈ xrn ;, ℂ )              (3.7) 
 
olarak tanımlansınlar. Bu durumda, 
 

( ) ( ) ( )ηξξυααηξξ μψ
ψμ ;,,;1,1;

!
;,,; 1

2
,20

0
1

,
, s

t
n

n
rsrn xtFe

n
t

t
x …… Λ+++−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛Φ −

∞

=
∑               (3.8) 

 
dir. 

 

İspat: (3.8) eşitliğinin sol tarafına ( )tx,Δ  denir ve  ( )ζξξψμ ;,,; 1
,
, srn x …Φ  ifadesi (3.8) de 

yerine yazılırsa, 

  

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )∑∑

∞

= −−

−
+

−

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

= +++

Ω

−
=Δ

0

1

0 !11
,,

!
!,

n

n

rknrkn

rkk
sk

rkn

r
n

k
k n

tt
xPa

rkn
ntx

υαα
ηξξψμα …

 

 
elde edilir. Burada (2.7) göz önüne alınırsa,  
 

( ) ( ) ( )
( ) ( )∑ ∑

∞

=

∞

=
+ +++

Ω=Δ
0 0

1 !11
,,,

k n

n

nn

nk
skk n

txPatx
υαα

ηξξ
α

ψμ …  

 
olur. (3.2) ve (3.6) eşitliklerinden, 
 
( ) ( ) ( ) ( )ηξξυαα μψ ;,,;1,1;, 1

2
,20 s

t xtFetx …Λ+++−=Δ −  
 
elde edilir. Bu da ispatı tamamlar.  

 

Örneğin Teorem 3.1 de  zs == 1,1 ξ   ve   ( ) ( )βψμψμ ,; kzyz mk +=Ω +   alınırsa 

( )xQ k
rkn
λα+
−− 1  ya da ( )βψμ ,; kzym +  polinomları için bilateral doğurucu fonksiyonların bir 

sınıfı elde edilir. Burada,  

( )00Re ≠≥ xx  , 
2
1

<t   dir. Eğer 0Re <x  ve  0Im ≠x   ise  
xx

x
t

Im
Im
+

<   ve 
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( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
−−+−=

β
αβα xmmFzym ;;1,,; 02   genelleştirilmiş Bessel polinomlarıdır. 

 

Sonuç 3.1. Eğer 

 
( ) ( ) ( ) ;,;:;

0

1
,,

k

k
mkm kzyaz τβψμτμψ ∑

∞

=

+=Π     ( ∈≠ βμψ ,,,0ka ℂ )                          (3.9) 

 
 ve 
                              

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) k
m

k
rkn

r
n

k
krn kzyxQa

rkn
nzx ζβψμζ λα

λψμ ,;
!

!:,, 1
0

1
,,,, +

−
=Ψ +

−−

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

=
∑ , ( ∈Ν∈ λ;,rn ℂ )   (3.10) 

                                              
ise, o takdirde 
 

( )

( )
( )

( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

−
Π⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
−−

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛Ψ +

∞

=
∑ λμψυαλψμ

ηρη
t

z
t

x
tn

t
t

zx m

n

n
rrn 1

;
11

1
!

,, 1
,,1

0

1
,,,,                                 (3.11) 

 
dir. 
 
 

Örnek 3.1. Genelleştirilmiş Bessel polinomlarının bir doğurucu fonksiyonunun 

 

( ) ( ) 1,,;
1

1,;
2 1

0

<⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
−

−=+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −++ −−
∞

=
∑ τβμ

τ
ττβμ

μ μ zykzy
k

km
m

m

k

k
m              (3.12) 

 
olduğu bilinmektedir (Srivastava et al. 2003) . 
                          

(3.11) eşitliğinde,   ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −++
==

k
km

ak

2
,1

μ
ψ    alınır ve  (3.9) ve (3.10) eşitlikleri 

burada yerlerine yazılırsa, 

 

( ) ( ) ( )∑∑
∞

=

+
−−

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

=

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −++
−0

1
0 !

,;
2

!
!

n

n

rk

k

m
k

rkn

r
n

k n
t

t
kzyxQ

k
km

rkn
n ηβμ

μ λα  

 

              
( )

( )
( ) k

k

k
m t

kzy
k

km
t

x
t λυα

ηβμ
μ

ρ
−

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −++
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
−−

= ∑
∞

=
+ 1

,;
2

11
1

0
1  
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olur. (3.12) eşitliği göz önüne alınırsa, 
 

( ) ( ) ( )∑∑
∞

=

−+
−−

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

=

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −++
−0

1
0

,;
2

!
!

n

rknk
m

k
rkn

r
n

k

tkzyxQ
k

km
rkn

n ηβμ
μ λα  

 

              
( ) ( )

( )
( ) ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

−−
−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

−
−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
−−

=
−−

+ βμ
η

ηρ λ

λμ

λυα ,;
1

1
1

1
11

1
1

1 t
tzy

tt
x

t m

m

   ,  
( )

1
1

<
− λ

η
t

 

 
elde edilir. 

 

Benzer şekilde Teorem 3.1 de zs == 1,1 ξ  ve 

( ) ( ) ( )1,,, 0 −>+Ν∈=Ω +
+ kNkzQz k

Nk ψμψμ
ψμ   alınırsa, çok değişkenli 

ortogonal polinomlar için bilineer doğurucu fonksiyonların bir sınıfı aşağıdaki gibi elde 

edilir. 

 

Sonuç 3.2.    

 
( ) ( ) ( ) ( )0,:;

0

2
,, ≠=Π ∑

∞

=

+
k

k

k

k
NkN azQaz ττ ψμ

μψ            

 
 ve 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )RrnzQxQa
rkn

nzx kk
N

k
rkn

r
n

k
krn ∈Ν∈

−
=Ψ ++

−−

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

=
∑ λζζ ψμλα

λψμ ,,,
!

!:,, 1
0

2
,,,,  

 
ise, o takdirde 
 

( )

( )
( )

( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

−
Π⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
−−

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛Ψ +

∞

=
∑ λμψυαλψμ

ηρη
t

z
t

x
tn

t
t

zx N

n

n
rrn 1

;
11

1
!

,, 2
,,1

0

2
,,,,                                (3.13) 

 
dir. 

 

Diğer taraftan Teorem 3.2 de zs == 1,1 ξ   ve    

( ) ( ) ( )1,,, 0 −>+Ν∈=Ω +
+ kNkzQz k

Nk ψμψμ
ψμ       alınırsa, 
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( )xP rkn
α
−  ya da ( )zQ k

N
ψμ+  polinomları için bilateral doğurucu fonksiyonların bir sınıfı elde 

edilir. 

 

Sonuç 3.3.   
 

( ) ( ) ( ) ( )0,:;
0

3
,, ≠=Π ∑

∞

=

+
k

k

k

k
NkN azQaz ττ ψμ

μψ        

 
ve 
 

( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )Ν∈

+++−
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛Ψ

−−

+

−

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

=
∑ rnzQxPa

rkn
n

t
zx

rknrkn

kk
N

rkn

r
n

k
krrn ,,

11!
!:,;

0

3
,,,, υαα

ζη ψμ
α

λψμ  

 
ise, o takdirde 
 

( ) ( ) ( ) ( )τυααη
μψλψμ ;;1,1;

!
,, 3

,,20
0

3
,,,, zxtFe

n
t

t
zx N

t
n

n
rrn Π+++−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛Ψ −

∞

=
∑                            (3.14) 

 
elde edilir. 
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4.  q-SERİLERİ 

 
4.1  q-Serilerine Giriş 
 
Matematiksel ifadelerin q-analoğunda bazen 1=q , bazen de 1→q  alındığında ifadenin 

kendisi elde edilir. Bu bölümde bazı fonksiyonların q-genişlemeleri elde edilecektir. 

 
                                                        qxyyx =                                                            (4.1.1) 
 
ve q ları bir araya toplamak için, 
 
                                                      qyyq =   ,  qxxq =                                             (4.1.2) 
 
eşitlikleri gerçeklensin. Ayrıca  
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                         (4.1.3) 
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1,                                                          (4.1.5)   

 
olarak tanımlanırlar (Andrews et al. 1999). 

 

Sonlu binom teoreminden, 
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olduğu bilinmektedir. 

Şimdi q-binom katsayılarının ispatında gerekli olan bir lemma verilecektir. 
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Lemma 4.1.1. 

 
                                                          kkk xyqxy =                                                    (4.1.6)  
 
dır. 

 

İspat:  (4.1.1) ve (4.1.2) eşitlikleri kullanılarak, 

 
333232222211 xyyqyxyyqxyyqyxyqyqxyyyxyxy kkkkkkk −−−−−− ======  

       kkkkkk xyqxyyq === −…  
 
elde edilir. Bu ise ispatı tamamlar. 

 

Teorem 4.1.1. (Andrews et al. 1999) 
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şeklindedir. 

 

İspat: Öncelikle,  
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olarak tanımlansın . 
 
( ) ( ) ( )yxyxyx nn ++=+ +1   eşitliğinde (4.1.8) tanımı dikkate alınırsa, 
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elde edilir. Burada Lemma 4.1.1 den dolayı yukarıdaki eşitliğin sağ tarafı, 
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şeklinde yazılabilir. Her iki tarafta kkn yx −+1  nın katsayıları eşitlenirse, 
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elde edilir. Benzer şekilde (4.1.8) ifadesi 
 
( ) ( )( )nn yxyxyx ++=+ +1   eşitliğinde yerine yazılırsa, 
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bulunur. Yine Lemma 4.1.1 den, 
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bulunur. Her iki tarafta kkn yx −+1  nın katsayıları eşitlenirse, 
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elde edilir. (4.1.9) ve (4.1.10)  eşitliklerinden, 
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bulunur. Eşitliğin sağ tarafı ( ) ( )knqq −−− 11 …   ile çarpılıp bölünürse, 
 

( ) ( )( ) ( )
( ) ( )( ) ( )knk

nknkn

q qqqq
qqqq

k
n

−

+−−

−−−−
−−−−

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
1111

1111 1

……
……             

                                          

                                                
( )

( ) ( ) knk

n

q qqqq
qq

k
n

−

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
,,

,
                                            (4.1.11) 

 
elde edilir ki  bu ise ispatı tamamlar. 

 

i  negatif olmayan bir tamsayı olmak üzere, i  tamsayısının q-analoğu [ ]qi  ile gösterilir 
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şeklinde tanımlanır. n faktöriyelin q-analoğu ise (4.1.12) den, 
 
[ ] [ ] [ ] [ ]qqqq nn …21!=  
 
      ( )( ) ( )12 1111 −++++++= nqqqqq ……         
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şeklindedir. Eşitliğin sağ tarafı n  tane ( )q−1  ile çarpılıp bölünürse, 
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olur. Bu durumda (4.1.11) eşitliği ile verilen q-binom katsayıları, 
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şeklinde de yazılabilir.  

 

Şimdi de sonlu binom teoreminin q-genişlemesinde kullanılacak olan lemmalar aşağıda 

verilecektir.  

 

Lemma 4.1.2. 
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dır. 

 

İspat: (4.1.1) ve (4.1.2) eşitlikleri kullanılarak, 
 
( ) yxyxyxyxyxy k …=  
 
          qxyyxqxyqxy…=  
 
          221 yxyyxyxxqk …−=  
 
          2221 xyyxyxyxqq kk …−−=  
 
          3321 yxyyxyxxqq kk …−−=  
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           …  
 
          kkkkk yqxqqqq 2321 …−−−=  
 

           
( )

kk
kk

yxq 2
1−

=  
            
elde edilir ki bu ise istenilendir. 

 

Lemma 4.1.3. 

 
                         ( ) ( ) ( )( )( )yqyyqyqxxyx nnn ++++=+ − 1111 21 …                          (4.1.16) 
 
dir. 

 

İspat: (4.1.1) ve (4.1.2) eşitlikleri kullanılarak 

 
( ) ( ) ( )( )( )xyxxyxxyxxyxxyx n ++++=+ …  
 
                ( ) ( ) ( ) ( )yxyxyxyx ++++= 1111 …  
 
                ( ) ( ) ( )( )yyxxxyxyx ++++= 111 …  
 
                ( ) ( ) ( )( )yqxyxxyxyx ++++= 111 …  
 
                ( ) ( ) ( )( )yqyxyxyx ++++= 1111 2…  
 
                ( ) ( ) ( )( )yqyxyxxxyx ++++= 111 …  
 
                ( ) ( ) ( )( )yqyxqxyxxyx ++++= 111 …  
 
                ( ) ( ) ( )( )yqyxqyxyx ++++= 1111 2…  
 
                ( ) ( )( )( )yqyqyxxxyx ++++= 111 2…  
 
                ( ) ( )( )( )yqyxyqxxyx ++++= 111 22…  
 
                ( ) ( )( )( )yqyyqxyx ++++= 1111 23…  
 
                …  
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                ( ) ( )( )( )yqyyqyqx nn ++++= − 1111 21 …  
 
elde edilir ki bu ise ispatı tamamlar. 

 

Teorem 4.1.2. (Andrews et al. 1999). 

 

Sonlu binom teoreminin bir q-genişlemesi, 
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elde edilir. (4.1.15) ve (4.1.16) eşitlikleri yukarıda yerlerine yazılır ve her iki yan nx  ile 

bölünürse, 
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elde edilir. Burada y  yerine  
x
y  yazılırsa ve düzenlenirse, 

 
( )

∑
=

−
− ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

n

k

kkk

q

n

x
yq

k
n

x
yq

x
yq

x
y

0

2
1

1111 …  

 

( )( ) ( )
( )

kkn
n

k

kk

q

n yxq
k
n

yqxqyxyx −

=

−
− ∑ ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=+++

0

2
1

1…  

 
elde edilir. Bu da ispatı tamamlar. 



                                                                           26

4.2  q-Binom Teoremi 

 

Bu kısımda öncelikle q-binom teoreminin ispatında kullanılacak olan tanım ve 

lemmalar verilecektir. 

 

Tanım 4.2.1. qΔ   ile gösterilen q-fark operatörü; 
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şeklinde tanımlanır. 

 

Lemma 4.2.1. 
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elde edilir ki bu ise istenilendir. 

 

Lemma 4.2.2. 
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İspat: (4.1.5) eşitliğinden, 
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elde edilir, bu ise istenilendir. 

 

Lemma 4.2.3 
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elde edilir, bu ise ispatı tamamlar. 
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Teorem 4.2.1. (q-Binom Teoremi) (Andrews et al. 1999) 

 
1<x  ve 1<q  için, 
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olsun. )(xfa  fonksiyonuna q-fark operatörü uygulanır ve (4.2.6) eşitliği göz önünde 
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bulunur. Burada (4.2.2) ve (4.2.3) eşitlikleri kullanılırsa, 
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elde edilir. Diğer taraftan (4.2.6) dan dolayı, 
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dır. (4.2.3) ve (4.2.4) eşitliklerinden dolayı, 
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elde edilir. Burada (4.2.6) eşitliği kullanılır ve düzenlenirse, 
 

)()()( xaxfxfxf aqaqa −=−       
 

                                ( ) )(1)( xfaxxf aqa −=                                                               (4.2.8) 
 
olur. (4.2.7) ve (4.2.8) ifadeleri taraf tarafa oranlanırsa,  
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bulunur.  Bu eşitlik ardışık olarak n kez tekrarlanırsa, 
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olur. Her iki yanın ∞→n   için limiti alınırsa, 
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,
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qaxxf
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bulunur. (4.2.6) dan dolayı 1)0( =af   olduğundan, 
 

( )
( )∞

∞=
qx
qaxxfa ,

,)(  

 
elde edilir.  Bu da ispatı tamamlar.   

q-binom teoreminin sonuçlarına geçmeden önce bu sonuçların ispatında kullanılacak 

olan lemmalar aşağıda verilecektir. 

 

Lemma 4.2.4. 
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dır. 

İspat: (4.1.3) eşitliğinden, 
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elde edilir, bu ise istenilendir. 
 

Lemma 4.2.5. 
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dır. 
 

İspat: (4.1.3) eşitliğinden, 
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elde edilir. Eşitliğin sağ tarafı  ( ) ( )kNqq −−− 11 …   ile çarpılıp bölünür ve (4.1.7) eşitliği 

göz önüne alınırsa, 

 
( )
( )

( ) ( )
( ) ( )

( )
q

Nk

k
k

kkN
Nk

N
kk

k

k
N

k
N

q
q

qqqqq
qqqq

qq
qq

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡−
=

−
=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

−

−−

2

1

1

,,
,1

,
, …

 

 
elde edilir, bu ise ispatı tamamlar. 
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Lemma 4.2.6. 
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dir. 

 

İspat: (4.1.4) eşitliğinden, 
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elde edilir, bu ise istenilendir. 

 

Lemma 4.2.7. 
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dır. 

 

İspat: (4.1.3) eşitliğinden, 
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elde edilir. Eşitliğin sağ tarafı  ( ) ( )111 −−− Nqq …   ile çarpılıp bölünür ve (4.1.7) eşitliği 

kullanılırsa, 
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elde edilir ki bu da ispatı tamamlar. 

 

Lemma 4.2.8. 
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dır. 

 

İspat: (4.1.4) eşitliğinden, 
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elde edilir, bu ise istenilendir. 
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Sonuç 4.2.1. (Andrews et al. 1999) 
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dır. Burada q-binom katsayıları, 
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dır. 

 

İspat: 

 

(a)  Teorem 4.2.1 de  0=a  alınırsa, 
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olur. (4.1.3) ve (4.1.4) te  0=a  alınırsa ( )kq,0  ve  ( )∞q,0  değerleri 1  e eşit 

olduğundan, 
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bulunur. 
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(b)  Teorem 4.2.1 de  a  yerine 
a
1  ,  x  yerine ax  alınırsa, 
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elde edilir. (4.2.9) dan dolayı, 
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elde edilir. Burada 0=a  alınırsa, 
 

( )( )
( )
( )∑∏

∞

=

−

= ∞

∞=−
0

1

0 ,0
,

,n

n

k n

n
k

q
qx

qq
xq  

 
olur. Diğer taraftan  
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olduğu göz önüne alınırsa, yukarıdaki eşitlik, 
 

( )
( ) ( )∑

∞

=
∞

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

=
−

0

2

,
,

1
n n

n
n

n

qx
qq

xq  

 
şekline dönüşür. Bu ise istenilendir. 

 

(c)  Teorem 4.2.1 de a yerine Nq−  ve  x  yerine xq N  alınırsa, 
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elde edilir. (4.2.10) ve (4.2.11) eşitlikleri yukarıda yerlerine yazılırlarsa, 
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olur. Bu toplamda Nk =  den sonraki terimler sıfır olacağından, 
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elde edilir. Bu ise (c) şıkkının ispatını verir. 

 

(d)  Teorem 4.2.1 de  a  yerine Nq  alınırsa, 
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elde edilir. (4.2.12) ve (4.2.13) eşitlikleri yukarıda göz önüne alınırlarsa, 
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elde edilir. 

 

Sonuç 4.2.2. 

 

Sonuç 4.2.1 in (a) şıkkında x  yerine ( )xq−1  alınırsa, 
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elde edilir. Burada  [ ] ( )
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n
q q
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−
=

1
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!   olduğu dikkate alınırsa, 
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olur. Her iki yanın −→1q  için limiti alınırsa, 
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1
                                       (4.2.14) 

 
elde edilir ki bu ise xe  in bir q-analoğu dur. Benzer şekilde Sonuç 4.2.1 in (b) şıkkında 

x  yerine ( )xq−− 1  alınırsa, 
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elde edilir. Burada   yine [ ] ( )
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!   olduğu kullanılırsa, 
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olur. Her iki yanın −→1q  için limiti alınırsa, 
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elde edilir. (4.2.14) ve (4.2.15)  teki fonksiyonlar aşağıdaki şekilde isimlendirilirler: 
 

( ) ( )( )∞−
=

qxq
xeq ,1

1:  

 
( ) ( )( )∞−−= qxqxEq ,1:  

 
Böylece  xe  üstel fonksiyonunun iki farklı q-analoğu elde edilmiş olur. 

 

4.3  q-İntegrali 

 

İlk önce Thomae 1869 yılında ve daha sonra da Jackson 1910 yılında q-integralini, 
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olarak tanımlamışlardır. Burada xd q  Fermat ölçüsüdür. Jackson ( )∞,0  aralığındaki     

q-integralini de, 
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olarak tanımlamıştır. 
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4.4  q-Gamma ve q-Beta Fonksiyonları 

 

Bu kısımda beta ve gamma fonksiyonlarının q-analogları elde edilecektir. (4.3.1) 

eşitliğinde ( ) ( ) 11 1 −− −= βα xxxf   ve   1=a   alınırsa,  
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olur. Eşitliğin sağ tarafındaki toplam bulunamadığından dolayı, −→1q  iken 

( ) ( ) 11 1 −− −→ βα xxxf q  olacak şekilde ( )xf q  fonksiyonu aranmalıdır. Bunun için 1−αx  

olduğu gibi kalacak ve ( ) 11 −− βx   ifadesi de x  in bir kuvvet serisi olarak yazılacaktır. 

Binom teoreminden, 
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olduğu bilinmektedir.  

Pochhammer sembolünün q-analoğu ise (4.1.12) den dolayı, 
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şeklindedir. Bu durumda  
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dir. q-binom teoreminden ( ) α−− x1  nın q-analoğu, 
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biçimindedir. Buradan ( ) 11 1 −− − βα xx  in q-analoğunu bulmak için (4.4.5) ten, 
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şeklinde verilmişti. Her iki taraf 
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,  ile çarpılır ve (4.1.3), (4.1.4) tanımları 
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elde edilir. Burada x  yerine αq  ve a  yerine de βq  yazılırsa, 
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bulunur. Ayrıca (4.3.1) deki q-integralinin tanımında ( )xf  yerine  
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olup (4.4.7) de yerine yazarsak, 
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elde edilir ki bu bağıntı, 
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eşitliğinin q-genişlemesidir. Şimdi de (4.4.8) in sağ tarafını Γ  fonksiyonu cinsinden 

yazmak için, 
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ifadesinin sağ tarafı ( )∞+ qqn ,1  ile çarpılıp bölünürse, 
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olur. Ayrıca, 
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olduğunda yukarıdaki [ ] !qn  eşitliğinde n  yerine 1−x  alınırsa, 
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elde edilir ki, bu ise gamma fonksiyonunun q-analoğudur. Buradan, 
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elde edilir. Son denklem ile (4.4.8) karşılaştırılırsa, 
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beta fonksiyonunun q-analoğu elde edilir (Andrews et al. 1999). 
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5.  GENELLEŞTİRİLMİŞ HİPERGEOMETRİK VE q-HİPERGEOMETRİK         

      FONKSİYONLAR 
 
 
Bu bölümde hipergeometrik ve q-hipergeometrik fonksiyonların tanımı verilecek ve 

bunların bazı özellikleri elde edilecektir. 

 
Tanım 5.1. iα , iβ  ler ),,1,,,1( rjpi …… ==  reel parametreler ve 1<z  olmak üzere, 

genelleştirilmiş hipergeometrik fonksiyonlar; 
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olarak tanımlanır.  

 

Tanım 5.2. (Srivastava et al. 2000) Genelleştirilmiş q-hipergeometrik fonksiyonları da; 
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şeklinde tanımlanır. Şimdi genelleştirilmiş hipergeometrik fonksiyonlara ait bir özellik 

verilecek ve bu özelliğin q-genişlemesi yapılacaktır. 

 

Teorem 5.1. (Srivastava et al. 2000) Ν∈n  olmak üzere, 
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dir. 
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İspat: Tanım 5.1 den dolayı, 
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dır. ( ) ( )( ) ( )11 −+−+−−=− knnnn k …  ifadesi …,2,1 ++= nnk  için sıfır olduğundan 

toplam, 0=k  dan nk =  e kadar yazılabilir ve k  yerine kn −  yazılırsa, 
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elde edilir. Diğer yandan, 
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olduğundan eşitliğinin sağ tarafı ( ) ( )1−+−+ nkn αα … ile çarpılıp bölünürse, 
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olur ve  
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olup eşitliğin sağ tarafı !k  ile çarpılıp bölünürse, 
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bağıntıları elde edilir. (5.5) ve (5.6) eşitlikleri (5.4) te göz önüne alınır ve gerekli 

düzenlemeler yapılırsa, 
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olur. Sağ tarafta (5.1) tanımı dikkate alınırsa, 
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elde edilir. Bu da ispatı tamamlar. 

(5.3) ile verilen ifadenin aşağıda bir q-genişlemesi verilecektir. 

 

Teorem 5.2. Ν∈n  olmak üzere, 
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İspat: (5.2) den dolayı, 
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 elde edilir. Diğer yandan, 
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olduğundan eşitliğin sağ tarafı  ( ) ( )111 −− −− nkn qq αα …  ile çarpılıp bölünürse, 
 

( ) ( ) ( )( ) ( )
( ) ( ) ( )111

1111,
1

11

−−−
−−−−

=
−−

−−−−

− nknk

nknkn

kn qq
qqqq

αα
ααααα

…
……  

 

              
( )

( ) ( ) ( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−

=
−

−
−

−

α
α

α
α

α
n

n
nk

knk

n

qqqq

q
1

1 111

,

…
 

 

              
( )

( ) ( )

k

nknkkk

n

qqq

q

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=
−−−

,1

,
112

2
1

α
α

α
                                                                     (5.9) 

 
olur ve  
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olup eşitliğin sağ tarafı ( )kqq,  ile çarpılıp bölünürse, 
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bağıntıları elde edilir. (5.9) ve (5.10) eşitlikleri (5.8) de, göz önüne alınırsa, 
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bulunur. Gerekli düzenlemeler yapılırsa, 
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elde edilir. Bu da ispatı tamamlar. 

 

Şimdi de hipergeometrik fonksiyonlar için başka bir özelliğe geçmeden önce gerekli 

olan bir lemmayı verelim.  

 

Lemma 5.1. 

 
                                            ( ) ( ) ( ) ( )kplplk plk +=+ λλλλ                                         (5.11) 
 
dir. 

 

İspat: Pochhammer sembolünün açılımından, 
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elde edilir. Bu da ispatı tamamlar. 

 

Teorem 5.3. (Lee et al. 2000)  { }∞=0nnA   dizisi kompleks sayıların uygun bir dizisi olmak 
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Ayrıca Kummer dönüşümü olarak bilinen, 
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( ) ( )zFezF z −−= ;;;; 1111 γαγγα                                                                                 (5.13) 
 
dönüşümü verilsin. Bu durumda, 
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dir. 

 

İspat:  (5.14) eşitliğinin sol tarafına Λ  denir ve (5.12) eşitliği dikkate alınırsa, 
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olur. Burada (5.11) eşitliği kullanılırsa, 
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bulunur. (5.1) eşitliğinden yukarıdaki eşitlik, 
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şeklinde de yazılabilir. Burada (5.13) eşitliği uygulanırsa, 
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elde edilir. l  yerine k  alınırsa teorem ispatlanır. 

 

(5.12) ile verilen ifadenin bir q-genişlemesini vermeden önce gerekli olan bir lemmayı 

verelim. 

 
Lemma 5.2.   
 
                                           ( ) ( ) ( ) ( )kpl

plpl
k

k qqqqqq ,,,, λλλλ =                                 (5.15) 
 
dir. 
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İspat:  (4.1.3)  eşitliğinden, 
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                           ( ) ( )kpl
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elde edilir. Bu ise istenilendir. 

 

Teorem 5.4.  (Lee et al. 2000) (5.12) ve (5.13) eşitliklerinin q-analogları; 
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şeklinde tanımlansınlar. Bu durumda (5.14) ifadesinin bir q-genişlemesi, 
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şeklindedir. 

 

İspat:  (5.18)  eşitliğinin sol tarafına Λ  denir ve (5.16) eşitliği dikkate alınırsa, 
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olur. Burada (5.15) eşitliği kullanılırsa, 
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bulunur. (5.2) eşitliğinden yukarıdaki eşitlik, 
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şeklinde de yazılabilir. Burada (5.17) eşitliği uygulanırsa, 
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elde edilir. l  yerine  k  alınırsa teorem ispatlanır. 
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6.  GENELLEŞTİRİLMİŞ q-HİPERGEOMETRİK FONKSİYONLAR İÇİN      

      DOĞURUCU FONKSİYONLAR 
 
Bu kısımda öncelikle Laguerre polinomlarının hipergeometrik fonksiyonlar cinsinden 

tanımı verilecek ve bu polinomlar için bir doğurucu fonksiyon elde edilecektir. Daha 

sonra genelleştirilmiş q-hipergeometrik fonksiyonlar için iki doğurucu fonksiyon 

verilecektir. 

 

Tanım 6.1.  (Lee et al. 2000)  
 
α  basamak ve Ν∈n  olmak üzere, Laguerre polinomları; 
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şeklinde tanımlanır. 

 

Lemma 6.1.   
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İspat: (6.2) eşitliğinin sol tarafı, 
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dir. Eşitliğin sağ tarafı ( )( ) ααα …21 +−+− kk   ile çarpılıp bölünür ve gerekli 

düzenlemeler yapılırsa, 
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bulunur. Eşitliğin sağ tarafında gerekli sadeleştirmeler yapılır ve ( ) j1+α  ile çarpılıp 

bölünürse, 
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elde edilir. Bu da ispatı tamamlar. 

 

Teorem 6.1.  (Lee et al. 2000)  

 
( ) ( )xL k
n
−α  Laguerre polinomları için bir doğurucu fonksiyon; 
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dir. 

 

İspat:  (6.3) eşitliğinin sol tarafına ( )tx,Δ  denir ve (6.1) tanımı dikkate alınırsa, 
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dir. Burada ( ) jn−  ifadesi  …,2,1 ++= nnj   için sıfır olduğundan toplam, 0=j   dan 

nj =  e kadar yazılabilir. Ayrıca  (6.2) eşitliği yukarıda kullanılır ve düzenlenirse, 



                                                                           53

( ) ( )
( )

( )∑ ∑
=

∞

=
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −−
+

−
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
=Δ

n

j k

kk
j

j

j t
k

j
j

xn
n

n
tx

0 0 !!1
,

α
α

α
 

 

olur. 
( )

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −−∑
∞

=0 !k

kk t
k

jα
 ifadesi yerine Binom Teoreminden eşiti yazılırsa, 
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elde edilir. Bu ise ispatı tamamlar. 

 
Şimdi genelleştirilmiş q-hipergeometrik fonksiyonlar için bir doğurucu fonksiyonu elde 

etmeden önce ispatında kullanılacak lemmalar verilecektir. 

 

Lemma 6.2. 
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İspat: (4.1.3) eşitliğinden, 
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elde edilir. Bu ise istenilendir. 

 

Teorem 6.2.  1+Φ sr   genelleştirilmiş q-hipergeometrik fonksiyonlar için bir doğurucu 

fonksiyon; 
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{ } 1,max <qt     dir.                                  (6.5)  
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İspat: (6.5) eşitliğinin sol tarafına ( )tz,Δ  denir ve Tanım 5.2 dikkate alınırsa, 
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olur. Burada (6.4) eşitliği kullanılırsa, 
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elde edilir. Bu da ispatı tamamlar.  

q-hipergeometrik fonksiyonlar için başka bir doğurucu fonksiyonu vermeden önce 

gerekli olan lemmaları verelim. 
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Lemma 6.3.  

 
                                             ( ) ( ) ( )kn

nkn qqqq ,,, λλλ =+                                               (6.6) 
dir. 

 

İspat: (4.1.3) eşitliğinden, 

 
( ) ( ) ( )( ) ( )11 1111, −+−

+ −−−−= knnn
kn qqqq λλλλλ ……  

 
              ( ) ( )kn

n qqq ,, λλ=  
 
elde edilir ki bu ise istenilendir. 

 

Lemma 6.4. 
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k
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−−− −
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1
2
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                                                     (6.7) 

 
dir. 

 

İspat: (4.1.3) eşitliğinden, 
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,
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elde edilir. Bu da ispatı tamamlar. 
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Lemma 6.5. 

 

                                                 ( ) ( )
( ) k

k

qt
qtqtq

2

2

,
,,

λ
λ

λ ∞
∞ =                                                  (6.8) 

 
dır. 

 

İspat: (4.1.4) eşitliğinden, 

 
( ) ( )( )…1222 11, +

∞ −−= kkk tqtqqtq λλλ  
 
dir. Bu eşitliğin sağ tarafı ( ) ( )1211 −−− ktqt λλ …  ile çarpılıp bölünürse, 
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111, −
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tqtqtqtq
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( )
( ) kqt

qt

2,
,

λ
λ ∞=  

 
elde edilir. Bu ise istenilendir. 

 

Lemma 6.6. 

 
                    ( ) ( ) ( ) ( ) ( )kkkkk qqqqqqq ,,,,, 2 λλλλλ −−=                                    (6.9) 
 
dir. 

 

İspat: (4.1.3) eşitliğinden, 

 
( ) ( )( ) ( )( )1222

2 1111, −− −−−−= kk
k qqqq λλλλλ …  

 
( )( )( )( ) ( )( )( )( )1111 11111111 −−−− +−+−+−+−= kkkk qqqqqqqq λλλλλλλλ …  

 
( ) ( )( ) ( )( ) ( )111 111111 −−− −−++−−= kkk qqqqq λλλλλλ ………  

 
                                                                            ( ) ( )111 −++× kqqq λλ …  
 
( ) ( ) ( ) ( )kkkk qqqqqq ,,,, λλλλ −−=  
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elde edilir. Bu da ispatı tamamlar. 

 

Teorem 6.3. sr Φ+2   genelleştirilmiş q-hipergeometrik fonksiyonlar için bir doğurucu 

fonksiyon; 
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s
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                     (6.10) 

 
dir. Burada  { } 1,max <qz   dir. 

 

İspat: (6.10) eşitliğinin sol tarafına ( )tz,Δ  denir ve (5.2) tanımı dikkate alınırsa, 
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dir. Burada  ( )kn qq ,−  ifadesi …,2,1 ++= nnk  için sıfır olduğundan toplam, 0=k  dan 

nk =  e kadar yazılabilir. Ayrıca  (6.6) ve (6.7) eşitlikleri yukarıda kullanılır ve 

düzenlenirse, 
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olur. (2.5) eşitliğinden yararlanılarak  n  yerine kn +  yazılırsa, 
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bulunur. (6.6) eşitliği kullanılarak ( ) ( ) ( )nk
kkn qqqq ,,, 2

22 λλλ =+  eşitliği yukarıda yerine 

yazılırsa, 
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yazılabilir.  
( )
( )

n

n n

n
k

t
qq

qq∑
∞

=0

2

,
,λ

  ifadesi yerine q-binom teoreminden eşiti yazılırsa, 
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elde edilir. Burada (6.8) eşitliği kullanılır ve düzenlenirse, 
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bulunur. (6.9) eşitliğinden dolayı, 
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elde edilir. Başka bir ifadeyle, 
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bulunur. Bu ise ispatı tamamlar. 
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7.  q-JACOBİ POLİNOMLARI İÇİN BİR DOĞURUCU FONKSİYON 
 
 
Tanım 7.1. 1−>α  ,  1−>β   ve 11 ≤≤− x  olmak üzere, 

Jacobi Polinomları, 
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βαβα    , …,2,1,0=n                               (7.1) 

 
olarak tanımlanırlar. 

 

Tanım 7.2. q-Jacobi polinomları ise, 
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şeklinde tanımlanırlar. Burada 12Φ   (5.2) ile tanımlanan q-hipergeometrik 

fonksiyondur. 

 

Teorem 7.1.  ( ) ( )qxqP n
n ,,βα   q-Jacobi polinomları için bir doğurucu fonksiyon, 
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dır. 

 

İspat:  Teorem 6.3 te qqsr αβλαβ ===−= ,,01 1   ve  xqz =   alınırsa, 
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elde edilir. Eşitliğin sol tarafı ( )nqq,α  ile çarpılıp bölünür ve (7.2) eşitliği kullanılırsa 

ispat tamamlanır. 
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