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OZET
Yiiksek Lisans Tezi
POPULASYON MODELLERI VE UYGULAMALARI

Burcu SUTCU

Ankara Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisi

Matematik Anabilim Dali

Danisman: Yrd. Dog. Dr. Nuri OZALP

Bu tez ii¢ boliimden olugsmaktadir.

Birinci boliim temel kavramlara ayrilmistir. Genel lojistik modelin olusturulmas: ve

kararlilik durumlari tek ve iki tiir i¢in ayrintili olarak incelenmistir.

Ikinci boliimde, iki tiir lojistik model yapisinin, ¢ok dil konusan toplumlarda dominant
dil ve ikinci dil kullanim iligkisi ve karsilikli etkilesimleri incelenmis olup, ayrica bu
modelin kararlilig1 incelenmistir.

Ucgiincii boliimde ise ayn1 tip modeller iki ve iig kiiltiirlii toplumlara uygulanmistir.

Subat 2008, 50 sayfa

Anahtar Kelimeler: Lojistik model, tek-dil ¢ok dil yapisi, tek-kiiltiir cok-kiiltiir yapisi,

kararlilik analizi.
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POPULATION MODELS AND THEIR APPLICATIONS
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Department of Mathematics

Supervisor: Asst. Prof. Dr. Nuri OZALP

This thesis consists of three chapters.

The first chapter is for inroductory. Construction of general lojistic model and the

stability analysis for single and two-species models are investigated.

In the second chapter, the structure of two-species lojistic model is studied on the
relation and interaction between unilingual and bilingual population in the multilingual

society.

In the third chapter, same type of models is applied respectively to the populations

having two and three culture groups.
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1. NUFUS DINAMIKLERi
1.1 Giris

Matematik, biyolojik bilimlerde, fiziksel bilimlerde oldugu kadar basarili degildir. Bitki
ve hayvanlar birlesik ve bir¢cok karmasik bilesenden olusmaktadir. Newton yasasi gibi
bir biyolojik yasa yok gibi goriinmektedir. Bu nedenle bilim diinyas1 biyolojide neden-
etki iligkisini anlamaktan uzaktir. Dahasi, bir¢ok hayvan tiirii hareket segme yetenegine
sahip olup, drnegin bir sarkagtaki gibi kurallara bagli degildir. Bu nedenlerle gelistirilen

matematiksel modeller ¢ok duyarl olmamaktadir.

1.2 Tek Tiir Modeli

Bir tiiriin niifus artis modelini formiillestirmek icin Oncelikle niifusu etkileyen
faktorlere karar vermemiz gerekir. Bir ¢ok durumda, ¢ok sayidaki bir tiir i¢in niifusa

zamanin siirekli fonksiyonu olarak yaklagsmak kabul edilebilirdir.

Kabul edelimki P (t), bir tiiriin t zamanindaki niifusu ve b (>0) de her bir birey icin

sabit dogum oram1 olsun. Yalin bir dogum olayl, niifusun tamamen denk
organizmalardan olustugunu, ve Oliimsiiz olarak b oraninda iiredigini kabul eder.

Matematiksel olarak bu,

b:ld—P yani d—P:bP
P dt dt

demektir. Benzer sekilde, yalin bir 6liim olay1 da hi¢ bir dogum olmaksizin, her bir

bireyin ayni pozitif ¢ 6liim oranina sahip oldugunu kabul eder. Bu ise,

1( de . dP
C:E —— | yani — =—CP

anlamina gelir. Boylece sabit dogum ve 6liim oranli bir niifus modeli



a®_ (b-c)P
dt
denklemi ile ifade edilebilir. Buradan, a =b—c (sabit) ve baslangi¢ niifusu P, olmak

uzere

aw =aP
dt

(1.1)
P(0)=P,

baslangi¢ deger problemi elde edilir. (1.1) denklemini ¢ozersek,

In|P|=at+k (k integral sabiti)

= P =exp(at +k)
olup, baglangi¢ kosulu kullanilirsa

— oo, (t — o0); egera >0 ise,
P(t) =R exp(at) =<=F, ;egera=0 ise,
—0,(t > o) ;egera<0 ise

bulunur.

P a>0

P a=()

a<()

t

Sekil 1.1 Niifus modeli P = P,e™



Bu model, kisa zaman araliklarinda gergekci olabilir. Dikkat edilirse, savas, gog,
dogum ve oOliim oranlarindaki degisimler gibi Onemli faktorler burada gozardi

edilmistir.

Temel olarak, eger niifus yeterince biiylirse, tiirlin ¢evresi ve diger tiirlerle olan iligkileri
de devreye girer. Yiyecek kitli§1 bu durumda niifusun biiyiimesini engeller. Yiyecek
kaynaklar1 arttirilsa bile, yine de niifus yogunlugu arttik¢a biiylime orani yok olur.
Boylece, yogunluk (kalabaliklik) yiyecek kaynaklarmin kisitlanmasi ile ayni etkiyi

dogurur.

Genel olarak R(t) biiyiime oran1 R(P)=(I/P)dP/dt) yani

dP

i PR(P)
ile verilir. Burada, niifusun yeterince biiylik oldugunu ve bdylece zamanin siirekli bir
fonksiyonu oldugunu kabul ediyoruz. Bu nedenle cok kiiciik P degerli R(P) ile
ilgilenmiyoruz. Normal diizeydeki niifuslar icin, biliylime tiirlin toplam c¢evresinden
sadece cok kiigiik kisitlamalar ile olusur; P yok olurken R(P) cevre etkisi olmaksizin
bliylime oranina yaklasmaktadir. P artarken R(P) azalir. Daha biiyiik niifuslar icin
R(P) negatiftir, yani dogumdan ¢ok 6liim vardir. R(P)’nin stirekli oldugunu kabul

edersek, bu durumda biiyiime oraninin sifir oldugu bir niifus var olmalidir.

Niifus problemine bir dogrusal yaklasim, 1838 yilinda Belgikali matematikg¢i Pierre F.
Verhulst’in insan niifusu icin 6nerdigi ve lojistik Verhulst-Pearl denklemi olarak

bilinen



denklemidir. Verhulst’in elinde o devirde yeterince veri bulunmadigi i¢in bu modelin
duyarliligimi tam olarak test edememistir. Fakat model daha sonra 1930 yilinda Pearl
tarafindan meyve sinegi niifusuna ve 1935’de G. F. Gause tarafindan hamam bocegi
niifusuna uygulanmis olup, elde edilen deneysel duyarlilik nedeni ile ilgi ¢ekmeye
baslamistir. Bu modelde, r ve s sirasi ile ¢evre etkisiz biiylime orani ve artan niifus
yogunlugu etkisine karsilik gelen pozitif sabitlerdir. Biiylime oraninin sifir oldugu
niifusa denge niifusu denir. Lojistik denklem i¢in bu, P =0 (ki bu durum bizim i¢in ilgi
cekici degildir) veya r—sP =0 yani P=r/s durumunda olusur. Sonraki durum,
cevrenin alabilecegi en genis niifus durumu olup, ¢evre tasima kapasitesi olarak

adlandirilir.

Lojistik denklem otonomdur, yani zamana agikga bagli degildir. Simdi dP/dt’yi P *nin

fonksiyonu olarak ¢izersek P eksenini 0 ve r/s de kesen bir parabol elde ederiz.

dP
dt

25
\ P

Sekil 1.2 Lojistik denklemin faz diizlemi

Oklar ¢oziimiin zamanla nasil degistigini gostermektedir. r/s den daha az niifus igin
dP/dt >0 yani P artandir. r/s den daha biiyiik niifus i¢in dP/dt <0 yani P

azalandir. Her iki durumda da, P’nin asla tagima kapasitesine ulasamadig1 gosterilebilir.

Tasima kapasitesi bazen doygunluk diizeyi olarak da adlandirilir.
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-

Sekil 1.3 Lojistik biiylime modeli
Tammm 1. Eger zamana bagli bir denklemin, denge noktasina yakin tiim baslangic
kosullar1 i¢in ¢éziimii de denge noktasina yakin kaliyorsa, denge ¢oziimi kararhidir
denir.

Simdi, denge niifusunun kararli oldugunu gosteren iki farkli yontem verelim:

Yontem 1. Faz diizlem egrisine denge niifusunun komsulugunda

dogrusu ile yaklagalim. Burada m egimi P =r/s noktasinda negatiftir. Bu lineer

diferensiyel denklemin bir integral carpan1 e ™ olup, bdylece

%(e‘”“P(t))z —%e‘“‘t

ve buradan da

e " P(r)]} = ge””




olur. P(0)=P, (r/s ye yakin) kabul edelim. Bu durumda
e ™P(t)-P, =—(e™-1)P

veya

elde edilir. m<0oldugundan, t— o0 igin P — r/s dir. Goriildiigii gibi P asla sonlu
zamanda r/s ye ulasamaz. Ayrica P, baslangi¢ kosulu denge noktasia yakin oldugu

icin dengeden sapma sifira yaklasir. Bu ise denge noktasinin kararli olmas1 demektir.

Yontem 2. Pertlirbasyon yontemi kullanarak,

P="1eP
S

diyelim. Burada, &P, dengeden sapmay: gostermektedir. & kiiglik bir parametre ve

A 0) dir. Lojistik denklemden
S

r/

|eR|<<r/s (Yani lim,,,

g%z(%hﬁ%j(r—r—esﬂ)

yani

£=_8R££+6‘Rj
dt S

olup, &P, ¢ok kii¢iik oldugundan, lineer olmayan terimi iptal edebiliriz. Boylece,



ﬁz_rpl
dt

elde ederiz. Bu denklem ise degiskenlerine ayrilabilir olup, ¢6zimii
P (t)=Ce™ (<P(0)
dir. C sabit oldugundan bu, denge niifusunun kararli olmasi1 demektir.
Yontem 1 deki azalma sabiti m, P =r/s noktasinda faz diizleminin egimidir. Yani

d
m= d_P(P(r - SP)X P=r/s — r—2sP P=r/s — —r

olup, buise Yontem 2 dekinin aynidir.

Simdi lojistik denklemi P(O) = P, baslangi¢ kosulu altinda ¢6zelim.

dpP

—— =0t
P(r-sP)

den,

1(1— S de:dt
rP r-sbP

olup, her iki tarafin integralini alirsak

%(ln|P|—ln|r—sP|)=t+c

veya



lln
r

=t+cC

r—-sP

elde ederiz. P(0)= P, baslangi¢ kosulunu kullanirsak,

P
lln P =t+lln 0
r|jr—s r |r—spk,
ya da
Plr—sk| .
P, | r—sP

buluruz. t sonsuz oldugunda denge niifusuna ulasildigindan yani lim, , r— SP(t) =0

oldugundan, (r —sP,)/ (r —sP) oranimin isareti pozitiftir. O halde

P r —sk, ot
P, r—sP

ve buradan

P(r —sP, + sPOe”): P,re"

rt
- p_ Pre t
(r -k, +sP,e’ )
r/s r
= P=——+— > (t—>oo)
r —sk, S
1+ rt
sP,e

elde ederiz.
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Sekil 1.4 Lojistik egri

Bir kiiltiirdeki mayanin biiyiimesi lojistik egriye oldukca uymaktadir. Lojistik model ii¢

sabit icerir. I,s ve P,. Boylece bir modeli test etmek i¢in {i¢ bilinen kosula gereksinim
vardir. Ornegin, ii¢ farkli zamanda P(t,)=P,, P(t)=P, P(t,)=P, degerleri

verilebilir. Bu model asagidakiler g6z oniine alinarak yenilenebilir:

o lineer olmayan (6rnegin polinom tipi) bilyiime orani

. g0¢ (i¢ veya dis)

. 6liim, dogum

o ekonomik refah
o savas

. bunalim v.s.

1.3 Iki Tiir Ekolojik Modeli

Lojistik biiylime modelinde, bir tiiriin bliylimesi gidadaki (ki bu muhtemelen bir baska
tir olabilir) sonluluk nedeni ile sinirhidir. Buna bir 6rnek olarak geyik ve yedigi

otlardan olusan bir ekosistem diisiiniilebilir.

Simdi dikkatimizi zamani diigsiinmeksizin, deterministik matematiksel modellere

verelim. P, ve P, niifuslu, iki tiirden olusan kiigiik bir ekosistemi goz Oniine alalim.



Her bir tiirtin degisim oraninin sadece tiirlerin niifusuna bagimli oldugunu kabul

edelim. O halde, matematiksel modelimiz,

dpP,

E:g(Plapz) (1.2)
dp, _
T f(R,P,) (1.3)

seklindedir.

Genel olarak bir tiiriin etkisi, diger tiirlin niifusunu artirmak veya azaltmak seklindedir.
Boylece iki tiir arasinda dort tip etkilesim olusur. Bunlar1 dort sembol kiimesi ile
gosterirsek; +-, ++, --; -+ durumlarina sahip oluruz. Fakat, simetriden dolay1 +- ve -+
ayn1 olup, boylece iki tiir arasindaki etkilesim durumu ii¢ farkli tipten biridir: Eger her
iki niifus birbirinin niifusunu artirtyorsa (++) etkilesimine sahibiz. Bu durumdaki
ekolojik etkilesime ortaklik denir. Eger her iki niifus birbirinin niifusunu azaltiyorsa (--)
etkilesimi olur. Bu durumdaki ekolojik etkilesime yarisma (rekabet) denir. Ornegin her
iki tiirlin de ayn1 yiyecek kaynagini kullandigi etkilesim bir yarigmadir. Kopek baliklar
ve beslendikleri kiigiik baliklardan olusan bir ekosistemde oldugu gibi, eger bir tiir
diger tiirii azaltiyorsa, bu tip etkilesim de (+-) veya (-+) etkilesimi olup, av-avci
etkilesimi adin1 alir. Bu tip bir etkilesimde, avin varlig1 aveinin ¢ogalmasini saglar ki bu

durumda da avcinin varligi tehlikeye girer.
Iki tiir i¢in verilen (1.2)-(1.3) modelinde, eger higbir tiirlin dis giicii yoksa bu durumda
9(0,P,)=0 ve f(P,0)=0

olur. (1.2)-(1.3) sisteminin faz diizlem denklemi,

= g (1.4)

10



iki-niifus ekosisteminin fazlar1 olarak adlandirilir. Bu denklemin ¢6ziimii niifuslarin

yoriingelerini verir.

g(P,P,) ve f(P,P,) zamana agik olarak bagh olmadiklarindan, denk. (1.2)-(1.3) ile

verilen model otonomdur. Niifuslarin etkilesimini ¢alismak icin ya (1.2)-(1.3) i ya da
denklem (1.4) i analiz etmek gerekir. Cogu zaman her ikisinin de acik bir ¢oziimiinii

bulmak miimkiin degildir.

Denge niifusu, her iki niifusun da zamanla degismedigi niifustur. Bu durumda, her iki

niifusun dogumlar1 ve Sliimleri dengede (esit) olmak zorundadir. (P,,P,,) nin bir

denge niifusunu gosterdigini kabul edelim. Bu durumda, matematiksel olarak

f(Pe,Py)=0 (1.5)

9(Pes Py )=0 (1.6)

demektir. Denge durumunda, dP,/dP, belirsizdir. Boylece, (P,,P,,) noktas: faz

diizlem denkleminin bir aykir1 (tekil) noktasidir. Yani, faz diizlem denkleminin bir

aykir1 noktasi, zamana bagimli (1.2)-(1.3) sisteminin bir denge noktasidir.

Denge noktast bulundugunda, ikinci soru bu niifusun kararli olup olmadigidir. Bunun
i¢cin, eger her iki niifus da denge niifuslarina yakin ise, zaman i¢inde ne olacagini

aragtirmak icin dogrusal kararlilik (lineer stabilite) analizi yapabiliriz. O halde,

Pl(t):Ple_'_‘c’Pll(t)
P, (t) =P, +&P,, (t)

kabul edelim. Burada, &, O<|g| << 1 olacak sekilde yeterince kiiclik bir sayi, ve

&P, (t) ve &P, (t) ise denge niifuslarindan sapmalari gostermektedir. Bu esitlikleri

(1.2)-(1.3) sisteminde yerlerine yazarsak

11



E——= g(Ple +‘C"Pn(t)’ Pe +‘C"F)Zl(t))

= f(Ple +8P11(t)7 P +‘C'P21(t)>

elde ederiz. Iki degiskenli fonksiyonlar icin g ve f nin Taylor agilimini yaparsak

dp,, (t o9(P., P, ag(P,,P,,
R o) 0 0P i 0 e) s of)

dP21 (t) _ of (Ple > PZe) of (Plea PZe) 2
¢ dt _f(Ple9P2e)+‘c’Pll(t) oP, +5P21(t)—apz +O(8)

olur. (1.6) ve (1.5) degerlerini kullanip, O(ez) terimini goz ard1 edersek

dP,(t) ag(P,.P, o9 (PP,
101"( ) _ 9(61; ) )p”(t)Jr%pﬂ(t) (1.7)
1 2
dp, (t) af (P,,P, of (P, P,
3'[( ): (alle:) 2 )Pn( )+%pﬂ(t) (1.8)
1 2

denklemlerini elde ederiz ki bu birinci basamaktan bir lineer denklem sistemidir ve

¢Oziimii denge noktasi komsulugunda tiirlerin davranisini verir.

Sistem (1.7)-(1.8) daha basit bir gosterimle

dx
— =ax+b 1.9
” y (1.9)
dy
—~ =cx+d 1.10
ot y (1.10)

seklinde yazilabilir. Burada, a,b,c,d sabitler X ve y de denge noktasindan sapma

olarak alinabilir. Eger c=0 ise (1.10) denklemi Y i¢in ¢oziilebilir olup, ¢6zliimii

12



y(t)=ke", (k, sabit)

olur. Bunu (1.9) da yerine yazarsak, X(t) ye gore bir lineer denklem elde ederiz ki bu

denklemin ¢6ziimii de

k,e* + bk, e" d=za .
x(t)= d-a (k, sabit)

k,e* +kbte*, d=a

seklinde bulunabilir. ¢ # 0 kabul edip, (1.10) denkleminde tiirev alinirsa,

2
dzy:Cdx+ddy
dt dt dt

dy
=clax+bhy)+d—=
(ax +by) "

olup, (1.9) denkleminde cx = dy/dt—d.y oldugundan,

d?y (dy j dy
=al ——d.y [+bcy+d—
at? a0 I

veya diizenlenirse,

d’y
dt?

—(a+d)%+(ad—bc)y:0 (1.11)

sabit katsayili denklemi elde edilir. Bu denklemin y =e" seklinde ¢oziimii aranirsa,

karakteristik denklemi
r’—(a+d)r+(ad -bc)=0

olup, bunun kokleri ise

13



Ca+d+/(a+d)’ —4(ad —hbc)
- 2

1,2

olarak bulunur. Simdi koklerin durumlarina gore ¢éziimleri inceleyelim:
Durum 1. 1, ve I, reel ve I, #1,
(1.11) denkleminin genel ¢oziimii
y(t)=k,e™ +k,e™, (k,,k, isteksel sabitler) (1.12)

olup, (1.10) esitliginden,

x(t) = %(d_y_ d.y}

dt

- %(k;le“t +k,r,e™ —dk,e" - dk4er2t)

veya diizenlenirse,

X(t)= k3(rlc_d)em n k4(r2C_d)er2t (1‘13)

elde edilir. O halde (1.12) ve (1.13) t — o i¢in

(x(t). y(t) > {(O’O)’ (1, <0)

Xy — de bir nokta, (bir kok < 0, diger kok =0)

olur.
Durum2. 1, =1,.

Bu durumda (1.11) denkleminin genel ¢6ziimii
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y(t)=k,e™ +k,te™, (ky,k, isteksel sabitler)

olup,

dt

x(t) = %(d_y_ d.y}

1
= E(k3r1e”t +k,rte™ +k,e" —dk,e™ —dk,te" )

veya diizenlenirse

(t) = k3(r1C—d)em +wem

elde edilir. Boylece, t — o i¢in

(x(t) y(t)p{(@ox (r, <0)

o —da bir nokta, (r,=0)
sonucunu verir.
Durum 3. Kompleks eslenik kokler: r, =a +if, r,=a—if
Bu durumda (1.11) denkleminin genel ¢6ziimii
y(t) = k,e™ cos Bt + k,e* sin it

olup,
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“cldt

x(t)—l(ﬂ_d.yj

= %[k3eat (a cos Bt — Bsin pt)+ k,e* (asin St + S cos ft)— dk,e™ cos At —dk ,e* sin ﬂt]
ve diizenlenirse,

eat k eat
4

X(t) = k3c (a cos St — fsin St —d cos ,Ht)+ (a sin St + fcos St —dsin ﬂt)

bulunur. Buradan, t — o i¢in

(x(t).y(t) - (0.0). («<0)
elde edilir.
Yukaridaki durumlar1 gz oniine alarak asagidaki sonuclari elde ederiz:
Bir denge ¢oziimii,

(@) kararhdir eger her iki kokiin reel kisimlar1 negatif ise,

(ii)  etkisiz kararhdir (yani ¢6ziim t — o i¢in bir denge noktasina yaklasmaz),
eger her iki kok sifir degilse, ve bir kokiin reel kismu sifir ve digeri kiigiik veya esit sifir
ise (Durum 1 ve 3),

(iii)  cebirsel kararsizdir (yani ¢6ziim t nin bir cebirsel kuvveti ile biiylir) eger her
iki kok de sifir ise (Durum 2, dengenin etkisiz kararh oldugu a=b=c=d=0 harig),

(iv)  Kkararsizdir eger bir kokiin reel kismi pozitif ise.

Bu veriler 1s181nda asagidaki tabloyu olusturabiliriz:

_a+d+4(a+d) —4(ad —bc)
- 2

r
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ifadesinde p=a+d, g=ad-bc, A= p*>—4q olsun (Ozalp 2006).

Sekil 1.5 Kararhlik diyagrami

17

DURUM KOKLER KARARLILIK
I Sl Reel ve farkh
Alg=10 ayni lzaret
la) p =0 her 1kisi de + Iararsiz
(b)) p =0 her 1kisi de - Kararh
B g= bir kék sifir
la) p =0 diger kik + Kararsiz
(b} p =0 diger kék - Etkisiz kararh
C.lg=10 zit igaretler Kararsiz
. | & =0 Reel ve esit
Alp=0 her ikisi de + IKararsiz
E |p=
| (a)en az bir
a.beod=0 | herikis de sifir Cebirsel kararaiz
(b) . b.c.d =0 | her 1kis1 de sifir Etkizsiz kararh
C.|lp=<0 her 1kisi de - Kararl
Ir. | A <0 Karmagik eglenik
Alp=0 reel kisim 4+ Kararsiz
BE |p=10 reel kisim sifir Etkisiz kararh
C.lp=20 ree] kisim - Kararh
E pl=4g
\ k f
Kararly, I K{grarsm
B =/
Etlisiz kararly |~
Karasiz Kararsie p
(x=0,y=0)
p=atd denge nifusunun kararlilig:
drai SR {E:ax+by, d—y:cx+dy}
T pz _4@' efi cdi




2. COK DILLi NUFUSA UYGULAMA

2.1 Giris

Bir topluluk iginde tek dil kullanimi ve iki dil kullanimi arasindaki etkilesimi

arastirmak niifus dinamiginde oldukga ilgi ¢ekici bir calisma konusudur.

Diinyadaki hemen hemen her iilkede; bir azinlik dilinin azalis1 ve olast yok olusu
dikkate deger bir endise yaratan bir sorun olabilir. Kanada’da Fransizca, Amerika
Birlesik Devletleri’nde Ispanyolca, Galler’de Galler dili, Tiirkiye’de Kiirtce, Kenya’da
Swahili, v.s. dillerin tehdit altinda olmasi demek, kendilerini bu dillerle belirleyen
insanlarin kimliklerinin de tehlike altinda oldugu hissini dogurmaktadir. Belirli bir dilin
devamliligi ve biiyimesi, Kanada’da, Amerika’nin belli bolgelerinde ve diger bir¢ok
tilkede goriildiigii gibi ciddi bir politik sorun olabilir (Fishman 1978, Wagner 1981,
Bourhis 1984, Wardhough 1987).

Belirli bir dilin zenginlesip biiylidiigiinii veya azalip en sonunda yok oldugunu
belirleyebilen bir¢ok faktdr vardir (Wardhough 1987). Fakat, bir dilin biiylimesindeki
temel faktor, dili konusmay1 terk eden kisi sayisinin, dili konusmaya baslayan kisi

sayisindan az kalmasidir.

Bu calismada, basit bir yapida, sadece iki dil grubu arasindaki iligkinin dinamikleri
modellenecektir. Soyle ki, kapali bir yorede iki dil konusan popiilasyonun tek dil
konusan popiilasyonla etkilestigi durumu gdz éniine alacagiz. Ornegin Kanada’da ve
Amerika’da, sadece Ingilizce konusan bir niifusun, Ingilizce ve Fransizca veya
Ingilizce ve Almanca veya Ingilizce ve Ispanyolca veya Ingilizce ve Italyanca veya
Ingilizce ve diger baz1 dillerde iki dili konusan ikinci bir popiilasyonun oldugu sayisiz
topluluk vardir. Ingilizce konusan bir iilkede cocuklarin ingilizce’de akici olmasi igin
dikkate deger bir baskinin oldugu ¢ok iyi bilinir. Cogunlukla Ingilizce firsat dili olarak

goriiliir. Sonug olarak azinlik dili hayatta kalmak i¢in ¢aba i¢inde olabilir.
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Baggs and Freedman (1990)’da, ikinci dili 6grenme oranini belirleyen dinamikler
tizerinde lojistik biiylime ve ¢ok 6zel kabuller kullanilarak, bir niifusun tek dil ve iki dil
bilesenleri arasinda bir model {izerinde caligilmistir. Bir popiilasyon icin bdyle biiylime
dinamikleri yaygin bir sekilde kullanildigindan lojistik biiylime kabulii hi¢bir sorun
yaratmamaktadir. Bu ¢aligsmada, lojistigi 6zel bir durum olarak igeren daha genel bir

bliylime yasasi kullanilmakta olup bu, analizleri etkilememektedir.

Baggs and Freedman (1990)’da ele alinan modeller diger bazi yonlerden elestirilebilir.
Bunlarin bir tanesi ikinci dili 6grenmeye gotiiren dinamiklerin bilinmedigidir. Bdylece,
bu dinamikleri temsil eden 6zel fonksiyonlar dogru olmayabilir. Bu nedenle, bu

modelde daha genel bir fonksiyon kullanilacaktir.

Baggs and Freedman (1990)’daki modeller ile ilgili ikinci bir elestiri; tiim durumlarda,
asikar olmayan periyodik ¢dziimlerin olabilirliginin elimine edilememesidir. Planlama
amaglart agisindan son niifus oranlarinin tahmin edilebilirligi 6nemlidir. Bu,
matematiksel olarak ¢oziimlerin bir kararli denge durumuna yaklasildigi bir model
sinifina sahip olmanin istenmesi anlamina gelir. Boyle bir model sinifin1 tanimlamak bu

calismanin ana amacindan birisi olacaktir.

Asagida ilk olarak modeller ve denge noktalar1 agiklanacaktir. 3. kesimde ise arzu

edilen asikar dinamikler i¢in kriterler elde edilecektir.

2.2 Modeller ve Esitlikler

X (t) ve X,(t) sirasiyla t zamaninda, toplulukta, tek dil ve iki dil konusan popiilasyon

sayisini belirtsin. Bu durumda biliylime ve etkilesimlerinin modeli olarak asagidaki

otonom adi diferensiyel denklem sistemi Onerilebilir:

Xl(t): Bl(xl )_ Dl(xl)_xlxz f(Xl,X2)+ Ple(Xz)

Xz(t):Psz(Xz)_Dz(X2)+X1X2f(X1’X2)a @D
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Burada,

dir. Bu modelin ¢esitli elemanlarinin agiklamalar1 ve kabulleri asagida verilmektedir.
Fakat oncelikli olarak t >0 i¢in (2.1)’in ¢oziimleri var, tek ve siirekli olsun diye tiim

fonksiyonlarin yeterli sekilde piiriizsiiz oldugunu kabul edelim.

B/(x) ve D (x,) swastyla X,’nin dogum ve oliim oranlaridir. Varsayiyoruz ki

(Freedman and Waltman (1978), Freedman and Gopalsamy (1986)),

(H1):B,(0)=D,(0)=0, B,(x;)>0 ve D,(x;)>0, x, >0 igin,

4 ’

B (0)>D, (0). 3 K, >0 5 B,(K,)=D,(K,). B(K)<D, (K,)

Farkli dil gruplari i¢in farkli K; (tasima kapasitesi) ele almak farkli kiiltiirel alt yapilarin

olabilirligini gostermektedir.

(H 1) kabulleri altinda,
% =B(x)-D(x), x(0)>0

¢oziimlerinin t — oo igin K ya yaklastigi, B(x(t — 7)), B(x(t))’nin yerine gegse bile,
asikardir. (Freedman and Gopalsamy (1986)).

f(Xl,Xz), tek dil konusan niifusun, ikinci dili 6grenme oraniyla iligkilendirilen bir
fonksiyondur. Niifus artarken, toplumda sosyallesmek i¢in iki dilli olma gereksinimi
yok olacagindan, f(xl,xz) nin azalan bir fonksiyon oldugunu beklemek uygundur.

Fakat matematiksel amaglar i¢in boyle bir kabul gerekli degildir. Bu asamada, tek

ihtiyacimiz,
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(H2): x,%,>0 i¢in f (x,%,)>0

kabuliinii yapmaktir.

Son olarak P, 0<P, <1, iki dil konusan ailede dogan ¢ocuklarin, tek dil konusan

niifusa katilacaklarinin ortalama olasiligidir. Boylece, P, =1—-P, dir.

Baggs and Freedman (1990)’da,

Bi(xi): Bixi, D (Xi): Dix; + LiXi2 (boylece K; = (Bi - D, )/Li ),

f(xl,xz):a(1+xl)_l

alinmis olup, Baggs and Freedman (1990)’daki model, boylece (2.1) modelleri

tarafindan icerilmektedir.

(2.1) sistemi her zaman orjinde, E,(0,0), ve X,- ekseni tizerinde, E,(K,,0) denge

noktasina sahiptir. Sistem, bir veya daha fazla Ié()?l,f(z) ()A(1 >0,X, > 0) i¢ (pozitif)

denge noktasina sahip olabilir ya da olmayabilir. Bunlar, tek miimkiin olabilecek denge

noktalandir.

E nin ne zaman var oldugunu bilmek dikkat ¢ekicidir. Eger cebirsel denklem

BI(XI)_ D1(X1)_ X, X, f(xl7x2)+ Ple(Xz):O

(2.2)
Psz(Xz)_ Dz(xz)"' X1X2f(X1,X2)=O

pozitif bir ¢oziime sahipse, E var olacaktr.

(2.2)’nin yerine (2.2)’de ikinci denklemi ve (2.2) denklemlerinin toplanmasiyla elde

edilen denklemi iceren sistemi ele almak daha uygun olur. Yani (2.2) sistemi yerine,
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Bl(xl)_ D1(X1)+ Bz(xz)_ Dz(xz): 0 (2.3)
Psz(Xz)_Dz(Xz)"'Xlef(Xl:Xz):O (2-4)

sistemini goz Oniine alalim. (2.3) ve (2.4) denklemleri X X, — diizleminde ¢izilebilir. I

ve T, sirasiyla bunlarin grafikleri olsun. I' ve T', nin pozitif kesisimi, pozitif denge

noktasini verir.

(H,)’den, T, (0,0),(K,,0), (0,K,) ve (K,,K,) noktalarmdan gegen kapali bir egridir

(Baggs and Freedman (1990)’da bir elips idi).

Simdi X, =0 oldugunda T, yi disiinelim. X,, eger var ise, ()”(1, 0) T, iizerinde olacak

sekilde bir nokta olsun.

Bu durumda, L’Hospital kuralindan,

)21 f ()21 90): D, (0)_ P,B, (0) (2.5)

yi saglar ve P, <1, oldugundan X, < K, dir. Aslinda X, <0 olabilir.

Simdi en az bir E nin varligini garanti eden kriterler elde edebiliriz.
Teorem 2.1.

(1) X, 20 ve (2.5) denklemi 0< X, <K, araliginda X, ¢oziimiine sahip degildir.
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ya da,

(ii) (2.5) denklemi 0 < X, < K, araliginda bir tek X, ¢6ziimiine sahiptir

kosullarindan biri ger¢ekleniyorsa, o zaman bir E vardir.
Ispat:

Eger (i) olursa, o zaman agik¢a I' ve T, kesismelidir. Eger (ii) olursa o zaman T,

X, = X, da pozitif kuadranta girer ve K, ’e kadar ¢ikamaz ve boylece I' ile kesisir.

Baggs and Freedman (1990)’da I', artan bir egri oldugu i¢in ya X, >0 ya da X, <K,

A

olmasi E ’nin varligini garanti etmek i¢in yeterli idi.
Son olarak iki sinir denge noktasi i¢in bazi temel kararlilik sonuglarindan bahsedelim.

E, kararsizdir. E,, X, ekseni boyunca kararli bir manifolda sahiptir.

P,B, (0)- D, (0)+ K, f(K,,0) sirasiyla negatif ve pozitif olurken, E,, X, yoniinde

yerel kararl1 veya kararsiz olacaktir.

2.3 Asikar Dinamikler I¢in Kriterler

Bu bdliimde agikar olmayan periyodik ¢ozliimlerin var olamayacagi f (Xl , X, ) fonksiyon

sinifi tanimlanacaktir. ilk olarak bilyiime yasasindaki ek hipotezlerin saglandigini farz

edelim. Bunlar tamamen lojistik tip bilyiimeyle uyumludur.
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d {PQBQ(Xz)—Dz(Xz)

}=—ﬁ2(xz)<0-

Kriterlerimizi olustururken asagida belirtilen Dulac’s Teoremi diye adlandirilan bir

teorem kullanacagiz (Andronov et al. (1973)).
Lemma 2.1. (Dulac’s Teoremi):

X, = Fl(xlaxz)
X, = Fz (Xl » X, )’ (2.6)

sistemini goz Oniine alalm. Burada, F, ve F,, basit irtibath bir R bélgesinde C'

fonksiyonlaridir. Ayrica, A(Xl,xz);tO fonksiyonu da R’de C'smifindan olsun. Bu

durumda eger,
0 0
A(X7 Y) :a_I:A(XhXZ) Fl (Xlaxz)]+ I:A(anz) Fz (prz)]
X, OX,

fonksiyonu R de isaret degistirmezse (veya sifira 6zdesse), tamamen R i¢inde bulunan

asikar olmayan periyodik ¢oziimler yoktur.
Teorem 2.2.

f(x,,X,) € C' olsun. (H2) ve (H3) hipotezleri saglansin. O zaman f(x,,x, ),

f(xl’xz):G(Xl + X2)+ HI(X1)+ HZ(X2)+51X1 +52Xz (2.7)
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formuna sahipse, o zaman (2.1) sistemi {(XI,X2 )|0<X1,0<X2} bolgesinde  agsikar

olmayan periyodik ¢oziimlere sahip degildir. Burada tiim X, 20, X, >0 i¢in

H, (x,)=0, H, (x,)<0, 8 >5, (2.8)
dir.
Ispat:

X, ekseni degismez (invariant) oldugu icin ve

=B,(0)-D,(0)+ P,B,(x,)>0, x, >0 igin,

¥, =0

oldugundan, her periyodik ¢6ziim tamamen pozitif kuadrant i¢inde kalmalidir. Béylece

eger biz keyfi ¢ > 0 igin
R={(x, %)X >&x, >¢f

secersek ve R ‘de periyodik ¢oziimiin olmadigini gdsterirsek teoremi ispatlamis

olacagiz.

A(X,,X,)=% "X, segelim. O zaman, R iizerinde A(x,,X,)eC' dir. Simdi (2.1)

sistemi i¢in Dulac’s teoreminde verildigi gibi A(X, y)’yi hesaplariz ve
B (Xl ) B (Xz ) _ PB, (Xz)

A(XUXZ):_ - 2 + fx2 (anz)_ fx1 (X17X2) (2-9)
X, X, X, "X,

elde ederiz.
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(2.7)’den

! !

fxz (lexz)_ fx] (lexz): H, (Xz)_ H, (X1)+5z _51

pozitif degildir [(2.8)’den]. Boylece (H3) tarafindan A(x,,x,)<0 ve sonug¢ Dulac’s

teoreminden devam eder.

Sonuc¢ 2.1.

Eger Teorem 2.2°nin hipotezleri var olur ve E var olmazsa, o zaman

lim,_, (x,(t). x,(t))=(K,,0) olur.
Ispat:

% (t)+%,(t)=B,(x,)-D,(x,)+B,(x,)-D,(x,) oldugundan, I ’nin  digindaki
c¢Oziimlere karsilik gelen toplam popililasyon artar. Bdylece toplam popiilasyon

siuirlidir. O zaman ¢ozlimler dengeye yaklagsmalidir ve miimkiin olan sadece E, dir.

Not 2.1.

(2.7) tarafindan verilen f(x,,x,) formu f., (x,,%,)— f, (x,, X, ) < 0 esitsizligini

¢ozmek i¢in kullanildi (Rektorys (1969)).

Not 2.2.

[2]’de f(Xl,XZ):0((1+X1 )71 alinmistir. Bu fonksiyon (2.7)’yi saglamaz. (2.7)’yi

saglayan kabul edilebilir bir fonksiyon, f(x,,x,)=a(l+Xx, +x,)™, k=1 olabilir.
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3. BiR KULTUR GRUBU ICINDEKi NUFUS DAGILIMININ
MATEMATIKSEL MODELLERI

3.1 Giris

Onceki birkag calismada (Baggs and Freedman 1990, 1993), Baggs ve Freedman,
bir¢ok dil gruplar arasindaki etkilesim i¢in bircok model yayimladilar. Bu kesimde, bu

gruplarin stirekliligi veya yok olup gitmesi i¢in kriterler incelenmistir.

Iki dil konusmak iki kiiltiirli olmanin &zel bir durumudur. Fakat genelde iki
kiiltiirliiliik, iki dillilikte bulunmayan karisik bir goriiniise sahiptir. Ornegin, her bir
kiiltiirel grup onunla ilgili ¢esitli mezhep veya alt kiiltiirlere sahip olabilir. Kiiltiiriin din

ile tanimlanmasi daha yaygindir. Bir birey birden daha fazla kiiltiire ait olabilir.

Bir kiiltiirel grubu tanimlayan genel kabuller vardir. Bunlarin bazilar din, etnik koken
ve cografyadir. Boyle bir kiiltiirii tanimlamak i¢in yaygin gelenegin genel tanimlamasi
(Soares 1997) kabul edilebilir. Kiiltiirel gruplar, bazi1 durumlarda tanimlandiktan sonra,
modellemenin amaci i¢in, sabit bir popiilasyon ya da degisken bir popiilasyon
diisiiniilebilir. Fakat (Dumond 1969)’de Dumond, biiyiimenin hem uzun dénem kiiltiirel
gelismeleri hem de sosyal organizasyonlardaki degisiklikleri etkiledigini tartisir.

Boylece modellerimiz degisen popiilasyonlart igerir.

Bu calisma kiiltiirel modellerle ilgili oldugu i¢in, ilk durumda “Ortodoks”, “liberal”,
ikinci durumda “Ortodoks”, “muhafazakar” ve “liberal” olarak tanimlanabilen 2 veya 3
alt kiilttrleri iceren tek bir kiiltiirel grup igindeki popiilasyon akisi ve dagilimini
gosterir. Bir kiiltiirel grup i¢indeki daha genel donanim ve kiiltiirel grup arasindaki

etkilesim modellerini sonraki ¢caligsmalara birakiyoruz.
2. kesimde 2 alt kiiltiir modelini ve 3. kesimde de 3 alt kiiltiir modelini ele alacagiz.

Bunlarin her birinde model gelistirece§iz, denge arayacagiz ve kararliliklarini

tartisacagiz. Daha sonra periyodik ¢oziimlerin olup olmadigi sorusunu ele alacagiz ve
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son olarak tiim alt kiiltiirlerin siirekliligi veya stireksizligi(yok olusla ilgili) i¢in kriterler

elde edecegiz.

Siireklilik bir matematiksel formiilasyon olarak verilebilir (Freedman and Waltman
1985, Butler et al. 1986, Freedman and Moson 1990). Eger
N(0)>0 ise, liminf,

t—ow

N(t)>0 oldugunu belirtir, N(t) popiilasyonunun kuvvetli
olarak siirekli oldugu soylenir. Eger liminf,  N(t)>J olacak sekilde &>0 varsa;

burada & N(O)> 0’dan bagimsizdir; o zaman N(t) diizgiin siireklidir. Bu tanimlari

calismanin geri kalan1 boyunca kullanacagiz.

3.2 iki Alt Kiiltiir Modeli
3.2.1 Model

Genel olarak (3.1) deki kiiltiir gibi verilen, birbiri ile ve popiilasyonla iligkili iki alt

kiltirli modelimizi alalim.

X =Xlgl(xl)_x2 fl(xl)+xl fz(X2)+81X1a X1(0)=X10 20,
X, =X292(X2)—X1 fz(xz)+ X, fl(xl)+gzx2’ X2(0 =Xy 20,

burada -:%. Burada t >0 zamaninda X, (t) liberal alt kiiltiirlerin konsantrasyonudur

ve X, (t) ortodoks alt kiiltiirlerin konsantrasyonudur. gi(xi ), X; popiilasyonunun

spesifik biiylime oranidir. BoOyle bir biiylimeyi yeterli sekilde Dumond 1969°da
yorumlarla detaylandirmistir. Keyfitz’e goére (1977), lojistik bliylime insan

1980) genellestirilmis bir hali oldugunu farz ederiz. Bu, gi(xi) tizerindeki asagidaki

kabulleri dogurur.
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dg; (x )
dx.

9,(0)>0, <0, K;>0 var

(HI)
dyle ki, g;(K;)=0, lim, ,, g;(x)=—0, i=12.

K,, 1. popiilasyon i¢in g¢evre tasima kapasitesidir. Son kabul, asir1 popiilasyonun

(bliytik 61iim oraninin) sonuglarini belirtir.

Her kiiltiirde, bir alt kiiltiirel grubun alt kiiltiirleri degistirmek i¢in digerinin iyeleri
tizerinde kullandig1 kuvvet ve etkiler vardir. Bu, felsefi ve dini farkliliklarin oldugu
yerlerde (toplumlarda) kismen dogrudur. Bu, modelde X; f; (X j ), i, j=12, i1# ] formu
sartiyla birlestirilir. Elbette eger herhangi bir alt kiiltiir popiilasyondan mahrumsa orada

etkileme yoktur ve popiilasyon biiyiidiikge etki de biiyiir. Bu f, (Xi) tizerindeki kabule

onciiliik eder ki,

(H2) f.(0)=0, V>0, i=1.2.

Dahasi, bireyler liberalden ortodoksa gecebilmesine ragmen, ortodokstan liberale
geciste daha yiiksek bir oranin oldugu belirtilmistir. Boyle kanitlar, dini kiiltiirel gruplar
arasinda olan evliliklerdeki artis kadar kilise ve dini okullara katilimlardaki azalisin
genel bir gidisatin1 gosteren istatistiklerdendir (Kelley 1971, Mol 1971, Oosthuizen
1988). Sonug olarak,

(H3) 0> f,()
oldugunu farz ediyoruz.
Son olarak, toplumun biitiini ile alt kiiltiirlerin etkilesimi arasinda sorun vardir.

Bireyler, kiiltiirel gruplar1 birakabilir veya kiiltiirel gruplara katilabilir; ya da tam

izolasyon durumunda (cografi ya da kiiltiirel acidan) bireyler higbir surette genel
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toplulukla etkilesim i¢inde olmayablir. &;X; formu bu etkilesimi gosterir. Eger &; >0
ise genel topluluktan 1. alt kiiltiire net artig vardir; eger ¢, <0 ise genel toplulukta net
diisiis var; eger &, =0 ise Oyle bir artis veya diislis yoktur. Artis veya azaligin liberal alt

kiltirden geldigi distiniiliir, fakat artiglar ve azalislar diger alt kiiltiirler i¢in de

miimkiin olabilir. Ornegin, degisen en bagnaz kiiltiir olabilir.

Son olarak, modelimize dinamik bir sistem olarak yaklasilsin diye tiim fonksiyonlarin
fazlasiyla piiriizsiiz, ki (3.1)’in biitlin ¢éziimlerinin var, tek ve tiim pozitif zaman i¢in

surekli olmasini farz ederiz.

f.(0)=0 igin bazen onu,

fi(xi)zxihi (Xi)

yazmak uygundur
Ve
dh, (x,) :
(H4) h,(0)> 0, O'IX' >0, i=12, h,()>h()

Daha sonra (3.1) sistemi

Xl=Xlgl(xl)_xlx2hl(xl)+X1X2h2(X2)+ng1’ X1(0)=X1 20,
X2=X292(X2)—X1X2h2(X2)+X1X2hl(X1)+€2X2, X

formunu alir.

Pozitif baslangi¢ sarthi (degerli) ¢oziimler pozitif kalmalidir. Simdi sistemin dissipative

oldugunu gosteririz. i1k olarak eger X = X, + X, ise, 0 zaman
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X =%,9,(%)+%,9,(X,)+ & X +&,X,

=—-X+ Xl(gl(xl)+gl +1)+ Xz(gz(xz)"'gz +1)
dir.

lim, gi(xi): -0 oldugu i¢in, 0<M; =sup,, _, X, (gi(xi )+ & +1) vardir. O zaman
eger M =M, +M, ise X<-X+M elde ederiz. Standart karsilastirma teorisinin

kullanimi1
0<x, 1)+ %)< (X, +X -Me " +M
esitsizligini verir.

3.2.2 Denge

Miimkiin olan dért denge vardir. Agik olarak E, :(0,0) denge noktasidur.

L, ,i=1,2 ile belirtilen diger iki denge noktasini elde etmek igin,
g; (Li )+ & =0

denkleminin tek ¢oziimlerini belirtiriz. Acgikga, sadece gi(0)>0 ve X, > oo iken
9,(x), —o a dogru azaldig1 igin L, vardir. Eger & >0 ise, o zaman L, > K;; eger
g =0 ise, 0o zaman L, =K;; eger —g,(0)< &, <0 o zaman 0<L, <K, dir. Yukarida

yazilanlardan goriiyoruz ki, E, : (L,,0) ve E, : (0,L,) denge noktalaridur.

E :()21, )?2) ile gosterilen bir i¢ denge noktasi olabilir ya da olmayabilir. Eger E varsa,

o cebirsel denklemin ¢6ziimii olmalidir.
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Xlgl(xl)_ X1X2hl(xl)+ X1X2h2(x2)+glxl

:0’

X2g2(x2)_ X1X2h2(x2)+ X1X2hl(xl)+82x2 =0'

(3.3)

(3.3)’lin iki denklemini toplayarak ve ikinci denklemi kullanarak asagidaki esdeger

sistemi elde ederiz.

Xlgl(xl)+€lxl + ngz(X2)+€2X2 =0

gz(Xz)—thz(X2)+ thl(xl)+‘92 =0

X :

E:(0.Ly)

Me

B30 [N N B (14,0

N

Sekil 3.1 (H.I. Freedman et al.’dan aynen alinmistir)

(3.4)
(3.5)

I, denklem (3.4) ile gdsterilen egri olsun. O zaman T" (0,0), (L,,0), (0,L,) ve (L,,L,)

den gecen kapali konveks bir egridir (Sekil 3.1). T',, denklem (3.5) ile belirtilen egri

olsun. O zaman E, eger T',, I'’y1 (X1 ,X, )’nin bazi pozitif degerlerinde keserse, vardr.

I, ’yi diisiin. (0, L2) boyunca uzanir (geger). Simdi hem I' hem de T, i¢in

& |
Xm (o.L,)
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yi hesaplayalim. Genelinde gi(0)+ g >0 oldugunu farz ediyoruz. I' {izerinde
9/(x,) <0 oldugu igin,

dx, _ gl(o)"‘gl _ gl(0)+gl >0

d_Xl o) __gz(L2)+ ng;(L2)+‘92 B ng;(l—z)

dir. T, iizerinde h,(L,)> h,(0)> h,(0) oldugu igin,

dir. Boylece, kiiciik pozitif X, i¢in, I',, I' icine dogru uzanir. Eger I', iizerinde tiim
X, >0 igin X, >0 ise o zaman I',, I'’y1 kesmelidir ve E var olmalidir. (3.5)’den

.
X, 'nin

92(0)_X1ch2(0)+chhl(xlc)+52 =0 (3.6)

denklemini sagladigini goriiriiz.

Eger E varsa, o zaman o tektir, I' ve T, ’nin goklu pozitif kesisimlerine sahip olmak
icin, I, ‘nin kendi lizerine ters donecegi I 'nin dis biikeyligine sahip olmamiz gerekir.

Fakat,

dx,
dx,

_ hZ(XZ)_hl(Xl)_thll(Xl)
rz ! 12 9
") gz(xz)_xlhz(xz)

ve payda siirekli negatif oldugu ve bdylece asla sifir olmayacagi i¢in bu gerceklesemez.

Yukaridan asagidaki teoremi elde ederiz.
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Teorem 3.1. Denklem (3.6) ya

(1) pozitif X,, ¢oziime sahip olmasin ya da
(i1) X,. > L, den biiyiik pozitif bir X,, ¢0ziimiine sahip olsun.

O zaman tek bir E vardur.
3.2.3 Periyodik coziimler

(3.2) sisteminin pozitif kuadrantta bulunan periyodik ¢6ziimiiniin olmadigin1 gostermek

icin Dulac’s Teoremini (Baggs and Freedman 1990) kullanacagiz.

Onerme 3.1.

(3..7)

sistemini diisiinelim.

D, basit irtibath bir bolge ve F,(x,,x,), i=12 ve B(x,X,)eC*(D) olsun. Dulac

fonksiyonu D(x,, X, )’yi

(%, )= - (B )F, (065, - (B X, (. 5, )

ile tanimlayalim.

O zaman eger D(Xl,xz), D bolgesinde pozitif derecede isaret degistirmez ve sifir

olmazsa tamamen D bdlgesi i¢cinde kalan (3.7)’nin kapali ¢oziimleri olmayabilir.

Teorem 3.2. Birinci kuadrantta bulunan sistem (3.2)’nin kapali (ve bdylece periyodik

¢Oziimleri olmayan) ¢oziimleri yoktur.
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ispat: 6 >0 ve D={(x.,x,):x, >8:;%, >}

F1(X19X2): Xlgl(xl)_ X1X2h1(xl)+ X1X2h2(X2)+6‘1X1,
Fz(xpxz): ngz(xz)_xlxzhz(xz)+ Xlxzhl(xl)+82X2’

olsun ve
B(X,,X,)=X X, olsun.
O zaman,
D(xl,x2)=8i;1(BFl)+%(BF2)
=%, g7 (x)=h(x )+ x5 (x,) = hi (x, ).
dir.

9/ <0, g, <0, h/>0 ve h} >0 oldugu igin, D(x,,X,)<0 dir. Béylece & >0 keyfi

oldugundan Dulac’s teoreminden sonug¢ devam eder.

3.2.4 Kararhhk

Sistem (3.1)’in ¢esitli denge noktalarinin kararliligini hesaplamak i¢in, M ’yi, (X1 , Xz)

noktasi tizerinde doniisiimsel matris olarak aliriz.

M :|:Xlglr(xl)+ gl(Xl)_Xz fll(xl)-’_ fz(X2)+81 - fl(X1)+X1 fzr(xz)
- fz(xz)"' X, fl'(xl) ng;(X2)+ gz(xz)_xl fz’(x2)+ fl(xl)+€2

E, :(0,0) noktasinda M ’yi hesaplarsak
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elde ederiz.

g (Li )+ &, =0 varsayimimizdan, her iki 6zdeger pozitiftir ve boylece bu denge noktasi

kararsizdir.

E, :(L,,0) noktasinda M ’yi hesaplarsak

La/(L)+g,(L)+e —f,(L,)+ L, )(0)
Ml :|: 0 gz(o)_l—l fz'(0)+ fl(L1)+52j|

elde ederiz.

Boylece,

M

| :[ng{(Ll) - f,(L)+ L, f,(0) }

0 9,(0)-L, £,(0)+ f,(L,)+e,
olur.
L,g/(L,) < 0 oldugundan ilk 6zdeger negatiftir.
Simdi E, igin ikinci 6zdegeri diisiinelim. Eger g,(0)- L, f,(0)+ f,(L,)+&, >0 ise, o
zaman (L,,0) bir hiperbolik semer noktasidir. Eger g,(0)-L,f,(0)+ f,(L,)+¢, <0

ise, 0 zaman (L,,0) kararli denge noktasidir.

E, :(0,L,) noktasinda M ’yi hesaplarsak
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_ 91(0)_ L, flr(o)"' fz(L2)+51 0
MZ_{ _fz(L2)+L2f1’(0) ng;(L2)+gz(L2)+€j

verir. Boylece

_ g](O)— L, fl'(0)+ fz(L2)+51 0
M: _{ - fz(L2)+ L, fl’(o) ng;(l-z )}

olur ve ikinci 6zdeger L,g}(L,)< 0 negatiftir.

Simdi E, icgin ilk 6zdegeri, g,(0)-L,f/0)+ f,(L,)+¢,, diisiinelim. Tamm ile
9,(0)+& >0 dir. Aym zamanda f,(L,)- f(0)>0 dir. Bundan &tiirii bu dzdeger

pozitiftir ve boylece E, :(0,L, ) hiperbolik semer noktasidir.

Hem E, hem de E, ’nin semer noktasi olmasi durumunda tek olan bir i¢ denge noktasi

A

var olmalidir. Sistem dissipative oldugu i¢in, eger E varsa o zaman o X,, >0, X,, >0

gibi ¢oziimlerle ilgili asimptotik olarak kararlidir.

Eger X, varsa, X, L, ’den bagimsizdir fakat L, ’ye baghdir. Bu; eger L,, sabit L, i¢in

yeteri kadar biiyiikse, o zaman E ’nin var olmayacagin, E, ’in asimptotik olarak kararl

oldugunu ve X, ’nin yok olacagini belirtir (Sekil 3.1).

3.3 Uc Alt Kiiltiir Modeli
3.3.1 Model

Bu kisimda kiiltiiriin, {i¢ alt kiiltiiriin, “ortodoks”, “muhafazakar” ve “liberal”, birlesimi

durumunu ele alacagiz. Bu (3.8) modeline onciiliik eder.
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X, =X9, (X1) X, f(X )+X le( )+81X1,
X, =X,0, (Xz) X f21( )+X2 fl( 1)_X3 f23(X2)+X2 f3(X3)+52X29 (3.8)
X3 =X;0; (X3) ( )+X3 f23(X2)+83X3,

x,(0)=x,>0, =123,
Burada Xl(t) liberal alt kiiltlir toplulugu, x, (t) muhafazakar alt kiiltiir toplulugu ve
X, (t) ortodoks alt kiiltiir toplulugudur. Sistem (3.8) deki fonksiyonlar ve kisitlar, sistem

(3.1) deki benzer yorumlara ve 6zelliklere sahiptir. Bundan o6tiirli varsayariz ki

9,(0)> 0, dgdi)EXi)<0 K, >0 oldugu yerde
(H5)
oyleki g,(K,)=0, lim,  g,(x)=- =123
(% df,.
£ (0)=0, T o ¢ (0)=0, Tl 103
dx; : dx,
(Ho)
()< 0 ()< f0)
diizenlenirse
f(%)=xh(x), f;(x)=xh,;(x,) =123
Farz ederiz ki,
(x. dh, .
h,(0)> 0, dhx), h,(0)= 0, 2‘(X2)zo, i, j=13
dx; dx,
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Genelde toplulukla herbir alt kiiltiiriin net etkilesimini temsil eden her ¢, pozitif,

negatif veya sifir olabilir.

3.3.2 Denge ve kararhhk

Orijinde, E, :(0,0,0), bir denge noktast ve 1ii¢ eksensel denge noktasi,
E, :(L,,0,0). E, :(0,L,,0), E, : (0,0,L,), her zaman vardir. En azindan bir veya ticten
daha fazla diizlemsel denge noktasi vardir. E,:(L,,0,L,) var olmalidir.
E,:(%,%.,0) ve E,:(0,%,,%) var olabilir ya da olmayabilir. Son olarak
E*(X*l, X2, X*a) formu bir pozitif i¢ denge noktasi olabilir. E, ’nin var olabilmesi i¢in

kriter, takip eden kisimda verilecektir ve benzer kriter E,; e uygulanir.

Simdi denge sinirlarinin kararliligini tartisacagiz. Genel varyasyonel matris

e 0
M = - le(X2)+ X, 1E1’(X1) g(’ (;(2 );_ (( )):_Xfl f(z)’(1 (;(-21-)5 - f23 (X2)+ X, fz'(x3)
o e N

ile verilir.

E, :(0,0,0) noktasinda M ’yi hesaplarsak,

9,(0)+¢, 0 0
MOZ 0 92(0)+6‘2 O
O 0 93(O)+83
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elde ederiz.

Tiim 6zdegerler pozitiftir ve bundan 6tiirti E,, kararsiz bir denge noktasidir.

E, :(L,,0,0) noktasinda M ’yi hesaplarsak,

ngl'(Ll) - fl(Ll)+ Ll f2'l (0)
M= 0 g,(0)+f(L)-Lf0)+e, 0
0 0 9,(0)+ &,

elde ederiz.

L,g;(L,)<0 oldugundan bu denge noktasi X, yoniinde yerel olarak kararlidir.
9,(0)+ &, >0 oldugu igin bu denge noktasi X, yoniinde yerel olarak kararsizdir.

Bundan 6tiirii E, semer noktas1 olmalidir.

E, :(0,L,,0) noktasinda M ’yi hesaplarsak,

91(0)_ L, fl’(o)—’_ le(l—z)"' € 0 0
M 2 = - le (Lz)"' l—z fll(o) I—z g;(l—z) - f23(|-2)+ I—z f3'(0)
0 0 93(0)_ L, f3,(0)+ fzz(l—z)"' &3
elde edilir.

Bir 6zdeger L,g,(L,)<0 dir. L,g5(L,)<0 oldugu icin E,,x, yéniinde yerel olarak
kararhidir. g,(0)-L, f(0)+ f,,(L,)+&, >0 oldugu igin, x, yoniinde yerel olarak

kararsizdir ve E, semer noktasidir.

E, : (0,0, L,) noktasinda M *yi hesaplarsak,
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9,(0)+¢, 0 0
M, = 0 92(0)_ L, f2'3(0)+ f3(|—3)+52 0
0 - fs(Ls)"' L3 f2l3(0) LSQ;(L3)

elde edilir.

L3g;(L3)< 0 oldugu igin x, yoniinde yerel olarak kararlidir. g,(0)+ ¢, >0 oldugu igin
bu denge noktas1 X, yoniinde yerel olarak kararsizdir. Bundan dolayr E; bir semer

noktas1 olmalidir.

E,, :(X,,%,,0) noktasinda M ’yi hesaplarsak,

[ %,01(%)+0,(%) 2\ o e fo
— f f)
- X, f1'(21)+ f21()A(2)+51 X ( 1)(X1)+X1)21(X2f) ( ) 0
. . . X,05(%, )+ 0g,(X, )= X ) (X . )
M _ —f fr 292 2 2 2 1721 2 —f f!O
12 21(X2)+X2 I(Xl) + f]()zl)_)fz?’ f2,3()}22)+ f3 )23)4‘6‘2 23(X2)+X2 2( )
0 0 93(0)_)22 f3’(0)+ f23()A(2)+53

elde ederiz.

E,, :(L,,0,L,) noktasinda M ’yi hesaplarsak,

ngll(Ll)+gl(L1)+gl - f1(L1)‘t‘L fZII(O) 0

M. = 0 gz(o)_ L, le(ol)"' fl(Ll)
13 =

- L f2’3(0)+ f3(L3’)+[;‘2 l

0 - f3(|—3)+|—3 f23(0) Lsg3(|—3)+ L393(L3)+‘93

0

elde ederiz.

E,, :(0,X,,X, ) noktasinda M ’yi hesaplarsak,
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gl (O)_ XZ f1'(0)+ f21 (X2)+ 81 _ ( 0 ) 0
N X,95(X; )+ 0,(X N o oerfe
M _ —f fIO 292\"7"2 2\""2 f f/
2 21 (%,)+ X%, £(0) CX L)+ F(R) 4 e, i 23(()(2))"' X, (z(x)z)
N = _ X,9:(X;)+0,(X
0 _.I: fr 393 3 3\"3
] 3(X3)+ X3 23 (XZ) _iz f3'(Y3)+ f23 i2)+83

elde ederiz.

f,06) = xihi(x;) fi (%)= x, h; (x;)"yi kurarak,

S = gS(O)—f(th(O)+22h23(x2)+g3,
S = gz(o)_ L1h21(0)+ Llhl(Ll)_ L3h23(0)+ Lahs(L3)+‘92
$n = 91(0)_)A(2h1(0)+ )A(zhzl(xz)+51

0zdegerlerini kontrol ederiz.

Eger &, >0 ise &,, >0 dir. £,, E,, nin X, yoniinde; &,, E;;’lin X, yoniinde ve &,;,

E,;’lin x, yoniinde yerel olarak kararl1 veya kararsizligini belirtir.

3.3.3. Siireklilik ve yok olma

Genelde, denklem (3.8)’in sag tarafi sifira esitlenerek elde edilen cebirsel denklem
grubunun ¢oziilmesiyle, sistem (3.8) dinamikleri detayli olarak analiz edilemeyebilir ya
da E"’m var olduguna iliskin kriterler bile belirlenemeyebilir. Bununla birlikte daha
Oonemli bir soru tanimlanabilir, s0yle ki ne zaman biitiin {i¢ alt kiiltiirlerin varliginm
siirdiirecegi veya ne zaman birisi veya bazilarinin yok olup gidecegidir. Bir sonraki

teoremde yok olus sorusuna karsilik varolus tanimlanacaktir.
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Teorem 3.3.

(a) Asagidakilerden herhangi birisi olursa,

(1) eger E, varsa, £, <0 dir,
(i) &5 <0

(i)  eger E,, varsa, &,, <0dur.

O zaman sistem (3.8) siireklilik gostermez, 6rnegin R'3 de pozitif dlgiilii bir kiime

mevcuttur 6yle ki bu kiimede bulunan ¢oziimler koordinat diizlemine yaklasir.

(b) Asagidakilerin tamami gergeklesirse,

(1)  eger E,, varsa, &£, >0 dir,
(i) &3>0

(1)  eger E,, varsa, &,; > 0dir.

O zaman sistem (3.8) siireklilik gosterir.

(a)’min ispati: Heriki durumda diizlemsel bir denge noktasi yerel olarak i¢ yonlerde

kararli oldugundan ispat agikardir.

(b)’nin ispat1: Ispat ekolojik modellemede (&rnegin Freedman and Waltman 1984,
1985, Kumar and Freedman 1989) pek c¢ok ii¢ tiirlii sistemlerde bulunan ispatlara
benzer olarak yapilabilir. Ilk olarak, Butler-McGehee Lemma (Freedman and Waltman
1984)’y1 kullanarak, pozitif baslangi¢ sartli (degerli) ¢oziimler i¢in orijinin omega limit
kiimesinin parcgasi olamadig1 gosterilir. Daha sonra ayni seyin eksensel denge ve sonra
diizlemsel denge i¢in dogru oldugu gosterilir. Son olarak sinirdaki kapali, kompakt
degismeyen kiimeler denk oldugu i¢in, biitiin ¢oziimler teoremi kanitlayarak koordinat

ekseninden uzaklagirlar.
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Simdi E"’1n varligs icin basit kriterler elde edebiliriz.

Teorem 3.4.

Eger sistem (3.8) siirekli ise E~ vardir.

Ispat: (Butler 1986)’1n ana teoreminde, smir dengesinin hiperbolikligi, izoleligi ve
daireselligi ile sistem (3.8) diizgiin siireklidir. O zaman (Butler 1986)’den E” var

olmalidir.

Yukaridaki sonu¢ ne E ’in tekligi veya kararlhligi hakkinda birsey soyler, ne de

periyodik ¢éziimlerin sorusu hakkinda cevap verir.

3.4. Ornekler

Sonuglari agiklamak igin g;(x;)=1-x; ve h(x)=h, h,(x,)=h,; kabul edelim. O

zaman sistem (3.8),

X, :Xl(l_xl)+(h21 _hl)XIXZ +&X,
Xz =X2(1—X2)—(h21 _hl)XlXZ +(h3 _h23)X2X3 +&,X,,
X, = X3(I_X3)_(h23 _h3)X2X3 +&3%;5,

x(0)=x,>0, i=123.

seklinde olur.

L, tanimindan,

L, =1+¢; dir.
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Bu,

& >—1. oldugunu gosterir.

Denge noktas1 asagidaki gibidir.

E, :(0,0,0), E, :(1+¢,,0,0), E,:(0,1+¢,,0), E,:(0,01+s,) ve E;=(1+¢,,0,l+¢,)

belirlidir. E,, ve E,;, 2 cebirsel denklemin ¢6ziimii ile elde edilebilir.

1+& —x, +(h, —h)x, =0,
1+&, —(h,, —=h)x, —x, =0

Ve

1+&, =X, +(h, =hy )x, =0,
1+&, —(hy —h)x, =%, =0

olup, sirastyla,

E - 1+& +(h, —h)Nl+¢,) 1+52—(h21—h1)(1+51)0
’ 1+ (h21 - hl )2 ’ 1+ (h21 - hl )2 ’

Ve

l+&, +(h, —h, Yl+g) 1+&, —(h, —h, )1 +¢,)
E23= 0 5 ) 5 )
1+(h3_h23) 1+(h3_h23)

bulunur. Béylece, ancak ve ancak (h,, —h, )1+ &, )<1+¢, oldugunda E,, ve ancak ve

ancak (h; —h, J1+¢,)<l+&, oldugunda E,, var olacaktir. Simdi onlar var

oldugunda &; ’yi hesaplayacagiz. Soyle ki,
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l+¢ h h \1+¢
S =1l+¢ _(hzz _h3{ 21 ((hz;l ))( 1) ;

9813=1+52_(h21_h1)(1+5) ( 23)(1"'53)’
Sn=l+g _(h21 _h1)|:1+821-:_( : —h23)(1+53)

(h3 - h23 )2

Pek ¢ok farkli durum gostermek icin (h,, —h,)=1 ve (h, —h,;)=1 alirsak, o zaman

ancak ve ancak ¢, <¢, olursa E,, ve ancak ve ancak ¢, <¢, olursa E,; var olur.

Dahasi,
1
E, =1+—¢ &, +&5,
2
Ey=1-¢+¢&, +¢,,
En=2+¢& +=¢, +—&,
olursa,

(i) & <é&,<é&;,hem E,, hemde E,, varve & >—1, bitiin &; >0 lar stireklidir.

(i1) ¢ <&, ve &, > ¢, dir. O zaman E,, ve boylece &,; var olmayacaktir. O zaman
eger e =&=1 ¢=02 ise &,>0 stireklidir. Fakat eger
=02, & =2, §=-04 1ise, o zaman ¢&,<0,X,’lin bolgesel olarak yok

olmasina sebep olur.

(i) & >&,>&,. O zaman sadece E;; ve &; var olur. Eger
=03, =02, ¢=01 olursa, o zaman ;>0 siireklidir. Eger
=03, & =-04, & =-05 olursa, o zaman ¢&; <0 tim popiilasyonun yok

olusunu verir.
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3.5 Tartisma

Bu boliimde ilk olarak iki veya ii¢ alt kiiltiirli bir kiiltiirel grup ig¢indeki niifusun
dagilimi i¢in bir model kuruldu. Alt kiiltiirlerin denge, kararlilik ve siireklilik veya yok

olus sorular1 incelendi.

Verilen bir kiiltiir grubu i¢in, varolma veya yok olma problemi 6zel olarak ilgi ¢eken
bir durumdur. Siireklilik veya yok olus icin kriterler katsayilarin ve dogum ve 6liim
parametrelerinin iligkisi aracilifi ile yorumlanabilir. Baz1 sonuglar aciktir. Eger dogum
oranlar1 yiliksekse ve eger alt kiiltiirler yeteri derecede cazip olurlarsa siireklilik
(varhigini slirdiirme) garantidir. Diger taraftan, eger verilen bir alt kiiltliir ¢ok popiiler
degilse, boylece diger alt kiiltlirlere veya topluluklara net kayip oran1 dogum oranini

asar, yok olus meydana gelir.

Her iki modelde, tiim alt kiiltlirlerin siirekliligi pozitif sabit bir durumun varligimni
vurgular. Iki alt kiiltiirlii modelde bu sabit durum asimptotik sabit olarak gosterilir. Ug
alt kiiltiirli modelde sabit durum hakkinda bdyle bir iddiada bulunulamaz. Bu durumda

periyodik ¢oziimler var olabilir.
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