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Bu çalı�mada, yo�unluk fonksiyonelleri kuramı kullanılarak Bose-Einstein Yo�u�ması 

olayı incelenmi�tir. Önce Bose-Einstein yo�u�masının tanıtıldı�ı çalı�mada, hem ideal 

hem de etkile�en bozon gazlarının taban durum özelliklerinin incelenmesi için 

kullanılan yakla�ımlar sunulmu�tur. Son yıllarda özellikle deneysel çalı�malarda güncel 

olan bozon-fermiyon karı�ımlarının fiziksel özelliklerinin incelenmesinde yo�unluk 

fonksiyonelleri kuramının nasıl kullanılabilece�i tartı�ılmı� ve bozon-fermiyon 

karı�ımlarının taban durum özelliklerinin hesaplanmasına imkan verecek Kohn-Sham 

denklemlerine benzer bir denklem takımı olu�turulmu�tur. Bu denklemler sayısal olarak 

çözülmü� ve son bölümde elde edilen sonuçlar tartı�ılmı�tır. 

 
 
 
 

Mart 2008,  55 sayfa  
 
Anahtar Kelimeler: Bose-Einstein Yo�u�ması (BEC), Yo�unluk Fonksiyonelleri 
Teorisi (DFT), Bozon-Fermiyon Karı�ımları 



 ii

ABSTRACT 
 

Master Thesis  

 

 

A DENSITY FUNCTIONAL THEORY APPROACH TO THE BOSE-EINSTEIN 
CONDENSATION   

 

 

Cahit DEDE 

 

 

Ankara University  

Graduate School of Natural and Applied Sciences  

Department of Physics  

 

Supervisor: Prof. Dr. Abdullah VERÇ�N  

 
 
 

In this study, density functional theory is employed to investigate the Bose-Einstein 

condensation phenomena. First we give a brief description and history of the             

Bose-Einstein Condensation. Then we discuss the methods employed to obtain the 

ground state properties of both ideal and interacting bose gases. We present a possible 

method for the application of the density functional theory to investigate the ground 

state properties of boson-fermion mixtures, which is a popular subject of recent 

experimental studies. A Kohn-Sham like coupled set of differential equations were 

obtained for these systems. We numerically solve these set of differential equations and 

discuss the results obtained. 
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1. G�R�� 

 

Bose-Einstein yo�u�masının, ilk olarak 1996’da bildirilen ve daha sonra hızla artan 

deneysel gözlemleriyle birlikte Bose-Einstein yo�u�ması özellikle son on yıldır hem 

deneysel hem de teorik açıdan son derece aktif bir ara�tırma alanı haline gelmi�tir. Bir 

anlamda kuantum süreçlerinin makroskopik bir gözlemi olarak de�erlendirilebilecek 

olan Bose-Einstein yo�u�masının hem bilimsel alanda hem de teknoloji 

uygulamalarında oldukça önemli geli�melere bir taban olu�turaca�ı umulmaktadır. Bu 

çalı�mada, Bose-Einstein yo�u�masına u�ramı� sistemlerin çe�itli fiziksel özelliklerinin 

hesaplanması amacıyla, özde� çok parçacık sistemlerinin incelenmesinde oldukça etkili 

bir yöntem olan yo�unluk fonksiyonelleri kuramı kullanılacaktır. 

 

Bu amaçla önce, Bose-Einstein yo�u�ması tanıtılarak kısaca Bose-Einstein 

yo�u�masının tarihçesi verilecek ve Bose-Einstein istatisti�i ile Bose da�ılımı 

sunulacaktır. Bunun arkasından, deneysel olarak Bose-Einstein yo�u�masının elde 

edilmesi çalı�malarında kullanılan yöntemlerin temel prensipleri ve uygulanma �ekilleri 

sunulacak ve kullanılan araçlar kısaca tanıtılacaktır. 

 

Üçüncü bölümde ideal bir bozon gazının dü�ük sıcaklıklardaki davranı�ı ve 

termodinamik özellikleri ele alınacak, yo�u�manın gözlenmeye ba�ladı�ı kritik sıcaklık 

civarında gazın davranı�ı incelenecektir. Daha sonra, parçacıklar arası etkile�imlerin de 

göz önüne alındı�ı durumda zayıf etkile�imli seyrek sistemlerde yo�u�manın yapısını ve 

da�ılımını tanımlayan Gross-Pitaevskii denklemi verilecektir. Gross-Pitaevskii 

denklemi, Gross (1961) ve  Pitaevskii (1961) tarafından ayrı ayrı ve farklı yakla�ımlarla 

elde edilmi�tir. Gross-Pitaevskii denklemi sadece seyrek gazlar için geçerli oldu�undan 

bu teorinin daha yo�un gazlara nasıl geni�letilebilece�i de tartı�ılacaktır. Son bölümde, 

yo�unluk fonksiyonelleri kuramı kullanılarak Bozon-Fermiyon karı�ımlarının 

incelenebilmesine olanak sa�layacak olan Kohn-Sham denklemlerine benzer 

denklemler takımı türetilerek bu denklemlerin Bozon-Fermiyon karı�ımlarının 

özelliklerini incelemek üzere nasıl kullanılabilece�i de ele alınacaktır. 
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1.1 Bose-Einstein Yo�u�ması (BEC) Nedir? 

 

Bose-Einstein yo�u�masının fizi�ini anlamak için klasik ve kuantum gazlarının fiziksel 

davranı�larına yakından bakmak gereklidir. Bilindi�i gibi gaz, basit anlamda, uzayda 

serbestçe hareket edebilen molekül veya atomik parçacıklardan olu�ur. Gazlar klasik ve 

kuantum gazları olarak iki sınıfta incelenebilir. Yeterince yüksek sıcaklıklarda tüm 

gazların davranı�ı klasik olarak tanımlanabilir.  

 

Bir gazı olu�turan moleküller arasındaki ortalama mesafe göreceli olarak büyüktür ve 

yalnızca zayıf etkile�irler. Herhangi bir anda bu molekül toplulu�unun yalnızca çok 

küçük bir parçası çarpı�malar yoluyla birbirleriyle güçlü etkile�imlere girerler. Normal 

�artlar altında moleküller arasındaki ortalama uzaklık 30 Aº mertebesindedir bu da bir 

molekülün çapının 10 katı kadardır.  

 

Moleküller arası kuvvetler zayıf Van der Waals kuvvetleridir. Herhangi bir anda bu 

moleküller birbirlerinden molekül çaplarından daha büyük mesafelere uzakla�tırıldı�ı 

anda bu etkile�imin büyüklü�ü, moleküllerin aralarındaki uzaklı�ın altıncı kuvvetiyle 

hızlı bir �ekilde dü�er. Yeterince dü�ük yo�unluklarda ise gaz molekülleri birbirleriyle 

oldukça zayıf etkile�irler.  

 

Moleküller arası etkile�imin potansiyel enerjisi, moleküler hareketin kinetik enerjisi 

yanında ihmal edilebilecek kadar küçük oldu�u durumda sistem ideal gaz olarak 

adlandırılır. Yeterince yüksek sıcaklıklarda böyle bir gazı temsil eden bölü�üm 

fonksiyonu ve dolayısıyla gazın serbest enerjisi, Maxwell-Boltzmann istatisti�i olarak 

da bilinen, klasik istatistik mekani�e uygun olarak elde edilebilir.  

 

Yeterince yüksek sıcaklıklarda tüm gazların davranı�ı klasik olarak tanımlanabilir. 

Klasik gazlarda kuantum etkile�imlerinin olmadı�ı kabul edilir. Ancak, dü�ük 

sıcaklıklara do�ru gidildi�inde, parçacıkların ayırt edilemezli�inden kaynaklanan 

kuantum etkileri ortaya çıkmaya ba�lar. Temelde bu klasik limiti belirleyen 

parçacıkların 
mkT

2 2

T

�π
λ =  ifadesi ile verilen termal de Broglie dalga boyudur. Burada 
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h  Planck sabiti, k  Boltzmann sabiti ve m  parçacıkların kütlesidir. Görüldü�ü gibi T 

sıcaklı�ı azalırken  Tλ  artar. Termal de Broglie dalga boyu ile parçacıklar arası mesafe 

aynı mertebede oldu�u zaman kuantum etkileri ortaya çıkmaya ba�lar. Bu etkilerin 

belirgin olmaya ba�ladı�ı klasik kuantum geçi�inin sınırı, ρ   parçacık sayısı yo�unlu�u 

olmak üzere, 13 <<Tρλ  �eklinde ifade edilebilir.  

 

Klasik limitin geçerli olabilmesi için kuantum mekani�ine göre momentumu p  olan bir 

parçacı�a e�lik eden de Broglie dalga boyu Tλ  moleküller arası ortalama serbest yolla 

kar�ıla�tırıldı�ında mutlaka küçük olmalıdır. E�er moleküller arası mesafe çok büyük 

ise parçacıkların de Broglie dalgaları yeterli ölçüde giri�im yapamazlar. Bu tip 

parçacıklar Newton mekani�ine uyarlar. Fakat parçacıkların de Broglie dalga boyları 

moleküller arası ortalama serbest yola yakın veya e�it büyüklükteyse bu dalgalar 

arasında giri�im ortaya çıkar ve bu limit a�ıldı�ında kuantum etkileri önem kazanır. 

Gazı olu�turan parçacıklar arasında, örne�in bir metalin serbest elektronları veya sıvı 

Helyum atomlarının birbirleriyle etkile�melerinde oldu�u gibi, kuantum etkileri baskın 

hale geliyorsa bu tür gazlar kuantum gazları olarak bilinir.  

 

Kuantum etkilerinin baskın oldu�u bir gazın fiziksel davranı�ını anlayabilmek için 

kuantum istatisti�i bakı� açısından girilebilir durumların sayısını ve özelliklerini bilmek 

gereklidir. Bilindi�i gibi kuantum mekaniksel açıdan bakıldı�ında birbirinden ayırt 

edilemeyen parçacıkların bulundu�u çok parçacıklı bir sistemin toplam dalga 

fonksiyonu, parçacıkların yer de�i�tirmesine göre ya simetrik ya da antisimetrik 

olmalıdır. Parçacıkların dalga fonksiyonunun simetrik ya da antisimetrik olmasını 

parçacı�ın sahip oldu�u spin belirler. Dalga fonksiyonu antisimetrik olan parçacıklar bir 

seviyede en fazla tek bir parçacık olacak �ekilde yerle�ebilirler. Spini 
2

1
, 

2

3
, 

2

5
 gibi 

buçuklu olan parçacıklar bu kurala uyarlar ve fermiyon olarak adlandırılırlar. 

Fermiyonlar Pauli dı�arlama ilkesine göre aynı kuantum düzeyinde bulunamazlar. Bu 

sınıftaki parçacıkların istatistiksel davranı�ı ile ilgili teori Fermi ve ondan ba�ımsız 

olarak Dirac tarafından geli�tirilmi�tir ve Fermi-Dirac (FD) istatisti�i olarak bilinir. 

Elektron, pozitron, proton ve nötron bu sınıftaki bazı parçacıklardır. Öte yandan, dalga 

fonksiyonu simetrik olan parçacıklar aynı seviyede çok sayıda parçacık olacak �ekilde 
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yerle�ebilirler. Spini 2,1,0  gibi tam sayı olan parçacıklar bu kurala uyarlar ve bozon 

olarak adlandırılırlar. Bozonların istatistiksel davranı�ları Bose ve Einstein tarafından 

incelenmi�tir ve Bose-Einstein (BE) istatisti�i olarak adlandırılır. Örne�in π  ve K 

mezonu, foton ve fonon bu sınıfa dahildir.   

 

�imdi yo�u�ma (condensation) olayının nasıl meydana geldi�ini göstermek için kütlesi 

sıfırdan farklı bir bozon gazının fiziksel davranı�ını ele alaca�ız. Bir bozon gazı, toplam 

spini bir tam sayıya e�it olan atomlardan olu�mu�tur. Bozonlar, fermiyonların tersine 

Pauli dı�arlama ilkesine uymazlar. Bu çok çarpıcı bir durumdur ve önemli fiziksel 

sonuçlara yol açmaktadır. Bu durumu anlamak için bozon gazının dü�ük sıcaklıklardaki 

davranı�ına yakından bakmak gereklidir. Bir bozon gazı içerisinde iε  enerjili seviyede 

bulunan bozonların sayısını ( in ) veren da�ılım fonksiyonu,  

 

1

1
)( −

=
−µεβ ie

ni        (1.1) 

 

ba�ıntısıyla verilir. Burada µ  sistemin kimyasal potansiyelidir. Sistemdeki tüm 

parçacıkların sayısı ise,  

 

�
−

=
− 1

1
)( µεβ ie

N        (1.2) 

 

�eklindedir. Serbest bir gaz için enerji durumları yo�unlu�u ise, 

 

εε
π

εε d
h

)m(V
d)(g /

/
23

3

2322
=      (1.3) 

 

olur. (1.2) ba�ıntısının integral formunu dikkate alarak (1.3) ba�ıntısını yeniden 

yazarsak toplam parçacık sayısını,  

 

1

22 21

0
3

23

−
=

−

∞

� )(

//

e

d

h

)m(V
N

µεβ

εεπ
     (1.4) 
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elde ederiz. (1.4) ba�ıntısı sıcaklık de�i�ti�inde parçacık yo�unlu�unun sabit kalaca�ını 

ifade eder. Fakat sıcaklık dü�ürüldü�ünde (1.4) ba�ıntısının sa� tarafının sabit 

kalabilmesi, yani parçacık sayısının korunabilmesi için kimyasal potansiyelin sıcaklıkla 

artması gerekir. Sıcaklık dü�erken µ  daima artar ancak µ  küçülür. Öyleki, µ  artarken 

belli bir kritik sıcaklıkta sıfır olması gerekir. Dolayısıyla, bahsedilen kritik sıcaklık cT , 

0=µ  durumunda (1.4) ba�ıntısındaki integral ile tanımlanır. Bu kritik sıcaklı�ın altına 

inildi�inde Bose-Einstein da�ılımına göre üst seviyelere yerle�emeyen bütün bozonlar 

en dü�ük seviyeye toplanırlar. Bu durum dü�ük sıcaklıklarda bozon gazının hal 

de�i�tirece�ine (faz geçi�i) açıkça i�aret eder. Ancak kritik sıcaklı�ın altındaki 

durumlarda (1.4) ba�ıntısı taban durumunda bulunan parçacıkların sayısını yansıtmaz.  

 

Gerçekte, kritik sıcaklı�ın üstündeki sıcaklıklarda taban enerji durumundaki, yani 

enerjisi ve momentumu sıfır olan parçacıkların sayısı,  

 

1

1
0

−
=

−βµe
N         (1.5) 

 

kadarken di�er enerji seviyelerinde bulunan parçacıkların sayısı ise  

�
∞

−>
−

=
0

21

3

23

0
1

22
)(

//

e

d

h

)m(
VN

µεβε

εεπ
     (1.6) 

 

�eklindedir. Sonuç olarak toplam parçacık sayısı (1.5) ve (1.6)  nın toplamı ile 

 

�
∞

−− −
+

−
=

0

21

3

23

1

22

1

1
)(

//

e

d

h

)m(V

e
N

µεββµ

εεπ
    (1.7) 

 

�eklinde verilir.  

Bozon gazları için cT  kritik sıcaklı�ının üstünde, integral taban durumundaki 

parçacıkların sayısını da içerir ve kimyasal potansiyel (1.4) ba�ıntısında verildi�i 

gibidir. Fakat kritik cT  sıcaklı�ının altında kimyasal potansiyel sıfıra gider. Kritik 

sıcaklı�ın altında enerjisi sıfırdan farklı parçacıkların sayısı (1.6) ba�ıntısından 0=µ  

seçilerek integral hesaplandı�ında, 



 6 

2
3

0 ��
�

�
��
�

�
=>

cT

T
NNε        (1.8) 

 

elde edilir. Sonuç olarak NN /0>ε  oranı toplam parçacık sayısı içinde enerjisi 0>ε  

olanların kesrini verirken kalan parçacıkların, 
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       (1.9) 

 

kesri de, en dü�ük enerjili duruma yerle�mi� olan, enerjisi ve momentumu sıfır olan 

parçacıkların kesrini verir. Kritik sıcaklı�ın üstünde taban durumundaki parçacıkların 

sayısı ihmal edilirken sıcaklık geçi� sıcaklı�ının altına dü�ürüldü�ünde parçacık sayısı 

çok hızla büyür. Taban enerjisine ula�an parçacıkların enerjileri ve momentumları sıfır 

olur. Böylece faz geçi�i gerçekle�mi� olur. Bu �ekilde parçacıkların taban enerji 

durumunda toplanmasına Bose-Einstein Yo�u�ması adı verilir. Bozon gazının 

yo�u�ması klasik bir buharın yo�u�masından oldukça farklıdır. Ancak, buhar ile bozon 

gazının yo�u�ması arasında bazı benzerlikler de vardır. Örne�in cTT < de BE gazının 

basıncı doymu� buhar basıncında oldu�u gibi hacmine de�il sıcaklı�ına ba�lıdır. 

Yo�u�manın en önemli fiziksel sonucu, sistemde bulunan tüm bozonların aynı taban 

enerji durumuna ula�arak tek bir parçacık gibi davranması �eklinde özetlenebilir. Oysa 

fermiyonların aynı kuantum durumunda bulunmaları Pauli dı�arlama ilkesine göre 

olanaksızdır, fermiyonlar bu özelliklerini dü�ük sıcaklıklarda da korumaktadırlar.  

 

1.2 Bose-Einstein  Yo�u�masının Tarihçesi 

 

Yirminci yüzyılın ba�ında, termal elektromanyetik ı�ımanın kuantum do�ası en çok ilgi 

çeken konulardan birisiydi. Bu konu Max Planck’ın  ısıtılan cisimlerden yayılan 

radyasyonun spektral da�ılımının, yalnızca yayılan radyasyonun enerjisinin ayrık enerji 

durumuyla açıklanabilece�i �eklindeki ke�fiyle ate�lenmi�ti. Planck’ın bu dü�üncesi 

Einstein’ı yayılan ı�ıma enerjisinin daha sonraları foton adı verilecek kuantumlu enerji 

paketleri �eklinde olması gerekti�i fikrine götürmü�tü.  
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1924 yılında Hintli fizikçi S.N. Bose, klasik elektrodinamik sonuçlara hiç ba�vurmadan 

tamamıyla istatistik tartı�malar kullanarak fotonlar için Planck da�ılım yasasının 

türetilebilece�ini gösterdi�i bir makale yolladı. Einstein bu makalenin önemini hemen 

kavradı ve makaleyi Almancaya çevirerek onun yayınlanmasını sa�ladı. Hemen sonra 

kendisi de bu konu üzerinde çalı�arak bozonların kuantum teorisini geli�tirdi�i iki ayrı 

makale yayınladı. Bose’un fotonun kütlesiz parçacık olması nedeniyle fark edemedi�i 

bir fiziksel durumu Einstein fark etmi� ve birbirleriyle etkile�meyen bozonların toplam 

sayılarının korunması �artıyla dü�ük sıcaklıklarda bir faz geçi�i göstermesi gerekti�ini 

vurgulamı�tı. Böylece Bose-Einstein istatisti�i do�mu� oldu ve bu faz geçi�i de       

Bose-Einstein yo�u�ması (condensation) olarak adlandırıldı. Ancak çok uzun zaman 

boyunca hiçbir fiziksel olayın böyle bir davranı� ortaya koyaca�ı bilinmiyordu.  

 

Oysa helyum izotopunun (He
4) sıvı fazının �a�ırtıcı �ekilde süperakı�kan oldu�u          

H. Kamerlingh Onnes tarafından 1911 yılında bulunmu�tu. Ancak 1938 yılında             

F. London bu süperakı�kanlı�ın helyum atomlarının bozon karakterinden 

kaynaklanması gerekti�ini ileri sürdü. Bu tez bozon olmayan ve �u an bildi�imiz 

�ekliyle Fermi-Dirac istatisti�ine uyan He
3 izotopunun süperakı�kan özelli�i 

incelenerek desteklenmek istendi. Fakat yine beklenen olmadı. Her iki izotopun 

süperakı�kan davranı�ı ile klasik akı�kanların fiziksel özellikleri arasında hiçbir ili�ki 

kurulamamı�tı.  

 

Süperakı�kanların sürtünmesiz bir �ekilde akı�ı ile dü�ük sıcaklıklarda bazı metallerde 

gözlenen dirençsiz yük akımı arasında ili�ki kuruldu. Metallerde elektrik akımının 

hiçbir dirençle kar�ıla�madan akı�ı süperiletkenlik olarak adlandırıldı. Ancak 

süperiletkenlik davranı�ı çok dü�ük sıcaklıklarda elde edilebiliyordu.                               

Bardeen et al. (1957) �imdilerde süperiletkenli�in BCS teorisi olarak bilinen 

süperiletkenlik teorisini geli�tirdiler. Bu mikroskobik teori, metallerin elektronları 

arasında etkile�imlerin fononlar aracılı�ıyla gerçekle�tirildi�ini varsayıyordu. Aslında 

Ginzburg ve Landau (1950) yılında zaten böyle bir fenomonolojik teori önermi�lerdi. 

Fakat bu teorinin pratik bir uygulaması bulunamadı�ından teorinin öneminin 

anla�ılması için uzun bir sürenin geçmesi gerekmi�ti.  
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Normalde elektronlar Fermi-Dirac istatisti�ine uyarlar fakat süperiletken geçi� 

sıcaklı�ının altında olu�an “Cooper Çiftleri” olarak da bilinen elektron çiftleri bozon 

parçacıkları gibi davranırlar ve bu durum Bose-Einstein yo�u�masına benzer bir 

durumun ortaya çıkmasına yol açarlar. BCS teorisine göre, spinleri ve momentumlarının 

büyüklükleri e�it fakat yönelimleri zıt iki elektron Frohlich etkile�imi olarak bilinen, 

fonon etkile�imi aracılı�ıyla bir sistem olu�tururlar. Metalik örgünün bir elektronun 

hareketine tepki süresinin kısıtlanması yüzünden ve elektron fonon etkile�iminde 

momentumun korunmasının gereklili�inden dolayı iletim elektronlarının yalnızca bir 

bölümü çiftlenme sürecine katılabilirler. Tipik bir süper iletkende bir çift yakla�ık 106 

adet Cooper çifti ile korelasyon yapar. Bu �ekilde çok yo�un üst-üste binme olayı, metal 

içinde hareket eden di�er elektron çiftleri arasında kuvvetli korelasyonların do�masına 

yol açar ve tüm iletim elektronları kollektif olarak hareket ederek süperiletken durumu 

yaratırlar.  
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2. BOSE-EINSTEIN YO�U�MASI �LE �LG�L� DENEYSEL ÇALI�MALAR  

 

2.1 Dü�ük Sıcaklıklarda Yapılan Çalı�malar 

 

1908 yılında Hollanda’lı fizikçi Heike Kammerligh Onnes -269°C (4,2 K) sıcaklı�ında 

helyumu sıvıla�tırmayı ba�armı�tır. O zamana kadar 77 K sıcaklı�ına sıvı azot 

kullanılarak ula�mı�tı. Onnes'in bu ba�arısından sonra 4 K sıcaklı�ına inebilmek için 

sıvı helyum kullanılmaya ba�lanmı�tı. Kinetik teoriden bilindi�i gibi atom ve 

moleküllerin 0 K (-273,15°C) sıcaklı�ında hareketleri, dönme ve ötelenmeleri durur. Bu 

çok dü�ük sıcaklıklarda maddeler de�i�ik özellikler göstermeye ba�lar. Bu özelliklerden 

ilki Kammerligh Onnes'in 1911 yılında ke�fetti�i "bazı maddelerin kendine özgü bir 

sıcaklı�ın altında dirençlerinin sıfıra dü�mesi" yani süperiletkenlik olayıdır. Genelde iyi 

iletken olmayan bazı iletkenlerin sıvı helyum sıcaklı�ında süperiletken oldukları 

gözlenmi�tir. Ayrıca çekirde�inde iki proton ve iki nötronu bulunan He
4 izotopunun 

olu�turdu�u akı�kan 2,18 K’lik bir sıcaklıkta sürtünmesiz akı�kanlık (süperakı�kanlık) 

gibi bir özellik gösterir.  

 

Ancak, Bose ve Einstein tarafından öngörülen atomik bozon gazlarındaki faz geçi�i çok 

daha dü�ük sıcaklıklar gerektirir. Mikrokelvin mertebesinde dü�ük sıcaklıklar gerektiren 

Bose-Einstein yo�u�masının deneysel olarak açık bir �ekilde gerçekle�tirilmesi, bu 

yüzden çok uzun bir zaman almı�tır. Peki, bu kadar dü�ük sıcaklıklara inebilmek için 

neler yapılabilir? 

 

Bunun için ı�ık ı�ınlarından faydalanılır. I�ık ı�ınlarından, daha çok nesneleri ısıtmak 

için faydalanılır. Lazerler söz konusu olunca metalleri kesmek, kaynak yapmak ya da 

plazma ısıtmak bilinen uygulamalardan bazılarıdır. Ancak ısıtma özellikleri bizi 

�a�ırtmayan güçlü lazer ı�ınlarının, evrenin en so�uk gazlarının olu�turulmasında 

kullanılmaları beklenen bir olay de�ildir. Bu konudaki ilk çalı�malar, so�utma 

dü�üncesinden çok, spektroskopik çalı�malardaki kesinli�i artırma hedefine yönelik 

olarak, atomları yava�latmayı amaçlamaktadır. 
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I�ı�ın mekanik bir etkisinin olabilece�i dü�üncesi, 17. yüzyıla kadar uzanır.       

Johannes Kepler 1619'da kuyruklu yıldızların kuyruklarının neden hep güne�e ters 

yönde uzadı�ı sorusuna yanıt ararken, ı�ı�ın mekanik bir etkisi olabilece�ini öne 

sürmü�tür. I�ık basıncı kavramına katkılar, 1873'te James Clerk Maxwell ve 1917'de 

Albert Einstein tarafından sa�lanmı�tır. Einstein, fotonların atomlar tarafından 

so�urulması ya da salınması durumunda atomun do�rusal momentumunda de�i�me 

olaca�ını göstermi�tir. Foton momentumunun önemli bir rol oynadı�ı ilk deney,          

X-ı�ınlarının elektronlarca saçıldı�ı Compton Etkisi deneyidir. 1923'te ise,                        

C. T. R. Wilson tarafından, bir gaz odasında elektronların ı�ık tarafından geriye 

saçılması gözlenmi�tir. Atomların fotonlar tarafından saçılması deneyi ise O. R. Frisch 

tarafından 1933'te gerçekle�tirilmi�tir. Frekansı ayarlanabilir boya lazerlerinin 1966'da                   

P. P. Sorokin ve F. P. Schäffer tarafından geli�tirilmesiyle ı�ı�ın mekanik etkisinin daha 

derin bir �ekilde ara�tırılması olasılı�ı do�mu�tur. Yüksüz atomlar üzerinde ı�ı�ın 

etkisinin ara�tırıldı�ı ilk kuramsal çalı�malar, 1970'te ABD Bell Laboratuarlarından     

A. Ashkin, ve Sovyetler Birli�i'nden V. Letokhov tarafından yürütülmü�tür. Ashkin ve 

Letokhov lazer ı�ınlarının oda�ında atomların tuzaklanmasını önererek, canlı hücrelerin 

tuzaklandı�ı ilk "optik cımbızları" yapmı�lardır. Ancak gerçek anlamda atomların 

yava�latılmasına ili�kin ilk deneyler Hänsch and Schawlow (1975) tarafından 

yayımlanan iki sayfalık bir makaleye dayanmaktadır. Bu makalenin, yepyeni bir 

ara�tırma alanı açaca�ını ilk bakı�ta görmek kolay de�ildir (Hänsch and            

Schawlow 1975). Bu makalede, bilgisayar modelleri, karma�ık integraller ya da kısmi 

diferansiyel denklemler yoktur. Dayandı�ı iki kaynaktan biri; A. Ashkin tarafından 

kaleme alınan "Hareket halindeki bir atomun bir elektromanyetik alan içerisinde, 

saçılma kesit alanlarının kuantum mekaniksel hesaplanması" göz ardı edilirse, 

matematiksel olarak sadece birkaç satırlık dört i�lem vardır. Ancak fiziksel olarak öneri, 

son derece özgün ve de�erlidir. Temel olarak Doppler etkisinin üzerine kuruldu�u için, 

daha sonra bu kurama dayanarak yapılan deneylere "Doppler So�utması deneyleri" ismi 

verilmi�tir. 

 

Doppler etkisi hemen hemen her gün gözledi�imiz bir etkidir. Sabit bir hızla hareket 

eden bir motorlu ta�ıtın sesini, yerdeki bir gözlemci, hareketin yönüne ba�lı olarak 

farklı algılar. Ta�ıt yakla�ıyorsa ses daha tiz (yüksek frekanslı), uzakla�ıyorsa daha bas 
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(dü�ük frekanslı) algılanır. Schawlow'un kurguladı�ı düzenekte, iki enerji düzeyli bir 

atom dü�ünülmektedir. Bu atom, geçi� frekansının biraz altında frekansa ayarlanmı� bir 

lazerle aydınlatılır. E�er, atomun lazere do�ru bir ötelenme hareketi varsa, Doppler 

etkisinden ötürü, lazer ı�ınını rezonans frekansına yakın olarak algılar. Bu durumda 

atom, bir foton ve bu fotonun momentumunu so�urarak uyarılmı� üst enerji seviyesine 

geçer, aynı zamanda da yava�lamı� olur. Elektron kısa bir süre sonra kendili�inden alt 

enerji düzeyine geçerken, atomun yaydı�ı foton herhangi bir yönde hareket edecektir. 

Dolayısıyla, istatistiksel olarak, yayılan fotonun atoma aktaraca�ı ortalama ötelenme 

hızı sıfırdır. Böylece lazer ı�ını kayna�ına do�ru belirli bir hızla hareket eden atom 

yava�latılmı� olur. Ancak, zıt yönde hareket ediyorsa, yine Doppler etkisinden ötürü 

rezonanstan uzakla�ır; bu durumda lazer ı�ınıyla etkile�mez. Atomun iki zıt yönde, bir 

lazer çiftiyle aydınlatılması sa�landı�ında, atomların yava�laması ve gazın so�uması 

beklenir; çünkü atom hangi yönde hareket ederse etsin, o yönden gelecek ı�ın tarafından 

yava�latılmı� olur. Hänsch ve Schawlow bu yöntemin sınırını hesapladıklarında iki 

düzeyli atomda bu alt sınırı 240 µ K (l µ K=10-6
K) olarak bulmu�lardır. Buradaki 

zorluk, atom yava�ladıkça Doppler kaymasıyla ula�ılan rezonans ko�ulundan da 

uzakla�ılmasıdır. Ancak V. Letokhov, "frekans cıvıltısı" ismini verdi�i yöntemle, bu 

zorlu�u a�mı�tır. Daha sonraki yıllarda, bu yöntemin, boya lazerlerine göre daha az 

elektronik kontrol gerektiren diyot lazerleriyle gerçekle�tirilmesi de sa�lanmı�tır. 

 

Maddeyi olu�turan atom ve moleküller çok hareketlidirler. Atom çekirdeklerinin 

çevresindeki elektronların ı�ık hızına yakın hareketlerini ve atom-altı parçacıkların 

hareketleri hiç göz önüne alınmasa bile, tek ba�ına ya da çevresindeki di�er atomlardan 

uzak ve üzerinde ı�ık yardımıyla çe�itli ölçümleri hassas bir �ekilde yapmaya olanak 

tanıyan yava�lıkta bir atom ve moleküller grubu bulmak normal ko�ullarda mümkün 

de�ildir. Oda sıcaklı�ında hava molekülleri ortalama 4000 km/h hız ile hareket ederler. 

Bu atom ve moleküller üzerinde spektroskopik gözlemler yapmak, bu hızla hareket 

ettikleri sürece, çok kesin sonuçlar vermeyecektir. Bu durumda atomları so�utmak 

gerekir. Ancak atomlar gaz halindeyken so�utulunca önce sıvı, sonra da katı hale 

geçerler. Oysa Bose-Einstein yo�u�ması için atomlar yava� ve gaz halinde olmalıdırlar; 

çünkü sıvı ve katılarda atomlar birbirlerine çok fazla yakla�arak birbirleriyle etkile�irler. 

Bu durumda çok az gaz atomunun vakuma yerle�tirilip, so�utulması gerekir. Ancak bu 
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ko�ulda bile, (örne�in -270 °C’de) atomların hızları 400 km/h’den fazladır. Sadece          

-273,15 °C’ye yakla�ıldıkça, yani mutlak sıfır çevresinde atomların hızları dikkate de�er 

ölçüde azalır. Hidrojen atomları için sıcaklık sadece Kµ1 ise, atomlar saniyede 25 cm, 

ya da saatte 1 km hızla hareket ederler. 

 

2.2 Lazerle So�utma 

 

Lazer ı�ı�ı tek renkli ve e� fazlı milyarlarca fotonun yer aldı�ı bir ı�ın demetidir. Bir 

lazeri sıradan bir ı�ık kayna�ından ayıran en önemli özellik budur. Bir bilardo topu (A), 

duran bir ba�ka bilardo topu (B) ye çarparsa A yava�lar hatta kütleleri e�itse durur. B ise 

hızlanır. Ancak her ikisi de hareketli iken A, B ye çarptıktan sonra gelirkenki hızından 

daha büyük bir hıza sahip olarak geri yansırsa B yava�lamı� olacaktır. Bu momentum 

korunumundan ileri gelir. Aynı mantık lazerle atomu yava�latmak için kullanılırsa aynı 

kuantum durumunda bulunan milyarlarca fotonun olu�turdu�u lazer ı�ını so�utulmak 

istenen atoma gönderildi�inde atomu yava�latabilir. Burada ilk ko�ul, gönderilen 

fotonların atomlarla etkile�melerinin ardından geli� enerjilerinden daha büyük enerjiyle 

geri saçılmı� olmalarıdır. Bu yüzden lazer ı�ı�ının frekansı yani enerjisi buna göre 

ayarlanmalıdır. Bu yolla maddeler mutlak sıfırın (0 K) milyarda bir derece üzerine kadar 

(nanokelvin mertebesine kadar) so�utulabilirler. �kinci ko�ul ise lazer ı�ı�ının 

frekansının içinden geçece�i maddenin atomlarının enerji düzeyleri arasındaki farkla 

uyumlu olmasıdır. Böyle olmazsa atomlar bu ı�ı�a tepki vermezler ve fotonlar atomlar 

tarafından so�urulmadan geçip gider. 

 

E�er atom, ı�ına do�ru hareket ediyorsa ve ı�ının atom tarafından so�urulması 

isteniyorsa, ı�ının dura�an bir atom için gerekli olan frekanstan biraz daha dü�ük bir 

frekansa sahip olması gerekir. Uyarıldıktan sonra, yüz milyonda bir saniye gibi bir süre 

sonunda, bu uyarılmı� atom, ı�ıma yapacaktır. Atomun ı�ımasından sonra, bu foton 

akı�ından yeni bir foton tekrar so�urulabilir. E�er her yönden uygun frekansa sahip 

fotonlar geliyorsa, atom hangi yöne hareket ederse o yönden gelen fotonlarca 

yava�latma etkisi uygulanacaktır. Deneysel zorlukları a�mak için, SSCB'den                

V. Letokhov'un "frekans cıvıltısı" yöntemine seçenek olarak, ABD'den              

"Zeeman yava�latıcısı" yöntemi önerilmi�tir. Frekans cıvıltısı yönteminde belli atom 
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grupları hedef alınır, frekans de�i�melerinin lazer ı�ınlarına uygulanmasıyla atomlar 

gruplar halinde yava�latılır. Bunun için frekansları geni� bir aralıkta ayarlanabilen boya 

lazerleri ve diyot lazerleri kullanılır. Zeeman yava�latıcısı yöntemi, ABD Ticaret 

Bakanlı�ı Ulusal Standartlar ve Teknoloji Enstitüsü'nden (NIST), Dr. William             

D. Phillips ve Herold Metcalf tarafından teklif edilmi�tir (Metcalf and Phillips 1987). 

Bu yöntem, atomların hareket yönü boyunca de�i�en bir sarım manyetik alanının 

kurulmasına dayanır. Manyetik alana ba�lı olarak ortaya çıkan atomun enerji düzeyleri 

arasındaki açılma, yani Zeeman yarılması kaymaları, so�utma için gerekli olan Doppler 

kaymasıyla e�lenik olacak �ekilde uygulanan manyetik alan ayarlanır. 

 

Bir atomdaki elektronların enerji düzeyleri kuantum kuramına göre yalnızca belli 

de�erler alabilir. Ancak, elektronların kendi iç özellikleri olan spinin alabilece�i belirli 

de�erlere ba�lı olarak bir elektronun enerji düzeyi, bir manyetik alan içerisinde farklı 

de�erler alabilir. Tek bir enerji düzeyi bir kaç düzeye bölünür, bu olaya Zeeman 

Yarılması ismi verilmi�tir. Bu enerji düzeyi kaymaları uygulanan manyetik alanın 

büyüklü�üne ba�lı olarak de�i�mektedir. Bu yöntem Schawlow ve Hänsch'in ilk 

yönteminden daha kapsamlı dü�ünülmü�tür. 1985'te, o zamanki ismiyle Ulusal 

Standartlar Bürosu'nda görevli W. Phillips ve çalı�ma arkada�ları, Phillips'in, lisansüstü 

ö�rencisiyken Massachusetts Teknoloji Enstitüsü'nde (MIT) hazırlamı� oldu�u aygıtı 

uygun hale getirerek, ilk kez atomları manyetik tuzaklarda hapsetmi�lerdir. �deal iki 

enerji düzeyli bir atomun so�utulabilece�i Doppler sınırı hesaplandı�ında 240 µK 

bulunmu�tur ki bu sıcaklık Bell Laboratuarlarında Steven Chu ve arkada�ları tarafından, 

büyük bir deneysel belirsizlikle de olsa, 1984'te ölçülmü�tür. Raporlarında, her biri 

birbirine dik üç zıt çift lazer ı�ınının kesi�ti�i bezelye büyüklü�ündeki hacimde         

(0,2 cm
3), yüz bin sodyum atomunun, kuramın öngördü�ü sınıra yakın, ancak ölçümde 

büyük belirsizlikler olmak üzere, 200 µK civarına kadar so�utuldu�unu belirtmi�lerdir. 

 

NIST grubu daha sonra lazer ı�ınlarından birinin daha güçlü olması durumunda aynı 

yönde bir atom grubunun göstermesi beklenen kaymanın gerçekle�medi�ini 

gözlemlemi�tir. Ayrıca frekans kaymaları gerekenin birkaç kat altına dü�tü�ünde, 

etkinin ortadan kalkması gerekirken, sistemin daha etkin oldu�u da gözlenmi�tir. Grup, 

atomların sıcaklıklarını, lazerlerin kapatılmasından sonra atomların dü�mesinin izlenip 
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ölçülece�i yöntemle deneyi tekrarladıklarında atomların yerçekimi tarafından, sıcaklı�ı 

ölçecek sondaya ula�maktan alıkonulduklarını fark etmi�tir. Bu aslında atomların 

sanılandan çok daha fazla yava�ladıkları, dolayısıyla Doppler sınırıyla öngörülenden 

daha dü�ük sıcaklıklara ula�ıldı�ı anlamına gelir. Buradan beklenmedik bir �ekilde 

Doppler sınırının da geçildi�i söylenebilir. Phillips ve Chu, sıcaklık ölçmek üzere 

atomları bulacak sondayı biraz daha a�a�ı indirdiklerinde sıcaklı�ı 40 µ K olarak 

ölçmü�lerdir ve böylece Doppler sınırının a�ıldı�ı kesinle�mi�tir. Ancak ilk deneyde 

atomlar hiçbir zaman sondaya ula�mamı�tır. Çünkü ba�ından beri deneylerin üzerine 

kuruldu�u kuram eksiktir. Ancak bu kuramın çok basit olması ve orijinal sıcaklı�ın 

beklenenin 6 kat altında olması, Phillips ve Metcalf’in gruplarını, sıcaklı�ı üç farklı 

yöntemle daha ölçmeye ve di�er bilim adamlarından yardım istemeye itmi�tir. Yardım 

istenen bilim adamlarına sonuçlar gönderildi�inde çe�itli tepkiler gelmi�tir. Bazı bilim 

adamları u�ra�maktan vazgeçmi�lerdir. Ancak iki bilim adamı laboratuarlarına girerek 

deneyi tekrarlamı�, sonuçların do�ru oldu�unu görmü� ve üzerinde çalı�maya 

ba�lamı�lardır. Açıklama Stanford’daki Steven Chu’nun grubundan ve Fransa’daki 

Claude Cohen-Tannoudji ve Jean Dalibard grubundan hemen hemen aynı zamanda 

gelmi�tir (Chu 1991 and Cohen-Tannoudji 1990). Gerçekte sodyum atomları Zeeman 

yarılmasıyla farklı enerji düzeylerine ayrılır; lazer ı�ınları bu düzeylerdeki enerjiden 

daha dü�ük enerjiyle atomları uyarabilir ve yeni so�utma mekanizmalarına yol açabilir. 

Bunlara, kutuplanma farklılı�ı so�utması, ya da Phillips’in kendi deneyinde vermi� 

oldu�u �ekliyle “Sisiphos So�utması” adı verilmi�tir. Phillips, daha sonra Paris 

grubuyla ortak çalı�masında, yüksüz sezyum atomları için 2.5 µ K e ula�ıldı�ını 

belirtmi�tir.  

 

Doppler so�utması mekanizması temelde di�er so�utma mekanizmaları için de geçerli 

olan, “geri saçılma” sınırına da yol açar. Yani Sisiphos so�utması ve Doppler so�utması 

ile birlikte i�lerken, Doppler so�utması ayrı bir sınır daha koyar. Cohen-Tannoudji ve 

grubu daha sonra atomik “siyah kuantum durumları”nı kullandıklarında saçılma 

limitinin, hem Doppler so�utması hem de Sisiphos so�utması için bir sınır olu�turması, 

en yava� atomların bile sürekli so�urma ve ı�ıma durumunda olmasından 

kaynaklandı�ını fark etmi�lerdir. Bu süreçler, gaza küçük ama ihmal edilmeyecek hızlar 

kazandırıp, ortamda belirli bir sıcaklık olu�masına sebep olmaktadır. Daha dü�ük 
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sıcaklıklara ula�abilmek için bir �ekilde, en so�uk gazların, optik yava�latmaların bu 

etkisini hissetmemesinin sa�lanabilmesi gerekir.  

 

1988-1995 yılları arasında Cohen-Tannoudji ve grubu, dura�an bir atomun so�urma 

yapmadı�ı, karanlık kuantum durumlarının olu�turuldu�u bir mekanizma ile lazer 

so�utması mekanizmasını birle�tirdiklerinde, Doppler etkisinin kullanıldı�ı ve 

hareketleri son derecede yava�latılmı� atomları, yapay olarak olu�turulan karanlık 

kuantum durumlarına iten bir yöntem geli�tirmi�lerdir (Cohen-Tannoudji 1990). Paris 

grubu, yöntemin bir, iki ve üç boyutta i�e yaradı�ını göstermi�tir. Bütün deneylerde geri 

saçılma sınırı Kµ4 olan helyum atomu kullanılmı�tır. �lk deneyde iki zıt lazer ı�ını bir 

boyutlu hız da�ılımı elde etmek için kullanılmı� ve geri saçılma sınırının yarısına 

inilmi�, dört lazerle iki boyutta yapılan deneylerde sıcaklık sınırının on altı kat altına, 

0,25 Kµ  e ula�mı�tır. Sonunda üç boyutlu yapı altı lazerle kuruldu�unda 0,18 Kµ e 

ula�ılmı�tır. Bu ko�ullarda helyum atomunun hızı, 2 m/s dir. Bu kadar dü�ük 

sıcaklıklara ula�ılması, çok daha farklı alanlarda yeni fırsatların do�masına yol açmı�tır. 

Spektroskopideki duyarlı ölçümlerde, atomik saatlerin yüz kat daha duyarlı 

yapılmasında (bu öncelikle uzaklara yolculuk yapacak uzay araçları için önemli), 

atomik giri�im-ölçerlerde, atom optik ve litografisinde, gazlarda ilk Bose-Einstein 

yo�u�masının gözlenmesinde yeni olasılıklar belirmi�tir. Gazların lazerle so�utulması 

deneyi, vaat ettiklerinin yanı sıra, gerçekle�tirilebilir ölçeklerde olmasından ötürü, 

öncelik kazanan bir deneydir.  
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2.3 Bose-Einstein Yo�u�masının Deneysel Olarak Gözlenmesi 

 

Atomik gazlardaki yo�u�ma çalı�maları 1980’lerden önce hidrojenle ba�lamı�tır. 

Hidrojen atomlarıyla yapılan deneylerde atomlar önce so�utulmu� sonra magnetik 

alanla tuzaklanıp daha sonra da buharla�ma ile so�utma (evaporative cooling) 

yöntemiyle çok dü�ük sıcaklıklara getirilmi�tir. Bu amaçla kullanılan bir manyetik tuzak 

�ekil 2.1 ve �ekil 2.2’de gösterilmi�tir.  

 

 

 

 �ekil 2.1  Bozonların  manyetik  olarak  tuzaklanmasında  kullanılan  deneysel  düzene�in  �ematik 
gösterimi (Iofffe Pritchard magnetic trap) 



 17 

 

 

�ekil 2.2 Bozonların manyetik olarak tuzaklanmasında kullanılan deneysel düzene�in foto�rafı 

 

Ayrıca BEC deneyleri için Almanya’da Max Planck enstitüsünde bulunan bir gurubun 

kullandı�ı deneysel düzene�in foto�rafı ise �ekil 2.3’te gösterilmi�tir.  
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 �ekil 2.3 BEC deneyleri için kullanılan düzene�in foto�rafı 

 

Bu ara�tırmalar sırasında ilk incelemede spin kutuplanmı� hidrojen rapor edilmi�tir. 

1980 yıllarında lazere dayalı tekniklerle, lazerle so�utma ve magneto-optik tuzaklama 

gibi teknikler so�utma ve nötr atomları tuzaklama için geli�tirilmi�tir. Alkali atomların 

enerji seviyelerinin yapısı lazere dayalı tekniklere oldukça iyi uyarlar. Çünkü optik 

geçi�leri mevcut lazerlerle uyarılabilir ve iç enerji seviyeleri çok dü�ük sıcaklıklara 

kadar so�utmaya elveri�lidir. Atomlar, önce magnetik olarak tuzaklanır sonra da 

buharla�ma ile so�utma yöntemiyle daha da fazla so�utulurlar. Lazer ve buharla�ma ile 

so�utma yöntemlerini birle�tiren fizikçiler, yo�u�manın gerçekle�mesi için gerekli olan 

çok dü�ük sıcaklıklara inmeyi ba�armı�lardır. Bu durumlarda sistemin denge hali katı 

fazdadır. Ancak yo�u�mayı inceleyebilmek için sistemi yeterli bir süre yarı kararlı gaz 

fazında tutmak gerekir. Üç parçacık çarpı�maları seyreltilmi� ve so�utulmu� gazlarda 

çok nadir oldu�undan sistemi yeterince uzun süre gaz fazında tutmak mümkündür. 

Yo�u�manın gerçekle�tirildi�i rubidyum ve sodyumla yapılan deneylerin yanında 

sezyum, potasyum ve yarı kararlı helyumla da deneyler yapılmaktadır. 
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Sıvı helyum sıcaklıklarında deneysel olarak süperiletkenli�in gözlenmesine benzer 

�ekilde, lazer so�utmasıyla da Bose-Einstein yo�u�masının seyreltilmi� gazlarda 

gözlenmesi mümkün olmu�tur. Gerçi He
4 izotopunun çok dü�ük sıcaklıklarda         

Bose-Einstein yo�u�ması göstererek süperakı�kan özelli�i göstermesi ve yarı 

iletkenlerdeki uyarımlarda çok dü�ük sıcaklıklarda yo�u�manın gözlenmesi daha 

önceleri gerçekle�tirilmi�tir. Ancak her iki durumda da Bose-Einstein yo�u�ması fazının 

yanı sıra maddenin aynı zamanda katı ya da sıvı fazının da bulunmasından dolayı 

kuantum etkisi çevresiyle etkile�meyen atomlarda gözlenememi�tir. 

 

1995 yılının Haziran ayında National Institute of Standarts and Technology (NIST)’den 

Eric Cornell ve grubu, Colorado Üniversitesinden bir grupla birlikte rubidyum 

atomlarını 100 nanokelvin sıcaklı�ına kadar so�utarak Bose-Einstein Yo�u�ması olayını 

ilk kez deneysel olarak gözlemlemeyi ba�armı�lardır (Anderson et al. 1995). Çalı�ma 

grubu, Massachusetts Teknoloji Enstitüsünden (MIT) Thomas J. Greytak ve çalı�ma 

arkada�larının 1980’1i yılların sonunda geli�tirdikleri  buharla�tırma ile so�utma 

yöntemini kullanmı�tır. Bu yöntem atomların iki magnetik alan arasında asılı 

bırakılmaları esasına dayanır. Magnetik alan �iddetinin azaltılıp bir radyo dalgasının 

uygulanması, daha sıcak (daha yüksek enerjili) atomların magnetik alandan 

kaynaklanan dönü�leri sırasında çarpı�malarına sebep olaca�ından sıcak atomların 

magnetik tuza�ın dı�ına çıkmalarını, dolayısıyla so�uk atomların tuzakta kalmasını 

sa�lar. Greytak 1990 yılında bu yöntemi kullanarak hidrojen atomlarını 100 µK’e kadar 

so�utmu�tur. Ancak magnetik tuza�ın ortasındaki delik daha fazla so�utma olmasını 

engellemi�tir. 1994 yılında MIT so�uk atomları istenen yerde tutmak için lazerleri 

kullanmı�. Cornell’in grubu ise tuzaktaki deli�i atomların çıkamayaca�ı kadar hızlı 

döndüren bir magnetik alanla çalı�mı�tır. NIST grubu sonunda so�utmayı 1000 katına 

çıkararak Bose-Einstein yo�u�masını ilk gözleyen olmu�tur (Anderson et al. 1995).  
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�ekil 2.4 1995 yılında rubidyum atomlarının yo�u�ması deneyinden yayılma 
metoduyla elde edilen hız da�ılımının gösterimi  

Yukarıdaki �ekil yo�u�ma sıcaklı�ının biraz üzerindeki bir sıcaklıktaki rubidyum 
gazına kar�ılık olarak verilmi�tir. Ortadaki �ekil, yo�u�manın meydana gelmesinden 
hemen sonrasını göstermektedir. Sa�daki �ekil ise buharla�ma ile so�utma etkisi 
ortadan kaldırıldıktan sonraki yo�u�manın biçimini göstermektedir. Kırmızı ile 
gösterilen yerler atom yo�unlu�unun dü�ük oldu�u, beyazla gösterilen yerler de 
atom yo�unlu�unun en fazla oldu�u bölgedir. 

 
 

Cornell ve arkada�larının elde etti�i bu ilk yo�u�manın yayılma metoduyla elde edilen 

hız da�ılımı �ekil 2.4’te gösterilmi�tir. �ekillerdeki da�ılımların sıcaklı�ı soldan sa�a 

do�ru azalmaktadır. �lk �ekil yo�u�ma gözlenmeden hemen önceki da�ılımı, di�er ikisi 

ise yo�u�manın olu�tu�u durumu göstermektedir. Daha sonra Almanya’da Max Planck 

Enstitüsündeki bir grup tarafından elde edilen Bose-Einstein yo�u�ması ise �ekil 2.5’te 

gösterilmi�tir (Ernst et al. 1998). �ekillerin sıcaklık sıralaması �ekil 2.4’tekine benzer 

�ekildedir. �lk �ekilde yo�u�ma henüz gerçekle�memi�ken, ikinci �ekilde yo�u�ma olayı 

yeni ba�lamı�tır. �kinci �ekilde yo�u�ma etrafında halen güçlü bir termal bulut 

gözlenmektedir, son �ekilde ise bu termal bulut hemen hemen kaybolmu� ve bütün 

bozonlar taban durumda toplanmasıyla neredeyse saf bir yo�u�ma elde edilmi�tir. 
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�ekil 2.5 Bose-Einstein yo�u�masının gösterimi  
 

Burada mavi renk atom yo�unlu�unun dü�ük oldu�u kırmızı renk ise atom 
yo�unlu�unun yüksek oldu�u bölgeleri göstermektedir. 

 
 

 
 

 �ekil 2.6 �ekil 2.5’teki Bose-Einstein yo�u�ması gösteriminin üstten görünümü 
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3. ETK�LE�MEYEN BOZON GAZLARI 

 

Etkile�en bozon gazlarının davranı�ını incelemeden önce, harmonik bir potansiyelle 

tuzaklanmı�, etkile�meyen bozon gazlarında Bose-Einstein yo�u�ması davranı�ını 

incelemek faydalı olacaktır. Bu bölümde etkile�meyen bozon gazının denge özelliklerini 

enerji spektrumunun sürekli olarak ele alındı�ı yarı klasik bir yakla�ım içinde 

hesaplayaca�ız. Bu yakla�ımın geçerli olması için sıcaklık k/ε∆  ile kar�ıla�tırılabilir 

seviyede olmalıdır; burada ε∆  kom�u enerji düzeyleri arasındaki farkı gösterir. Enerji 

spektrumunun sürekli olması yakla�ımı çerçevesinde, toplamlar yerine integral 

kullanılabilir. Bilindi�i gibi kritik sıcaklı�ın altındaki sıcaklıklarda, en dü�ük enerji 

durumu düzgün bir �ekilde açıklanamaz ve denklemlere ayrıca eklenmelidir.  

 

3.1 Geçi� Sıcaklı�ı ( cT ) 

 

Bose-Einstein yo�u�masında geçi� sıcaklı�ı cT , dü�ük enerji durumlarının makroskopik 

sayıda parçacık tarafından i�gal edilmesinin ortaya çıktı�ı en yüksek sıcaklık olarak 

tanımlanır. Parçacık sayısı N çok büyük oldu�unda sıfır nokta enerjisi ihmal edilebilir 

ve böylece en dü�ük enerji minε  sıfıra e�itlenir. Bu durumda, uyarılmı� durumlarda 

bulunan toplam parçacık sayısı ε  enerjisi etrafındaki εd  aralı�ında bulunan durumların 

sayısı εε dg )(  olmak üzere,  

 

�
∞

=
0

)()( εεε fgdNex        (3.1) 

 

olarak verilir; burada 
1

1
)(

)( −
=

−µεβ
ε

e
f  Bose-Einstein da�ılım fonksiyonudur. 

Uyarılmı� durumlardaki bu parçacık sayısı, kimyasal potansiyel 0=µ  alındı�ında en 

yüksek de�ere ula�ır. Geçi� sıcaklı�ı cT , parçacıkların toplam sayısının kendilerine 

uyarılmı� durumlarda yeterince yer bulmaları durumuyla belirlenir. Bu da; 
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�eklinde verilir. �imdi anizotropik bir harmonik osilatör potansiyeli  
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ile tuzaklanmı� �eklinde bir potansiyel içinde tuzaklanmı� bir sistem için enerji 

durumlarının yo�unlu�unu elde edelim. Böyle bir sistem için tek parçacık enerji 

seviyeleri,  
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ifadesi ile verilebilir. Burada ),,( zyx nnn  sayıları pozitif tamsayılardır. Verilen bir ε  

de�erinden daha küçük enerjili durumların sayısını )(εG  ile gösterelim. )(εG ’nin 

belirlenmesi için iω�  den çok büyük enerjiler için in nin devamlı bir de�i�ken oldu�u 

ve sıfır nokta hareketinin ihmal edildi�i kabul edilebilir. Böylelikle, eksenleri 

iii nωε �= olmak üzere bir koordinat sistemi tanımlanabilir ve bu koordinat sisteminde 

zyx εεεε ++=  toplam enerjisinin sabit oldu�u yüzey bir düzlem olur. Bu düzlemin 

sınırlandırdı�ı ve koordinat sisteminin ilk oktanında kalan hacim )(εG  ile do�ru 

orantılıdır, bu hacim içinde bulunan enerji durumlarının sayısı,  
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�eklinde hesaplanabilir. εε ddGg /)( =  oldu�undan istenen tek parçacık enerji 

durumlarının yo�unlu�u,  
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olarak elde edilir. Elde edilen bu ifade (3.2) ifadesinde yerine konulur ve boyutsuz 

ckTx /ε= de�i�keni tanımlanırsa,  
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ile verilir. Burada,  
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       (3.8) 

 

Riemann zeta fonksiyonudur. Denklem (3.7) deki integral hesaplanırken Bose da�ılım 

fonksiyonu xe−  in kuvvet serisine açılmı�tır. Sonuç olarak denklem (3.7) den 
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sonucu bulunur. Burada 3/1)( zyx ωωωϖ =  üç salınım frekansının geometrik 

ortalamasıdır.  

 

3.2 Yo�u�ma Oranı 

 

De�i�im sıcaklı�ının altında, uyarılmı� durumlarda bulunan parçacıkların sayısı exN ;   
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integrali ile verilir. Daha önce oldu�u gibi integral hesaplanırsa;  
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bulunur. Bu sonucun parçacıkların toplam sayısına e�it olmadı�ı açıktır. Ayrıca cT  için 

denklem kullanılırsa uyarılmı� durumdaki parçacıkların sayısı,  
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�eklinde yazılabilir. Yo�u�mu� durumdaki parçacık sayısı ise;  

 

)()(0 TNNTN ex−=        (3.13) 

 

ile ya da a�a�ıdaki ba�ıntı ile verilir;  
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3.3 Yo�unluk Profili 

 

Mikro Kelvin sıcaklıklarında ara�tırılan atomların so�uk bulutları yakla�ık 104 ile 107 

de�erleri arasında de�i�en sayılarda atom içerir. Bir çok nedenden dolayı bu sistemlere 

alı�ılagelmi� dü�ük sıcaklıklı fiziksel teknikleri uygulamak mümkün de�ildir. Öncelikle 

daha az atom vardır. �kinci olarak sistemler oldukça kararsızdır. Bu yüzden ba�ka bir 

cisim ile denge içine girmesine izin verilmez. Üçüncü olarak sistemler saniyeler veya 

dakikalar mertebesinde ömürlere sahiptir. 

 

Ölçülebilen niceliklerden birisi, yo�unluk profilidir. Bunu yapmanın bir yolu 

so�urmaya dayalı görüntülemedir. Atomun bir rezonans frekansındaki ı�ık, bir atomik 

bulut içinden geçerken so�urulacaktır. Böylelikle so�urulma profilini ölçerek yo�unluk 

da�ılımı hakkında bilgi sa�lanabilir. So�urmaya dayalı görüntülemeyi 
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gerçekle�tirmeden önce, bulutun büyümesine izin verilerek uzaysal çözünürlük, 

geli�tirilebilir. Bu metodun dezavantajı, ı�ı�ın so�urulmasının atomların iç durumlarını 

de�i�tirmesi ve bulutu önemli bir �ekilde ısıtmasından dolayı yıkıcı olmasıdır. Bu 

durumda zamana ba�lı olayların çalı�ılması için her zaman noktasında yeni bir bulut 

hazırlanması gereklidir. Alternatif bir teknik de faz-kontrast görüntülemenin 

kullanılmasıdır. Bu yöntem, gazın kırılma indisinin kendi yo�unlu�una ba�lı olması ve 

böylece optik yol uzunlu�unun ı�ı�ın geçti�i ortam tarafından de�i�tirilir olması 

özelli�inden yararlanır. Bulutu geçen bir ı�ık demetinin fazı kaydırılmı� referans bir 

demetle giri�im yapmasına izin vererek belirlenen optik yol uzunlu�undaki de�i�imler 

yo�unluk de�i�imlerine dönü�türülebilir. Bu metodun avantajı hemen hemen hiç yıkıcı 

etkisinin olmaması, böylece tek bir bulutla zamana ba�lı olayların çalı�ılmasına izin 

vermesidir. 

 

Bulutun büyümesine izin verildikten sonra parçacıkların da�ılımı, sadece ba�langıçtaki 

yo�unluk da�ılımına ba�lı olmayıp, ayrıca ba�langıçtaki hız da�ılımına da ba�lıdır. 

Sonuç olarak hem yo�unluk hem de hız da�ılımlarının incelenmesi gereklidir. 

 

Sistemin temel durumunda, tüm atomlar en dü�ük tek parçacıklı kuantum durumunda 

yo�unla�ırlar ve yo�unluk da�ılımı )(rn  tuzak içindeki tek parçacık için temel durum 

dalga fonksiyonunun )(0 rφ  �eklini alır. Etkile�imsiz parçacıklar için yo�unluk �öyle 

verilebilir;  

 

2

0 )()( rNrn φ=        (3.15) 

 

Burada N parçacık sayısıdır.  Anizotropik harmonik osilatör için taban durum dalga 

fonksiyonu, 
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ile verilir. Burada üç do�rultudaki fonksiyonların geni�likleri,  
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ile verilir. E�er üç frekans birbirlerine e�it olmazlarsa yo�unluk da�ılımı anizotropik 

olur. Momentum uzayında denklem (3.16) ile uyumlu olan dalga fonksiyonu Fourier 

dönü�ümü yapılarak elde edilebilir. 
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Burada, 
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olarak verilir. Denklem (3.15) ile uyumlu momentum uzayındaki yo�unluk,  
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ii mc ω�=/  oldu�undan, denklem (3.20) deki da�ılım üç boyutta farklı sıcaklıklara 

sahip olan )2/( kT ii ω�= bir Maxwell da�ılım formuna sahiptir.  

 

Uzaysal da�ılım anizotropik oldu�undan, momentum uzayındaki da�ılım da yöne 

ba�ımlıdır. Belirsizlik ilkesi gere�ince, dar bir uzaysal da�ılım geni� bir momentum 

da�ılımına kar�ılık gelir, bu durum ai geni�liklerinin osilatör frekanslarının karekökü ile 

orantılı oldu�u denklem (3.18) de verilen Fourier dönü�ümünde de görülmektedir. 

 

Bose-Einstein yo�u�ma sıcaklı�ının oldukça üzerindeki sıcaklıklarda gaz, klasik bir gaz 

gibi davrandı�ı zaman, bu yo�unluk ve momentum da�ılımlarına kar�ılık gelen klasik 

da�ılımlarla arasındaki farka bakılabilir. Klasik olarak yo�unluk da�ılımı 
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exp [ ]kTrV /)(−  ile orantılıdır ve sonuç olarak �u formülle verilir; 

222222 //
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    (3.21) 

 

Burada Ri uzaysal da�ılımın geni�likleridir ve  
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�le verilen geni�likler sıcaklı�a ba�lıdır. Tipik deneysel ko�ullar altında birden çok daha 

büyük olan ii aR /  oranının, 2/1)/2( ikT ω�  ye e�it oldu�una dikkat edilmelidir. Sonuç 

olarak yarı klasik davranı� ko�ulları sa�lanır ve termal bulutun yo�u�mu� kısımdan çok 

daha geni� oldu�u sonucuna varılır, yo�u�mu� kısım cT  sıcaklı�ının altında uzaysal 

da�ılımda keskin bir pik olarak ortaya çıkar. Sıcaklık azaldıkça termal da�ılıma göre 

pikin a�ırlı�ı artar. cT  üzerinde momentum uzayındaki yo�unluk da�ılımı )( pn  

dengede izotropiktir, sadece sıcaklık ve parçacık kütlesi ile belirlendi�inden klasik limit 

ile �u �ekilde verilir: 

 

mkTpCepn 2/2

)( −=        (3.23) 

 

Burada C sabiti momentumdan ba�ımsızdır. E�er termal bir bulut ilk büyüklü�ünden 

çok daha fazla büyürse, olu�an bulut hız da�ılımının izotropisine ba�lı olarak küresel bir 

simetri kazanacaktır. Bu, yo�u�mu� maddenin büyüyen bulutunun anizotropik �eklinden 

oldukça farklıdır. �lk yapılan deneylerde büyümeden sonraki anizotropi, bir            

Bose-Einstein yo�u�masının oldu�una dair güçlü destekleyici kanıtlar sa�lamı�tır. 

 

Atomlar arasındaki etkile�imler bir �ekilde bulutların boyutlarını de�i�tirmektedir. 

Çekici bir etkile�im bulutun yıkımına neden olurken, itici bir etkile�im parçacık sayısına 

ve interatomik potansiyele ba�lı olarak tipik de�erleri 2 ile 10 arasında sayısal bir 

çarpan kadar büyütmektedir. Bulutun daha az yo�un oldu�u cT  kritik sıcaklı�ının 

üzerinde etkile�imler bulut boyutlarını pek fazla etkilemez. 
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3.4 Yarı Klasik Da�ılım  

 

Etkile�imsiz bozonların yo�unlu�u kuantum mekaniksel olarak,  
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v

vv rfrn
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)()( φ         (3.24)  

 

�eklinde yazılır. Burada dalga fonksiyonu )(rvφ  olan v  durumu için vf  doluluk 

sayısıdır. Tuzak potansiyeli için dalga fonksiyonları hakkında bilgiye ihtiyaç söz konusu 

oldu�undan böyle bir tanımlama genel olarak yetersiz kalır. Ancak parçacıkların verilen 

de Broglie dalga boyları tuzak potansiyelinin önemli ölçüde de�i�im gösterdi�i uzunluk 

ölçe�i ile kar�ıla�tırıldı�ında küçük olması halinde bir yarı-klasik da�ılım fonksiyonu 

)(rf p  ye dayalı daha basit bir tanımlama kullanmak mümkündür. Bu �öyle 

tanımlanabilir; dpdrrf p

3)2)(( �π  faz uzayı hacim elamanı drdp  içindeki parçacıkların 

ortalama sayısını gösterir. Bu yakla�ımın fiziksel anlamı �udur: yerel olarak gaz, 

homojen serbest bir gaz ile aynı özelliklere sahipmi� gibi dikkate alınabilir. Boltzmann 

istatisti�inin yüksek sıcaklık limitini tartı�mak için bu yakla�ım kullanılır, fakat bu 

yakla�ım gazın dejenere oldu�u ko�ullar altında da kullanılabilir. Dengedeki da�ılım 

fonksiyonu �öyle verilir: 
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Buradaki parçacık enerjileri r noktasındaki klasik bir serbest parçacı�ınki ile aynıdır.  
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)(rV , dı� potansiyeldir. Bu tanım uyarılmı� durumlardaki parçacıklar için kullanılabilir 

ancak, kuyu potansiyelinin önemli ölçüde de�i�ti�i uzunluklar ile kar�ıla�tırılabilir 

mesafelerde önemli de�i�im gösteren temel durum için uygun de�ildir. Ayrıca, 

momentum durumları üzerinden integral alma yolu ile sistemlerin özelliklerini 
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de�erlendirmek, yo�u�mu� durumu tam olarak hesaba katmamaktır. Fakat uyarılmı� 

durumlardaki parçacık özellikleri, yarı-klasik sonuçlar tarafından iyi tahmin 

edilmektedir. Böylece uyarılmı� durumlardaki parçacık miktarını belirlemek için, 

3(2 )π�  ile bölünen yarı-klasik da�ılım fonksiyonunun p ve r üzerinden integrali alınır. 

 

Yo�u�ma içinde yer almayan parçacıkların yo�unlu�u ele alınırsa; 
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     (3.27) 

 

mkTpx 2/2=  de�i�kenini ve  

 

[ ] kTrVerz /)()( −= µ        (3.28)   

 

e�itli�iyle tanımlanan z(r) niceli�ini kullanarak denklem (3.27) de verilen integral 

hesaplanabilir. 0)( =rV  için z  istatistik mekanikteki bilinen fugasiteye indirgenir. 

Sonuç olarak,  
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elde edilir. Burada 2/12 )/2( mkTT �πλ = termal de Broglie dalga boyudur.  

 

Bu tip integraller, ideal Bose gazlarının özelliklerinin tanımlarında sıkça ortaya çıkar. 

Bu yüzden genel bir tanesinin nasıl hesaplanaca�ını ayrıntılı olarak ele almak faydalı 

olacaktır. Bu tür integraller, integrali alınacak z nin kuvvet serisine açılarak 

hesaplanabilir, sonuç olarak;    

� ��
∞

=

∞

−−

∞

−

−

=
− 1 0

1

0
1

1

1 n

nnx

x
zedxx

ez

x
dx γ

γ

     (3.30) 

)()( zgγγΓ=       (3.31) 

ifadesi elde edilir. Burada )(γΓ  bilinen gama fonksiyonudur ve 
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�eklinde tanımlanır. )(zgγ  fonksiyonu 1=z  için daha önce harmonik osilatör 

probleminin incelenmesinde (3.8) denkleminde verilen )(γζ  Riemann zeta 

fonksiyonuna indirgenir. Denklem (3.29) daki integral 2/3=γ ’ye kar�ılık gelir. 

Böylece;  
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bulunur.  

 

Bu ifade geçi� sıcaklı�ında ya da altında uyarılmı� seviyelerde bulunan parçacıkların 

da�ılımını verir. �ekil 3.1’de potansiyelin minimumuna e�it olan bir kimyasal 

potansiyel için 3/1 Tλ birimlerinde uyarılmı� parçacıkların yo�unlu�u bir harmonik tuzak 

için gösterilmektedir. Denklem (3.32) deki seri açılımında ilk terime kar�ılık gelen 

klasik Boltzmann da�ılımının sonuçları da kar�ıla�tırmak amacıyla µ  de�erleri için 

gösterilmi�tir. Yarı-klasik sonuçlarda, yo�unlu�un orijinde bir doruk noktasına sahip 

oldu�u not edilmelidir. Burada daha hassas bir yakla�ım yapılmı� olsaydı, bu sivrilik 

uzunlu�u Tλ olan bir mesafe mertebesinde düzgünle�en bir yapıya sahip olurdu.  

 

Harmonik bir tuzak için geçi� sıcaklı�ının üzerinde, parçacıkların toplam sayısı ile 

kimyasal potansiyel arasındaki ili�ki Denklem (3.27) nin integrali alınarak elde 

edilebilir. Sonuç olarak toplam parçacık sayısı,  
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olarak elde edilir.  
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�ekil 3.1 �zotropik bir tuzaktaki yo�u�mamı� parçacıkların denklem (3.33) te 

verilen sürekli da�ılımı ( 2/)( 22
0 rmrV ω=  , 2/12

0 )/2( ωmkTR = )  

�ekildeki noktalı çizgi aynı duruma kar�ılık gelen Gauss da�ılımını gösterir.  
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4. ETK�LE�EN BOZON GAZLARI: YO�U�MU� DURUMUN TEOR�S� 

 

Bu bölümde, Bose-Einstein yo�u�masına u�ramı� durumun atomlar arasında 

etkile�imlerin varlı�ındaki yapısını ele alaca�ız. Tartı�mamız s-dalgası saçılma 

uzunlu�unun parçacıklar arasındaki ortalama mesafeden çok daha küçük oldu�unda 

düzensiz bozon gazının sıfır derece özelliklerini tarif eden Gross-Pitaevskii denklemine 

dayalıdır. Bu amaçla ilk önce ortalama alan yakla�ımı içinde parçacıklar arasındaki 

etkile�imin de göz önüne alınması halinde sıfır sıcaklıkta Gross-Pitaevskii denkleminin 

bir türetimini sunaca�ız. Bundan sonra Bölüm 4.2’de bir harmonik osilatör 

potansiyelinde tuzaklanmı� atomik bulutların taban durum özelliklerini tartı�aca�ız.  

 

4.1 Gross-Pitaevskii Denklemi 

 

�ki parçacık arasında dü�ük enerjilerdeki etkile�im potansiyeli momentum temsilinde bir 

sabittir ve bu potansiyel maU /4 2
0 �π=  �eklinde yazılabilir burada a  s-dalgası saçılma 

uzunlu�udur. Koordinat uzayında bu potansiyel )(0 rrU ′−δ  �eklindeki bir temas 

etkile�imine kar�ılık gelir ki burada r  ve r′  iki parçacı�ın konumlarıdır. Çok parçacık 

durumlarını incelemek için bir Hartree veya ortalama alan yakla�ımı kullanırsak ve 

dalga fonksiyonunun tek parçacık dalga fonksiyonlarının simetrik bir çarpımı oldu�unu 

varsayarsak tamamen yo�u�mu� durumda, tüm bozonlar, aynı en dü�ük enerjili tek 

parçacık durumundadır ))(( 0 rφ . Bu durumda N-parçacık sisteminin dalga fonksiyonunu 

�u �ekilde yazabiliriz:  
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Burada tek parçacık dalga fonksiyonu )(0 rφ  ola�an �ekilde normalize edilir, yani  
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Bu dalga fonksiyonu iki atom birbirine yakınken atomlar arası etkile�imden 

kaynaklanan korelasyonları içermez. Bu etkiler elimine edilmi� ve sadece kısa dalga 

boylu etkileri tanımlayan etkin temas potansiyeli )(0 rrU ′−δ  dikkate alınmı�tır. 

Ortalama alan yakla�ımında, parçacıklar arası ortalama mesafeden daha az olan uzunluk 

ölçeklerinde etkin olan etkile�imler açık olarak dikkate alınmaz. Etkin etkile�im bu 

yüzden 0U ’a e�ittir ve sistemin etkin Hamiltoniyen operatörü �u �ekilde yazılabilir:   
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Burada )(rV  dı� potansiyeldir. Bu yakla�ımlar altında (4.3) Hamiltoniyeni ile 

tanımlanan sistemin Denklem (4.1) de verilen taban durumunun enerjisi a�a�ıdaki gibi 

hesaplanabilir:   
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Hartree yakla�ımında, tüm atomlar dalga fonksiyonunu 0φ  olarak gösterdi�imiz 

durumdadırlar. Gerçek bir dalga fonksiyonunda bazı atomlar küçük atomlar arası 

mesafelerdeki korelasyonlar nedeniyle daha üst durumlarda olacaktır ve bu nedenle 0φ  

durumundaki atomların toplam sayısı N’den az olacaktır. Ancak düzenli bozon gazı için 

etkile�imler sebebiyle 0φ  durumundaki atomların sayısındaki ba�ıl azalmanın (ki buna 

etkile�imler nedeniyle yo�u�umun zayıflaması denir) 2
1

3 )(na  mertebesinde oldu�u 

daha ayrıntılı bir mikroskopik yakla�ım ile gösterilebilir, burada n  parçacık 

yo�unlu�udur. Parçacıklar arası mesafenin bir ölçüsü olarak parçacık ba�ına dü�en 

ortalama hacime sahip bir kürenin sr  yarıçapını kullanabiliriz. Bu yarıçapla yo�unluk 

arasındaki ili�ki, 
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denklemiyle verilir. Bu yüzden, zayıflama 2
3

)/( sra  mertebesindedir ki bu tipik olarak 

yapılan ilk deneylerde yüzde bir veya daha az bir derecedir ve bu nedenle etkile�imler 

nedeniyle yo�u�umun zayıflaması ço�u durumda ihmal edilebilir.  

 

�lk olarak homojen bir bozon gazını ele alalım. V hacimli bir sistemde, temel durumda 

bir parçacı�ın dalga fonksiyonu 1/V 

1/2’dir ve bu nedenle N bozonlarının tümü aynı tek 

parçacık durumunda olan bir sistemin enerjisi bozon çiftleri yapmak için olası yolların 

sayısı 2/)1( −NN ile bu taban durumda bulunan bir parçacık çifti arasındaki etkile�im 

enerjisinin çarpımıdır. Bu yakla�ımda enerji �öyle bulunur:  

 

0
2

0 2

1

2

)1(
UVnU

V

NN
E ≈

−
=       (4.6) 

 

Burada VNn /= dir. Ayrıca, son ifadeyi yazarken 1>>N  oldu�u varsayılmı�tır.  

 

Yo�u�mu� durumun dalga fonksiyonu kavramını sunmak uygundur.  

 

)()( 0
2/1 rNr φψ =        (4.7) 

 

Parçacıkların yo�unlu�u ise �u formülle verilir:   

  

2
)()( rrn ψ=          (4.8) 

 

Ve N/1  çarpanlarının sadele�tirilmesiyle sistemin enerjisi a�a�ıdaki gibi yazılabilir:  
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Toplam parçacık sayısının sabit olması ko�ulu,  
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altında (4.9) denklemi ile verilen enerjiyi minimum yapan )(rψ  varyasyonel yöntemle 

elde edilir. Bu i�lem kolay bir �ekilde Lagrange çarpanları yöntemi ile ele alınabilir. 

Standart varyasyonel hesap kullanılarak, minimum enerjili durum için,  
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denklemi kolayca elde edilir. Burada kimyasal potansiyel µ  parçacık sayısının 

sabitli�ini temin eden Lagrange çarpanıdır.  

 

Bu denklem zamandan ba�ımsız Gross-Pitaevskii denklemi olarak bilinir. Bu bir 

Schrödinger denklemi formuna sahiptir. Burada parçacıklara etki eden toplam 

potansiyel, )(rV  dı� potansiyelinin ve di�er bozonlarca üretilen ortalama alanı hesaba 

katan do�rusal olmayan 
2

0 )(rU ψ ifadesinin toplamıdır. Burada ki öz de�er normal 

Schrödinger denklemi için oldu�u gibi parçacık ba�ına hareket enerjisi de�ildir. 

µ kimyasal potansiyele kar�ılık gelir. Tamamı aynı durumda bulunan etkile�meyen 

parçacıklar için kimyasal potansiyel parçacık ba�ına enerjiye e�ittir, fakat etkile�en 

parçacıklar için durum farklıdır.   

 

4.2 Tuzaklanmı� Bozonlar �çin Temel Durum  

 

�imdi bir tuzaktaki bozonlar için Gross-Pitaevskii denkleminin çözümünü ele alaca�ız. 

Deneysel yapılarla olan yakınlı�ı nedeniyle, harmonik tuzakları ele alaca�ız, fakat 

formalizm kolaylıkla daha genel tuzaklara uygulanabilir. Ayrıntılı bir hesaplamaya 

geçmeden önce, çözümün nitel özelliklerini dü�ünelim. Öncelikle basitlik açısından,  

 

( )222222

2
)( zyx

m
rV zyxext ωωω ++=      (4.12) 

 

�eklinde verilen harmonik osilatör potansiyelinin izotropik oldu�unu kabul edelim bu 

durumda 2/22
0 rmV ω=  �eklinde yazabiliriz. E�er atomik bulutun uzaysal boyutu       
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~R ise osilatör potansiyelinde bir parçacı�ın, potansiyel enerjisi ~ 2/22
0 Rmω  kinetik 

enerjisi parçacık ba�ına 22 2/ mR� dir, zira tipik bir parçacık momentumu Heisenberg’in 

belirsizlik prensibinden R/�  mertebesindedir. Bu nedenle etkile�imlerin olmadı�ı 

durumda, toplam enerji küçük R de�erleri için 21/R ve büyük R için R2 olarak de�i�ir ve 

kinetik ve potansiyel enerjiler e�it oldu�unda bir minimuma sahiptir. Bulutun çapı 

sınırlayıcı tuzak potansiyelinin karakteristik uzunlu�u olarak tanımlanan 

 

2/1

0
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�
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�
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ωm
aho

�
       (4.13) 

 

mertebesindedir. 

  

�imdi etkile�imlerin bozon gazı üzerindeki etkisini ele alaca�ız. Harmonik osilatör 

potansiyeli için tipik bir parçacık yo�unlu�u 3/~ RNn  tür ve bu nedenle bir parçacı�ın 

etkile�im enerjisi 3
00 / RNUnU ≈  mertebesindedir. �tme etkile�imleri toplam enerjiye 

3−R  ile orantılı ilave bir katkı getirir ve toplam enerjinin minimumunu daha büyük R  

de�erlerine kaydırır. Kinetik enerji katkısının ihmal edilebilece�i güçlü bir sınırlayıcı 

potansiyel limitini incelemek faydalıdır. Denge büyüklü�ü dı� potansiyelin ve etkile�im 

enerjilerinin toplamı minimize edilerek bulunur ve bu enerjiye iki katkının aynı 

mertebede oldu�unda meydana gelir. �ki enerjiyi e�itleyerek, denge çapının, 
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ile verilece�i ve parçacık ba�ına enerjinin 
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oldu�u görülür. hoaNa /  oranı etkile�imin büyüklü�ünün boyutsuz bir ölçüsüdür ve 
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bugüne kadar itme etkile�imli atomlar için gerçekle�tirilmi� ço�u deneyde birden çok 

daha büyüktür ve R  çapı da hoa  de�erinden daha büyüktür. Deneylerde a ~ nm10 ve 

m1~aho µ mertebesindedir. Parçacık sayısı N , 410  ile 610  arasındayken hoaR /  oranı 

2.5-6 arasında de�i�ir. Dengedeyken osilatör ve etkile�im enerjileri 2R  ile orantılıdır ve 

bu nedenle 2−R  ile orantılı olan kinetik enerji ile potansiyel enerji (veya etkile�im 

enerjisi) arasındaki oran 5/4)/( Naaho ile orantılıdır. Bu sonuç, gerçektende kinetik 

enerjinin yeterince büyük sayıda parçacık içeren bulutlar için ihmal edilebilece�ini 

gösterir.  

 

4.3 Thomas-Fermi Yakla�ımı 

 

Yeterince büyük bulutlar için temel durum enerjisi için net bir ifade Gross-Pitaevskii 

denklemindeki kinetik enerji ifadesini ihmal ederek elde edilebilir. Önceki alt bölümde 

harmonik bir tuzak için gördü�ümüz �ekilde atomların sayısı fazla iken ve etkile�imler 

itici iken, kinetik-potansiyel (veya etkile�im) enerji oranı küçüktür. Büyük sayıda 

atomları içeren bulutlar için yo�u�ma dalga fonksiyonu için daha iyi bir yakla�ım ba�tan 

itibaren kinetik enerjiyi ihmal ederek Gross-Pitaevskii denkleminin çözülmesiyle elde 

edilebilir. Bu nedenle Denklem (4.11) den �u bulunur:  

 

)()(])()([
2

0 rrrUrV µψψψ =+      (4.16) 

 

Burada µ kimyasal potansiyeldir. Buradan  )(rV>µ  için,  

 

[ ] 0

2
/)()()( UrVrrn −== µψ      (4.17) 

 

çözümü elde edilir. Bu bölgenin dı�ında ise 0=ψ  dır. Dolayısıyla bulutun sınırı,  

 

µ=)(RV         (4.18) 

ba�ıntısıyla verilir. 
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               hoaNa /  

 

�ekil 4.1 Boyutsuz hoaNa /  parametresinin bir fonksiyonu olarak izotropik harmonik 

bir tuzak için parçacık ba�ına enerjinin varyasyonel yakla�ımla tahmini  
 

Noktalı çizgi Thomas-Fermi yakla�ımının sonucudur.  

 

Bu yakla�ım fiziksel olarak bulutun herhangi bir noktasına bir parçacık eklemek için 

gerekli enerjinin her yerde aynı oldu�u anlamına gelir. Bu enerji dı� potansiyelin )(rV  

ve etkile�imlerin katkısının, 0)( Urn , toplamı ile verilir ki etkile�imlerin katkısı )(rn  

yerel yo�unlu�una e�it bir yo�unlu�a sahip homojen bir gazın kimyasal potansiyelidir. 

Bu yakla�ım atom fizi�inde kullanılan Thomas-Fermi yakla�ımını andırdı�ından 

genelde aynı isimle anılır.  

 

Thomas-Fermi yakla�ımında bulutun üç yönde yayıldı�ı bölgenin geni�likleri  (4.18) 

denkleminden  

 

zyxi
m

R
i

i ,,
2

2

2 ==
ω

µ
     (4.19) 

 

�eklinde elde edilir. Kimyasal potansiyel belirlendikten sonra iR  uzunlukları tuzak 

parametrelerinden hesaplanabilir. Denklem (4.10) ile verilen ψ  üzerindeki 

normalizasyon �artı, kimyasal potansiyel µ  ile toplam parçacık sayısı N  arasında bir 
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ba�ıntı verir. Denklem (4.12) ile verilen bir potansiyele sahip bir harmonik tuzak için,  

 

0
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2

2

15
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µ

ω

µπ
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�
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�
=       (4.20) 

 

bulunur. Bu ifade her uzaysal koordinatın 2/12 )/2( imωµ  ile ölçeklendirilmesi ve daha 

sonra birim kürenin iç kısmının integralinin alınması ile görülebilir. Denklem (4.20)     

µ  için çözülerek µ ile ϖ�  arasında a�a�ıdaki ili�kiyi elde ederiz:  

 

ϖµ �
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      (4.21) 

 

Burada a  harmonik osilatör potansiyelinin her bir do�rultudaki karakteristik 

uzunluklarının geometrik ortalamasıdır. 3/1)( zyx RRRR =  niceli�i ise bulutun her bir 

uzaysal do�rultudaki yayılmalarının geometrik ortalamasıdır ve bulutun uzaysal 

yayılmasının uygun bir ölçüsüdür. Denklem (4.19) ve denklem (4.21)  birle�tirilerek;  
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elde ederiz ki bu R ’nin bir �ekilde tipik deneysel ko�ullar altında a ’dan daha büyük 

oldu�unu gösterir. �ekil 4.2’de önceki bölümde tarif edilen varyasyonel hesaplamadan 

ve Thomas-Fermi yakla�ımından elde edilen dalga fonksiyonları kar�ıla�tırılmı�tır.  

 

Denklem (4.21) e göre 5/2N∞µ  ve NE ∂∂= /µ  oldu�undan parçacık ba�ına enerji 

�udur:  

 

.
7

5
µ=

N

E
        (4.23) 

 

Bulutun merkezi yo�unlu�u Thomas-Fermi yakla�ımı içinde 0/)0( Un µ= dır. Toplam 
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enerjinin potansiyel ve etkile�im enerjileri arasında nasıl da�ıtıldı�ını görmek için 

(4.17) denklemi ile verilen Thomas-Fermi çözümünü (4.9) denklemine ekleyip kinetik 

enerji terimini ihmal ederek en son iki ifadeyi göz önüne alırız. )(rV  potansiyelinin ve 

Thomas-Fermi çözümünün her ikisinin de küresel olarak simetrik olmasını sa�layacak 

�ekilde uzaysal koordinatlarının boyutlandırılması ile çözüm en kolay �ekilde elde 

edilir. Etkile�im enerjisi intE  ve potansiyel enerji potE  arasındaki oran a�a�ıdaki gibi 

olur: 
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     (4.24) 

 

Bu sonuç virial teoreminin bir ifadesidir. Thomas-Fermi yakla�ımında etkile�im enerjisi 

toplam enerjinin 2/5 katına e�ittir. Parçacık ba�ına toplam enerji 7/5µ oldu�undan 

parçacık ba�ına etkile�im enerjisi ile kimyasal potansiyel arasında 7/2/int µ=NE  

ba�ıntısının bulundu�u sonucu elde edilir. Thomas-Fermi yakla�ımı aNa /  oranı birden 

çok büyük oldu�unda atomik bozon bulutlarının genel özelliklerini iyi bir �ekilde 

açıklar. Ancak fizi�in ilgilendi�i bir çok önemli problemde, kinetik enerji de hayati bir 

rol oynar.  

 
    hoar β/  

�ekil 4.2 �zotropik harmonik osilatör potansiyeli için Gaussian 
varyasyonel yakla�ımı (tam çizgi) ve Thomas-Fermi yakla�ımı 
(noktalı çizgi) kullanılarak bulunan temel durum dalga 
fonksiyonları  

Dalga fonksiyonları 2/32/1 )/( hoaN β  ve 5/1)/( hoaNa=β  birimlerinde 

verilmi�tir. 
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5. TUZAKLANMI� BOZON-FERM�YON KARI�IMLARI 

 

Tuzaklanmı�, seyrek alkali metal gazlarında Bose-Einstein yo�u�masının sa�lanması 

a�ırı so�uk, dejenere kuantum gazları alanında kuantum teorisinin temel kavramlarının 

daha iyi anla�ılmasını amaçlayan ve hızla büyüyen bir faaliyeti canlandırdı. Özellikle 

son zamanlardaki deneysel ilerlemeler ultra so�uk, tuzaklanmı� Fermi gazlarında bir 

BCS (Bardeen-Cooper-Schrieffer) geçi�inin gerçekle�tirilmesi olasılı�ının önünü açtı.  

 

Manyetik olarak tuzaklanmı� fermiyonlar spinleri manyetik alan do�rultusunda 

kutuplanmı� oldu�u ve böylece s-dalga saçılması Pauli dı�arlama prensibince 

engellendi�i için çok zayıf bir etkile�imde bulunurlar. Bu durumda fermiyonların 

kuantum dejenerasyonu seviyesine kadar so�utulması bunların ultra so�uk bozonlar ile 

karı�tırılması ile elde edilebilir. So�utma sürecinden sonra, sistemin son hali bir 

kuantum dejenere Bose-Fermi karı�ımıdır. Kısa bir süre önce böyle sistemler deneysel 

olarak gerçekle�tirilmi�tir (Truscott et al. 2001,  Schreck et al. 2001, Hadzibabic et al. 

2002,  Roati et al. 2002).  

 

Teorik açıdan, homojen bozon-fermiyon karı�ımları sınırlı geometrilerde çalı�ılmı�tır. 

Bu çalı�malarda, kararlılık ve faz ayrımı problemi (Viverit et al. 2000), bozon-fermiyon 

etkile�imlerinin dinamik üzerindeki etkisi Yip (2001), (Pu et al. 2002) ve              

bozon-fermiyon etkile�imlerine ba�lı olarak fermiyonlarda gözlenen BCS geçi�i 

(Bijlsma et al. 2000, Heiselberg et al. 2000, Viverit 2002) ele alınmı�tır. Aynı zamanda 

homojen sistemler için ortalama alan yakla�ımı ötesinde temel seviye enerjisine gelen 

birinci mertebe düzeltme belirlenmi�tir (Albus et al. 2002).  

 

Bu bölümde Yo�unluk-Fonksiyonelleri Teorisinin (DFT) nasıl uygulanaca�ı 

tuzaklanmı� bozon-fermiyon karı�ımlarına nasıl uygulanabilece�i ele alınarak sistemin 

taban durumunun belirlenmesine yönelik uygun bir denklemler takımı türetilecektir. 
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5.1 Bozon-Fermiyon Karı�ımları �çin DFT 

 

�ki cisim etkile�imine sahip etkile�en bozonların ve spin kutuplanmı� fermiyonların 

seyrek, homojen olmayan sistemini s-dalgası saçılma uzunlu�u yakla�ımını kullanarak 

incelemeye ba�layalım. Bu yakla�ım çerçevesinde bozon-bozon ve bozon-fermiyon 

etkile�imlerini tanımlayan parçacıklar arası potansiyeller sırasıyla;  

 

)()( rrgrrU BBBB
′−=′− δ       (5.1) 

)()( rrgrrU BFBF
′−=′− δ       (5.2) 

 

ile verilebilir. Fermiyon-fermiyon etkile�imleri ise yukarıda da tartı�ıldı�ı gibi Pauli 

dı�arlama ilkesi sebebiyle çok zayıftır ve ihmal edilebilir yani;  

 

0)rr(U FF =′−        (5.3) 

 

Bozon-bozon etkile�im parametresi BBBBB mag /4 2
�π= dır. Burada BBa  bozon-bozon 

s-dalgası saçılma uzunlu�u ve Bm  bozon kütlesidir. Bozon-fermiyon etkile�im 

parametresi ise RBFBF mag /2 2
�π=  �eklindedir. Burada BFa  bozon-fermiyon s-dalgası 

saçılma uzunlu�udur ve Fm  fermiyon kütlesi olmak üzere )/( FBFBR mmmmm +=  

indirgenmi� kütledir. Böyle bir sistemin toplam Hamiltoniyen operatörü:  

 

,ˆˆˆˆˆˆˆ
BFBBFBFB WWVVTTH +++++=      (5.4) 

 

�eklinde yazılabilir; buradaki BT̂  ve FT̂  bozon ve fermiyon kinetik enerjilerini, BV̂ ve FV̂  

bozon ve fermiyon tuzaklama potansiyellerini ve BBŴ  ve BFŴ  ise etkile�im enerjilerini 

veren operatörlerdir. )(ˆ rΦ  ve )(ˆ rΨ  sırasıyla bozon ve fermiyon alan operatörleri 

olmak üzere;  
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ifadeleri ile verilir. 

 

Sistemin temel seviyesi g  olsun bu durumda >=< gHgE ˆ
0  temel seviye enerjisini, 

>=< grrgrnB )(ˆ)(ˆ)( † ΦΦ  bozon yo�unlu�unu ve >=< grrgrnF )(ˆ)(ˆ)( † ΨΨ  fermiyon 

yo�unlu�unu verir. Hohenberg-Kohn teoremi, etkile�im potansiyelleri dü�ünüldü�ünde 

taban durumu enerjisinin sadece yo�unluklara ba�lı oldu�unu garanti eder     

(Hohenberg and Kohn 1964). Yani [ ]FB nnEE ,00 =  bir fonksiyoneldir.          

Hohenberg-Kohn teoremi ba�langıçta fermi sistemleri için ispatlanmı�tı, fakat bozon 

sistemlerine ve bozon-fermiyon karı�ımlarına genelle�tirilmesi de mümkündür.   
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n,nE
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δ

δ
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n,nE
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δ
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=    (5.6) 

 

�fadeleri ile verilen dura�anlık �artları altında toplam enerjinin minimum olmasından 

yararlanılarak yo�unluk da�ılımları belirlenir. Burada Bµ  ve Fµ  sırasıyla bozon ve 

fermiyon kimyasal potansiyelleridir. Genel olarak [ ]FB nnE ,0  fonksiyonelinin tam açık 

ifadesi bilinmemektedir fakat Kohn-Sham yakla�ımı takip edilerek net yakla�ımlar 

bulunabilir (Kohn and Sham 1965). Amaç aynı yo�unluk da�ılımlarına sahip 

etkile�meyen bir referans sistemi ile buna kar�ılık gelen etkile�en sistemi e�lemektir: 

)()(;)()( rnrnrnrn F

ref

FB

ref

B ==  bu tür bir e�le�tirmenin uygulanabilirli�i 

Hohenberg-Kohn teoreminden gelir. Bu çerçevede taban durum enerji fonksiyoneli;  
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�eklinde ifade edilebilir.  

 

Burada ilk iki terim referans sisteminin kinetik enerjileridir ve sonraki iki terim 

tuzaklama enerjileridir. Be�inci ve altıncı terimler etkile�im enerjisinin ortalama alan 

yakla�ımını veren kısmıdır. Son terim exchange-correlation (de�i�im-korelasyon) (XC) 

enerjisi olarak adlandırılır ve ortalama alanın ötesindeki etkile�im enerjisine tüm 

katkıları içerir. E�er xcE tamamen ihmal edilirse tuzaklanmı� bozon-fermiyon 

karı�ımları için ortalama alan teorisinin denklemleri elde edilebilir.  

 

�imdi temel seviye enerjisini ve ortalama alanın ötesindeki bozon ve fermiyon 

yo�unluk profillerini belirlemek için Kohn-Sham yakla�ımını kullanaca�ız. Kohn-Sham 

formalizmi için referans sisteminde kinetik enerjileri veren bozonlar için [ ]FB

ref

B nnT ,  ve 

fermiyonlar için [ ]FB

ref

F nnT ,  enerji fonksiyonelleri a�a�ıdaki gibi tanımlanmı�tır:  
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burada BN  ve FN  bozonların ve fermiyonların toplam sayılarıdır ve )(rφ ve )(riψ  

sembolleri etkile�meyen referans sisteminin bozon ve fermiyon fonksiyonel 

orbitallerinin [ ] )(, rnn FBφ  ve [ ] )(, rnn FBiψ kısa gösterimidir. Denklem (5.8) in denklem 

(5.7) de yerine yazılması ve denklem (5.6) daki fonksiyonel türevlerin 

gerçekle�tirilmesiyle tek parçacık enerji durumları için ba�la�ımlı, etkin Schrödinger 

denklemleri takımı elde ederiz ki bunlar bir bozon-fermiyon sistemi için istenen     

Kohn-Sham denklemleridir.  
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Bu denklemlerde yer alan bozon ve fermiyon yo�unlukları 
2

)()( rNrn BB φ=  ve 

2

1

)()( rrn i

N

i

F

F

ψ�
=

=  �eklindedir. Burada )(rnF  deki toplam en dü�ük )( iε  enerjilere 

sahip FN  tek parçacık durumları üzerindendir. �imdi xcE  enerjisi için )(rnB ve )(rnF  

yo�unluklarındaki homojen bir sistemin ))r(n),r(n(E FB

hom

xc  XC enerjisi üzerinden bir 

integrali kullanarak yerel yo�unluk yakla�ımına (LDA) geçece�iz.  

 

[ ] �≈ ).n,n(drEn,nE FB
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xcFBxc      (5.10) 

 

Bu tanımlamayla, fonksiyonel türevler normal kısmi türevlere dönü�ür, yani  
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Burada homojen sistemin XC enerjisi yo�unlu�u hom

xcE  için bozon-fermiyon saçılma 

uzunlu�u BFa  nin ikinci mertebesine kadar olan bir ifade Albus et al. (2002) tarafından 

türetilmi�tir.  

 

BFF
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xc nnk)(f
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222�
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Burada, 3/12 )6( FF nk π=  fermi momentumuna kar�ılık gelen dalga sayısı ve 

)/()( FBFB mmmm +−=δ  olmak üzere )(δf  sadece bozon ve fermiyon kütlelerine 

ba�lı olan boyutsuz bir fonksiyondur:  
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�imdi küresel simetrik bir sistem için (5.9) denkleminde verilen Kohn-Sham denklem 

takımını bu tanımladı�ımız hom

xcE  enerjisi ile birlikte ele alaca�ız. Burada 

2/)()( 22rmrV BBB ω= , 2/)()( 22 rmrV FFF ω=  sırasıyla bozonlar ve fermiyonlar için 

tuzaklama potansiyelleridir. Küresel simetri nedeniyle,  
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yazabiliriz.  

 

Burada ),( ΦΘlmY küresel harmoniklerdir ve bu durumda (5.9) Kohn-Sham denklemleri 

a�a�ıdaki �ekli alır:  
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burada )(ru  radyal fonksiyonları normalizedir. )1)(,1)(( 22 =�=� rdrurdru nl  ve          

n  radyal fonksiyonların dü�üm sayılarını gösterir. Normalize edilmi� yo�unluk 

da�ılımları )(4)(~ 2 rnrrn BB π=  ve )(4)(~ 2 rnrrn FF π=  radyal fonksiyonlar cinsinden 

�öyle yazılabilir;  

 

)()(~ 2 ruNrn BB = ,         (5.16) 
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Denklem (5.15) te verilen Kohn-Sham denklemleri ile yukarıdaki (5.16)  ve (5.17) 

denklemleri kapalı, lineer olmayan, ba�la�ımlı bir diferansiyel denklem takımı 

olu�turur. Bu Kohn-Sham denklemlerinin bozon ve fermiyonların yo�unluk da�ılımları 

için sayısal çözümlerinin nasıl yapılaca�ını ele alalım. Burada, Albus et al. (2003) 

tarafından önerilen çözüm yöntemi küçük bazı de�i�ikliklerle kullanılacaktır.  

 

Bu diferansiyel denklemler takımının çözümü iteratif bir yakla�ımla özuyumlu         

(self consistent) olarak elde edilecektir. Ba�langıç için bozon-fermiyon ba�la�ması 

içermeyen Thomas-Fermi çözümünden bulunan yo�unluk da�ılımları kullanılarak 

)(rnB  ve )(rn F  için iyi bir ilk tahmin olu�turulur. Bu ilk tahminler sonra denklem 

(5.15) teki bozon ve fermiyon yo�unlukları olarak kullanılır ve bu durumda (5.15) 

denklemleri lineer özde�er denklemlerine indirgenir. Bu denklemler çözülerek )(ru  ve 

)(runl  radyal fonksiyonları elde edilir. Özde�er denkleminin çözümünde diferansiyel 

denklemin çözümü için iyi bilinen Numerov yöntemi Thijssen (1999) kullanılırken, 

özde�erin belirlenmesi için basit sekant (kiri�) algoritması kullanılmı�tır. )(ru  ve 

)(runl  radyal fonksiyonları bilindi�inde nlε  enerjileri en dü�ük olan yeterince )(runl  

radyal fonksiyonu kullanılarak (5.16)  ve (5.17) denklemlerinden yeni bozon ve 

fermiyon yo�unluk da�ılım fonksiyonları belirlenir. 

 

Elde edilen bu sonuç yo�unluk da�ılımları ba�langıçtaki da�ılımlarla kar�ıla�tırılır. E�er 

bunlar yakla�ık olarak aynı ise kendi içinde tutarlı bir çözüme ula�ılmı� demektir ve 

i�lem sona erer. E�er de�ilse ba�langıçtaki ve sonuçtaki yo�unlukların bir dı�bükey 

kombinasyonu kullanılarak  sonuç

)F(B

ilk

)F(B

yeni

)F(B xnn)x()r(n +−= 1  �eklinde yeni bozon ve 

fermiyon yo�unlukları tanımlanır, burada x  sayısı 0 ile 1 arasında yakınsama 

sa�lanacak �ekilde seçilir. �stenen seviyede bir tutarlılık sa�lanana kadar bu i�lemler 

tekrarlanır.  

 

E�er fermiyonların sayısı FN  büyükse bu i�lem son derece zaman alıcıdır ve dahil 

edilebilecek olan nlε  durumlarının sayısı sınırlanmalıdır. Bu sebeple 1000≥FN  

oldu�unda fermiyon kinetik enerjisi için Thomas-Fermi yakla�ımı kullanılır ve bu 

yakla�ımdan elde edilen sonuç tek parçacık seviyelerinin göz önüne alınması ile elde 

edilen sonuçla son derece uyumludur.  
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6. SONUÇLAR VE TARTI�MA 

 

Bu bölümde, bozon-fermiyon karı�ımları için be�inci bölümde verilen ba�la�ımlı 

diferansiyel denklemlerin çözümlerinden elde edilen sonuçlar sunulacaktır. Diferansiyel 

denklemlerin sayısal olarak çözülmesi a�amasında kar�ıla�ılan Schrödinger denklemi 

benzeri özde�er denkleminin çözümünde Numerov yöntemi kullanılmı�tır. Uygulamada 

radyal do�rultu 500 e�it parçaya bölünerek uygun bir örgü olu�turulmu�tur. Radyal 

do�rultuda harmonik osilatör karakteristik uzunlu�unun 20 katına kadar olan bölge göz 

önüne alınmı�tır. Bozon taban durumuna kar�ılık özde�er denkleminin çözümü 

sırasında özde�erin belirlenmesi için iyi bilinen kiri� yöntemi kullanılmı�tır. Aynı 

yöntem fermiyon da�ılımına kar�ılık gelen kimyasal potansiyelin belirlenmesi için de 

kullanılmı�tır.  

 

 

�ekil 6.1 1=mη  ve 1=aη  olmak üzere tuzak içerisinde 10000 bozon varken 

de�i�ik fermiyon sayıları için bulunan fermiyon (üst) ve bozon (alt) 
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Tüm denklemler bozonlar için harmonik tuza�ın karakteristik uzunlu�u ve karakteristik 

enerjisi cinsinden ifade edilmi�tir. Bu �artlar altında bozon ve fermiyonların uzaysal 

da�ılımları tuzak içerisinde bulunan bozon ve fermiyon sayılarının yanısıra fermiyon ve 

bozon kütlelerinin oranı 
B

F
m

m

m
=η  ve bozon-bozon etkile�im parametresi ile           

bozon-fermiyon etkile�im parametresinin oranına 
BB

BF
a

a

a
=η  ba�lıdır.  

�ekil 6.1’de 1=mη  ve 1=aη  olmak üzere tuzak içerisinde 10000 bozon varken de�i�ik 

fermiyon sayıları için bulunan fermiyon (üst) ve bozon (alt) da�ılımları verilmektedir. 

Görüldü�ü gibi  mη  ve aη  sabitken fermiyon sayısının artı�ı sadece fermiyon 

da�ılımının genli�ini artırmaktadır. Hem fermiyon da�ılımının �ekli hem de bozon 

da�ılımı fermiyonların sayısındaki artı�tan çok fazla etkilenmemektedir. 

 

�ekil 6.2  Tuzak içerisinde 10000 bozon ve 10000 fermiyon varken, kütleler oranı 

20.m =η  için çe�itli aη  de�erlerine kar�ılık gelen bozon ve fermiyon 
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�ekil 6.2’de tuzak içerisinde 10000 bozon ve 10000 fermiyon varken ve kütleler oranı 

2.0=mη  iken çe�itli aη  de�erlerine kar�ılık gelen bozon ve fermiyon da�ılımları 

verilmi�tir. �ekilden de görüldü�ü gibi aη  azaldıkça yani bozon-fermiyon 

etkile�imlerinin �iddeti BFa  azaldıkça fermiyonlar tuzak merkezine do�ru 

toplanmaktadır. Öte yandan bu etkile�im parametresinin artmasıyla tuzak merkezinden 

itilen fermiyonlar düzgün bir uzaysal da�ılıma sahip olmaktadır.   

 

�ekil 6.3’te bozon ve fermiyon kütlelerinin birbirine e�it olması yani 0.1=mη   durumu 

için �ekil 6.2’deki ile benzer sonuçlar verilmektedir. Burada etkile�im parametresi oranı 

aη  nın küçük de�erlerinde fermiyonlar tuzak merkezine do�ru toplanmı�lardır. 

 

�ekil 6.3  Tuzak içerisinde 10000 bozon ve 10000 fermiyon varken, kütleler oranı 
01.m =η  için çe�itli aη  de�erlerine kar�ılık gelen bozon ve fermiyon 
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aη  artarken fermiyonların tuzak merkezinden dı�arı do�ru itildi�i dolayısıyla 

merkezdeki fermiyon yo�unlu�unda bir çökme meydana gelirken dı�arıda fermiyon 

yo�unlu�unun hafifçe arttı�ı görülmektedir. Ancak aη =5.0 ve aη =10.0 de�erleri için 

merkezdeki fermiyon yo�unlu�unun tamamen sıfıra gitti�i ve dı� bölgedeki fermiyon 

yo�unlu�unun belirli bir aralı�a sınırlandı�ı görülmektedir.  

 

Benzer sonuçlar �ekil 6.4’te fermiyon kütlesinin bozon kütlesinin 5 katı olması yani 

0.5=mη  için verilmi�tir. Bu durumda gözlenen da�ılımlarda �ekil 6.3’tekine 

benzemektedir ancak bu durumda bozonlar ve fermiyonlar arasındaki faz ayrı�ması yani 

merkezi sadece bozonlardan olu�an bir bulutun etrafının ço�unlukla fermiyonlardan 

olu�an bir katmanla sarılması çok daha belirgindir. 

  

�ekil 6.4  Tuzak içerisinde 10000 bozon ve 10000 fermiyon varken, kütleler oranı 

05.m =η  için çe�itli aη  de�erlerine kar�ılık gelen bozon ve fermiyon 

da�ılımları  
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