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Bu tez beş bölümden oluşmaktad¬r.

Birinci bölüm, giri̧s k¬sm¬na ayr¬lm¬̧st¬r.

·Ikinci bölümde, ileri bölümlerde gerekli olan temel tan¬m, kavram ve özelikler ver-

ilmi̧stir.

Üçüncü bölümde, Galile düzleminde hareketler verilmi̧stir.

Dördüncü bölümde, Gn-Galile uzay¬nda hareketler ve homotetik hareketler incelen-

mi̧s ve bu hareketlerle ilgili teoremler verilmi̧stir.

Son bölümde ise Galile hareketleri, G31 pseudo - Galile uzay¬na ve G
n
1 pseudo -Galile

uzay¬na genelleştirilmi̧stir.
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ABSTRACT
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THE GEOMETRY OF MOTIONS IN THE GALILEAN SPACES
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Department of Mathematics

Supervisor: Prof.Dr. Yusuf YAYLI

This thesis consists of �ve chapters.

The �rst chapter is devoted to the introduction.

The second chapter, some basic de�nitions, concepts and de�nitions which are

needed in the further chapters are given.

In the third chapter, motions on Galilean plane are given.

In the fourth chapter, motions on Gn Galilean spaces and homothetic motions are

investigated. Some theorems related of motions are given.

In the last chapter, Galilean motions are generalized to G31 pseudo -Galilean space

and Gn1 pseudo -Galilean spaces.
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1. G·IR·IŞ

Öklidyen hareketler �zikte, mekanikte çal¬̧s¬lan konulardand¬r. Bu Öklidyen hareket-

lerin regüler olmas¬(8t an¬nda pol noktalar¬n¬n olmas¬) uzay¬n boyutunun tek ve

çift olmas¬ile ilgilidir. Bu konu Bottema taraf¬ndan incelenmi̧stir.

Daha sonra homotetik hareketler H.Hac¬saliho¼glu taraf¬ndan incelenmi̧s ve uzay¬n

boyutunun tek veya çift olmas¬ndan ba¼g¬ms¬z olarak bu hareketin regüler oldu¼gu

gösterilmi̧stir.

Galile geometrisi Öklid d¬̧s¬geometrilerdendir ve Galile hareketleri denildi¼ginde shear

(makas) hareketleri akla gelmektedir. Bu konuda düzlemsel Galile hareketleri

Yaglom taraf¬ndan geni̧s bir şekilde incelenmi̧stir.

Son zamanlarda B.Divjak ¬n Galile uzay¬nda regle yüzeyler için çal¬̧smalar¬vard¬r.

Galile uzay¬nda hareketler ve homotetik hareketler pek çal¬̧s¬lmam¬̧s, yeni konular-

dand¬r.

Bu çal¬̧smada düzlemde, uzayda ve n-boyutlu uzayda Galile hareketleri tan¬mland¬,

regüler olmas¬ile ilgili çeşitli teoremler verildi ve daha sonra homotetik hareketler in-

celendi. Sonra Galile uzay¬için yap¬lanlar pseudo-Galile uzay¬na genelleştirilmi̧stir.
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2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1. En de Hareketler

Tan¬m 2.1.1 (A�n Uzay)

A 6= ? bir cümle ve bir vektör uzay¬V olsun.

 : A� A ! V

(P;Q) !  (P;Q) =
�!
PQ

dönüşümü

1) 8P;Q;R 2 A için
�!
PR =

�!
PQ+

�!
QR dir.

2) 8P 2 A ve � 2 V için
�!
PQ = � olacak biçimde bir tek Q 2 A noktas¬

vard¬r,

şart¬n¬sa¼gl¬yor ise A cümlesine V ile birleştirilmi̧s bir a�n uzay denir

(Hac¬saliho¼glu 1998).

Örnek 2.1.1 . Her vektör uzay¬kendisi ile birleşen bir a�n uzayd¬r.

Tan¬m 2.1.2. (Öklid Uzay¬)

Bir reel a�n uzay A ve A ile birleşen vektör uzay¬ V olsun. V de bir iççarp¬m

i̧slemi olarak

h; i : V � V ! R

(x; y) ! hx; yi =
Pn

i=1 xiyi

8<: x = (x1; :::; xn)

y = (y1; :::; yn)

Öklid iççarp¬m¬tan¬mlan¬rsa bu i̧slem yard¬m¬ile A da uzakl¬k ve aç¬gibi metrik

kavramlar tan¬mlanabilir. Böylece A a�n uzay¬Öklid uzay¬ad¬n¬al¬r

(Hac¬saliho¼glu 1983).

Örnek 2.1.2. 3-boyutlu standart reel vektör uzay¬R3 ile birleştirilmi̧s R3 a�n
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uzay¬n¬ele alal¬m. Bu R3 vektör uzay¬nda Öklid iççarp¬m¬

h; i : R3 �R3 ! R

(x; y) ! hx; yi =
P3

i=1 xiyi

8<: x = (x1; x2; x3)

y = (y1; y2; y3)

biçiminde tan¬mlan¬r. Böylece R3a�n uzay¬ 3-boyutlu Öklid uzay¬olur ve E3 ile

gösterilir.

Tan¬m 2.1.3. (En de ·Izometri)

d; En n-boyutlu Öklid uzay¬üzerinde bir uzakl¬k fonksiyonu olmak üzere

f : En ! En

fonksiyonu için

d(f(X); f(Y )) = d(X; Y ) X; Y 2 En

ise f fonksiyonuna En in bir izometrisi denir (Hac¬saliho¼glu 1980).

Tan¬m 2.1.4. (Dönme)

En nin bir izometrisi f olmak üzere,

f(O) = O; O 2 En

olacak şekilde bir O noktas¬mevcut ise f ye O etraf¬nda bir dönme denir

(Hac¬saliho¼glu 1998).

Teorem 2.1.1.

En ile eşlenen Rn n-boyutlu standart reel vektör uzay¬nda

hX; Y i =
nX
i=1

xi:yi , X = (x1; x2; ::; xn); Y = (y1; y2; :::; yn)

Öklid iç çarp¬m¬n¬koruyan ortogonal grup O(n) ile , O = (0; :::; 0) noktas¬n¬sabit
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b¬rakan dönme grubu eşlenebilir (Hac¬saliho¼glu 1998).

Böylece , herhangi bir dönme alt¬nda, En deki bir X noktas¬n¬n görüntüsü Y olmak

üzere,

Y = A:X; A 2 O(n)

biçiminde yaz¬labilir.

Tan¬m 2.1.5. (Öteleme)

f , En nin bir izometrisi ve e¼ger, X = (x1; x2; ::; xn) 2 En için

f(X) = (x1 + t1; x2 + t2; ::; xn + tn); ...ti 2 R; 1 � i � n

ise f e En de bir öteleme denir (Hac¬saliho¼glu 1998).

Teorem 2.1.2.

En; n-boyutlu Öklid uzay¬n¬n kat¬hareketlerinden birinin matrisi B olmak üzere,

B =

26666666664

t1

t2

aij :

tn

0 0 0 1

37777777775
=

24 A C

0 1

35
[aij] 2 O(n); ,1 � i; j � n

(n + 1)� (n + 1) tipinde reel ve regüler bir matristir. Bu cins matrislerin grubu

GL(n+ 1; R) nin bir alt grubu olarak ifade edilebilir (Hac¬saliho¼glu 1998).

Böylece B ye kaŗs¬l¬k gelen genel izometri, En deki bir X noktas¬n¬n B al-
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t¬ndaki görüntüsü Y olmak üzere, matris formunda

Y = A:X + C; A 2 O(n); C 2 T (n)

biçiminde de ifade edilebilir.

Şimdi n-boyutlu bir R = fO0; Eng referans uzay¬n¬gözönüne alal¬m. Bu uzay¬n

noktalar¬n¬hareketler alt¬nda sabit olarak düşünelim. RO = fO;Eng ile hareketler

alt¬nda sabit olmayan bir di¼ger uzay¬(hareket uzay¬) gösterelim. R de orijin olarak

bir key�O0 noktas¬n¬seçerek En nin herbir P;Q;R,...noktas¬na bu noktan¬n R de
��!
O0P ;

��!
O0Q;

��!
O0R,... yer vektörlerini kaŗs¬l¬k getirebilirz.

R ve RO vektör uzaylar¬, Öklid iç çarp¬m¬ile birer iç çarp¬m uzay¬d¬rlar.

Tan¬m 2.1.6. (Genel Hareket)

En , n-boyutlu Öklid uzay¬nda A bir n � n ortogonal matris, C bir ötelemeye

tekabül eden n� 1 matris olmak üzere

Y = A:X + C

ile verilen bir genel izometrinin ifadesindeki A ve C matrisleri e¼ger, zaman ile

özdeşlenebilen bir t parametresinin fonksiyonlar¬, ayr¬ca A n¬n determinant¬1 ve

bütün karakteristik de¼gerleri farkl¬ise Y = A:X + C izometrilerinin herbirine En

de bir genel hareket denir (Bottema 1979).

Y = A:X

ile verilen bir genel harekette sabit bir X 2 RO noktas¬n¬n resmi Y demektir. Bir

genel harekette A:X k¬sm¬na hareketin dönme k¬sm¬denir. Hareketin parametresi

t olmak üzere

Y = A:X

ile verilen dönme k¬sm¬n¬düşünelim. Hareketli uzay¬n sabit bir X noktas¬n¬n h¬z
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vektörü

_Y =
dY

dt
_A =

dA

dt

olmak üzere

_Y = _A:X

ile verilir. Böylece

_Y = _A:AT :Y

olur.

Tan¬m 2.1.7.( En de E¼gri)

n-boyutlu Öklid uzay¬En ve I , R nin bir irtibatl¬aç¬k alt cümlesi olmak üzere

� : I � R! En

dönüşümü diferensiyellenebilir ise �(I) cümlesine En de bir e¼gri denir

(Hac¬saliho¼glu 1983).

Tan¬m 2.1.8. (In�nitezimal Matris)

" birinci mertebeden bir in�nitezimal nicelik olmak üzere

A = In + ["bij], B = [bij]n�n

matrisine bir in�nitezimal matris denir.

B matrisi antisimetrik matris ise A matrisi ortogonal olur. Ayr¬ca

A�1 = In � ["bij]

detA = 1 + "(izB)

dir (Courrant and Hilbert 1953).
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Tan¬m 2.1.9. ( Homotetik Hareket)

F =

24 hA C

0 1

35
ile belirli dönüşüme En de bir homotetik hareket denir. Burada, h = h:In bir

skalar matris, A 2 O(n) ve C 2 Rn1 dir (Hac¬saliho¼glu 1971).

Tan¬m 2.1.10. (Bir- Parametreli Homotetik Hareket).

J � R bir aç¬k aral¬k, O 2 J olsun. h : J ! R fonksiyonu, A 2 SO(n) matrisi ve

n�1 tipindeki C matrisi t ye göre diferensiyellenebilir olmak üzere elemanlar¬,

F (t) =

24 h(t):A(t) C(t)

0 1

35
biçiminde tan¬ml¬F (t) : En ! En dönüşümüne En in bir-parametreli homotetik

hareketi denir (Hac¬saliho¼glu 1971).

h bir skalar oldu¼gundan

h�1 =
1

h
hT = h

dir. B = h:A al¬rsak

B�1 = h�1:A�1 =
1

h
:AT

elde edilir. Bir X 2 En için Y = B:X + C noktalar¬n¬n geometrik yeri En

de bir e¼gridir. Bu e¼griyi Y ile gösterece¼giz.

Y = B:X + C

eşitli¼ginde t ye göre türev al¬n¬rsa

dY

dt
=
dB

dt
:X +B:

dX

dt
+
dC

dt

elde edilir.

7



Tan¬m 2.1.11. (Mutlak H¬z, Sürüklenme H¬z¬, Rölatif H¬z)

Y = B:X + C hareketine ait

dY

dt
=
dB

dt
:X +B:

dX

dt
+
dC

dt

ifadesindeki dY
dt
ye hareketin mutlak h¬z¬, dB

dt
:X + dC

dt
ye sürüklenme h¬z¬, B:dX

dt
ye

de hareketin rölatif h¬z¬denir (Hac¬saliho¼glu 1971).

Hareketli ve sabit uzay¬n her ikisinde de bir t an¬nda sabit olan bir nokta için

dY

dt
=
dX

dt
=
dB

dt
:X +

dC

dt
= 0

d¬r. Bu ortak sabit noktaya hareketin t an¬ndaki ani pol noktas¬denir (Hac¬saliho¼glu

1971).

Bu ortak noktan¬n sabit uzaydaki ad¬sabit pol noktas¬ve hareketli uzaydaki ad¬da

hareketli pol noktas¬d¬r.

Teorem 2.1.3.

Y = B:X + C bir homotetik hareket ise det(dB
dt
) 6= 0 d¬r (Hac¬saliho¼glu 1971).

Teorem 2.1.4.

n-boyutlu Öklid uzay¬nda En in homotetik hareketleri her n için regüler hareketlerdir

(Hac¬saliho¼glu 1971).

Teorem 2.1.5.

n-boyutlu Öklid uzay¬nda En in homotetik hareketleri her t an¬nda bir tek ani

pol noktas¬na sahiptir (Hac¬saliho¼glu 1971).
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2.2 Diferensiyellenebilir Manifoldlar

Tan¬m 2.2.1. (Topolojik Manifold)

M bir Haussdorf uzay¬olsun. M nin her bir aç¬k alt cümlesi En in bir aç¬k alt

cümlesine homeomorf ve M say¬labilir çoklukta aç¬k cümlelerle örtülebiliyorsa M

e n-boyutlu topolojik manifold denir (Hac¬saliho¼glu 1983).

Tan¬m 2.2.2. (Harita)

M bir topolojik manifold olsun. U � M aç¬k alt cümlesinden En in bir aç¬k alt

cümlesine bir

	 : U ! V

homeomor�zmi verilsin (	; U ) ikilisine M de bir koordinat komşulu¼gu veya harita

denir (Hac¬saliho¼glu 1983).

M 	�! En

& # yi
 i = yi �	 R

 i = yi � 	 (1 � i � n ) olmak üzere  i lere 	 haritas¬na ba¼gl¬koordinat

fonksiyonlar¬denir (Hac¬saliho¼glu 1983).

Tan¬m 2.2.3. (Atlas)

M bir topolojik n- manifold ve M nin bir aç¬k örtüsü fW�g olsun. W� aç¬k

cümlelerinin � indislerinin cümlesi A olmak üzere fW�g örtüsü için fW�g�2A
yaz¬l¬r. En de W� ya bir 	� homomor�zmi alt¬nda homeomorf olan aç¬k

cümle W� olsun. Böylece ortaya ç¬kan (	�;W� ) haritalar¬n¬n

S = f(	�;W� ) g�2A

koleksiyonuna bir atlas (=koordinat komşulu¼gu sistemi) denir (Hac¬saliho¼glu 1983).

Bir topolojik n-manifold M ve bir P2 M noktas¬n¬n aç¬k komşuluklar¬ da W�
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olsun. P noktas¬n¬n lokal koordinatlar¬, W� lar de¼gi̧stikçe, 	� de¼gi̧sece¼ginden W�

lar¬n say¬s¬ kadar 	� vard¬r. Her bir � 2 A için (	�;W� ) üzerindeki lokal

koordinat sistemini (x�1 ,...,x
�
n ) ile gösterelim. P noktas¬n¬n iki aç¬k komşulu¼gu

W� ve W� için W� \ W� 6= ? ise W� \ W� nin herbir noktas¬nda

(x�1 ; :::; x
�
n ) ve (x

�
1 ; :::; x

�
n )

gibi iki koordinat sistemi tan¬ml¬d¬r. Bu iki koordinat sistemi aras¬ndaki ba¼g¬nt¬y¬

görmek mümkündür:

�3

1:jpg

Şekil 2.1 Koordinat sistemleri aras¬ndaki ba¼g¬nt¬

	�1� (W� \ W�) � U� � En ve 	�1� (W� \ W�) � U� � En

alt cümleleri iki̧ser aç¬k cümlenin birer homomor�zim alt¬nda görüntüleri olduk-

10



lar¬ndan aç¬k cümlelerdir. Ayr¬ca

	�1� �	� : 	�1� (W� \ W�)! 	�1� (W� \ W�)

ile

	�1� �	� : 	�1� (W� \ W�)! 	�1� (W� \ W�)

fonksiyonlar¬ da iki̧ser homeomor�zimin bileşimi olduklar¬ndan birer homeomor�z-

imdirler.

K¬saca

��� = 	
�1
� �	� ve ��� = 	�1� �	�

gösterimleri kullan¬labilir (Hac¬saliho¼glu 1983).

Tan¬m 2.2.4. (Diferensiyellenebilir Yap¬)

Bir topolojik n-manifold M ve M in bir atlas¬ S = f(	�;W�)g�2A olsun. E¼ger

S atlas¬için W� \ W� 6= ? olmak üzere, 8�; � 2 A ya kaŗs¬l¬k ��� ve ���

fonksiyonlar¬Ck s¬n¬f¬ndan diferensiyelllenebilir iseler S ye Ck s¬n¬f¬ndan diferen-

siyelllenebilirdir denir. S atlas¬ M üzerinde Ck s¬n¬f¬ndan oldu¼gu zaman S ye

M üzerinde Ck s¬n¬f¬ndan diferensiyellenebilir yap¬ad¬verilir (Hac¬saliho¼glu 1983).

Tan¬m 2.2.5. M n-boyutlu topolojik manifold ve M nin bir S atlas¬Ck

s¬n¬f¬ndan ise M manifolduna n-boyutlu bir diferensiyellenebilir manifold denir

(Hac¬saliho¼glu 1983).

Tan¬m 2.2.6. (Tanjant Vektör)

M bir diferensiyellenebilir manifold ; M den R ye bütün diferensiyellenebilir

fonksiyonlar¬n cümlesi C1(M;R) ve P 2M olmak üzere

XP : C
1(M;R)! R

fonksiyonu , f; g 2 C1(M;R) ve a; b 2 R için

1) XP (a:f + b:g) = a(XPf) + b(XPg)
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2) XP (f:g) = (XPf)g(P ) + f(P )(XPg)

özeliklerini sa¼gl¬yorsa bu fonksiyona M nin P noktas¬ndaki bir tanjant vektörü

denir (Hac¬saliho¼glu 1983).

Bu biçimde tan¬ml¬fonksiyonlar¬n cümlesi TM(P ) ile gösterilirse , XP ; YP 2 TM(P )

f 2 C1(M;R) ve a 2 R için

(XP � YP )(f) = XPf + YPf

(a:XP )(f) = a:XPf

i̧slemleri ile birlikte TM(P ) , R üzerinde bir vektör uzay¬olup, M in P noktas¬n-

daki tanjant uzay¬ad¬verilir (Hac¬saliho¼glu 1983).

Tan¬m 2.2.7. (Vektör Alan¬)

Bir diferensiyellenebilir manifold M olsun.

� : M !
S
P2M TM(P )

P ! XP 2 TM(P )

biçiminde tan¬ml¬ � dönüşümüne M manifoldu üzerinde bir vektör alan¬ denir

(Hac¬saliho¼glu 1983).

Tan¬m 2.2.8. (Türev Dönüşümü)

F : En ! Em

bir dönüşüm olsun. E¼ger �!vP 2 TEn(P ) ise

(F�)P (
�!vP ) 2 TEm(F (P ))

de Em nin t ! F (
�!
P + t�!v ) e¼grisinin t = 0 daki h¬z vektörü olsun. Böylece

tan¬ml¬

(F�)P : TEn(P )! TEm(F (P ))
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fonksiyonuna , F in P 2 En noktas¬ndaki türev dönüşümü denir

(Hac¬saliho¼glu 1983).

2.3 Lie Grubu ve Lie Cebiri

Tan¬m 2.3.1. (Lie Grubu)

BirM diferensiyellenebilir manifoldu ve bir G grubu verilmi̧s olsun. E¼ger aşa¼g¬daki

aksiyomlar sa¼glan¬rsa (M;G) ikilisine bir Lie Grubu denir.

L1 : M nin noktalar¬ G nin elemanlar¬ile çak¬̧s¬r.

L2 :
M �M ! M

(a; b) ! a:b�1

i̧slemi her yerde diferensiyellenebilirdir.

M manifolduna, Lie Grubunun temel manifoldu, ve G ye de temel grubu denir

(Hac¬saliho¼glu 1980).

Tan¬m 2.3.2. (Lie Cebiri)

V bir vektör uzay¬olmak üzere

[; ] : V � V ! V

(X; Y ) ! [; ] (X; Y ) = [X; Y ]

i̧slemi ,

1) Bilineer

2) Antisimetrik

3) [[X; Y ] ; Z] + [[Y; Z] ; X] + [[Z;X] ; Y ] = 0

özeliklerine sahip ise (V; [; ]) ikilisine bir Lie Cebiri denir (Hac¬saliho¼glu 1980).
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Tan¬m 2.3.3. (Matris Lie Grubu)

�
[aij]n�n jaij 2 R

	
matris uzay¬n¬n bir altmanifoldu, matrislerin çarp¬m¬i̧slemine göre bir grup ise bu

gruba matris Lie grubu denir (Hac¬saliho¼glu 1980).

Tan¬m 2.3.4. (Sol ·Invaryant Vektör Alan¬)

G bir matris Lie grubu ve X; G üzerinde bir vektör alan¬olsun. Ayr¬ca g 2 G

olmak üzere
Lg : G ! G

g0 ! Lg(g0) = g:g0

dönüşümünü göz önüne alal¬m. E¼ger 8g0; g1 2 G için

L(g0)�Xg1 = Xg0g1

yani, 8g 2 G için

L(g)� �X = X � L(g)

ise bu vektör alan¬na bir sol-invaryant vektör alan¬denir

(Hac¬saliho¼glu 1980).

XL =
�
X
��X 2 �, L(g)� �X = X � L(g) ;8g 2 G

	
cümlesi vektör alanlar¬uzay¬n¬n bir alt uzay¬d¬r. Bu altuzaya sol invaryant vektör

alanlar¬n¬n uzay¬denir (Hac¬saliho¼glu 1980).

Teorem 2.3.1.

G bir matris Lie grubu ve G nin sol invaryant vektör alanlar¬n¬n vektör uzay¬

XL(G) olsun. Bu durumda

XL(G) �= TG(e)

dir (Hac¬saliho¼glu 1980).

14



Tan¬m 2.3.5. (Lie Cebiri)

G Lie grubunun Lie cebiri G üzerindeki sol invaryant vektör alanlar¬n¬n Lie cebiri

olarak tan¬mlan¬r. Bunun yan¬nda G Lie grubunun Lie cebiri olarak G nin e birim

noktas¬ndaki TG(e) tanjant uzay¬n¬ Lie cebir yap¬s¬ile birlikte alabiliriz.

Bunu Teorem 2.3.1 den dolay¬yapmaya hakk¬m¬z vard¬r (Hac¬saliho¼glu 1980).

2.4 Yar¬Öklidyen Uzaylar

Bu bölümde simetrik bilineer formlar, skalar çarp¬ml¬ uzaylar ve böyle uzaylar

aras¬ndaki lineer izometrilerden bahsedilecek ve yar¬-Riemann manifoldu tan¬t¬la-

cakt¬r. Daha sonra yar¬-Riemann manifoldunun özel bir hali olan En� yar¬-Öklid

uzay¬n¬n lineer izometrilerinin Lorentz grubu olan yar¬-ortogonal grup ele al¬nacak-

t¬r.

Tan¬m 2.4.1. (Simetrik Bilineer Formlar)

V bir reel vektör uzay¬olsun.

g : V � V ! R

dönüşümü 8a; b 2 R ve 8u; v; w 2 V için

(i) g( u; v) = g(v; u)

(ii) g(au+ bv; w) = ag(u;w) + bg(v; w)

g(u; av + bw) = ag(u; v) + bg(u;w)

özeliklerine sahip ise bu durumda g dönüşümüne V vektör uzay¬üzerinde simetrik

bilineer form denir (O�Neil 1983).

Tan¬m 2.4.2. V bir reel vektör uzay¬ ve g : V � V ! R; V üzerinde simetrik
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bilineer form olsun.

(i) 8v 2 V ve v 6= 0 için g(u; v)i0 ise g simetrik bilineer formuna pozitif

tan¬ml¬,

(ii) 8v 2 V ve v 6= 0 için g(u; v)h0 ise g simetrik bilineer formuna negatif tan¬ml¬,

(iii) 8v 2 V için g(u; v) � 0 ise g simetrik bilineer formuna yar¬-pozitif tan¬ml¬,

(iv) 8v 2 V için g(u; v) � 0 ise g simetrik bilineer formuna yar¬-negatif tan¬ml¬,

denir (O�Neill 1983).

Tan¬m 2.4.3. V bir reel vektör uzay¬ ve g : V � V ! R; V üzerinde simetrik

bilineer form olsun.

(i) g non-dejeneredir , g(u; v) = 0 ve 8v 2 V için u = 0 d¬r.

(ii) g dejeneredir , g(w; v) = 0 ve 8v 2 V için w 6= 0 d¬r.

(iii) V üzerindeki g non-dejenere simetrik bilineer form V nin bir W alt vektör

uzay¬na indirgenebilir.gjW indirgenen simetrik bilineer form dejenere veya non-

dejeneredir (O�Neill 1983).

Örnek 2.4.1. R2 2-boyutlu reel vektör uzay¬ ve h; i simetrik bilineer formu

8X;Y 2 R2 için,

h; i : R2 �R2 ! R

(X; Y ) ! hX; Y i = �x1y1 + x2y2

şeklinde tan¬mlans¬n.Yukar¬daki tan¬m gere¼gince h; i non-dejeneredir.

Tan¬m 2.4.5. (Kuadratik Form)

n-boyutlu bir reel vektör uzay¬V üzerinde simetrik bilineer form g olsun.

h : V ! R

v ! h(v) = g(v; v)
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dönüşümüne g den elde edilen kuadratik form denir. Bu durumda g ve h yard¬m¬yla

8v; w 2 V için;

g(v; w) =
1

2
fh(v + w)� h(v)� h(w)g

şeklinde ifade edilebilir (O�Neill 1983).

V nin bir E = fe1; e2; :::; emg baz¬için; �i 2 R ve vi ler de v nin E baz¬na

kaŗs¬l¬k gelen koordinat bileşenleri olmak üzere;

h(

mX
i=1

vi:ei;

mX
j=1

wj:ej) =

mX
i=1

bijvi:wj

ve

8v 2 V için h(v) =

mX
i=1

�i(vi)
2

formuna sahiptir. �i katsay¬lar¬n¬n pozitif, negatif ve s¬f¬r olanlar¬n¬n say¬lar¬,

s¬ras¬ile p; q; r ise bu durumda h kuadratik formunun i̧sareti (p; q; r) dir ve ayr¬ca

p+ q + r = m dir (Duggal and Bejancu 1996).

Tan¬m 2.4.6.

V bir reel vektör uzay¬, E = fe1; e2; :::; emg V nin bir baz¬ve g : V � V ! R

simetrik bilineer form olsun.

[bij] = [g(ei; ej)]

g ye kaŗs¬l¬k gelen matristir ve simetriktir (O�Neill 1983).

Örnek 2.4.2. R2 de u = (u1; u2) ve w = (w1; u2) için,

g : R2 �R2 ! R

(u;w) ! g(u;w) = u1:w1 � u2:w2

olarak tan¬mlans¬n. g simetrik ve bilineerdir.

u = (1; 0) ve w = (0; 1) için g non-dejeneredir. Dolay¬s¬yla g bir skalar çarp¬md¬r

ve birleşmeli kuadratik formu q(v) = v21� v22 dir ve de g inde�nittir (O�Neill 1983).
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Önerme 2.4.1. V bir reel vektör uzay¬, g : V � V ! R simetrik bilineer form

olsun. g ye kaŗs¬l¬k gelen matris regülerdir ancak ve ancak g non-dejeneredir

(O�Neill 1983).

Önerme 2.4.2. V bir reel vektör uzay¬ üzerinde g simetrik bilineer formuna

ait (p; q; r)-tipinden bir kuadratik form h olsun. Bu durumda;

(i) g dejenere ( veya non-dejenere) dir , ri0 (r = 0) dir.

(ii) g pozitif ( veya negatif) tan¬ml¬d¬r , p = m (q = m) dir.

(iii) g pozitif ( veya negatif) yar¬-tan¬ml¬d¬r , p = 0; pi0; ri0 (p = 0; qi0; ri0)

dir (Duggal and Bejancu 1996).

Tan¬m 2.4.7. V in bir baz¬E = fe1; e2; :::; emg olsun. bij = g(ei; ej) olarak

tan¬mlanan B = [bij]m�n matrisine E baz¬na göre g simetrik bilineer formunun

matrisi denir. g simetrik oldu¼gundan B matrisi de simetriktir (O�Neill 1983).

Sonuç 2.4.1. V nin herhangi bir E baz¬na göre g nin matrisi B olsun. g nin

dejenere (non-dejenere) olmas¬için gerek ve yeter koşul rankB = m; (rankBhm)

olmas¬d¬r (O�Neill 1983).

Tan¬m 2.4.8. (·Indeks)

V bir reel vektör uzay¬ve g : V � V ! R; V üzerinde bir simetrik bilineer form

olsun.

g jW : W �W ! R

negatif tan¬ml¬ olacak şekilde en büyük boyutlu W alt uzay¬n¬n boyutuna, g

simetrik bilineer formunun indeksi denir ve � ile gösterilir. Ayr¬ca v ye V

vektör uzay¬n¬n da indeksi denir ve indV = v ile gösterilir (O�Neill 1983).

Buna göre 1 � � � boyV dir.� = 0 olmas¬ için gerek ve yeter koşul g nin

pozitif yar¬-tan¬ml¬olmas¬d¬r.
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Tan¬m 2.4.9. (Skalar Çarp¬m)

V reel vektör uzay¬üzerinde bir simetrik, bilineer, non-dejenere bir g formu tan¬m-

lan¬rsa g ye bir skalar çarp{m (yar{� �Oklid metri�gi) ve V ye yar{� �Oklid uzay{

denir.

Özel olarak g pozitif tan¬ml¬ ise, g ye �Oklid metri�gi ve V ye de �Oklid uzay{

denir. v = 1 ise g ye Lorentz (Minkowski) metri�gi ve V ye de Lorentz uzay{

veya Minkowski uzay{ denir (O�Neill 1983).

Tan¬m 2.4.10. Bir v 2 V vektörü için

(i) g(v; v)i0 veya v = 0 ise bu v vektörüne uzays¬ (space-like) vek-

tör,

(ii) g(v; v)h0 ise bu v vektörüne zamans¬(time-like) vektör,

(iii) g(v; v) = 0 ve v 6= 0 ise bu v vektörüne ¬̧s¬ks¬(light-like, null veya

isotropik) vektör denir (O�Neill 1983) .

Örnek 2.4.3. R2 de X = (x1; x2) , Y = (y1; y2) Z = (z1, z2) ve

g(X; Y ) = �x1:y1 + x2:y2

olarak tan¬mlans¬n.

X = (1; 0) için g(X;X) = �1 oldu¼gundan X bir zamans¬(time-like) vektördür.

Y = (0; 1) için g(Y; Y ) = 1 oldu¼gundan Y bir uzays¬(space-like) vektördür.

Z = (1; 1) için g(Z;Z) = 0 oldu¼gundan Z bir ¬̧s¬ks¬(null) vektördür.

Tan¬m 2.4.11. V yar¬- Öklid uzay¬ve g yar¬-Öklid metri¼gi olmak üzere;

k:k : V ! R

v ! kvk = jg(v; v)j
1
2
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şeklinde tan¬ml¬fonksiyona norm fonksiyonu denir.kvk ya da v nin normu veya v

nin boyu denir. Boyu 1 birim olan vektöre de birim vektör denir (O�Neill 1983) .

Teorem 2.4.3. Bir V 6= f0g yar¬-Öklid uzay¬ daima bir ortonormal baza sahiptir

(O�Neill 1983) .

Örnek 2.4.4. n- boyutlu reel vektör uzay Rn ve bu uzay¬n bir ortonormal

baz¬E = fe1 = (1; 0; :::; 0); e2 = (0; 1; 0; :::; 0); :::; en = (0; 0; :::1)g olsun. v indeksi

1 � � � n olmak üzere; Rn üzerinde bir yar¬-Riemann metrik 8X; Y 2 Rn için

g(X; Y ) = �
�P
i=1

xiyi +
nP

j=�+1

xjyj

şeklindedir. Bu metrikle birlikte Rn bir yar¬-Öklid uzay¬olur ve Rnv ile gösterilir.

Özel olarak v = 1 ise Rn1 bir Lorentz (Minkowski) vektör uzay¬d¬r.

Tan¬m 2.4.12. V; Rnvnin bir alt vektör uzay¬ olsun. Bu taktirde V alt

vektör uzay¬na;

(i) E¼ger V bir zamans¬(time like) vektöre sahipse V ye zamans¬(time like),

(ii) E¼ger V deki s¬f¬r olmayan her vektör uzays¬(space like) ise V ye uzays¬

(space like),

(iii) Aksi durumlarda V ye ¬̧s¬ks¬(light like) denir (O�Neill 1983).

Tan¬m 2.4.13. V bir skalar çarp¬m uzay¬olsun. "i = �1 olmak üzere g(ei; ej)=�ij:"j
ifadesindeki ("1; "2; :::; "n) n-lisine g nin i̧sareti denir.

Teorem 2.4.4. V vektör uzay¬ için bir ortonormal baz E = fe1; :::; eng ve

"i = g(ei; ei) olsun. Bu durumda 8v 2 V vektörü,

v =

nX
i=1

"i:g(v; ei)ei

20



olacak biçimde tek türlü yaz¬l¬r (O�Neill 1983).

Tan¬m 2.4.14. V ve W; s¬ras¬ile, h; i ve hh; ii skalar çarpmalar¬ile

verilen skalar çarpmal¬uzaylar ve T : V ! W lineer dönüşümü verilsin.8u;w 2 V

için

hhT (u); T (w)ii = hu;wi

ise T dönüşümüne skalar çarpmay¬koruyor denir (O�Neill 1983).

Tan¬m 2.4.15. Skalar çarpmay¬koruyan bir T : V ! W lineer izomor�zmine

bir lineer izometri denir.

Teorem 2.4.5. Bir T : V ! W lineer dönüşümü bir lineer izometri ise

boyV = boyW dir. Bunun tersi de do¼grudur (O�Neill 1983).

Teorem 2.4.6. V ve W skalar çarp¬ml¬uzaylar¬n ayn¬boyut ve ayn¬indekse

sahip olmalar¬için gerek ve yeter şart V den W ye bir lineer izometrinin var

olmas¬d¬r.

Tan¬m 2.4.16. (Metrik Tensör)

M diferensiyellenebilir bir manifold olsun.

g : TM � TM ! C1(M;R)

(X; Y ) ! g(X; Y ) : M ! R

g(X; Y )P = g(XP ; Y p)

M üzerinde non-dejenere ve sabit indeksli (0,2) tipindeki g tensör alan¬na bir metrik

tensör denir (O�Neill 1983).

Başka bir ifadeyle M manifoldunun her P noktas¬ndaki TP (M) tanjant uza-

y¬na g jP : TP (M) � TP (M) ! R skalar çarp¬m¬kaŗs¬l¬k gelir ve g jP nin indeksi

8P 2M için ayn¬d¬r.
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Tan¬m 2.4.17. (Yar¬-Riemann Manifold)

M diferensiyellenebilir bir manifold ve g de M üzerinde sabit indeksli bir metrik

tensör olmak üzere, (M; g) ikilisine bir yar¬-Riemann manifold denir (O�Neil 1983).

Tan¬m 2.4.18. (M; g) bir yar¬-Riemann manifold olsun. g nin sabit indeksi

v ya (M; g) yar¬-Riemann manifoldunun indeksi denir. � indeksli ve n boyutlu

yar¬-Riemann manifoldu Mn
v ile gösterilir (O�Neill 1983).

Tan¬m 2.4.19. (Lorentz Manifoldu)

Mn
v bir yar¬-Riemann manifoldu olsun. E¼ger � = 1 ve n � 2 ise Mn

1 yar¬-Riemann

manifolduna Lorentz manifoldu denir. Özel olarak � = 0 ise bu durumda Mn bir

Riemann manifoldur ve g de bir Riemann metri¼gidir(O�Neill 1983).

Tan¬m 2.4.20. Mn
v bir yar¬-Riemann manifoldu ve � : I � R ! Mn

v difer-

ensiyellenebilir bir e¼gri olsun. � n¬n te¼get vektör alan¬T olmak üzere,

(i) g(T; T )i0 ise � e¼grisine uzays¬(space-like) e¼gri,

(ii) g(T; T )h0 ise � e¼grisine zamans¬(time-like) e¼gri,

(iii) g(T; T ) = 0 ise � e¼grisine ¬̧s¬ks¬(light-like veya null) e¼gri denir(O�Neill 1983).

Tan¬m 2.4.21. (Lorentz ·Iç Çarp¬m¬)

n � 1 ve x; y 2 Rn vektörleri olsun.x ve y nin Lorentzian iç çarp{m{ (skalar

çarp¬m¬)

x � y = �x1y1 + x2y2 + :::+ xnyn

şeklinde tan¬mlan¬r, R1;n�1 ile gösterilir. Ayr¬ca

hx; yi = x1y1 + x2y2 + :::+ xn�1yn�1 � xnyn

skalar çarp¬m¬Rn�1;1 ile gösterilir (O�Neill 1983).
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Tan¬m 2.4.22. (Lorentz Norm)

kxk = jx � xj
1
2

şeklindedir.kxk pozitif, s¬f¬r ya da pozitif imajinerdir (O�Neill 1983).

Tan¬m 2.4.23. (Hiperkoni)

kxk = 0 olacak şekilde Rn deki tüm x vektörlerinin cümlesine Cn�1 hiperkonisi

denir ve x1y1 = x2y2 + ::: + xnyn. denklemi ile tan¬ml¬d¬r. Cn�1 hiper konisine

Rn in light konisi de denir. kxk = 0 ise x e light-like ( null) vektör denir

(O�Neill 1983).

Tan¬m 2.4.24. (Lorentz Dönüşümü)

� : Rn ! Rn

fonksiyonunun bir Lorentz dönüşümü olmas¬için gerek ve yeter koşul 8x; y 2 Rn

için �(x)��(y) = x�y olmas¬d¬r. f#1; #2; :::; #ng Rn nin Lorentz ortonormal baz¬

olmas¬için gerek ve yeter koşul #1 � #1 = �1 ve #i � #j =�ij (1 � i � n ve

2 � j � n) dir.

Rn nin fe1; e2; :::; eng standart baz¬Lorentz ortonormal bazd¬r (O�Neill 1983).

Teorem 2.4.7. � : Rn ! Rn Lorentz dönüşümdür ancak ve ancak � li-

neer ve f�(e1);�(e2); :::;�(en)g baz¬ Rn de Lorentz ortonormaldir (O�Neill

1983).

Tan¬m 2.4.25. (Lorentz Matrisi, Lorentz Grubu)

n � n �tipindeki �A matrisi Lorentziand¬r ancak ve ancak �A matrisine kaŗs¬l¬k

gelen

A : Rn ! Rn

x ! A(x) = Â:x
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dönüşümü Lorentziand¬r.

Matris çarp¬m¬ ile bütün Lorentzian n � n �matrislerin cümlesi O(1; n � 1)

grubunu oluşturur. Bu gruba n�n �matrislerin Lorentz grubu denir (O�Neill 1983).

Teorem 2.4.8. A n � n-tipinden bir reel matris olsun. Aşa¼g¬dakiler denk-

tir:

(i) Â matrisi Lorentziand¬r.

(ii) Â matrisinin sütunlar¬Rn nin Lorentz ortonormal baz¬d¬r.

(iii) Â matrisi Â T .J:Â = J denklemini sa¼glar.

(iv) Â matrisi Â .J:ÂT = J denklemini sa¼glar.

(v) Â matrisinin sat¬rlar¬ Rn nin Lorentz ortonormal baz¬d¬r.

Buradaki J =

26666664
�1 0 : 0

0 1 : 0

: : : :

0 0 : 1

37777775 i̧saret matrisi J
2 = In; J

T =J ve J �1 = J

özeli¼gindedir (O�Neill 1983).

Tan¬m 2.4.26. (Yar¬Ortogonal Gruplar)

g 2 gl(n;R) ve x 2 Rn için

g : Rn ! Rn

x ! (gx) =
nP
j

gij:xj; 1 � i; j � n

lineer operatörünü göz önüne alal¬m. Buna göre g ve h : Rn ! Rn fonksiyon-

lar¬n¬n bileşkesi olan g � h fonksiyonu bu fonksiyonlara kaŗs¬l¬k gelen matrisler G
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ve H olmak üzere, GH matris çarp¬m¬na kaŗs¬l¬k gelir. gx matrisi

26666664
g11 : : g1n

: : : :

: : : :

gn1 : : gnn

37777775 :
26666664
x1

:

:

xn

37777775 =
2666666664

nP
j=1

g1j:xj

:

:
nP
j=1

gnj:xj

3777777775
biçiminde bir n� 1 matrisidir.

0 � � � n için , " i̧saret matrisi (�ij"j) diyagonal matrisidir. Bu matrisin

diyagonal elemanlar¬

"1 = "2 : : = "� = �1

"�+1 = "�+2 : : = "n = 1

dir.

Buna göre

"�1 = " = "T

dir.

Bu tan¬mlara göre En� , n-boyutlu yar¬-Öklid uzay¬ile eşlenen iç çarp¬ml¬vektör

uzay¬ Rn� olmak üzere R
n
� üzerindeki tüm lineer izometrilerin cümlesini O(�; n��)

ile gösterelim. O halde

O(�; n� �) = fg jg : Rn� ! Rn� , lineer, 1:1, örteng

dir. Burada g 2 gl(n;R); Rn� in h�; wi = ("�):w skalar çarp¬m¬n¬korur. Yani

hg(�); g(w)i = h�; wi dir.

Şimdi O(�; n� �) nin GL(n;R) nin bir alt grubu oldu¼gunu göstrerelim:
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(i) O(�; n� �) � GL(n;R) dir.

(ii) O(�; n� �) 6= ? dir.

(iii) 8A;B 2 O(�; n� �) için A:B 2 O(�; n� �) dir:

(iv) 8A 2 O(�; n� �) için A�1 vard¬r ve A�1 2 O(�; n� �) dir:

O halde A 2 O(�; n� �) cümlesi matris çarp¬m¬i̧slemine göre GL(n;R) grubunun

bir alt grubudur.

(v) O(�; n� �) grubu kapal¬d¬r:

f : O(�; n� �) � GL(n;R) ! GL(n;R)

g ! f(g) = gT "g = "; 8g 2 O(�; n� �)

fonksiyonunu alal¬m. 0 � � � n için , " i̧saret matrisi (�ij"j) diyagonal matrisidir

ve bu matrisin diyagonal elemanlar¬

"1 = "2 : : = "� = �1

"�+1 = "�+2 : : = "n = 1

dir.

Buna göre

g = gij

gT = gji

için

g"gT = [�ij"j]

olur.

gij ler Rn
2
de koordinat fonksiyonlar¬olduklar¬ndan süreklidirler,dolay¬s¬yla, gT "g

elemanlar¬n¬n kaŗs¬l¬k geldikleri koordinat fonksiyonlar¬ süreklidirler. Böylece f

süreklidir.

" eleman¬8g 2 O(�; n � �) için sabittir ve dolay¬s¬yla GL(n;R) nin izomorf
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oldu¼gu En
2
nin bir sabit noktas¬olarak düşünülebilir. O zaman f"g cümlesi En2

de kapal¬d¬r. Dolay¬s¬yla GL(n;R) de de kapal¬d¬r.

f sürekli oldu¼gundan,

f�1(f"g) = O(�; n� �)

cümlesi de GL(n;R) de kapal¬ olur. O halde O(�; n� �) grubu GL(n;R) nin bir

Lie alt grubudur (O�Neill 1983).

Bu gruba yar¬-ortogonal grup denir.

NOTASYON 2.4.27. O(�; n � �) yar¬-ortogonal grubu k¬saca O�(n) ile gös-

terilecektir (O�Neill 1983).

Teorem 2.4.9. (n� n) tipindeki bir g matrisi için aşa¼g¬daki önermeler denktir :

(1) g 2 O�(n)

(2) gT = "g�1" ve g�1 = "gT " ,

(3) g nin kolonlar¬(sat¬rlar¬) Rn� için bir baz oluşturur.

(4) g 2 O�(n) matrisi, Rn� nin ortonormal bazlar¬n¬ortonormal bazlara taş¬r.

Özel olarak:

(a) E¼ger � = 0 veya � = n ise O�(n) grubu, Rn Öklid uzay¬n¬n tüm lineer

izometrilerinin grubudur.

(b) � = 1 ve � � 2 için O1(n) yar¬-ortogonal grubu, Rn1 Minkowsky uzay¬n¬n

lineer izometrilerinin Lorentz grubudur.

Teorem 2.4.10. O(n) Lie grubunun Lie cebirini o(n) ile gösterirsek o�(n) Lie

cebiri gl(n;R) Lie cebirinin bir alt cebiridir ve o�(n) alt cebirini

o�(n) =
�
S 2 gl(n;R) : ST = �"S"
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biçiminde ifade edebiliriz. Buna göre a 2 o(�) , b 2 o(n��) ve x bir ��(n��)

matris olmak üzere 8S 2 o�(n) için

S =

24 a x

xT b

35
dir (O�Neill 1983).

28



3. GAL·ILE DÜZLEM·INDE HAREKETLER

Bu bölümde dual say¬lar cümlesinin cebirsel özelikleri verilmi̧stir Yaglom 1979 dan

faydalanarak Galile düzlemindeki uzakl¬k, aç¬, çember, trigonometrik tan¬mlar¬

ile temel Galile dönüşümleri verildi. Daha sonra dönme ve öteleme içeren Galile

hareketlerinin oluşturdu¼gu G(2) Galile grubu tan¬t¬ld¬. Bir parametreli Galile hareket-

leri ve homotetik hareketler için pol noktalar¬araşt¬r¬ld¬.

3.1 Dual Say¬lar¬n Vektör Uzay¬

R2 = f(x; y) j x; y 2 Rg

iki boyutlu reel vektör uzay¬d¬r. E. STUDY (1862-1930) n¬n keşfetti¼gi dual say¬lar

cümlesi,

D =
�
z = x+ "y j x; y 2 R; " 6= 0; "2 = 0

	
(3.1.1)

olmak üzere, (D;+) bir Abel grubu oluşturur (Hac¬saliho¼glu 1993).

D dual say¬lar cümlesi üzerindeki iç i̧slem (toplama) :

+ : D �D ! D

(z1; z2) ! z1 + z2
(3.1.2)

ve d¬̧s i̧slem (skalar ile çarpma i̧slemi) :

� : R�D ! D

(�; z) ! �:z
(3.1.3)

olmak üzere z1 = x1 + "y1 , z2 = x2 + "y2 ; z3 = x3 + "y3 2 D , �; � 2 R için

(i) z1 + z2 = (x1 + x2) + "(y1 + y2) 2 D :
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(ii) (z1 + z2) + z3 = [(x1 + x2) + x3] + "[(y1 + y2) + y3]

= [x1 + (x2 + x3)] + "[y1 + (y2 + y3)]

= z1 + (z2 + z3) .

(iii) 0 = 0 + "0 2 D için z1 + 0 = (x1 + 0) + "(y1 + 0):

(iv) �z1 = (�x1)+"(�y1) 2 D için z1+(�z1) = (x1+(�x1))+"(y1+(�y1)) = 0:

(v) z1 + z2 = (x1 + x2) + "(y1 + y2)

= (x2 + x1) + "(y2 + y1)

= z2 + z1

dir. Böylece (D;+) Abel grubu dur.

(vi) �:z = �x+ "(�y); �x; �y 2 R ve �:z 2 D:

(vii) (�+ �)z = (�+ �)x+ "(�+ �)y; �x; �x; �y; �y 2 R ve (�+ �)z 2 D:

(vii) �( z1 + z2) = �(x1 + x2) + "�(y1 + y2)

= �(x1 + "y1) + �(x2 + "y2 )

= �z1 + �z2

(ix) (��)z = (��)x+ "(��)y; (��)x; (��)y 2 R;

= �(�x) + "�(�y)

= �[�x+ "(�y)] ve (�+ �)z 2 D:

= �(�z)

(x) 8z 2 D , 12 R için 1:z = z 2 D .

Böylece D dual say¬lar cümlesi ; R reel say¬lar cismi üzerinde bir vektör uzay¬d¬r.

Ayr¬ca

f : D �D ! R2

(z1; z2) ! f(z1; z2) = ��!z1z2 (3.1.4)

fonksiyonu ile D cümlesi R2 ile birleştirilmi̧s bir a�n uzayd¬r. Böylece

(i) 8 z1; z2; z3 2 D için
��!z1 z3 =

��!z1 z2 +
��!z2 z3

dir.

(ii) 8z 2 D ve 8� 2 R2 için
��!z z1 = � olacak şekilde bir tek z1 2 D noktas¬vard¬r.

30



��!z z1 vektöründe z noktas¬na başlang¬ç noktas¬ve z1 noktas¬na da uç noktas¬denir.

Di¼ger yandan D nin boyutu R2 nin boyutudur; yani

boyD = boyR2

olarak tan¬mlan¬r (Hac¬saliho¼glu 1993).

Tan¬m 3.1.1.( D Üzerinde ·Iççarp¬m)

z1 = x1 + "y1 ve z2 = x2 + "y2 2 D olmak üzere

h; i : D �D �! R

(z1; z2) �! hz1; z2i = re(z1z2)

= x1x2

(3.1.5)

olarak tan¬mlanan h; i i̧slemi D üzerinde inde�nit iççarp¬m i̧slemidir.

(Hac¬saliho¼glu 1993)

8z1 = x1 + "y1 ve z2 = x2 + "y2 2 D için,

(i) Konjuge simetri özeli¼gi:

hz1; z2i = hz2; z1i

d¬r.

(ii) Bilineerlik özeli¼gi:

a) hz1 + z2; z3i = hz1; z3i+ hz2; z3i

b) � hz1; z2i = h�z1; z2i

d¬r.

(iii) ·Inde�nit özeli¼gi:
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8z 2 D için,

hz; zi � 0, z 6= 0

hz; zi = re(z:z) = x2 � 0 dir.Şimdi z 6= 0 olmas¬n¬irdeleyelim:

z 6= 0

8<: z = x+ "0, hz; zii0

z = 0 + "y , hz; zi = 0
:

dir.

hz; zi = re(z:z) = x2 , x = 0 ve y 6= 0

Böylece, z = 0 + "y dir. y 6= 0 olabilir. O halde

hz; zi = 0 olmas¬na ra¼gmen z 6= 0

olabilir. Dolay¬s¬yla h; i i̧slemi D de pozitif de�nit de¼gildir.

Tan¬m 3.1.2. ( Baz)

z 2 D olmak üzere

z = x+ "y

= x:1 + "y

= x(1 + 0") + (0 + ")y

= x(1; 0) + y(0; 1)

olarak düşünüldü¼günde D deki bir baz¬n

f(1; 0); (0; 1)g (3.1.6)

oldu¼gu görülür.

" = (0; 1) (3.1.7)

dual birimdir (Hac¬saliho¼glu 1993).
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(3.1.6) için

h(1; 0); (0; 1)i = 0

j1 + "0j = 1 ve j0 + "1j = 0

oldu¼gundan f(1; 0); (0; 1)g sistemi ortonormal de¼gildir.

Tan¬m 3.1.3. (Galile Düzlemi)

D a�n uzay¬n¬ R2 üzerindeki yukar¬daki iç çarp¬m ile düşünerek , D ye Galile

düzlemi denir ve (R2; D; h; i) veya G2 ile gösterilir.

Tan¬m 3.1.4.(Norm)

D üzerinde tan¬ml¬h; i i̧slemine göre P = (x; y) noktas¬n¬n O başlang¬ç noktas¬na

olan uzakl¬¼g¬

 (O;P ) =
�!
OP

= �!z

= x+ "y

olmak üzere,

d(O;P ) =



�!OP




veya

k�!z k =
p
hz; zi

=
p
re(z; z)

=
p
x2

= jxj

olarak tan¬mlan¬r.
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1:jpg

Şekil 3.1 Galile düzleminde bir noktan¬n orjine olan uzakl¬¼g¬

Şekil 3.2 Bir dual say¬n¬n normu

Galile düzlemini Yaglom�a göre yeniden tan¬mlayabiliriz. Burada, sadece norm
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tan¬m¬na de¼ginece¼giz. X = (x1; x2) 2 R2 için k:k tan¬m¬,

kXk =

8<: jx1j ; x1 6= 0

jx2j ; x1 = 0
(3.1.8)

şeklinde verilir. Bu norm dual say¬lar yard¬m¬yla verilen norm ile x1 6= 0 halinde

çak¬̧smaktad¬r.

Tan¬m 3.1.5 (Galile Düzleminde Uzakl¬k ve Özel Uzakl¬k)

Şekil 3.3 Galile düzleminde dAA1 uzakl¬¼g¬

Galile geometrisinde A(x; y); A1(x1; y1) noktalar¬aras¬ndaki uzakl¬k

dAA1 = x1 � x (3.1.9)

AA1 do¼gru parças¬n¬n x � ekseni üzerindeki PP1 projeksiyonunun i̧saretli

uzunlu¼gudur.
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Şekil 3.4 Galile düzleminde �AA1 özel uzakl¬¼g¬

dAA1 = 0 ise x1 = x ve A ve A1 ayn¬ özel do¼gru üzerindedir. Bu durumdaki

noktalar için

�AA1 = y1 � y (3.1.10)

özel uzakl¬¼g¬ söz konusudur (Yaglom 1979).

Galile düzleminde herhangi birABC üçgenindeki kenar uzunluklar¬n¬inceledi¼gimizde;

Şekil 3.5 G2 de ABC üçgenindeki kenar uzunluklar¬
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dAB = a+ b

dBC = a

dCA = b

9>>>=>>>; dBC + dCA = dAB (3.1.11)

oldu¼gu görülür (Yaglom 1979).

Sonuç : Galile üçgeninde iki kenar¬n uzunluklar¬ toplam¬üçüncü kenar¬n uzun-

lu¼guna eşittir.

Tan¬m 3.1.6. ( Galile Çemberi)

Galile düzleminde sabit bir Q(a; b) noktas¬na mutlak uzakl¬¼g¬r (r 2 R+) olan

M(x; y) noktalar¬n¬n SrG cümlesine Galile çemberi denir.

dG(Q;M) = r

SrG =
�
M(x; y)

��d2G(Q;M) = r2
	

(3.1.12)

(x� a)2 = r2

p = �a ve q = a2 � r2 olmak üzere

x2 + 2px+ q = 0

dir. Q merkezli, r yar¬çapl¬ SrG Galile çemberi, Q noktas¬ndan r Ök-

lid mesafesindeki iki özel (y�eksenine paralel) do¼gru üzerindeki noktalardan oluşur.

r = 0 ise bu iki özel do¼gru çak¬̧s¬r. Önemle vurgulamal¬y¬z ki, belirli bir r yar¬çap¬

(iki bileşenli özel do¼grular¬aras¬ndaki Öklid mesafesinin yar¬s¬) olan bir SrG Galile

çemberinin , Q daki özel do¼grusu üzerinde sonsuz çoklukta merkezi vard¬r (Ya-

glom 1979).
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Şekil 3.6 SrG, G
2 de r � yar¬çapl¬Galile çemberi

Galile düzleminde birim çember,

S1G = fP (x; y) jdG(O;P ) = 1g (3.1.13)

dir ( Yaglom 1979 ).

dG(O;P ) =



�!OP




= kx+ "yk

= jxj

= 1
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S

Ox=­1 x=1

x

y

Şekil 3.7 G2 de birim çember

Tan¬m 3.1.7. (·Iki Do¼gru Aras¬ndaki Aç¬)

Galile düzleminde , l ve l1 do¼grular¬aras¬ndaki �ll1 aç¬s¬n¬n ölçüsü, bu do¼grular¬n

ortak noktas¬n¬merkez alan birim çember üzerinde belirliNN1 yay¬n¬n uzunlu¼gudur.

Do¼gal olarak bu birim Galile çemberi üzerindeki NN1 yay¬n¬n uzunlu¼gu �NN1 özel

uzakl¬¼g¬d¬r.

�ll1 = NN1

= �NN1 (3.1.14)
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Şekil 3.8 Galile düzleminde l ve l1 do¼grular¬aras¬ndaki �ll1 aç¬s¬

Galile düzleminde herhangi bir ABC üçgeninin aç¬lar¬n¬n ölçülerini inceledi¼gimizde;

Şekil 3.9 G
2
de ABC üçgeninde aç¬ölçüleri
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m(ABC) = dKP

m(BAC) = dAK

m(ACB) = dAP

9>>>=>>>; dKP + dAK = dAP (3.1.15)

den dolay¬

m(B) +m(A) = m(C) (3.1.16)

oldu¼gu görülür (Yaglom 1979).

Sonuç 3.1.1. Galile üçgeninde en geni̧s aç¬n¬n ölçüsü di¼ger iki aç¬n¬n ölçüleri

toplam¬d¬r.

Tan¬m 3.1.8. (Galile Düzleminde Trigonometri)

S1G = f(1; y) j y 2 Rg (3.1.17)

Şekil 3.10 G
2
de trigonometri

birim Galile çemberi üzerinde 8# 2 R ve z = x+ "y 2 D için
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r = jzj = jxj ; dG(O;P ) = x olaca¼g¬ndan,

cos g# =
x

dG(O;P )
= 1 (3.1.18)

sin g# =
y

x
= # (3.1.19)

dir. Bu durumda,

z = x+ "y

= x(1 + "
y

x
) x 6= 0

= r(1 + "#)

= r(cos g#+ " sin g#) (3.1.20)

dir.

f(#) = e"# = 1 + "#+

�
"#

2

�2
+ :::

= 1 + "# (3.1.21)

Galile düzleminde Euler formülü olarak verilir (Yaglom 1979).

Ayr¬ca,

(1 + ":#)n = 1 + ":n:#

(cos g#+ " sin g#)n = cos g(n:#) + " sin g(n:#) (3.1.22)

D�moivre formülü elde edilir.

Tan¬m 3.1.9. (Galile Düzleminde Sinüs Teoremi)

Galile düzleminde bir ABC üçgeninde dBC = a; dAC = b; dAB = c ve sin gA =

A; sin gB = B; sin gC = C oldu¼gundan

a

A
=

b

B
=

c

C
(3.1.23)
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ba¼g¬nt¬s¬vard¬r (Yaglom 1979).

Örnek 3.1.1. Galile çemberinde Öklid çemberinde oldu¼gu gibi te¼get yar¬çapa

de¼gme noktas¬nda diktir. Gerçekten bir �(t) = (1; t) = 1 + "t e¼grisi üzerindeki

te¼get vektör alan¬:

T�(t) = ��(t)

= (0; 1)

= "

olup,

h�(t); ��(t)i = 0

dir. Dolay¬s¬yla

�(t) ? ��(t) (3.1.24)

yer vektörü te¼get vektörüne diktir.

Örnek 3.1.2. G2 de bir # aç¬s¬n¬n gördü¼gü yay AB olmak üzere;

-4

11:jpg

Şekil 3.11 G
2
de yay uzunlu¼gu
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OAB dik üçgeninde (ABG=#G=jABj �O) için,

S =
1

2
:dOA:dAB

=
1

2
:1: jABj

dir. Dolay¬s¬yla yay uzunlu¼gu ve daire kesmesinin alan¬aras¬nda

ABG = jABj �O = 2:S (3.1.25)

ba¼g¬nt¬s¬var¬r.

3.2. Dual Say¬lar¬n Matris Temsili

D vektör uzay¬üzerinde z = x+ "y vektörünün etkisini araşt¬ral¬m :

fz : D �! D

! �! fz(!) = z:!
(3.2.1)

lineer dönüşümüne kaŗs¬l¬k gelen matrisi, D nin bir baz¬f1; "g oldu¼gundan,

fz(1) = z:1 = x+ "y

fz(") = z:" = (x+ "y)" = 0 + "x

9=;
) fz =

24 x 0

y x

35 (3.2.2)

dir. Böylece ! = a+ "b 2 D noktas¬na z = x+ "y dual say¬s¬n¬n sol etkisi ;

fz(!) = z:!

=

24 x 0

y x

3524 a

b

35
=

24 ax

ay + bx

35 (3.2.3)
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olarak bulunur.

Bu matrisler içerisinde x = 1 için elde edilen, z = 1 + "# na kaŗs¬l¬k ge-

len ( birim dual say¬lar) matrisinin önemli uygulamalar¬vard¬r.

Tan¬m 3.2.1. ( Düzlemde Shear Hareketi ve Galile Hareketleri)

D vektör uzay¬üzerinde z = 1 + "# birim dual say¬s¬na kaŗs¬l¬k gelen matrisin

oluşturdu¼gu dönüşüm:

fz : G
2 �! G2

! �! fz(!) = z:!

=

24 1 0

# 1

3524 x

y

35
= (x; #x+ y)

(3.2.4)

dir. Böylece

x0 = x

y0 = #x+ y

9=;
veya matris formunda 24 x0

y0

35 =
24 1 0

# 1

3524 x

y

35
dönüşümüne G2 de Shear (K¬rpma) hareketi (Galile transformasyonu) denir
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(Yaglom 1979). z = 1 + "#; ! = 1 + "#1 2 S1G için ;

�5

12:jpg

Şekil 3.12 z; w biri dual say¬lar¬n¬n çarp¬m¬

dir. Dolay¬s¬yla

fz : S1G �! S1G

! �! fz(!) = z! = (1 + "#)(1 + "#1)

= 1 + "(#+ #1)

(3.2.5)

yaz¬l¬r. z = e"# = 1 + "# ile ! y¬çarpmak demek, ! yi # kadar Galile anlam¬nda

döndürmek demektir. , z = e"# = 1+"# birim dual say¬s¬, birim kompleks say¬lar¬n

rolünü Galile düzleminde oynamaktad¬r. Galile düzleminde z = e"# = 1 + "# oper-

atörüne shear ( k¬rpma ) operatörü denir. Burada,

z = 0 + 1:"$ " =

24 0 0

1 0

35 (3.2.6)
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için

e"# = e

26664 0 0

# 0

37775

aç¬l¬m¬ndan

e"# = I2 +

24 0 0

# 0

35+ [0] + :::
=

24 1 0

# 1

35 (3.2.7)

olur. Harekette öteleme de yer alabilir, gerçekten z0 = a+ "b için

z0 = e"#:z + z0

= (1 + "#)(x+ "y) + (a+ "b)

= (x+ a) + "(#x+ y + b) (3.2.8)

konumu ile G2 de bir genel hareket

x0 = x+ 0y + a

y0 = #x+ y + b

�
(3.2.9)

veya matris formunda

26664
x0

y0

1

37775 =
26664
1 0 a

# 1 b

0 0 1

37775
26664
x

y

1

37775 (3.2.10)

olarak tan¬mlanan bir dönüşümdür.

Not 3.2.1. Shear hareketinde sabit noktalar¬bulmak için

f(x; y) = (x; y)
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denklemini gözönüne alal¬m: (3.2.4) ile

(x; #x+ y) = (x; y)

dir. Böylece

x = x

#x+ y = y

9=;)
# 6= 0

x = 0

y key�

9>>>=>>>;
dir. Dolay¬s¬yla Oy ekseni üzerindeki noktalar sabit kal¬r. z = e"# = 1 + "# için

fz : D �! D

X �! fz(X) = z:X + C
(3.2.11)

ifadesinin matris formu 26664
x0

y0

1

37775 =
26664
1 0 a

# 1 b

0 0 1

37775
26664
x

y

1

37775 (3.2.12)

şeklindedir. Herhangi iki X = x1 + "y1 ve Y = x2 + "y2 2 D için

dG(X;Y ) = kXY k = jx2 � x1j

dG(fz(X); fz(Y )) = kfz(X)fz(Y )k = jx2 � x1j

dG(X; Y ) = dG(fz(X); fz(Y )) (3.2.13)

dolay¬s¬yla fz Galile transformasyonudur.

Teorem 3.2.1 . f : D �! D Galile transformasyonu bir shear ve bir ötelemenin

bileşkesi şeklinde yaz¬labilir.
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·Ispat : (3.2.8) den genel bir Galile transformasyonu

f :
x00 = x+ a

y00 = #x+ y + b

9=;
olsun. Burada

g :
x0 = x

y0 = #x+ y

9=; Shear

h :
x00 = x0

y00 = y0 + b

9=; Öteleme

9>>>>>>=>>>>>>;
) f = h � g

olmak üzere

f(x; y) = h(g(x; y))

= h(x0; y0)

= (x00; y00)

dir.

Teorem 3.2.2. G2 de (3.2.10) daki dönüşümlerin cümlesi bileşim i̧slemine göre

bir grup oluşturur ve bu gruba Galile grubu denir (Yaglom 1979).

G(2) =
�
R
��R : G2 ! G2; z = x+ "y; z0 = a+ "b; z0 = e"#:z + z0

	
(3.2.14)

·Ispat: (G(2); �) nin grup oldu¼gunu gösterelim:

(i) (�) i̧sleminin G(2) de kapal¬l¬k özeli¼gi:

8R1; R2 2 G(2) için R1 �R2 2 G(2) dir.

R1 =

24 A1 C1

0 1

35 ; R2 =
24 A2 C2

0 1

35 ; A1 =
24 1 0

#1 1

35 ; A2 =
24 1 0

#2 1

35 ve
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A = A1:A2 =

24 1 0

#1 + #2 1

35 2 G(2) dir.
R1 �R2 =

24 A1 C1

0 1

35 :
24 A2 C2

0 1

35 =
24 A1:A2 A1:C2 + C1

0 1

35 2 G(2)
Burada A1:C2 + C1 bir ötelemedir.

(ii) (�) i̧sleminin G(2) de birleşimlilik özeli¼gi:

8R1; R2; R3 2 G(2) için (R1 �R2) �R3 = R1 � (R2 �R3) dir.

(R1 �R2) �R3 =

0@24 A1 C1

0 1

35 :
24 A2 C2

0 1

351A24 A3 C3

0 1

35
=

24 A1A2 A1C2 + C1

0 1

3524 A3 C3

0 1

35
=

24 A1A2 A1A2C3 + A1C2 + C1

0 1

35
=

24 A1 C1

0 1

35 :
24 A2A3 A2C3 + C2

0 1

35
=

24 A1 C1

0 1

35 :
0@24 A2 C2

0 1

35 :
24 A3 C3

0 1

351A
= R1 � (R2 �R3)

olur.

(iii) (�) i̧sleminin G(2) de etkisiz eleman özeli¼gi:

8R 2 G(2) için R � I = I �R = R olan bir I 2 G(2) vard¬r ve bu

I : G2 ! G2

özdeşlik dönüşümüdür.

R � I =

24 A C

0 1

3524 x y

z t

35 =
24 A C

0 1

35
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Ax+ Cz = A

Ay + Ct = C

z = 0

t = 1

9>>>>>>=>>>>>>;
)

Ax = A) x = AA�1 = I2

Ay + C:1 = C ) Ay = 0) y = 0

z = 0

t = 1

bulunur. Buradan

I =

24 I2 0

0 1

35 2 G(2)
elde edilir.

(iv) (�) i̧sleminin G(2) de ters eleman özeli¼gi:

8R 2 G(2) için R �R�1 = R�1 �R = I olan bir R�1 2 G(2) vard¬r.

R�1 : G2 ! G2

R �R�1 =

24 A C

0 1

3524 u v

y z

35 =
24 I2 0

0 1

35 = I

Au+ Cy = I2

Av + Cz = 0

y = 0

z = 1

9>>>>>>=>>>>>>;
)

Au = I2 ) u = I2A
�1 ) u = A�1

Av + C:z = 0) Av = �CI2 ) v = �A�1C

y = 0

z = 1

bulunur. Buradan

R�1 =

24 A�1 �A�1C

0 1

35 2 G(2)
elde edilir.

A =

24 1 0

# 1

35 ; detA = 1) A�1 =

24 1 0

�# 1

35
dir. Ayr¬ca

�A�1C = �

24 1 0

�# 1

3524 a

b

35
=

24 �a

#a� b

35
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dir. Buradan

R�1 =

24 A�1 �A�1C

0 1

35 2 G(2)

R�1 =

26664
1 0 �a

�# 1 a#� b

0 0 1

37775
bulunur. Böylece (G(2); �) ikilisi bir gruptur.

Örnek 3.2.1. # 6= 0 olmak üzere y ekseni boyunca Galile hareketi yapt¬ran

matrisler şu formdad¬r..

26664
1 0 0

# 1 0

0 0 1

37775 (3.2.15)

Şekil 3.13 y ekseni boyunca #� kat¬ile Galile(shear) hareketi
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Örnek 3.2.2. x ekseni boyunca k-kat¬ ile Galile (shear) hareketi şöyledir :

24 x0

y0

35 =
24 1 k

0 1

3524 x

y

35 =
24 x+ ky

y

35 (3.2.16)

Şekil 3.14 x ekseni boyunca k � kat¬ile Galile(shear) hareketi

Tan¬m 3.2.3. G(2) Galile (transformasyonlar¬) grubu (3.2.14) alt¬nda G2 deki

de¼gi̧smezlerin teorisine Galile geometrisi denir (Yaglom 1979). Bu de¼gi̧smezlerin

birkaç¬şunlard¬r:

1. Do¼gru olma özeli¼gi korunur.

2. Do¼grular¬n paralelli¼gi korunur.

3. Do¼gru parçalar¬n¬bölme oran¬korunur.

4. Alan büyüklükleri korunur.
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·Ispat.(3)

Şekil 3.15 G2 de do¼gru parçalar¬n¬bölme oran¬

(1) den jC0D0j
jCDj =

jA0B0j
jABj oldu¼gundan jC0D0j

jA0B0j =
jCDj
jABj dir. [AB] k [EF ] için Galile

grubu etkisi ile (2) den [A0B0] k [E 0F 0] elde edilir. (1) ile jE0F 0j
jA0B0j =

jEF j
jABj dir.

jEF j = jCDj ve jE 0F 0j = jC 0D0j oldu¼gundan Galile grubu etkisi ile CDFE par-

elelkenar¬ C 0D0F 0E 0 na resmedilir. Dolay¬s¬yla Galile geometrisinde paralel do¼gru-

lar¬n uzunluklar¬oran¬invaryant kal¬r. Bununla birlikte [AB] , [MN ] için Galile

grubu etkisi ile jABj hjA0B0j ve jMN ji jM 0N 0j oldu¼gundan jM 0N 0j
jA0B0j 6=

jMN j
jABj elde

edilir. Yani Galile grubu etkisi ile paralel olmayan do¼grular¬n uzunluklar¬ oran¬

de¼gi̧sir.(Yaglom 1979).
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(4)

Şekil 3.16 G2 de alan büyüklükleri

F şeklinin alan¬, şekil içerisindeki e2 br2 lerin toplam say¬s¬d¬r. Galile grubu

etkisi ile F şeklinden F 0 ve her bir S karesinde S 0 parelelkenar¬elde edilir. Bir

shear etkisinde Oy eksenine parelel do¼grular invaryant kald¬¼g¬ndan, S 0 nin Oy

eksenine paralel kenar uzunlu¼gu e ve aralar¬ndaki dik mesafe e dir. Dolay¬s¬yla

alanS 0 = e2 = alanS ve alanF 0 = alanF dir.

55



Tan¬m 3.2.4. (Düzlemde Bir Parametreli Galile Hareketleri)

Bir A(t) =

24 1 0

�(t) 1

35 Galile dönüşümü ve C(t) =

24 a(t)

b(t)

35 öteleme matrisi ile
f : G2 ! G2

X ! f(X) = A(t):X + C(t)

= Y (t)

(3.2.17)

dönüşümüne bir- parametreli Galile hareketi denir.

Başlang¬çta t = 0 , �(0) = C(0) = 0 ve dolay¬s¬ ile Y = X dir.

_Y (t) = _A(t):X + _C(t) + A(t): _X

ile belirli h¬z denkleminde, _Y (t) hareketin "mutlak h¬z¬" , _A(t):X + _C(t) "

sürüklenme h¬z¬" A(t): _X " rölatif h¬z¬" ( X = X(t) olmas¬hali) d¬r.

Şimdi sürüklenme h¬z¬n¬n s¬f¬r oldu¼gu noktalar¬bulal¬m:

_A(t):X + _C(t) = 0

denkleminin çözüm cümlesi hareketin pol noktalar¬n¬verir.

_A(t) =

24 0 0

_�(t) 0

35 =) det _A = 0

Bu durumda, hareket regüler olmad¬¼g¬ndan çözüm tek de¼gildir.24 0 0

_�(t) 0

3524 x

y

35+
24 _a(t)

_b(t)

35 =
24 0
0

35
_a(t) = 0 ) a(t) = sbt olmal¬(t = 0 da a(0) = 0 idi) . Dolay¬s¬yla 8t

için a(t) = 0 dir..

_�(t)x+ _b(t) = 0 ) x = � _b(t)
_�(t)

( _�(t) 6= 0 ) dir..
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Böylece C(t) = (0; b(t)) ve her t an¬nda bir pol ekseni vard¬r. Bu eksen düzlemde

x = � _b(t)
_�(t)

do¼grusudur.

Yani , Galile düzleminde 8t an¬nda bir pol ekseni vard¬r. Ayr¬ca 8t için bu eksenler

paraleldir.

Şimdi Öklid düzlemindeki hareketin pol noktalar¬na bakal¬m:

Öklid düzleminde24 y1(t)

y2(t)

35 =
24 cos t � sin t

sin t cos t

3524 x

y

35+
24 a(t)

b(t)

35
hareketi için;

_Y (t) = _A(t):X + _C(t) + A(t): _X

h¬z denkleminde _Y (t) " mutlak h¬z" , _A(t):X+ _C(t) " sürüklenme h¬z¬" ; A(t): _X

" rölatif h¬z" d¬r.

_A(t):X + _C(t) = 0

denkleminin çözüm cümlesi hareketin pol noktalar¬n¬verir.

_A(t) =

24 � sin t � cos t

cos t � sin t

35 =) det _A = 1

Bu durumda hareket regülerdir. Her t an¬nda bir tek pol noktas¬vard¬r. Bu nokta

_A:X + _C = 0

denkleminden

X = � _A�1: _C

dir. Öklid düzleminde her t an¬nda bir pol noktas¬vard¬r. Galile hareketlerinde ise

bir pol do¼grusu vard¬r.
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Tan¬m 3.2.5. (Galile Düzleminde Genel Galile Hareketleri)

Galile düzleminde shear, dönme ve öteleme içeren bir genel Galile hareketini matris

formunda24 y1(t)

y2(t)

35 =
24 1 0

#(t) 1

3524 cos t � sin t

sin t cos t

3524 x

y

35+
24 a(t)

b(t)

35 (3.2.18)

olarak yaz¬l¬r.Ayr¬ca, k¬saca

D(t) =

24 1 0

#(t) 1

3524 cos t � sin t

sin t cos t

35 =
24 cos t � sin t

#(t) cos t+ sin t �#(t) sin t+ cos t

35
olmak üzere,

Y (t) = D(t)X + C(t)

yaz¬labilir. Bu hareketin pol noktalar¬n¬araşt¬r¬rken

_D(t)X + _C(t) = 0) X = � _D�1 _C

denkleminin çözümünü incelenir :

Buradaki

_D(t) =

24 � sin t � cos t
_#(t) cos t� #(t) sin t+ cos t � _#(t) sin t� #(t) cos t� sin t

35
matrisinin determinant¬

det _D(t) = 1 + _#(t)

oldu¼gundan #(t) 6= �t için det _D(t) 6= 0 olur. Böylece X = � _D�1 _C için

24 x

y

35 =
24 sin t+ #(t) cos t

1+ _#(t)
� cos t
1+ _#(t)

cos t� #(t) sin t

1+ _#(t)
sin t
1+ _#(t)

3524 _a(t)

_b(t)

35
elde edilir. Buradaki (x(t); y(t)) hareketin hareketli pol e¼grisidir. Dolay¬s¬yla, şu

sonuç verilebilir :
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Sonuç 3.2.2. Öklid düzleminde dönme içeren Galile hareketlerinde her t an¬nda

bir tek pol noktas¬vard¬r.

Tan¬m 3.2.6.( Bir E¼gri Yard¬m¬yla Elde Edilen Homotetik Hareketler)

D üzerinde

�(t) = h(t) + "'(t) (3.2.19)

dual e¼grisi yard¬m¬yla homotetik hareket yapt¬ran matrisi elde edebiliriz. Bu e¼griye

kaŗs¬l¬k gelen matris h(t) 6= 0 için

B(t) =

24 h(t) 0

'(t) h(t)

35 dir. A(t) =

24 1 0

'(t) 1

35 Galile transformasyon matrisi

olmak üzere

B(t) =

24 h(t) 0

'(t) h(t)

35 = h(t)

24 1 0

'(t)
h(t)

1

35 = h(t)

24 1 0

g(t) 1

35 = h(t):A(t)

dir.

(3.2.19) dual e¼grisini incelendi¼ginde :

i) (3.2.19) e¼grisi birim h¬zl¬olsun. Bu durumda ,

h�0; �0i = 1

dir. Burada

h�0; �0i = h(h0; '0); (h0; '0)i

= h02

dir. Böylece h0 = �1 ve h = �t dir. h0 = 1 ve h = t olsun. Bu
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durumda,

B(t) =

24 t 0

'(t) t

35
dir. Dolay¬s¬yla,

_B(t) =

24 1 0

_'(t) 1

35
olur. Sonuçta şu teoremi verebiliriz:

Teorem 3.2.3. Galile düzlemindeki e¼gri birim h¬zl¬olsun. Homotetik hareketin

B(t) matrisinin _B(t) türev matrisi Galile transformasyonu matrisidir

ii) Ayr¬ca h(n)(t) = 1 için homotetik hareket incelendi¼ginde

h(t) = a0:t
n + a1:t

n�1 + :::+ an

:::

:::

h(n)(t) = a0:n = 1

Böylece

a0 =
1

n

Bu durumda , h(t) = 1
n
:tn + a1:t

n�1 + :::+ 1 olur.

h(n)(t) = 1 ve B(t) =

24 h(t) 0

'(t) h(t)

35 için B(n)(t) =

24 h(n)(t) 0

'(n)(t) h(n)(t)

35 =24 1 0

'(n)(t) 1

35 olur. Dolay¬s¬yla şu teoremi verebiliriz :

Teorem 3.2.4. Galile düzleminde, h(n)(t) = 1; ve h(t) = a0:t
n+ a1:t

n�1+ :::+ an

için (3.2.19) e¼grisinin belirtti¼gi homotetik hareketin B(t) matrisinin B(n)(t) türev

matrisi Galile transformasyonunun matrisidir.
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Tan¬m 3.2.7. (Bir Parametreli Homotetik Galile Hareketleri)

Bir parametreli homotetik Galile hareketi h(0) = 1,A(0) = I2 , C(0) = 0 ol-

mak üzere, Y (t) = h(t):A(t)X +C(t) dir ve k¬saca Y (t) = B(t)X +C(t) olarak

yaz¬labilir.

Başlang¬ç an¬nda ; Y (0) = X(0) d¬r. Matris formunda

24 y1(t)

y2(t)

35 =
24 h(t) 0

'(t) h(t)

3524 x

y

35+
24 a(t)

b(t)

35 (3.2.20)

olarak yaz¬lan hareketin pol noktalar¬, yani sürüklenme h¬z¬n¬n kökleri ,

_B(t)X + _C(t) = 0

denkleminden bulunur.24 _h(t) 0

_'(t) _h(t)

3524 x

y

35+
24 _a(t)

_b(t)

35 =
24 0
0

35
olaca¼g¬ndan , _h(t) 6= 0 olmak üzere

_B�1 =

24 1
_h

0

� _u
[ _h]2

1
_h

35
elde edilir. Böylece

X = � _B�1: _C =) X =

24 � _a
_h

_u: _a�_b: _h
[h_]

2

35
hareketin hareketli pol e¼grisidir. Sonuç olarak,

Lemma 3.2.5. Bir parametreli homotetik Galile hareketinin her t an¬nda bir

tek pol noktas¬vard¬r.

61



Tan¬m 3.2.8. (Yüksek Mertebeden ·Ivme Merkezleri)

Y (t) = B(t)X + C(t) hareketinin n: mertebeden sürüklenme ivmesinin

s¬f¬r oldu¼gu noktalara (n� 1):mertebeden ivme merkezi denir. Bu ivme merkez-

lerini bulmak için B(n)(t) = dnB
dtn

ve C(n)(t) = dnC
dtn

olmak üzere,

B(n)(t)X + C(n)(t) = 0

denklemini çözmeliyiz. Burada

detB(n)(t) 6= 0 , h(n)(t) 6= 0

d¬r. Böylece,

Teorem 3.2.6. Her t için h(n)(t) 6= 0 ise Y (t) = h(t):A(t)X +C(t) hareketinin

(n� 1): mertebeden ivme merkezi vard¬r.
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4. GAL·ILE UZAYINDA HAREKETLER

Bu bölümde G3 Galile uzay¬, bu uzaydaki Galile hareketleri ve bunlar¬n oluştur-

du¼gu G(3) grubu tan¬t¬ld¬. (Majernik 2006) dakine benzer olarak G3 uzay¬ndaki

Galile dönüşümlerinin yeni bir ifadesini elde ettik. G3 uzay¬ndaki bir parametreli

hareketleri ve homotetik hareketleri inceleyerek, pol noktalar¬n¬ araşt¬rd¬k. Daha

sonra benzer çal¬̧smalar¬Gn Galile uzay¬nda ele ald¬k.

4.1 G3 Galile Uzay¬nda Kinematik

Tan¬m 4.1.1. (G3 Galile Uzay¬)

X = (x; y; z) 2 R3 ile G3 6= ? nokta cümlesini a�n anlamda eşleyelim. R3 de

norm operatörünü 8X 2 R3 için

kXk =

8<: jxj ; x 6= 0p
y2 + z2; x = 0

(4.1.1)

olarak tan¬mlayal¬m. O zaman (R3; k:k) normlu uzay¬ ile eşlenen G3 uzay¬na

Galile uzay¬denir.
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Tan¬m 4.1.2. (Galile Transformasyonu)

X = (x; y; z) 2 G3 için

f : G3 �! G3

X �!

26664
x0

y0

z0

37775 =

26664
1 0 0

a 1 0

b 0 1

37775
26664
x

y

z

37775

=

26664
x

ax+ y

bx+ z

37775
(4.1.2)

olarak tan¬mlanan dönüşüme Galile transformasyonu denir. Gerçekten.

i) x 6= 0 için,
kXk = jxj

kf(X)k = kX 0k = jxj

9=; =) kf(X)k = kXk dir.

ii) x = 0 için, kXk =
p
y2 + z2 dir.

f(X) =

26664
1 0 0

a 1 0

b 0 1

37775
26664
0

y

z

37775 =
26664

0

a:0 + y

b:0 + z

37775
ve kX 0k =

p
y2 + z2 dir.

Sonuçta, kf(X)k = kXk = kX 0k dir.

Böylece, f yard¬m¬ile belirlenen Shear hareketine Galile anlam¬nda hareket denir.

Bu hareket alt¬nda sabit kalan noktalarn koordinatlar¬n¬bulmak için ,

f(X) = X

denklemi çözülür : 26664
x

ax+ y

bx+ z

37775 =
26664
x

y

z

37775
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sisteminden,

ax+ y = y =) ax = 0

bx+ z = z =) bx = 0

9=; =) x = 0

dir. Dolay¬s¬yla, f dönüşümü (0; y; z) noktalar¬ndan oluşan yOz düzlemini sabit

b¬rak¬r.

Ayr¬ca harekette Öklid anlam¬ndaki dönme de yer alabilir :

F : G3 �! G3

X �!

26664
x0

y0

z0

37775 =

26664
1 0 0

a cos� � sin�

b sin� cos�

37775
26664
x

y

z

37775

=

26664
x

ax+ cos�:y � sin�:z

bx+ sin�:y + cos�:z

37775
(4.1.3)

olarak tan¬mlanan dönüşüm de bir di¼ger Galile transformasyonudur. Gerçekten.

i) x 6= 0 için,
kXk = jxj

kF (X)k = kX 0k = jxj

9=; =) kF (X)k = kXk dir.

ii) x = 0 için, kXk =
p
y2 + z2 dir.

F (X) =

26664
1 0 0

a cos� � sin�

b sin� cos�

37775
26664
0

y

z

37775 =
26664

0

a:0 + cos�:y � sin�:z

b:0 + sin�:y + cos�:z

37775
ve kX 0k =

p
(cos�:y � sin�:z)2 + (sin�:y + cos�:z)2

=
p
y2 + z2 dir.

Sonuçta, kF (X)k = kXk = kX 0k dir.

Böylece, F yard¬m¬ile belirlenen Shear hareketi de , Galile anlam¬nda bir di¼ger

harekettir. Bu hareketin sabit noktalar¬n¬n koordinatlar¬

F (X) = X
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denkleminin çözümü ile belirlenir:26664
x

ax+ cos�:y � sin�:z

bx+ sin�:y + cos�:z

37775 =
26664
x

y

z

37775
sisteminden,

x = x

ax+ cos�:y � sin�:z = y

bx+ sin�:y + cos�:z = z

9>>>=>>>;
dir. Buradan

(1� cos�):y + sin�:z = ax

� sin�:y + (1� cos�):z = bx

dir. Bu denklem sisteminin katsay¬lar determinant¬4 Sin2 �
2
dir. � 6= 0 için bu

determinant s¬f¬rdan farkl¬d¬r. O halde � 6= 0 için daima y = u(x) ve z = v(x)

çözümleri vard¬r. Bu çözümler

y = det

24 ax sin�

bx (1� cos�)

35 : 1

4 Sin2 �
2

z = det

24 (1� cos�) ax

� sin� bx

35 : 1

4 Sin2 �
2

d¬r. Böylece

x = x

y =
1

4 Sin2 �
2

[a(1� cos�)� b sin�]x

z =
1

4 Sin2 �
2

[b(1� cos�) + a sin�]x

66



sisteminden
y

z
=
a(1� cos�)� b sin�

b(1� cos�) + a sin�

dir. Dolay¬s¬yla F dönüşümü 8 x; �; a; b 2 R için yOz düzlemindeki, tepesi

orjinde olan

�1

1:jpg

Şekil 4.1 G
3
de y = �z do¼gru demeti

do¼gru demetini sabit b¬rak¬r.

NOT 4.1.1.

G(3) =

8>>><>>>:S =
26664
1 0 0

a 1 0

b 0 1

37775 : a; b 2 R; detS = 1
9>>>=>>>; (4.1.4)

olsun. Bu durumda,

1. G(3) � GL(3;R) dir.
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2. G(3) bir de¼gi̧smeli gruptur.

3. G(3) bir Lie alt grubudur (Nadja�kkah and Forough 2007). Bu grubun Lie ce-

birine bakal¬m :

�(0) = I3 , �(t) 2 G olmak üzere,

�(t) =

26664
1 0 0

t 1 0

t 0 1

37775 için �0(t) =

26664
0 0 0

1 0 0

1 0 0

37775 dir. Böylece

i =

26664
0 0 0

1 0 0

0 0 0

37775 ; j =
26664
0 0 0

0 0 0

1 0 0

37775
olmak üzere, G3 Lie grubunun Lie cebirini ĝ3 ile gösterirsek ĝ3 = spanfi; jg dir.

Lemma 4.1.1. G(3) Lie grubu, Heisenberg Lie grubunun Lie alt grubudur.

·Ispat: Heisenberg Lie grubu,

H =

8>>><>>>:
26664
1 x1 x3

0 1 x2

0 0 1

37775 : xi 2 R
9>>>=>>>;

matris çarp¬m i̧slemine göre bir Lie grubudur. Burada x2 = 0 al¬narak G(3) Lie

grubu elde edilir.

4.1.2 G3 de K¬rpma, Dönme ve Öteleme ·Içeren Hareketler

G3 Galile uzay¬nda, Ox etraf¬nda dönme, x ekseni boyunca � aç¬sal h¬z¬yla shear
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ve öteleme içeren hareketin bileşkesi,26666664
x00

y00

z00

1

37777775 =
26666664

1 0 0 a

� cos � cos� � sin� b

� sin � sin� cos� c

0 0 0 1

37777775

26666664
x

y

z

1

37777775 (4.1.5)

biçimindedir (Yaglom 1979).

�6

2:jpg

Şekil 4.2 G3 de bir bileşke Galile transformasyonu

4.1.3 Galile Dönüşümlerinin Kuaterniyonlarla ·Ifadesi

Majernik 2006 da, G4 de Galile transformasyonlar¬n¬n, kuaterniyonlar cinsin-
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den ifadesini vermi̧stir.

i2 = j2 = k2 = ij = ji = ik = ki = jk = kj = 0 , #1; #2; #3 2 R ve (x; y; z; l) 2 R4

olmak üzere ei#1+j#2+k#3 = 1 + #1i + #2j + #3k ve X = x + yi + zj + lk

kuaterniyonlar¬için,

X 0 = ei#1+j#2+k#3X

x0 + y0i+ z0j + l0k = (1 + #1i+ #2j + #3k)(x+ yi+ zj + lk)

= x+ (y + #1x)i+ (z + #2x)j + (l + #3x)k

dir. Böylece 26666664
x0

y0

z0

l0

37777775 =
26666664
1 0 0 0

#1 1 0 0

#2 0 1 0

#3 0 0 1

37777775

26666664
x

y

z

l

37777775
yaz¬labilir. Ayr¬ca, �1 = a1:i+ b1:j + c1:k; �2 = a2:i+ b2:j + c2:k için,

G(�1) = ea1i+b1j+kc1 = 1 + a1i+ b1j + c1k

G(�2) = ea2i+b2j+kc2 = 1 + a2i+ b2j + c2k

olmak üzere

G(�1):G(�2) = 1 + (a1 + a2)i+ (b1 + b2)j + (c1 + c2)k

= G(�1 + �2) (4.1.6)

dir. G4 de yap¬lan bu i̧slemlerin G3 için de yap¬labilece¼gini gösterelim. Daha son-

raki bölümde buradaki i̧slemleri Gn uzay¬na genelleştirece¼giz.
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4.1.4 G3 de Galile Dönüşümlerinin Kuaterniyonlarla ·Ifadesi

G3 de Galile dönüşümlerinin kuaterniyonlarla ifadesini Majernik 2006 daki göster-

ime benzer şekilde verebiliriz:

i2 = j2 = ij = ji = 0 olmak üzere ei�1+j�2 = 1 + �1i + �2j , X = x + yi + zj

kuaterniyonu için,

X 0 = ei�1+j�2X (4.1.7)

dönüşümünü ele alal¬m:

x0 + y0i+ z0j = (1 + �1i+ �2j)(x+ yi+ zj)

= x+ (y + �1x)i+ (z + �2x)j

dir. Böylece, 26664
x0

y0

z0

37775 =
26664
1 0 0

�1 1 0

�2 0 1

37775
26664
x

y

z

37775 (4.1.8)

yaz¬labilir. Ayr¬ca,

G(E1) = ei�1+j�2

G(E2) = ei�
0
1+j�20

olmak üzere

G(E1)G(E2) = G(E1 + E2) (4.1.9)

dir.

4.1.5 G(3) Lie Grubu ve g(3) Lie Cebiri

Q = 1 + i�1 + j�2 dual kuaterniyon, fQ lineer dönüşüm, K3 kuaterniyon-
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lar uzay¬olmak üzere,

fQ : K3 �! K3

X �! fQ(X) = Q:X
(4.1.10)

şeklinde tan¬mlans¬n,. fQ ya kaŗs¬l¬k gelen matrisi hesaplayal¬m,

fQ(1) = 1�Q = Q = 1 + i�1 + j�2

fQ(i) = i�Q = i = 0:1 + 1:i+ 0:j

fQ(j) = j �Q = j = 0:1 + 0:i+ 1:j

dir. Böylece fQ ya kaŗs¬l¬k gelen matris

A =

26664
1 0 0

�1 1 0

�2 0 1

37775 (4.1.11)

olarak elde edilir. Bu tip matrislerin cümlesini G(3) ile gösterirsek;

G(3) = fA3�3 j A =

26664
1 0 0

�1 1 0

�2 0 1

37775 ; �1; �2 2 Rg (4.1.12)

çarpma i̧slemine göre bir Lie grubudur.

g(3) = f0:1 + i�1 + j�2 j i; j; �1; �2 2 R;

i2 = j2 = ij = ji = 0; i; j 6= 0g (4.1.13)

G(3) Lie grubunun g(3) Lie cebiri pür kuaterniyonlar uzay¬d¬r. Lie cebirinden bir

i�1 + j�2 2 g(3) eleman¬için

ei�1+j�2 = 1 + i�1 + j�2 (4.1.14)

yaz¬larak Lie grubunun bir eleman¬elde edilir.
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4.1.6 G 3 de Bir Parametreli Galile Hareketleri

G3 de bir parametreli Galile hareketine ait dönüşüm;26664
1 0 0

#1(t) 1 0

#2(t) 0 1

37775 2 G(3) � GL(3; R) ve

26664
1 0 0

0 cos t � sin t

0 sin t cos t

37775 2 SO(3)

olmak üzere
f : G3 �! G3

X �! f(X) = A(t)X + C(t) = Y (t)
(4.1.15)

ve aç¬k olarak26664
x0

y0

z0

37775 =
26664

1 0 0

#1(t) 1 0

#2(t) 0 1

37775
26664
1 0 0

0 cos t � sin t

0 sin t cos t

37775
26664
x

y

z

37775+
26664
a(t)

b(t)

c(t)

37775
formunda tan¬mlan¬r. Bu dönüşümde t = 0 için #1(0) = #2(0) = a(0) = b(0) =

c(0) = 0 ve Y (0) = X 0 = X dir ve f dönüşümü her t için Galile anlam¬nda

uzakl¬¼g¬ korur.

Yani 8P (x1; x2; x3); Q(y1; y2; y3) 2 G3 için, dG(P;Q) = dG(f(P ); f(Q)) oldu¼gu

görülebilir.

dG(P;Q) = kPQk =

8<: jx1 � y1j ; x1 6= y1 isep
(x2 � y2)2 + (x3 � y3)2; x1 = y1 ise

den ,

i) x1 6= y1 ise dG(P;Q) = jx1 � y1j = dG(f(P ); f(Q)) dir.

ii) x1 = y1 ise dG(P;Q) =
p
(x2 � y2)2 + (x3 � y3)2 = dG(f(P ); f(Q)) dir

Sonuçta, dG(P;Q) = dG(f(P ); f(Q)) dir ve f dönüşümü G3 de 1-parametreli

Galile hareketidir.
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Hareketin pol noktalar¬n¬araşt¬ral¬m : t 6= 0 için _a(t) = 0 ve a(t) = sbt oldu¼gun-

dan a(t) = 0 al¬n¬r. detA = 1 =) hareket regülerdir. Pol noktalar¬n¬ veren

_A:X + _C = 0 denkleminden X pol noktalar¬n¬bulal¬m :26664
0 0 0

_#1(t) � sin t � cos t
_#2(t) cos t � sin t

37775
26664
x

y

z

37775+
26664
_a(t)

_b(t)

_c(t)

37775 =
26664
0

0

0

37775
det _A = 0 _A matrisi regüler olmad¬¼g¬ndan sistemin çözümü tek de¼gildir.

x key� olmak üzere,

8<: sin t:y + cost:z = _b(t) + _#1(t):x

�cost:y + sint:z = _c(t) + _#2(t):x
için

y = det

24 _b(t) + _#1(t):x cos t

_c(t) + _#2(t):x sin t

35
z = det

24 sin t _b(t) + _#1(t):x

� cos t _c(t) + _#2(t):x

35
do¼grular¬elde edilir.

Buradaki harekette

A =

26664
1 0 0

#1(t) cos t � sin t

#2(t) sin t cos t

37775
dönüşümünü 26664

1 0 0

#1(t) 1 0

#2(t) 0 1

37775
26664
1 0 0

0 cos t � sin t

0 sin t cot s

37775
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olarak çarpanlar¬na ay¬rabiliriz. Burada

Q1 = cos � + sin �
�!
S

�!
S = (1; 0; 0)

Q2 = 1 + #1(t)i+ #2(t)j

9>>>=>>>;
Q1(X) = Q1 �X �Q�1 = X 0

Q2(X
0) = Q2 �X 0 �Q�2 = X 00

X 00 = (Q2 �Q1)(X) = Q2(Q1(X)) (4.1.16)

dir. Böylece, bir Galile dönüşümü Q2 dual kuaterniyonu ile, Q1 genel kuaterniy-

onunun bileşkesi olarak yaz¬labilir.

Dönme olmamas¬durumunda , T : (x0; y0; z0)! (x0+ a; y0+ b; z0+ c) ve

S : (x; y; z)! (x; #1:x+ y; #2:x+ z) = (x0; y0; z0) göstermek üzere;

f(x; y; z) = (ToS)(x; y; z) = T (x0; y0; z0) = (x0+ a; y0+ b; z0+ c)

dir. Bu durum, 26664
x0

y0

z0

37775 =
26664

1 0 0

#1(t) 1 0

#2(t) 0 1

37775
26664
x

y

z

37775+
26664
a(t)

b(t)

c(t)

37775 (4.1.17)

olarak yaz¬labilir.

t = 0 için, #1(0) = #2(0) = a(0) = b(0) = c(0) = 0 oldu¼gundan f(X) = X 0 = X

dir.

t 6= 0 için _a(t) = 0 ve a(t) = sbt olaca¼g¬ndan 8t için a(t) = 0 d¬r.

Hareketin pol noktalar¬n¬ belirlemek için , _A:X + _C = 0 denkleminden X

bulunur :

26664
0 0 0

_#1(t) 0 0

_#2(t) 0 0

37775
26664
x

y

z

37775+
26664
_a(t)

_b(t)

_c(t)

37775 =
26664
0

0

0

37775
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sisteminden,
_#1(t):x+ _b(t) = 0

_#2(t):x+ _c(t) = 0

9=;) x =
�_b(t)
_#1(t)

=
� _c(t)
_#2(t)

elde edilir. Bu durumda,
_b(t)

_c(t)
=
_#1(t)
_#2(t)

olmas¬halinde 8t an¬nda her iki uzayda sabit olan noktalar x = �_b(t)
_#1(t)

düzlemi üz-

erindeki noktalard¬r.

4.1.7 G3 De Bir Parametreli Homotetik Galile Hareketi

f : G3 �! G3

X �! f(X) = h(t)A(t)X + C(t)

= Y (t)

(4.1.18)

26664
x0

y0

z0

37775 =
26664

h(t) 0 0

h(t):#1(t) h(t) 0

h(t):#2(t) 0 h(t)

37775
26664
x

y

z

37775+
26664
a(t)

b(t)

c(t)

37775
dönüşümünde B(t) = h(t)A(t) ve t = 0 için h(0) = 1; #1(0) = #2(0) = a(0) =

b(0) = c(0) = 0 oldu¼gundan f(X) = X ve 8t için f Galile anlam¬nda uzakl¬¼g¬

korur. 8P (x1; x2; x3); Q(y1; y2; y3) 2 G3 için, dG(P;Q) = dG(f(P ); f(Q)) oldu¼gu

görülebilir.

Hareketteki pol noktalar¬:

_B(t)X + _C(t) = 0 denkleminden :

26664
_h(t) 0 0

_h(t):#1(t) + h(t) _#1(t) _h(t) 0

_h(t):#2(t) + h(t): _#2(t) 0 _h(t)

37775
26664
x

y

z

37775+
26664
_a(t)

_b(t)

_c(t)

37775 =
26664
0

0

0

37775
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ve

_h(t):x+ _a(t) = 0

[ _h(t):#1(t) + h(t) _#1(t)]:x+ _h(t):y + _b(t) = 0

[ _h(t):#2(t) + h(t): _#2(t)]:x+ _h(t):z + _c(t) = 0

sisteminden
x = � _a

_h

y = _a
_h
#1 +

_a:h
[ _h]2
_#1 �

_b
_h

z = _a
_h
#2 +

_a:h
[ _h]2
_#2 � _c

_h

elde edilir. Sonuç olarak, G3 Galile uzay¬nda bir parametreli homotetik Galile

hareketinin 8t an¬nda bir tek pol noktas¬vard¬r.

4.1.8 G3 de Bir Parametreli Genel Homotetik Galile Hareketleri

f : G3 �! G3

X �! f(X) = �(t)A(t)X + C(t)

= Y (t)

(4.1.19)

homotetik hareketinde

B(t) = �(t)

26664
1 0 0

#1(t) cos t � sin t

#2(t) sin t cos t

37775
Galile transformasyon matrisidir. B(t) = �(t)A(t) ve t = 0 için �(0) = 1; #1(0) =

#2(0) = a(0) = b(0) = c(0) = 0 oldu¼gundan f(X) = X ve 8t için f Galile an-

lam¬nda uzakl¬¼g¬korur. 8P (x1; x2; x3); Q(y1; y2; y3) 2 G3 olmak üzere, dG(P;Q) =

dG(f(P ); f(Q)) oldu¼gu görülebilir.

f(X) =

26664
x0

y0

z0

37775 = �(t)

26664
1 0 0

#1(t) cos t � sin t

#2(t) sin t cos t

37775
26664
x

y

z

37775+
26664
a(t)

b(t)

c(t)

37775
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hareketinde pol noktalar¬n¬veren,

_B(t)X + _C(t) = 0

denklemini çözülür. t 6= 0 için _a(t) = 0 dolay¬s¬yle a(t) = sbt ve a(0) = 0

oldu¼gundan a(t) = 0 olmal¬d¬r. Ayr¬ca detB(t) = �(t):1 6= 0 ve

_B(t) =

26664
_�(t) 0 0

_�(t)#1(t) + �(t) _#1(t) _�(t) cos t� �(t) sin t � _�(t) sin t� �(t) cos t

_�(t)#2(t) + �(t) _#2(t) _�(t) sin t+ �(t) cos t _�(t) cos t� �(t) sin t

37775
oldu¼gundan

det _B(t) = _�(t)( _�
2
(t) + �2(t)) ve �(t) 6= sbt için _�(t) 6= 0

d¬r.

_�(t)( _�
2
(t) + �2(t)) 6= 0

d¬r. Dolay¬s¬yla hareket regülerdir ve 8t an¬nda bir tek pol noktas¬,

X = � _B(t)�1: _C(t)

olarak belirlidir.

4.2 Gn Galile Uzay¬nda Kinematik

Tan¬m 4.2.1. (Gn Galile Uzay¬)

X = (x1; x2; :::; xn) 2 Rn için

kXk =

8<: jx1j x1 6= 0p
x22 + x23 + :::+ x2n x1 = 0

(4.2.1)

(Rn; k:k) ikilisine Gn Galile uzay¬denir.
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Teorem 4.2.1. (Gn de Galile Transformasyonlar¬)

A1 2 SO(n � 1) , Cn�1 2 Rn�11 ; A =

26666666664

1 0

�1

:

:
A1

�n�1

37777777775
=

24 1 0

� A1

35 olmak

üzere

f : Gn ! Gn

X ! f(X) = AX + C
(4.2.2)

şeklinde tan¬ml¬f fonksiyonu Galile transformasyonudur.

·Ispat : C = 0; X = (x1; x2; :::; xn),Y = (0; x2; :::; xn) 2 Gn olmak üzere,

(4.2.2) dönüşümünden

AX = (x1; A1:Y )

dir. (4.2.1) ile kA1:Y k = kY k ( A1 ortogonal) ve

kAXk =

8<: jx1j ; x1 6= 0

kY k ; x1 = 0

dir . Dolay¬s¬yle kXk = kAXk = kf(X)k dir.

Böylece f ile belirli harekete Galile anlam¬nda hareket diyebiliriz.

A1 = In�1 ve C = 0 halinde shear hareketinin sabit noktalar¬n¬ araşt¬ral¬m. Bunun

için,

f(X) = X
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denkleminin çözümününden :26666664
x1

�1x1 + x2

:

�n�1x1 + xn

37777775 =

26666664
x1

x2

:

xn

37777775
�1x1 + x2 = x2 ) x1 = 0

:

:

�n�1x1 + xn = xn ) x1 = 0

f dönüşümü (0,x2; x3;:::;xn) noktalar¬ndan oluşan uzay¬ sabit b¬rak¬r. Yani En

de x1 = 0 düzlemi üzerindeki noktalar shear hareketi alt¬nda sabit kal¬r.

Teorem4.2.2. G(n) = ff jf : Gn ! Gng =

8<:
24 1 0

� A1

35 : � 2 Rn�11 ; A1 2 SO(n� 1)

9=;
olmak üzere, (G(n),�) Lie gruptur.

·Ispat:

1) A1; A2 2 SO(n� 1) olmak üzere,

24 1 0

�1 A1

35 �
24 1 0

�2 A2

35
=

24 1 0

�1 + A1�2 A1A2

35
=

24 1 0

� A3

35 A1�A2 2 SO(n� 1):

2) A =

24 1 0

� A1

35 2 G için A�1 =

24 1 0

��A�11 A�11

35 2 G dir.

Ayr¬ca G(n) � GL(n;R) oldu¼gundan G(n) Lie alt grubudur.
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Teorem 4.2.3. G(n) Lie grubunun Lie cebiri,

g(n) =

8<:
24 0 0

h s

35 : h 2 Rn�1; sT = �s
9=;

dir ve boyg(n) = n(n�1)
2

dir.

·Ispat: G(0) = In , h(0) = 0; s(0) = In�1 ; G(t) =

24 1 0

h(t) s(t)

35 G(n)

de In noktas¬ndan geçen herhangi bir e¼gri olsun. Bu durumda

_G(t) =

24 0 0

_h(t) _s(t)

35
dir. Burada

_G(0) =

24 0 0

_h(0) _s(0)

35
ve

sT s = In�1

oldu¼gundan

_s T s+ sT _s = 0

dir.

_sT (0)s(0) + sT (0) _s(0) = 0

sT (0) = s(0) = In�1 ve buradan

_sT (0) = � _s(0)

d¬r, _s(0) matrisleri antisimetriktir. ve boy _s (0) = (n�1)(n�2)
2

dir.

Böylece

boyg(n) = (n� 1) + (n� 1)(n� 2)
2

=
n(n� 1)

2
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dir.

boyG(n) = boyg(n) oldu¼gundan boyG(n) = n(n�1)
2

dir.

Tan¬m 4.2.2. (Gn de Bir-Parametreli Galile Hareketleri)

A(t) =

26666664
1 0

�1(t)

: A1(t)

�n�1(t)

37777775 ortogonal matris, A1(t) 2 SO(n � 1) olmak

üzere
f : Gn ! Gn

X ! f(X) = A(t)X + C(t) = Y (t)
(4.2.3)

dönüşümüne Gn de bir-parametreli Galile hareketi denir.

Bu f dönüşümünde t = 0 için �1(0) = �2(0) = ::: = �n�1(0) = 0 ve

Y (0) = f(X) = X dir ve f her t için Galile anlam¬nda uzakl¬¼g¬korur.

8P (x1; x2;:::;xn); Q(y1; y2; :::; yn) için dG(P;Q) = dG(f(P ); f(Q)) oldu¼gu görülebilir.

d2G(P;Q) =

8<: (x1 � y1)
2; x1 6= y1

(x2 � y2)
2 + :::+ (xn � yn)

2; x1 = y1
(4.2.4)

i) x1 6= y1 ise dG(P;Q) = jx1 � y1j = dG(f(P ); f(Q)) dir.

ii) x1 = y1 ise dG(P;Q) =
p
(x2 � y2)2 + (x3 � y3)2 + ::+ (xn � yn)2 =

dG(f(P ); f(Q)) dir

Sonuçta, dG(P;Q) = dG(f(P ); f(Q)) dir

Böylece f hareketine Gn de bir-parametreli Galile hareketi denir.

Şimdi Gn de genel hareketi inceleyelim:
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A =

26666666664

1 0

�1

:

:
A1

�n�1

37777777775
ortogonal matrisi, A1 2 SO(n� 1); C 2 Rn1 olmak üzere

(4.2.3) den Gn de bir-parametreli Galile hareketleri aç¬k olarak

26666666664

y1

y2

:

:

yn

37777777775
=

26666666664

1 0

�1

:

:
A1

�n�1

37777777775

26666666664

x1

x2

:

:

xn

37777777775
+

26666666664

c1

c2

:

:

cn

37777777775
şeklinde yaz¬labilir. Burada A1 2 SO(n� 1) ) detA 6= 0 d¬r. Bu hareketin pol

noktalar¬n¬veren

_A(t)X + _C(t) = 0

denklemini inceleyelim :

Burada

_A(t) =

24 0 0

_�(t) _A1(t)

35

ve det _A = 0 dolay¬s¬yla, E(t) =

24 0 0

_�(t) In�1

35 ve F (t) =

24 1 0

0 _A1(t)

35 olmak

üzere,

_A(t) = E(t):F (t)

yaz¬labilir. Ayr¬ca

rank _A(t) � min(rankE(t); rankF (t))

dir. Burada rankE(t) = n � 1 dir. E¼ger rankF (t) = n ise rank _A(t) = n � 1

olur. Bu durumda 8t an¬nda (4.2.3) hareketinin bir pol ekseni vard¬r.
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Tan¬m 4.2.3. (Gn de Bir-Parametreli Homotetik Hareketler)

f : Gn ! Gn

X ! f(X) = h(t)A(t)X + C(t)
(4.2.5)

dönüşümü ile belli olan harekete Gn de bir-parametreli homotetik hareket denir.

Burada h(t) homoteti sabiti ve A1(t) 2 SO(n � 1) ; An�n =

24 1 0

�(t) A1(t)

35
ortogonal matrisi.ile A(t) Galile transformasyonuna kaŗs¬l¬k gelen matristir.

Bu bölümde Hac¬saliho¼glu 1971 den faydan¬lanak Gn n-boyutlu Galile uzay¬ndaki

homotetik hareketi araşt¬raca¼g¬z:

Teorem 4.2.4. Gn n-boyutlu Galile uzay¬ndaki homotetik hareketler her n için

regüler hareketlerdir.

·Ispat : (4.2.5) hareketindeki, #(t) matrisi (n � 1) � 1 ; X; Y; C birer

n� 1 matrisleri , h;A;C nin elemanlar¬t reel parametresine göre sürekli olarak

türevlenebilir fonksiyonlar,

An�n =

24 1 0

�(t) A1(t)

35 ortogonal matrisi ile Galile transformasyonuna kaŗs¬l¬k

gelen matristir. Buradaki h(t):A(t) = B(t) olsun.

B(t) =

24 h(t) 0

h(t):�(t) h(t):A1(t)

35
=

24 h(t) 0

�1(t) B1(t)

35 (4.2.6)

Dolay¬s¬yla

_B(t) =

24 _h(t) 0

_�1(t) _B1(t)

35 (4.2.7)
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ve

det _B(t) = _h(t): det _B1(t) (4.2.8)

dir. Genel 1-parametreli Galile hareketi durumundan sak¬nmak için

h = h(t) 6= sb; _h(t) 6= 0 (4.2.9)

ve

_h(t):A1(t) + h(t): _A1(t) 6= 0; _C(t) 6= 0 (4.2.10)

oldu¼gunu varsayal¬m. Burada

det _B1(t) = det(h(t):A1(t)_) (4.2.11)

d¬r.

Di¼ger taraftan h bir skalar matris oldu¼gundan h ve h�1 inversi, hT transpozu

s¬ras¬yla

h�1 =
1

h
ve hT = h (4.2.12)

dir.

B1 = h:A1 (4.2.13)

_B1 = _h:A1 + h: _A1

= h( _A1 +
_h

h
:A1)

= hA1( _A1A
�1
1 +

_h

h
:E)

= B1( � �E) (4.2.14)

� = �
_h

h
(4.2.15)

 = AT1
_A1 (4.2.16)

antisimetrik matristir.

det _B1 = detB1 det( � �E) (4.2.17)
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ve  antisimetrik matris oldu¼gundan karakteristik denklemi

det( � �E) = 0 (4.2.18)

dir. Antisimetrik matrisin karakteristik de¼gerleri s¬f¬r veya imajiner oldu¼gundan

8t için

detB1 6= 0 (4.2.19)

d¬r. Dolay¬s¬yla (4.2.8) den

det _B 6= 0 (4.2.20)

bulunur. Bu da hareketin regüler oldu¼gunu gösterir.

Teorem 4.2.5. Gn n-boyutlu Galile uzay¬ndaki homotetik hareketlerde her t için

bir tek ani pol noktas¬(centrot) vard¬r.

·Ispat : Teorem 4.2.4 den Gn n-boyutlu Galile uzay¬ndaki homotetik hareketler

her n için regüler hareketlerdir. Dolay¬s¬yla

_B:X + _C = 0 (4.2.21)

denkleminin tek çözümü

X = �( _B)�1 _C (4.2.22)

dir. Böylece, 8t an¬nda hareketin bir tek ani pol noktas¬vard¬r.
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4.3 Gn Galile Uzay¬nda Galile Dönüşümleri

Bu bölümde G2; G3 ve G4 uzaylar¬ndaki Galile dönüşümlerine benzer olarak Gn

Galile uzay¬ndaki Galile dönüşümlerini genelleştirece¼giz .

Teorem 4.3.1.

Gn Galile uzay¬nda,

f : Gn ! Gn

X ! f(X) = (x1; �1x1 + x2; :::; �n�1x1 + xn)
(4.3.1)

dönüşümü aç¬k olarak

f(X) =

26666666664

1 0 0 : 0

�1 1 0 : 0

�2 0 1 : 0

: : : : :

�n�1 0 0 : 1

37777777775

26666666664

x1

x2

x3

:

xn

37777777775
(4.3.2)

yaz¬l¬r ve f dönüşümü bir Galile dönüşümüdür.

·Ispat: x 6= 0 için kf(X)k = jx1j = kXk :

x = 0 için kf(X)k =
p
x22 + x32 + :::+ xn2 = kXk :

Böylece kf(X)k = kXk ve f izometridir, dolay¬s¬yla f bir Galile hareketidir.

G(n) ve g(n) i aç¬k olarak şöyle yazabiliriz:

G(n) =

8>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>:

26666666666664

1 0 0 0 : 0

�1 1 0 0 : 0

�2 0 1 0 : 0

: : : : : :

: : : : : :

�n�1 0 0 0 : 1

37777777777775
: �1; �2; :::; �n�1 2 R

9>>>>>>>>>>>>=>>>>>>>>>>>>;
(4.3.3)
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bir Lie gruptur, ve

g(n) =

8>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>:

26666666666664

0 0 0 0 : 0

a1 0 0 0 : 0

a2 0 0 0 : 0

: : : : : :

: : : : : :

an�1 0 0 0 : 0

37777777777775
: a1; a2; ::::; an�1 2 R

9>>>>>>>>>>>>=>>>>>>>>>>>>;
(4.3.4)

G(n) ün Lie cebiridir.

4.4 Dual Kuaterniyonlar ve Gn de Galile Dönüşümleri

Bu bölümde Rn deki her X vektörünü, sp f1; i1; i2; :::; in�1g = Rn ve

i21 = i22 = ::: = i2n�1 = 0; ve ijik = ikij = 0, 1 � k; j � n � 1 özeli¼gini sa¼glayan

i1; i2; :::; in�1 birimleri; x1; x2; :::; xn 2 R bileşenleri ile

X = x1 + x2i1 + x3i2 + :::+ xnin�1 (4.3.5)

formunda kullanaca¼g¬z. Bu forma X 2 Rn vektörünün dual kuaterniyon formu

denir.

Lemma 4.4.1. Q = 1 + �1i1 + �2i2 + :::: + �n�1in�1 dual kuaterniyon operatörü

bir Galile dönüşümüdür.

·Ispat : QX = (1 + �1i1 + �2i2 + ::::+ �n�1in�1)(x1 + x2i1 + x3i2 + :::+ xnin�1)

= x1 + (�1x1 + x2)i1 + (�2x1 + x3)i2 + :::(�n�1x1 + xn)in�1

dir ve dolay¬s¬yla kQXk = kXk dir.

Böylece , Q dual kuaterniyon operatörü bir Galile dönüşümüdür. Lie cebirinden

herhangi bir , a 2 g(n), a = a1i1 + a2i2 + ::::+ an�1in�1 2 g(n) için,
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e : g(n)! Gal(n) (4.3.6)

üstel dönüşümü ile

a ! ea = ea1i1+a2i2+::::+an�1in�1

= 1 + a1i1 + a2i2 + ::::+ an�1in�1

dir. Böylece Gal(n) Lie grubunun bir eleman¬n¬elde edilir.

Sonuç 4.4.1. Q = ea = 1 + a1i1 + a2i2 + :::: + an�1in�1 bir dual kuaterniyon

operatörüdür. Dolay¬s¬yla, Q dual kuaterniyon operatörü bir Galile dönüşümüdür.

Sonuç 4.4.2. Herhangi a; b 2 g(n) için Q(a) = ea 2 Gal(n) ve Q(b) =

eb 2 Gal(n) ve hatta Q(a)Q(b) = eaeb = ea+b = Q(a+ b) dir.

Böylece bir Galile dönüşümünde h¬zlar için toplam formülünü elde edilir.

Teorem 4.4.2.
f : Gn ! Gn

X ! f(X) = A:X
(4.3.7)

A =

24 1 0

� A1

35 şeklindeki Galile hareketi bir Öklid hareketi ve Shear hareketinin

bileşkesi şeklinde ifade edilebilir.

·Ispat : � 2 Rn�11 , A1 2 Rn�1n�1 ,24 1 0

� A1

35 =
24 1 0

� In�1

3524 1 0

0 A1

35 (4.3.8)

olarak yaz¬labildi¼ginden f Galile hareketi Öklid hareketi ve Shear hareketinin

bileşkesi olarak yaz¬labilir.
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5. PSEUDO-GAL·ILE K·INEMAT·I¼G·I

Bu bölümde G31 pseudo-Galile uzay¬ ve bu uzaydaki pseudo-Galile anlam¬ndaki

hareketler tan¬t¬larak kinematik özelikleri araşt¬r¬ld¬. Benzer araşt¬rmalarGn1 pseudo-

Galile uzay¬nda da incelendi.

5.1 G31 Pseudo-Galile Kinemati¼gi

Tan¬m 5.1.1. G31 pseudo-Galile uzay¬ , X(x1; x2; x3) 2 R3 için

kXkPG =

8<: jx1j ; x1 6= 0p
jx22 � x23j; x1 = 0

(5.1.1)

olarak tan¬ml¬norm ile belirli R3 uzay¬d¬r.

G31 pseudo-Galile uzay¬nda

f : G31 ! G31

X ! f(X) = A:X
(5.1.2)

shear hareketi, matris formunda26664
x0

y0

z0

37775 =
26664
1 0 0

a21 cosh � sinh �

a31 sinh � cosh �

37775
26664
x

y

z

37775 (5.1.3)

olarak yaz¬l¬r. (5.1.1) den, X = (x; y; z) için,

i) x 6= 0 )
kXkPG = jxj

kf(X)kPG = jxj

9=; =) kf(X)kPG = kXkPG dir.

ii) x = 0 ) kXkPG =
p
jy2 � z2j dir.
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f(X) =

26664
1 0 0

a21 cosh � sinh �

a31 sinh � cosh �

37775
26664
0

y

z

37775 =
26664

0

a21:0 + y cosh � + z sinh �

a31:0 + y sinh � + z cosh �

37775
ve kf(X)kPG =

p
jy2 � z2j dir.

Dolay¬s¬yla kf(X)kPG = kXkPG dir.

Böylece f yard¬m¬ile belirli shear hareketine pseudo-Galile anlam¬nda hareket denir.

Bu hareket alt¬nda sabit kalan noktalar¬araşt¬ral¬m. Bunun için,

f(X) = X

denklemini inceleyerek (5.1.3) ile

a21:x+ cosh �:y + sinh �:z = y

a31:x+ sinh �:y + cosh �:z = z

dir. Böylece bu harekette, x key� olmak üzere

y = det

24 a21:x � sinh �

a31:x 1� cosh �

35
z = det

24 1� cosh � a21:x

� sinh � a31:x

35
(x; y; z) noktalar¬ndan oluşan do¼gru sabit kal¬r.

Teorem 5.1.1.

PG(3) =

8>>><>>>:A =
26664
1 0 0

�1 cosh � sinh �

�2 sinh � cosh �

37775 : �1; �2; � 2 R
9>>>=>>>; (5.1.4)

olmak üzere, (PG(3); �) Lie gruptur.
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·Ispat:

1.

26664
1 0 0

�1 cosh �1 sinh �1

�2 sinh �1 cosh �1

37775 :
26664
1 0 0

k1 cosh �2 sinh �2

k2 sinh �2 cosh �2

37775 =
26664

1 0 0

�1 + k1 cosh �1 + k2 sinh �1 cosh(�1 + �2) sinh(�1 + �2)

�2 + k1 sinh �1 + k2 cosh �1 sinh(�1 + �2) cosh(�1 + �2)

37775 2 PG(3) dir.

2. A =

26664
1 0 0

�1 cosh � sinh �

�2 sinh � cosh �

37775 için

A�1 =

26664
1 0 0

��1 cosh � � �2 sinh � cosh � � sinh �

��2 cosh � � �1 sinh � � sinh � cosh �

37775 2 PG(3) dir.
Tan¬m 5.1.3. (G31 de Bir-Parametreli Pseudo-Galile Hareketleri)

f : G31 ! G31

X ! f(X) = A(t):X + C(t) = Y (t)
(5.1.6)

dönüşümü matris formunda26664
x0

y0

z0

37775 =
26664

1 0 0

�1(t) cosh t sinh t

�2(t) sinh t cosh t

37775
26664
x

y

z

37775+
26664
a(t)

b(t)

c(t)

37775 (5.1.7)

yaz¬l¬r ve t = 0 için �1(0) = �2(0) = a(0) = b(0) = c(0) = 0 ve Y (0) = X =

f(X) olmak üzere 8 t için pseudo-Galile anlam¬nda uzakl¬¼g¬korur. Bunun için

P (x1;x2;x3); Q(y1;y2;y3) 2 G31 olmak üzere

dPG(P;Q) = dPG(f(P ); f(Q))
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oldu¼gu görülebilir. (5.1.1) den



�!PQ




PG
u

dPG(P;Q) =

8<: jx1 � y1j x1 6= y1p
j(x2 � y2)2 � (x3 � y3)2j x1 = y1

(5.1.7)

dir. Ayr¬ca

f(P ) =

26664
1 0 0

�1(t) cosh t sinh t

�2(t) sinh t cosh t

37775
26664
x1

x2

x3

37775+
26664
a(t)

b(t)

c(t)

37775

=

26664
x1 + a(t)

�1(t):x1 + cosh t:x2 + sinh t:x3 + b(t)

�2(t)x1 + sinh t:x2 + cosh t:x3 + c(t)

37775
ve

f(Q) =

26664
y1 + a(t)

�1(t):y1 + cosh t:y2 + sinh t:y3 + b(t)

�2(t):y1 + sinh t:y2 + cosh t:y3 + c(t)

37775
olmak üzere,

i) x1 6= y1 ) dPG(P;Q) = jx1 � y1j ve

dPG(f(P ); f(Q)) = jx1 + a(t)� y1 � a(t)j = jx1 � y1j dir.

ii) x1 = y1 ) dPG(P;Q) =
p
j(x2 � y2)2 � (x3 � y3)2j ve

dPG(f(P ); f(Q)) =

=
p
j(cosh tx2 + sinh tx3 � cosh ty2 � sinh ty3)2 � (sinh tx2 + cosh tx3 � sinh ty2 � cosh ty3)2j

=
p
j[(cosh t(x2�y2) + sinh t(x3 � y3)]2 � [(sinh t(x2�y2) + cosht(x3 � y3)]2j

=
p
j(x2 � y2)2 � (x3 � y3)2j dir.

Sonuçta f bir-parametreli Pseudo-Galile hareketidir

(5.1.5) hareketinin pol noktalar¬n¬ veren,

_A:X + _C = 0 (5.1.8)
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denkleminin çözümünden,26664
0 0 0

_�1(t) � sinh t cosh t

_�2(t) cosh t � sinh t

37775
26664
x1

x2

x3

37775+
26664
_a(t)

_b(t)

_c(t)

37775 =
26664
0

0

0

37775 (5.1.9)

elde edilir. Burada det _A(t) = 0 ve _A(t) matrisi regüler olmad¬¼g¬ndan (5.1.8)

sisteminin çözümü tek de¼gildir.

Böylece , x1 key� olmak üzere ,

sinh t:x2 � cosh t:x3 = _�1(t)x1 + _b(t)

� cosh t:x2 + sinh t:x3 = _�2(t):x1 + _c(t)

sisteminden , hareketin pol do¼grusu

x1 = x1

x2 = � det

24 _�1(t)x1 + _b(t) � cosh t

_�2(t):x1 + _c(t) sinh t

35 (5.1.10)

x3 = � det

24 sinh t _�1(t)x1 + _b(t)

� cosh t _�2(t):x1 + _c(t)

35
olarak elde edilir.
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Tan¬m 5.1.4. (G31 de Bir Parametreli Homotetik Hareketler)

26664
x0

y0

z0

37775 =
26664

h(t) 0 0

h(t):�1(t) h(t): cosh t h(t): sinh t

h(t):�2(t) h(t): sinh t h(t): cosh t

37775
26664
x

y

z

37775+
26664
a(t)

b(t)

c(t)

37775 (5.1.13)

dönüşümünde B(t) = h(t)A(t) ve t = 0 için h(0) = 1; �1(0) = �2(0) = a(0) =

b(0) = c(0) = 0 ve Y (0) = X = f(X) dir. (5.1.12) nin t ye göre türevi al¬n¬rsa

_X = _B:X0 + _C +B: _X0 (5.1.14)

elde edilir. Burada yer vektörü X olan PX noktas¬için , _X mutlak h¬z, _B:X0 + _C

sürüklenme h¬z¬, B: _X0 relatif h¬zd¬r.

R0 ve R nin her ikisinde ayn¬anda sabit noktalar¬n¬araşt¬ral¬m. Bu noktalar¬n t0

an¬ndaki pozisyonunu bulmak için pol noktalar¬n¬veren,

_B(t):X0 + _C(t) = 0 (5.1.15)

denkleminin çözümlerine bakmak gerekir. (5.1.13) den t ye göre türevi alarak,

26664
_h(t) 0 0

_h(t):�1(t) + h(t): _�1(t) _h(t): cosh t� h(t): sinh t _h(t): sinh t+ h(t): cosh t

_h(t):�2(t) + h(t): _�2(t) _h(t): sinh t+ h(t): cosh t _h(t): cosh t� h(t): sinh t

37775
26664
x

y

z

37775

+

26664
_a(t)

_b(t)

_c(t)

37775 =

26664
0

0

0

37775
elde edilir. det _B(t) 6= 0 dir. Dolay¬s¬yla (5.1.11) hareketinin pol noktalar¬ 8t
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için

x = � _a(t)
_h(t)

(5.1.16)

y = det

24 � h _h(t):�1(t) + h(t): _�1(t)i x� _b(t) h
_h(t): sinh t+ h(t): cosh t

i
�
h
_h(t):�2(t) + h(t): _�2(t)

i
x� _c(t)

h
_h(t): cosh t� h(t): sinh t

i
35

z = det

24 h _h(t): cosh t� h(t): sinh ti �
h
_h(t):�1(t) + h(t): _�1(t)

i
x� _b(t)h

_h(t): sinh t+ h(t): cosh t
i
�
h
_h(t):�2(t) + h(t): _�2(t)

i
x� _c(t)

35
e¼grisi üzerindeki noktalard¬r.

Sonuç 5.1.4. G31 pseudo-Galile uzay¬nda bir parametreli homotetik hareketler

regüler hareketlerdir.

5.2 Gn1 Pseudo-Galile Kinemati¼gi

Tan¬m 5.2.1. Gn1 pseudo-Galile uzay¬ , X(x1; x2; :::; xn) 2 Rn için

kXkPG =

8<: jx1j ; x1 6= 0q��x22 + x23 + :::+ x2n�1 � x2n��; x1 = 0 (5.2.1)

olarak tan¬ml¬norm ile belirli Rn uzay¬d¬r.

Tan¬m 5.2.2. (Gn1 Pseudo-Galile Uzay¬nda Bir Parametreli Hareketler)

A(t) =

26666664
1 0

�1(t)

: gn�1(t)

�n�(t)

37777775 ve g = gn�1 2 O1(n � 1) ; g�1(t) = "g(t)T ",

"�1 = "T olmak üzere

f : Gn1 ! Gn1

X0 ! f(X0) = A(t)X0 + C(t)
(5.2.2)
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fonksiyonu ile belirli harekete bir-parametreli pseudo-Galile hareketi denir.

Şimdi Gn1 de genel hareketi inceleyelim :

A(t) =

24 1 0

�(t) gn�1(t)

35 (5.2.3)

gn�1 2 O1(n � 1) olmak üzere f hareketinde detA(t) 6= 0 d¬r. (5.2.2) nin t ye

göre türevi al¬narak,

_X = _A:X0 + _C + A: _X0 (5.2.4)

elde edilir. Burada yer vektörü X olan PX noktas¬için , _X mutlak h¬z, _A:X0 + _C

sürüklenme h¬z¬, A: _X0 relatif h¬zd¬r.

R0 ve R nin her ikisinde ayn¬anda sabit noktalar¬araşt¬ral¬m. Bu noktalar¬n

t0 an¬ndaki pozisyonunu bulmak için

_A(t):X0 + _C(t) = 0 (5.2.5)

denkleminin çözümlerine bakmak gerekir. (5.2.3) den,

_A(t) =

24 0 0

_�(t) _A1(t)

35
ve det _A(t) = 0 d¬r. Ayr¬ca,

_A(t) =

24 0 0

_�(t) In�1

3524 1 0

0 _A1(t)

35 (5.2.7)

yaz¬labilir. Burada E(t) =

24 0 0

_�(t) In�1

35 ve F (t) =

24 1 0

0 _A1(t)

35 olmak üzere,

rank _A(t) � min(rankE(t); rankF (t)) (5.2.8)
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dir. Burada rankE(t) = n � 1 dir. E¼ger rankF (t) = n ise rank _A(t) = n � 1

olur. Bu durumda 8t an¬nda hareketin bir pol ekseni vard¬r.

Bu bölümde Başdaş 1997 den faydalanarak Gn1 n-boyutlu Pseudo-Galile uzay¬nda

homotetik hareketi araşt¬raca¼g¬z:

Tan¬m 5.2.3. (Gn1 Pseudo-Galile Uzay¬nda Homotetik Hareket)

Gn1 n-boyutlu Pseudo-Galile uzay¬nda bir cismin homotetik hareketi,

p(t) =

26666664
1 0

�1(t)

: gn�1(t)

�n�1(t)

37777775 olmak üzere

f : Gn1 ! Gn1

X0 ! f(X0) = h(t)p(t)X0 + C(t)

X = B(t):X0 + C(t)

(5.2.9)

dönüşümü ile verilir. g 2 O1(n � 1) , gT = "g�1", "�1 = "T , X0; X; C birer

n�1 matrisi ve h homoteti sabiti göstermektedir. h; p; g; C nin elemanlar¬t reel

parametresine göre sürekli olarak türevlenebilir fonksiyonlard¬r.

t = t0 an¬nda R0 ve R deki koordinat sistemlerinin çak¬̧s¬k oldu¼gunu varsay-

al¬m. Genel Galile dönüşümü durumundan sak¬nmak için

h = h(t) 6= sb; _h(t) 6= 0 (5.2.10)

ve

_h:p+ h: _p 6= 0, C 6= 0 (5.2.11)

oldu¼gunu varsayal¬m. Burada (�) ile t parametresine göre adi türev göstermek-
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tedir. h bir skalar matris oldu¼gundan, h�1 = 1
h
ve hT = h dir.

B(t) = h(t)

26666664
1 0

�1(t)

: gn�1(t)

�n�1(t)

37777775 (5.2.12)

B = hp (5.2.13)

diyerek 24 X
1

35 =
24 B C

0 1

3524 X0

1

35 (5.2.14)

ve

X = B:X0 + C

yaz¬l¬r. Bu ifadenin t ye göre türevi al¬narak

_X = _B:X0 + _C +B: _X0 (5.2.15)

elde edilir. Burada yer vektörü X olan PX noktas¬için , _X mutlak h¬z, _B:X0 + _C

sürüklenme h¬z¬, B: _X0 relatif h¬zd¬r.

R0 ve R nin her ikisinde ayn¬anda sabit noktalar¬n olup olmad¬¼g¬na bakal¬m.

Bu noktalar¬n t0 an¬ndaki pozisyonunu bulmak için

_B:X0 + _C = 0 (5.2.16)

denkleminin çözümlerine bakmak gerekir.(5.1.12) de t ye göre türev al¬rsak,

_B(t) =

26666664
_h(t) 0

_h(t):�1(t) + h(t) _�1(t)

: (h(t):g(t_))

_h(t):�n�1(t) + h(t) _�n �1 (t)

37777775 (5.2.17)
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dir. Böylece

det _B(t) = _h(t): det(h(t):g(t_)) (5.2.18)

dir.

B1 = h(t):g(t) (5.2.19)

olsun.

_B1 = _h:g + h: _g (5.2.20)

= g:h:(
_h

h
:g + _g)

veya E birim matris olmak üzere

_B1 = h:g:(
_h

h
:E + g�1: _g)

= B1:(g
�1: _g +

_h

h
:E) (5.2.21)

olur. Şimdi g�1: _g matrisini ele alal¬m

gT "g = " (5.2.22)

de türev al¬narak

( _gT ")g + (gT ") _g = 0

ve


 = gT " _g (5.2.23)

denilerek


T = _gT "g

olur ki


T = �
 (5.2.24)

elde edilir. O halde 
 matrisi anti-simetriktir. gT = "g�1" alarak ,
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 = ("g�1")" _g

= "g�1 _g (5.2.25)

veya

S = g�1 _g

olur.

S = "
 (5.2.26)

olsun. Böylece

ST = ("
)T

= 
T "

= �
" (5.2.27)

ST = �"S"

bulunur. Sonuçta , (5.2.21), (5.2.19),(5.2.26) den , � = � _h
h
, E = In = [�ij] 2 Rnn

olmak üzere

_B1 = B1(S � �E)

olarak tekrar yaz¬labilir. S Lorentz anlam¬nda antisimetrik bir matristir.

det _B1 = detB1: det(S � �E)

= hn: det g: det(S � �E); g 2 O�(n)

= hn: det(S � �E) (5.2.28)

olur.

det _B1 = 0 için h = 0 veya det(S � �E) = 0 d¬r.

h = 0 için pür öteleme olaca¼g¬ndan h 6= 0 al¬nacakt¬r. O halde det(S � �E) = 0

d¬r. Şimdi det(S � �E) = 0 denkleminin çözümüne bakal¬m:
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ST = �"S" ifadesinin her �; w 2 Rn1 için

hSv; wi = �hv; Swi (5.2.29)

oldu¼gunu gösterelim.

hSv; wi = (Sv)T :"w

= vTST "w; ST = �"S"; ST " = �"S

= �vT "Sw

Dolay¬s¬yla,

hS�v; �wi = �h�v; S �wi (5.2.30)

olur.

det(S � �E) = 0 denkleminin çözümü S matrisinin � karakteristik de¼gerini

verir. � = � _h
h
, x 2 Rn1

S(x) = �x (5.2.31)

denkleminin çözümlerini ar¬yoruz. Buna göre (5.2.30) dan v = w = x için

hS�x; �xi = �h�x; S�xi

h��x; �xi = �h�x; ��xi

� h�x; �xi = ��� h�x; �xi

(�+ ��) h�x; �xi = 0 (5.2.32)

(�+ ��) = 0 veya h�x; �xi = 0

d¬r.

i) (�+ ��) = 0 ) � = ��� olur ki bu da � pür imajiner demektir.

ii) h�x; �xi = 0 ) halinde x vektörü null vektördür ve S(�x) = ��x in �

ya göre reel çözümleri vard¬r. Bu ise null vektörlerin S alt¬nda invaryant kalmalar¬

demektir. Yani null konisi hareket esnas¬nda invaryant kal¬r. O halde null vektörleri
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d¬̧s¬nda 8� 2 R için det(S � �E) s¬f¬rdan farkl¬olur.

Böylece (5.2.10) hareketinde (5.2.16) denkleminin çözümünde

i) det _B 6= 0 (timelike(zamans¬) ve spacelike( uzays¬) bölgede)

ii) det _B = 0 (null(¬̧s¬ks¬) bölgede)

Şekil 5.1 Lorentz düzlemi (Ergin, 1989)

olabilir. Böylece aşa¼g¬daki teoremleri verebiliriz:

Teorem 5.2.1. Zamans¬ ve uzays¬ bölgelerde (5.2.10) hareketi regülerdir ve

her t an¬nda bir tek ani pol noktas¬na sahiptir.

Teorem 5.2.2. I̧s¬ks¬ bölgede (5.2.10) hareketi regüler de¼gildir, pol noktas¬

yoktur, dolay¬s¬yla x null vektörleri tek de¼gildir.

Teorem 5.2.3. Zamans¬ve uzays¬bölgelerde (5:2:16) denkleminin tek (unique) bir
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çözümü vard¬r:

X0 = q0 = �( _B)�1: _C (5.2.33)

Burada q0 , Q pol noktas¬n¬n hareketli uzayR0 a göre yer vektörünü göstermektedir.Q

nun sabit uzay R ye göre yer vektörü q ise

X = B:X0 + C

ve

X = B[�( _B)�1: _C:] + C

veya

q = B:q0 + C (5.2.34)

olur. Böylece (5.2.33) ve (5.2.34) denklemleri hareketli ve sabit pol e¼grilerinin

denklemlerini vermektedir.

Tan¬m 5.2.4 (Pol E¼grilerinin Birbirine Göre Kayma ve Yuvarlanmas¬)

(5.2.34) un t ye göre türevi al¬narak

_q = _B:q0 + _C +B: _q0

veya (5.2.16) den dolay¬

_B:q0 + _C = 0

oldu¼gundan

_q = _B:q0 (5.2.35)

olur.

Bu denklem Q noktas¬n¬n t an¬ndaki kayma h¬z¬n¬verir. Bunun anlam¬, pol e¼gri-

lerinin de¼gme noktalar¬ndaki te¼get vektörleri, B Shear(k¬rpma) ve C ötelemesin-
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den sonra çak¬̧s¬r.

Şekil 5.2 Pol e¼grilerinin birbirine göre kayma ve yuvarlanmas¬

(5.2.35) den Lorentz anlam¬nda norm al¬narak,

k _qk =



 _B:q0




k _qk dt =



 _B:q0


 dt

= kh:g: _q0k dt

= jhj : kg: _q0k dt

= jhjn : k _q0k dt

ds ve ds0 yay elementini göstermek üzere ds = k _qk dt ve ds0 = kq0k dt

oldu¼gundan

ds = jhjn :ds0 (5.2.36)

elde edilir. Böylece şu teoremi verebiliriz.
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Teorem 5.2.4. Gn1 n boyutlu Pseudo-Galile uzay¬nda homotetik hareket boyunca

null olmayan bölgelerde pol e¼grileri birbirleri üzerinde kayarak yuvarlan¬rlar. Bu

kayma yuvarlanma hareketinin katsay¬s¬ �hn dir. Özel olarak h = 1 olmas¬

halinde homotetik olmayan shear(k¬rpma) hareketinde (5.2.36) dan dolay¬, pol

e¼grileri söz konusu bölgede birbirleri üzerinde kaymaks¬z¬n yuvarlan¬rlar.
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