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1. GIRIS

Oklidyen hareketler fizikte, mekanikte calisilan konulardandir. Bu Oklidyen hareket-
lerin regiiler olmas1 (V¢ aninda pol noktalarinin olmasi ) uzaym boyutunun tek ve

¢ift olmasi ile ilgilidir. Bu konu Bottema tarafindan incelenmistir.

Daha sonra homotetik hareketler H.Hacisalihoglu tarafindan incelenmis ve uzaym
boyutunun tek veya c¢ift olmasindan bagimsiz olarak bu hareketin regiiler oldugu

gosterilmigtir.

Galile geometrisi Oklid dis1 geometrilerdendir ve Galile hareketleri denildiginde shear
(makas) hareketleri akla gelmektedir. Bu konuda diizlemsel Galile hareketleri

Yaglom tarafindan genis bir gekilde incelenmigtir.

Son zamanlarda B.Divjak in Galile uzayinda regle yiizeyler i¢in caligmalari vardir.
Galile uzayinda hareketler ve homotetik hareketler pek caligilmamig, yeni konular-

dandir.

Bu calismada diizlemde, uzayda ve n-boyutlu uzayda Galile hareketleri tanimlandi,
regiiler olmasi ile ilgili gesitli teoremler verildi ve daha sonra homotetik hareketler in-

celendi. Sonra Galile uzayi i¢in yapilanlar pseudo-Galile uzayima genellegtirilmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR
2.1. E" de Hareketler

Tanim 2.1.1 (Afin Uzay)

A # @ Dbir ciimle ve bir vektor uzay1 V' olsun.

v: AxXA — V
(P.Q) — ¥(PQ) =PQ

dontistimii
— —_—  —
1)VP,Q,R€ A i¢in PR= PQ+ QR dir.
2)VP € Ave «€V igin P—Cj = « olacak bicimde bir tek @@ € A noktasi
vardir,
artin1 saghyor ise A ciimlesine V' ile birlestirilmis bir afin uzay denir

$
(Hacisalihoglu 1998).
Ornek 2.1.1 . Her vektor uzay: kendisi ile birlesen bir afin uzaydir.

Tanim 2.1.2. (Oklid Uzay)
Bir reel afin uzay A ve A ile birlesen vektor uzayr V' olsun. V' de bir i¢carpim

islemi olarak

(,): VxV — R
" r = (21, ..., Ty)
(z,y) — (zy) =2 ¥
Yy = (yl: "'7yn)
Oklid iccarpimi tanimlanirsa bu islem yardimi ile A da uzaklik ve ac1 gibi metrik

kavramlar tammlanabilir. Boylece A afin uzay1 Oklid uzay: adim alir

(Hacisalihoglu 1983).

Ornek 2.1.2. 3-boyutlu standart reel vektdr uzayr R® ile birlestirilmis R® afin



uzayim ele alalm. Bu R? vektor uzaymda Oklid iccarpimi

(y: R*<xR* - R

T = (:Elvx?yx?))
(Jf,y) - <'T7y> = E?:l TilY;
Y= (Y1,92,93)

biciminde tanimlanir. Boylece R3afin uzayr 3-boyutlu Oklid uzay: olur ve E? ile

gosterilir.

Tanim 2.1.3. (E" de Izometri)

d, E™ n-boyutlu Oklid uzay iizerinde bir uzaklik fonksiyonu olmak iizere
fE"— E"

fonksiyonu icin

A(f(X), f(Y)) = d(X.Y) X,Y € E"

ise f fonksiyonuna FE™ in bir izometrisi denir (Hacisalihoglu 1980).

Tanim 2.1.4. (D6nme)

E™ nin bir izometrisi f olmak iizere,

f(0)=0, Oe B

olacak gekilde bir O noktasi mevcut ise f ye O etrafinda bir donme denir

(Hacisalihoglu 1998).

Teorem 2.1.1.

E™ ile egslenen R™ n-boyutlu standart reel vektor uzayinda
(X,Y) = szyz ;o X = (21,20, 0,10),Y = (Y1, Y2, -5 Un)
i=1

Oklid i¢ ¢arpimim koruyan ortogonal grup O(n) ile, O = (0, ...,0) noktasim sabit



birakan donme grubu eglenebilir (Hacisalihoglu 1998).

Boylece , herhangi bir donme altinda, E™ deki bir X noktasinin goriintiisii ¥ olmak
uzere,

Y = AX, A€ O(n)

biciminde yazilabilir.

Tanim 2.1.5. (Oteleme)

f, E™ nin bir izometrisi ve eger, X = (x1,%2,..,2,) € E™ igin
f(X) = (1’1 +t1, 20 4+ 1o, .., Ty +tn), LLeR, 1<i1<n

ise f e E" de bir dteleme denir (Hacisalihoglu 1998).

Teorem 2.1.2.

E™, n-boyutlu Oklid uzaymin kat1 hareketlerinden birinin matrisi B olmak iizere,

) .
23
B — a;
t,
0000 1]
4 C
o1

laij] € O(n), 1<ij<n

(n+1) x (n+1) tipinde reel ve regiiler bir matristir. Bu cins matrislerin grubu

GL(n+ 1, R) nin bir alt grubu olarak ifade edilebilir (Hacisalihoglu 1998).

Boylece B ye karsilik gelen genel izometri, E™ deki bir X noktasinin B al-



tindaki goriintiisii Y olmak iizere, matris formunda

Y=AX+C, AeO(n), CeT(n)

biciminde de ifade edilebilir.

Simdi n-boyutlu bir R = {O’, E"} referans uzaymi gozoniine alalim. Bu uzayn
noktalarimi hareketler altinda sabit olarak diigiinelim. Rop = {O, E"} ile hareketler
altinda sabit olmayan bir diger uzay1 (hareket uzayi) gosterelim. R de orijin olarak
bir keyfi O’ noktasim segerek E™ nin herbir P, @, R,...noktasina bu noktanin R de
O'P,0'Q,0'R,... yer vektorlerini karsilik getirebilirz.

R ve Ro vektor uzaylar:, Oklid i¢ carpim ile birer i¢ carpim uzayidirlar.

Tanim 2.1.6. (Genel Hareket)
E™ | n-boyutlu Oklid uzaymda A bir n x n ortogonal matris, C' bir 6telemeye

tekabiil eden n X 1 matris olmak iizere

Y=AX+C

ile verilen bir genel izometrinin ifadesindeki A ve C' matrisleri eger, zaman ile
ozdeslenebilen bir ¢ parametresinin fonksiyonlari, ayrica A nin determinanti 1 ve
biitiin karakteristik degerleri farkli ise Y = A.X 4+ C izometrilerinin herbirine E™
de bir genel hareket denir (Bottema 1979).

Y=AX

ile verilen bir genel harekette sabit bir X € Rp noktasimin resmi Y demektir. Bir
genel harekette A.X kismina hareketin donme kisma denir. Hareketin parametresi

t olmak tizere

Y=AX
ile verilen dénme kismini diisiinelim. Hareketli uzayin sabit bir X noktasinin hiz

bt



vektorii

dY dA
Y =— A=—
dt dt
olmak iizere
Yy = AX
ile verilir. Boylece
Yy =AATY

olur.

Tanim 2.1.7.( £" de Egri)

n-boyutlu Oklid uzay1 E® ve I , R nin bir irtibath acik alt ciimlesi olmak iizere
a:ICR—E"

doniigiimii diferensiyellenebilir ise «(I) ciimlesine E™ de bir egri denir

(Hacisalihoglu 1983).

Tanim 2.1.8. (Infinitezimal Matris)

¢ birinci mertebeden bir infinitezimal nicelik olmak iizere
A= In + [gbij]a B = [bij]nxn

matrisine bir infinitezimal matris denir.

B matrisi antisimetrik matris ise A matrisi ortogonal olur. Ayrica

A_l = ]n—[ész]]

detA = 14¢(izB)

dir (Courrant and Hilbert 1953).



Tanim 2.1.9. ( Homotetik Hareket)

hA C
0 1

ile belirli doniisiime E™ de bir homotetik hareket denir. Burada, h = h.[l, bir
skalar matris, A € O(n) ve C € R} dir (Hacisalihoglu 1971).

Tanim 2.1.10. (Bir- Parametreli Homotetik Hareket).
J C R bir agk aralik, O € J olsun. h: J — R fonksiyonu, A € SO(n) matrisi ve

nx 1 tipindeki C' matrisi t ye gore diferensiyellenebilir olmak iizere elemanlari,

bi¢iminde tanimh F(t) : E" — E™ doniigiimiine E™ in bir-parametreli homotetik

hareketi denir (Hacisalihoglu 1971).

h bir skalar oldugundan

dir. B=h.A alirsak

Bfl — hfl Afl — l AT

elde edilir. Bir X € E" igin Y = B.X +(C noktalarinin geometrik yeri E™
de bir egridir. Bu egriyi Y ile gosterecegiz.

Y=BX+C

esitliginde ¢ ye gore tiirev alinirsa

ay dB dX dC

elde edilir.



Tanim 2.1.11. (Mutlak Hiz, Siiriiklenme Hizi, Rélatif Hiz)
Y = B.X + C hareketine ait

dy 4B dX  dC
ar _db o pgat  dC
P S B T N

4B X 4+ 4 ve siriklenme bz, B.2X ye

. . . dY .
ifadesindeki % ye hareketin mutlak hiz, d i dt

dt
de hareketin rélatif hize denir (Hacisalihoglu 1971).

Hareketli ve sabit uzaymn her ikisinde de bir t aninda sabit olan bir nokta icin

dY aX dB dC
- a a Xt

dir. Bu ortak sabit noktaya hareketin t anindaki ani pol noktas: denir (Hacisalihoglu

1971).

Bu ortak noktanin sabit uzaydaki adi sabit pol noktas: ve hareketli uzaydaki adi da

hareketli pol noktasidir.

Teorem 2.1.3.

Y = B.X +C bir homotetik hareket ise det(%¥) # 0 dir (Hacisalihoglu 1971).
Teorem 2.1.4.

n-boyutlu Oklid uzayimnda E™ in homotetik hareketleri her n icin regiiler hareketlerdir
(Hacisalihoglu 1971).

Teorem 2.1.5.
n-boyutlu Oklid uzaymmda. E™ in homotetik hareketleri her ¢ anmda bir tek ani
pol noktasina sahiptir (Hacisalihoglu 1971).



2.2 Diferensiyellenebilir Manifoldlar

Tanim 2.2.1. (Topolojik Manifold)
M bir Haussdorf uzayi olsun. M nin her bir acik alt ciimlesi £ in bir acik alt
ctimlesine homeomorf ve M sayilabilir coklukta agik ctimlelerle ortiilebiliyorsa M

e n-boyutlu topolojik manifold denir (Hacisalihoglu 1983).

Tanim 2.2.2. (Harita)
M bir topolojik manifold olsun. U C M agik alt ciimlesinden E™ in bir acik alt
ciimlesine bir

v:.U—-V

homeomorfizmi verilsin (¥, U ) ikilisine M de bir koordinat komsulugu veya harita

denir (Hacisalihoglu 1983).

M U E™
_)
AN L yi
;/)i:yiolll R

v, =y; 0¥ (1 <i<mn) olmak iizere ¢); lere U haritasina bagh koordinat

fonksiyonlar: denir (Hacisalihoglu 1983).

Tanim 2.2.3. (Atlas)

M bir topolojik n- manifold ve M nin bir agik ortiisit {W,} olsun. W, acgk
ctimlelerinin « indislerinin ciimlesi A olmak tizere {W,} ortiisii icin {Wo}, 4
yazilir. E" de W, yabir ¥, homomorfizmi altinda homeomorf olan acik
ciimle W, olsun. Boylece ortaya ¢kan (V,, W, ) haritalarimn

S = {(\IJOHW& ) }

acA

koleksiyonuna bir atlas (=koordinat komsulugu sistemi) denir (Hacisalihoglu 1983).

Bir topolojik n-manifold M ve bir P€ M noktasinin agik komguluklar1 da W,



olsun. P noktasinin lokal koordinatlari, W, lar degistikce, ¥, degiseceginden W,
larin  sayis1 kadar W, vardir. Her bir @« € A igin (V,, W, ) iizerindeki lokal
koordinat sistemini (zf ,...,z% ) ile gosterelim. P noktasmin iki agik komgulugu

W, ve Wpsigin W, N Wz # @ ise W, N Wz nin herbir noktasinda
(xf,..,z0) ve (zf,..,x

gibi iki koordinat sistemi tanmimlidir. Bu iki koordinat sistemi arasindaki bagintiyi

gormek miimkiindiir:

-3
/—> MG 1
|'|ll T oy
———" _}/
[ __I'!... .
/ [y H
! \/]/ Hy P
¥ ——— ;
= E . /
A !
f ¥ f.'.«'_.'f“;. T
;o w7
/ e n | 5
J L Lo N
{ k=3 | \\ o
{ SEE e SRR, B -\\ W ¥P
: -’z Tmed \\ ™
-~ P
Il'w"" ] j\\ "
i We'
t S %
J Iy
W i \"\‘
T
P
" s
P = f."}El * il
u
\_\
{f.l_-;_;- =T||'-".-rl [l |'||I_|S \\._\
"
=1
il [ 1wl
1-JPg

Sekil 2.1 Koordinat sistemleri arasindaki baginti
(W, N Wy) CcU, CE" ve ' (Wy N Ws) CUs C E

alt ctimleleri ikiser acik ciimlenin birer homomorfizim altinda goriintiileri olduk-
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larindan acgik ciimlelerdir. Ayrica
Uil o Wy W N (We N Wp) — U (W, N W)

ile

U oWy W (Wo N We) — U (Wo N W)

fonksiyonlar1 da ikiger homeomorfizimin bilesimi olduklarindan birer homeomorfiz-
imdirler.
Kisaca

Ppo =Vl oW, vedas="V," 0l

gosterimleri kullanilabilir (Hacisalihoglu 1983).

Tanim 2.2.4. (Diferensiyellenebilir Yapi )

Bir topolojik n-manifold M ve M in bir atlas1 S = {(V,, W,)},c4 olsun. Eger
S atlasi igin W, N Wj # & olmak tizere, Va,3 € A  ya karsihk ®.5 ve ®g,
fonksiyonlar1 C* smifindan diferensiyelllenebilir iseler S ye C* simifindan diferen-
siyelllenebilirdir denir. S atlast M iizerinde C* smifindan oldugu zaman S ye

M iizerinde C* simfindan diferensiyellenebilir yap: adi verilir (Hacisalihoglu 1983).

Tamim 2.2.5. M n-boyutlu topolojik manifold ve M nin bir S atlast C*
sinifindan ise M manifolduna n-boyutlu bir diferensiyellenebilir manifold denir

(Hacisalihoglu 1983).

Tanim 2.2.6. (Tanjant Vektor)
M  bir diferensiyellenebilir manifold , M den R ye biitiin diferensiyellenebilir

fonksiyonlarin ctimlesi C*°(M,R) ve P € M olmak iizere
Xp:C*(M,R) — R

fonksiyonu , f,g € C*°(M,R) ve a,b€ R igin
1) Xp(a.f +b.9) = a(Xpf) +b(Xpg)

11



2) Xp(f.9) = (Xpf)g(P) + f(P)(Xpg)

ozeliklerini sagliyorsa bu fonksiyona M nin P  noktasindaki bir tanjant vektori

denir (Hacisalihoglu 1983).

Bu bi¢imde taniml fonksiyonlarin ciimlesi Ty, (P) ile gosterilirse , Xp, Yp € T (P)
feC>®M,R) ve a€ R igin

(Xp®Yp)(f) = Xpf+Ypf
(aXp)(f) = a.pr

islemleri ile birlikte T3/(P) , R iizerinde bir vektor uzay: olup, M in P noktasin-
daki tanjant uzay adi verilir (Hacisalihoglu 1983).

Tanim 2.2.7. (Vektoér Alam)

Bir diferensiyellenebilir manifold M olsun.

X: M — UPeMTM<P)
P — XpeTy(P)

bi¢iminde tanimli y doniisiimiine M manifoldu iizerinde bir vektér alan: denir

(Hacisalihoglu 1983).
Tanim 2.2.8. (Tiirev Doniisiimii)
F:E"— E™
bir doniisiim olsun. Eger vp € Tpn(P) ise
(F.)p(vp) € Tgm (F(P))

de E™ nint — F (?’) +tv) egrisinin ¢t = 0 daki hiz vektorii olsun. Boylece
tanimli

(F)p : Tpn(P) — T (F(P))
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fonksiyonuna , F' in P € E™ noktasindaki tirev déniisiimi denir

(Hacisalihoglu 1983).

2.3 Lie Grubu ve Lie Cebiri

Tanim 2.3.1. (Lie Grubu)
Bir M diferensiyellenebilir manifoldu ve bir G grubu verilmis olsun. Eger agagidaki

aksiyomlar saglanirsa (M, G)  ikilisine bir Lie Grubu denir.

Ly : M nin noktalar1 G nin elemanlar ile ¢akigir.
MxM — M
(a,b) — ab™?

LQ:

igslemi her yerde diferensiyellenebilirdir.
M manifolduna, Lie Grubunun temel manifoldu, ve G ye de temel grubu denir

(Hacisalihoglu 1980).

Tanim 2.3.2. (Lie Cebiri)

V' bir vektor uzay: olmak iizere

L]: VXV — %4
<X7Y) - [,](X,Y) = [X7Y]

islemi ,

1) Bilineer

2) Antisimetrik

3) (X Y], 2]+ [Iv, 2], X] + [[2, X], Y] = 0

ozeliklerine sahip ise (V) [,]) ikilisine bir Lie Cebiri denir (Hacisalihoglu 1980).
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Tanim 2.3.3. (Matris Lie Grubu)

{lai], i lai; € R}

matris uzayimin bir altmanifoldu, matrislerin carpimi islemine gore bir grup ise bu

gruba matris Lie grubu denir (Hacisalihoglu 1980).

Tanim 2.3.4. (Sol Invaryant Vektoér Alani)
GG bir matris Lie grubu ve X, G iizerinde bir vektor alani olsun. Ayrica ¢ € G
olmak {izere
L,:G — G
9o — Ly(90) = 9-90

doniisiimiinii goz 6niine alahm. Eger Vg, g1 € G igin

Ligo). X

g1

=X

90)* gog1

yani, Vg € G igin
Lig), 0 X = X o L,

ise bu vektor alanina bir sol-invaryant vektér alany denir

(Hacisalihoglu 1980).

XL:{X’XEX, L(g)*oX:XoL(g),VgeG}

cimlesi vektor alanlar1 uzaymin bir alt uzayidir. Bu altuzaya sol invaryant vektor

alanlarnin uzayr denir (Hacisalihoglu 1980).

Teorem 2.3.1.
G bir matris Lie grubu ve G nin sol invaryant vektor alanlarimin  vektor uzayi
X.(G) olsun. Bu durumda

X1(G) = Tg(e)

dir (Hacisalihoglu 1980).
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Tanim 2.3.5. (Lie Cebiri)
G Lie grubunun Lie cebiri G iizerindeki sol invaryant vektor alanlarimin Lie cebiri
olarak tanimlanir. Bunun yaninda G Lie grubunun Lie cebiri olarak G nin e birim

noktasindaki Tz(e) tanjant uzaymi Lie cebir yapisi ile birlikte alabiliriz.

Bunu Teorem 2.3.1 den dolay1 yapmaya hakkimiz vardir (Hacisalihoglu 1980).

2.4 Yar1 Oklidyen Uzaylar

Bu boliimde simetrik bilineer formlar, skalar carpimli uzaylar ve boyle uzaylar
arasindaki lineer izometrilerden bahsedilecek ve yari-Riemann manifoldu tanitila-
caktir. Daha sonra yari-Riemann manifoldunun ozel bir hali olan E" yar1-Oklid
uzayinin lineer izometrilerinin Lorentz grubu olan yari-ortogonal grup ele alinacak-

tir.

Tanim 2.4.1. (Simetrik Bilineer Formlar)

V' bir reel vektor uzay1 olsun.
g:VxV — R

doniisiimii Va,b € R ve Yu,v,w € V i¢in
(i) g(u,v) =g(v,u)
(i1) g(au + bv,w) = ag(u,w) + bg(v, w)

9(u, av + bw) = ag(u, v) + by(u, w)

ozeliklerine sahip ise bu durumda ¢ doniigiimiine V' vektor uzay: tizerinde simetrik

bilineer form denir (O’Neil 1983).

Tanmim 2.4.2. V bir reel vektor uzay1 ve g : V. xV — R; V {izerinde simetrik
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bilineer form olsun.

(i) Vo € V. vewv # 0 igin g(u,v))0 ise g simetrik bilineer formuna pozitif
tanamla,

(1)) Yv €V vewv #0 icin g(u,v)(0 ise g simetrik bilineer formuna negatif tanimis,
(i1i)) Yv € V' igin g(u,v) > 0 ise g simetrik bilineer formuna yari-pozitif tanimls,
(iv) Vv € V' igin g(u,v) <0 ise g simetrik bilineer formuna yari-negatif tanimls,

denir (O’ Neill 1983).

Tanmim 2.4.3. V' bir reel vektor uzayr ve g: V xV — R; V iizerinde simetrik

bilineer form olsun.

(i) g non-dejeneredir < g(u,v) =0 ve Yo €V iginu=0 dir.

(i1) g dejeneredir & g(w,v) =0 ve Yo €V i¢inw #0 dir.

(i1i) V' tizerindeki g mnon-dejenere simetrik bilineer form V' nin bir W alt vektor
uzaymna indirgenebilir.g|,;,  indirgenen simetrik bilineer form dejenere veya non-

dejeneredir (O’ Neill 1983).

Ornek 2.4.1. R? 2-boyutlu reel vektor uzayr ve (,) simetrik bilineer formu

VXY € R? icin,

(): R®xR* — R
(X,Y) — (X,Y) = -2 + 2210

seklinde tamimlansin. Yukaridaki tamim geregince (,) mnon-dejeneredir.

Tanim 2.4.5. (Kuadratik Form)

n-boyutlu bir reel vektor uzayr V iizerinde simetrik bilineer form g olsun.

h: V. — R
v — h(v) =g(v,v)
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doniisiimiine g den elde edilen kuadratik form denir. Bu durumda ¢ ve h yardimiyla
Yv,w €V icin;
1
g(v,w) = 5 {h(v +w) = h(v) — h(w)}

seklinde ifade edilebilir (O’ Neill 1983).

V nin bir E = {ej,es,...,e,,} baziicin; \; € R ve v; ler de v nin E bazna

karsilik gelen koordinat bilegenleri olmak iizere;

m m m
h( E V;. €5, E wj.ej) = E bijvi.wj
i=1 j=1 i=1

ve
m

Vo eV igin h(v) =Y Ai(v;)?

i=1
formuna sahiptir. \; katsayilarimin pozitif, negatif ve sifir olanlarimn sayilari,
sirast ile p, g, r ise bu durumda h kuadratik formunun igareti (p, ¢, r) dir ve ayrica

p+q+r=m dir (Duggal and Bejancu 1996).

Tamim 2.4.6.
V' bir reel vektor uzayr, £ = {ej,es,...,e,,} V nin bir bazive g : V xV — R

simetrik bilineer form olsun.
[bij] = [9(61‘763')]

g ye karsilik gelen matristir ve simetriktir (O’ Neill 1983).

Ornek 2.4.2. R? de u= (uy,us) ve w= (wy,up) Iicin,

g: R2xR* — R

(u,w) — glu,w) =uy.w; — ug. Wy

olarak tanimlansin. g simetrik ve bilineerdir.
u=1(1,0) ve. w=(0,1) igin ¢g non-dejeneredir. Dolayisiyla g bir skalar carpimdir
ve birlesmeli kuadratik formu ¢(v) = vi— vZ dir ve de g indefinittir (O’ Neill 1983).
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Onerme 2.4.1. V bir reel vektor uzayl, ¢ :V x V — R simetrik bilineer form
olsun. g ye karsilik gelen matris regiilerdir ancak ve ancak g non-dejeneredir

(O’ Neill 1983).

Onerme 2.4.2. V bir reel vektor uzay: iizerinde g simetrik bilineer formuna

ait (p, ¢, r)-tipinden bir kuadratik form A olsun. Bu durumda;

(i) g dejenere ( veya non-dejenere) dir < )0 (r =0) dir.

(i1) g pozitif ( veya negatif) tammhdir < p=m (¢ =m) dir.

(111) g pozitif ( veya negatif) yari-tammhdir < p =0, p)0,7)0 (p =0,¢)0,r)0)
dir (Duggal and Bejancu 1996).

Tamm 2.4.7. V in bir bazi £ = {ej,es,...,e,} olsun. b;; = g(e;,e;) olarak

tanimlanan B = [b;;] matrisine F bazina gore g simetrik bilineer formunun

mxn

matrisi denir. g simetrik oldugundan B matrisi de simetriktir (O’ Neill 1983).

Sonug¢ 2.4.1. V nin herhangi bir £ bazina gore g nin matrisi B olsun. g nin
dejenere (non-dejenere) olmasi icin gerek ve yeter kosul rankB = m, (rankB{(m)

olmasidir (O’ Neill 1983).

Tamm 2.4.8. (Indeks)
V' bir reel vektor uzayi ve g:V xV — R; V iizerinde bir simetrik bilineer form
olsun.

glw :WxW — R

negatif taniml olacak sekilde en biiyiikk boyutlu W alt uzaymin boyutuna, g
simetrik bilineer formunun indeksi denir ve v ile gosterilir. Ayrica v ye V

vektor uzayimmin da indeksi denir ve indV = v ile gosterilir (O’ Neill 1983).

Buna gore 1 < v < boyV  dirv = 0 olmasi i¢in gerek ve yeter kosul g nin

pozitif yari-tanimiy olmasidir.
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Tanim 2.4.9. (Skalar Carpim)
V' reel vektor uzayi tizerinde bir simetrik, bilineer, non-dejenere bir g formu tanim-
lanirsa g ye bir skalar ¢arpym (yari — Oklid metrigi) ve V. ye yari — Oklid uzay

denir.

Ozel olarak ¢ pozitif tammh ise, ¢ ye Oklid metrigi ve V. ye de Oklid uzay
denir. v = 1 ise g ye Lorentz (Minkowski) metrigi ve V  ye de Lorentz uzayr

veya Minkowski uzayr denir (O’ Neill 1983).
Tanim 2.4.10. Birv € V' vektorii igin

(i) g(v,v))0 veya v =0 ise bu v vektdrilne uzaysi (space-like)  vek-
tor,

(ii) g(v,v)(0 ise bu v vektoriine zamansi (time-like) vektor,

(i1i) g(v,v) =0 ve v #0 ise bu v vektorine igiks: (light-like, null veya
isotropik) vektor denir (O’ Neill 1983) .

Ornek 2.4.3. R? de X = (x1,23), Y = (y1,12) Z = (21, 23) ve
9(X)Y) = —z1.y1 + 122

olarak tanimlansin.

X =(1,0) i¢in ¢g(X,X)=—1 oldugundan X bir zamansi (time-like) vektordiir.
Y =(0,1) i¢in ¢g(Y,Y)=1 oldugundan Y bir uzays: (space-like) vektordiir.
Z=(1,1) igin ¢g(Z,Z) =0 oldugundan Z bir igiks1 (null) vektordiir.

Tanim 2.4.11. V yari- Oklid uzay1 ve g yari-Oklid metrigi olmak iizere;

Il: Vv - R

1
vo—= ol =lg(v,0)[2
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seklinde tanimh fonksiyona norm fonksiyonu denir.||v|| ya da v nin normu veya v

nin boyu denir. Boyu 1 birim olan vektore de birim vektér denir (O’ Neill 1983) .

Teorem 2.4.3. Bir V # {0} yari-Oklid uzay1 daima bir ortonormal baza sahiptir
(O’ Neill 1983) .

Ornek 2.4.4. n- boyutlu reel vektor uzay R™ ve bu uzaym bir ortonormal
baz1 £ = {e; = (1,0,...,0),e2 = (0,1,0,...,0), ...,e, = (0,0,...1)} olsun. v indeksi
1 < v < n olmak tizere; R"™ iizerinde bir yari-Riemann metrik VXY € R" icin

9X,Y)==>zyi+ >, xy;
=1

Jj=v+1
seklindedir. Bu metrikle birlikte R  bir yar-Oklid uzay olur ve R} ile gosterilir.

Ozel olarak v =1 ise R} bir Lorentz (Minkowski) vektor uzayidir.

Tanim 2.4.12. V, R}nin bir alt vektor uzayr olsun. Bu taktirde V alt

vektor uzayina,

(i) Eger V' bir zamans1 (time like) vektore sahipse V' ye zamansi (time like),

(ii) Eger V deki sifir olmayan her vektor uzaysi (space like) ise V' ye uzaysi
(space like),

(111) Aksi durumlarda V' ye 1s1ks: (light like) denir (O’ Neill 1983).

Tanim 2.4.13. V' bir skalar garpim uzay1 olsun. ¢; = £1 olmak tizere g(e;,e;)=0;;.€;

ifadesindeki (eq,é€9,...,6,) n-lisine g nin igareti denir.

Teorem 2.4.4. V vektor uzayi igin bir ortonormal baz FE = {e,...,e,} ve

g; = g(e;,e;) olsun. Bu durumda Yo € V' vektorii,

n
v = Z gi.9(v,e;)e;
i=1
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olacak bigimde tek tiirlii yazilir (O’ Neill 1983).

Tanim 2.4.14. V' ve W, srasiile, (,) ve ((,)) skalar ¢arpmalar ile
verilen skalar carpmali uzaylar ve 7': V' — W lineer doniigiimii verilsin.Vu,w € V/
icin

{T'(w), T(w))) = (u, w)

ise T' doniigiimiine skalar ¢carpmayr koruyor denir (O’ Neill 1983).

Tanim 2.4.15. Skalar ¢arpmay1 koruyan bir 7°: V' — W lineer izomorfizmine

bir lineer izometri denir.

Teorem 2.4.5. Bir 7" : V — W  lineer doniisiimii bir lineer izometri ise

boyV = boyW dir. Bunun tersi de dogrudur (O’ Neill 1983).

Teorem 2.4.6. V ve W skalar ¢carpimhli uzaylarin ayni boyut ve ayni indekse
sahip olmalar1 icin gerek ve yeter sart V' den W ye bir lineer izometrinin var

olmasidir.

Tanim 2.4.16. (Metrik Tensor)

M diferensiyellenebilir bir manifold olsun.

g: TMxTM — C®(M,R)
(X)) — g9gX\)Y): M — R
g(X7Y)P :g(Xp,Yp)

M iizerinde non-dejenere ve sabit indeksli (0,2) tipindeki g tensor alanina bir metrik

tensor denir (O’Neill 1983).

Bagka bir ifadeyle M manifoldunun her P noktasindaki 7p(M) tanjant uza-
yma g|p : Tp(M) x Tp(M) — R skalar ¢arpimi karsilik gelir ve ¢g|p nin indeksi
VP € M igin aymdir.

21



Tanim 2.4.17. (Yari-Riemann Manifold)
M diferensiyellenebilir bir manifold ve g de M iizerinde sabit indeksli bir metrik

tensor olmak iizere, (M, g) ikilisine bir yari- Riemann manifold denir (O’ Neil 1983).

Tanim 2.4.18. (M,g) bir yari-Riemann manifold olsun. ¢ nin sabit indeksi
v ya (M,g) yar-Riemann manifoldunun indeksi denir. v indeksli ve n boyutlu

yari-Riemann manifoldu M) ile gosterilir (O’ Neill 1983).

Tanim 2.4.19. (Lorentz Manifoldu)
M bir yari-Riemann manifoldu olsun. Eger v =1 ve n > 2 ise M{" yari-Riemann
manifolduna Lorentz manifoldu denir. Ozel olarak » =0 ise bu durumda M™ bir

Riemann manifoldur ve g de bir Riemann metrigidir(O’ Neill 1983).

Tamim 2.4.20. M bir yari-Riemann manifoldu ve o : I C R — M difer-

ensiyellenebilir bir egri olsun. o nin teget vektor alan1 7' olmak tizere,

(i) g(T,T))0 ise a egrisine uzays: (space-like) egri,
(i1) g(T,T)(0 ise o egrisine zamansi (time-like) egri,

(i11) g(T,T) = 0 ise a egrisine 1g1ks1 (light-like veya null) egri denir(O’ Neill 1983).

Tamim 2.4.21. (Lorentz I¢ Carpimi)
n>1 ve z,y € R" vektorleri olsun.z ve y nin Lorentzian i¢ carpima (skalar
garpimi)

ToyYy = —T1Y1 + Loy + ... + Tpln

seklinde tamimlanir, RV"~1 ile gosterilir. Ayrica

<I7 y> =T1Y1 + 2oy + ... + Tp1Yn—1 — Tln

skalar carpimu R"1! ile gosterilir (O’ Neill 1983).
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Tanim 2.4.22. (Lorentz Norm)
]l = | o o]
seklindedir. ||z|| pozitif, sifir ya da pozitif imajinerdir (O’ Neill 1983).

Tanim 2.4.23. (Hiperkoni)

|z|| =0 olacak sekilde R™ deki tiim z vektorlerinin ciimlesine C"~! hiperkonisi
denir ve x1y; = Tays + ... + TpYn. denklemi ile tamimhdir. C"~! hiper konisine
R™in light konisi de denir. ||z|| =0 ise z e light-like ( null) vektér denir
(O’ Neill 1983).

Tanim 2.4.24. (Lorentz Do6niisiimii)
¢:R"— R"

fonksiyonunun bir Lorentz doniisiimii olmasi i¢in gerek ve yeter kosul Vz,y € R"
icin ®(z)o®(y) = xoy olmasidir. {1,7s,...,9,} R" nin Lorentz ortonormal baz
olmasi igin gerek ve yeter kosul ¢y o0t = -1 ve U;09; =0;; (1 <i<n ve

2<j<n) dir.
R"™ nin {ey,eq,...,e,} standart bazi Lorentz ortonormal bazdir (O’ Neill 1983).

Teorem 2.4.7. & : R — R"™  Lorentz doniisiimdiir ancak ve ancak @ li-
neer ve {®(er),P(eq),...,P(e,)} bazs R™ de Lorentz ortonormaldir (O’ Neill
1983).

Tanim 2.4.25. (Lorentz Matrisi, Lorentz Grubu)
n x n —tipindeki A matrisi Lorentziandir ancak ve ancak A matrisine karsilik
gelen
A: R —- R
r — Alx) =Azx
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doniisiimii  Lorentziandir.

Matris ¢arpimi ile biitiin Lorentzian n x n —matrislerin ciimlesi O(1,n — 1)

grubunu olusturur. Bu gruba n xn —matrislerin Lorentz grubu denir (O’ Neill 1983).

Teorem 2.4.8. A n x n-tipinden bir reel matris olsun. Asagidakiler denk-

tir:

(i) A matrisi Lorentziandir.

(ii) A matrisinin siitunlar1 R” nin Lorentz ortonormal bazidur.
(iii) A matrisi A7.J.A=J denklemini saglar.

(iv) A matrisi A .J AT = J denklemini saglar.

(v) A matrisinin satirlari R™ nin Lorentz ortonormal bazidir.

-1 0 . 0
0O 1 .0

Buradaki J = isaret matrisi J 2 = 1,, J T =J ve J 1 =J
0O 0 .1

ozeligindedir (O’ Neill 1983)

Tanim 2.4.26. (Yar:1 Ortogonal Gruplar)
g€glin,R) ve x€ R" igin

g: R — R"

r — (9v) = g5z, 1<i,j<n
J

lineer operatoriinii goz 6niine alalim. Buna gére g ve h : R® — R™ fonksiyon-

larinin bilegkesi olan g o h fonksiyonu bu fonksiyonlara kargilik gelen matrisler G
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ve H olmak tizere, GH matris ¢carpimina kargilik gelir. gxr matrisi

r n
g15-T5
gin - - Gin T ;1 7
J
n
L gn1 - - Gnn ] i Tn ] z Gnj-Tj
L j=1 i

biciminde bir n x 1 matrisidir.

0<v<n icgn, e Iisaret matrisi (J;;e;) diyagonal matrisidir. Bu matrisin

diyagonal elemanlari

&1 = &9 L. =8, = —1
Evrl1 = E&paa . . =E&p =1
dir.
Buna gore
el=cg=¢T
dir.

Bu tamimlara gore E" , n-boyutlu yari-Oklid uzay ile eglenen i¢ carpimh vektor
uzayl R} olmak iizere R! iizerindeki tiim lineer izometrilerin ciimlesini O(v, n —v)

ile gosterelim. O halde

O(v,n —v)={glg: R, — R}, lineer, 1:1, 6rten }

dir. Burada g € gl(n, R), R" in (v,w) = (ev).w skalar ¢arpimim korur. Yani
(9(v), g(w)) = (v,w) dir.

Simdi O(v,n —v) nin GL(n,R) nin bir alt grubu oldugunu gostrerelim:
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(i) O(v,n —v) C GL(n,R) dir.

(ii)) O(v,n —v) # @ dir.

(iii) VA, B € O(v,n —v) i¢in A.B € O(v,n —v) dir:

(iv) VA€ O(v,n —v) igin A7! vardr ve A7 € O(v,n—v) dir

O halde A € O(v,n —v) ciimlesi matris ¢arpimu iglemine gére GL(n, R) grubunun
bir alt grubudur.

(v) O(v,n —v) grubu kapahdir:

f: Owv,n—v) CGL(n,R) — GL(n,R)
9 -  flg) =g'eg =¢, VgeO(v,n—v)

fonksiyonunu alalim. 0 < v <n icin, ¢ isaret matrisi (d;;¢;) diyagonal matrisidir

ve bu matrisin diyagonal elemanlar:

€1 = &9 L. =g, = —1
Evt1 = Epr2 . . = E&p =1
dir.
Buna gore
= Gij
QT = YGji
i¢in
geg” = [0i5e4]
olur.

gij ler R™ de koordinat fonksiyonlar: olduklarindan stireklidirler,dolayisiyla, ¢%eg
elemanlarimin karsilik geldikleri koordinat fonksiyonlar: siireklidirler. Boylece — f
siireklidir.

e elemam Vg € O(v,n —v) ig¢in sabittir ve dolaywsiyla GL(n, R) nin izomorf
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oldugu E™ nin bir sabit noktasi olarak diisiiniilebilir. O zaman {e} ciimlesi E"

de kapalidir. Dolayisiyla GL(n, R) de de kapahdur.

f stirekli oldugundan,

7 ({e}) =0w.n—v)

ciimlesi de GL(n, R) de kapali olur. O halde O(v,n — v) grubu GL(n, R) nin bir
Lie alt grubudur (O’ Neill 1983).

Bu gruba yari-ortogonal grup denir.

NOTASYON 2.4.27. O(v,n — v) yari-ortogonal grubu kisaca O,(n) ile gos-
terilecektir (O’ Neill 1983).

Teorem 2.4.9. (n x n) tipindeki bir ¢ matrisi i¢in agagidaki énermeler denktir :

(1) g € Oy(n)
(2) 9" =egle ve  gTl=eg'c,
(3) g nin kolonlar (satirlar1) R igin bir baz olusturur.

(4) g € O,(n) matrisi, R}’ nin ortonormal bazlarin1 ortonormal bazlara tagir.

Ozel olarak:

(a) Eger v =0 veya v=mn iseO,(n) grubu, R" Oklid uzaymmn tiim lineer
izometrilerinin grubudur.

(b)v=1 ve v>2 icin Oi(n) yar -ortogonal grubu, R? Minkowsky uzayinin

lineer izometrilerinin Lorentz grubudur.

Teorem 2.4.10. O(n) Lie grubunun Lie cebirini o(n) ile gosterirsek o,(n) Lie

cebiri gl(n, R) Lie cebirinin bir alt cebiridir ve o,(n) alt cebirini

o,(n) ={S €gl(n,R): " = —eSe}
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bi¢iminde ifade edebiliriz. Buna gére a € o(v), b€ o(n—v) ve x bir vx(n—v)

matris olmak tizere VS € o,(n) icin

dir (O’ Neill 1983).
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3. GALILE DUZLEMINDE HAREKETLER

Bu boliimde dual sayilar ciimlesinin cebirsel ¢zelikleri verilmistir Yaglom 1979 dan
faydalanarak Galile diizlemindeki uzaklik, aci, cember, trigonometrik tanimlar:
ile temel Galile doniigiimleri verildi. Daha sonra dénme ve tteleme iceren Galile
hareketlerinin olugturdugu G(2) Galile grubu tanitildi. Bir parametreli Galile hareket-

leri ve homotetik hareketler i¢in pol noktalar1 aragtirildi.
3.1 Dual Sayilarin Vektor Uzay1

R? ={(z,y) | =,y € R}

iki boyutlu reel vektor uzayidir. E. STUDY (1862-1930) nin kesfettigi dual sayilar
ciimlesi,

D:{z:x+5y|x,y€R,57éO, 52:0} (3.1.1)

olmak iizere, (D,+) bir Abel grubu olugturur (Hacisalihoglu 1993).

D dual sayilar ciimlesi iizerindeki ig islem (toplama) :

+: DxD — D

(3.1.2)
(Zl, 22) — 21+ 22
ve dig iglem (skalar ile carpma iglemi) :
RxD — D
(3.1.3)
(A z) — Az

olmak tizere z1 =214+ ¢cy; , 20 =20+¢€ys, 23=a3+cys€ D, A\ pu € R igin

(Z) zl+22:(a:1+x2)+5(y1+y2)ED .
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(ii) (z1 + 2z2) + 23 = [(x1 + 22) + 23] + [(y1 + y2) + y3)

= [z1+ (w2 4 23)] +€lyn + (2 + ys)]

=21+ (22 + 23)

(iii) 0 =04+¢e0 € D igin 2z +0= (21 4+0) +&(y; +0).

(iv) —z1 = (—x1)+e(—y) € D icin 21+ (—21) = (x1+ (—21)) +e(yr +(—11)) = 0.
(v) 21+ 22 = (1 + 22) +e(yr + y2)

= (@2 + 1) +e(y2 + 1)

=20+ 2

dir. Boylece (D,+) Abel grubu dur.

(vi) Az = Az +e(My),\x,\y € R ve \.z € D.

(vit) A+ )z = (A + p)x +e(A+ p)y, Az, px, \y, uy € R ve (A+p)z € D.
(vit) A 21 + 22) = M1 + 22) + eX(y1 + y2)

= Nz1 +eyr) + AMx2 +€y2 )

= Az1 + Az

(ix) (Aw)z = (Ap)z +e(An)y, (An)z, (An)y € R,

= Apx) + eA(uy)

= Apz +e(uy)] ve (A4 pu)z € D.

= A(uz)

(x)Vz€D , 1€R igin l.z=z€ D .

Boylece D dual sayilar climlesi , R reel sayilar cismi iizerinde bir vektor uzayidir.

Ayrica
f: DxD — R?

(z1,22) — [(21,22) = 2123 (3.1.4)

fonksiyonu ile D ctimlesi R? ile birlestirilmis bir afin uzaydir. Boylece

(i) Y 21, 29, 23 € D igin

Z1 %3 = %1 22+22 z3
dir.
(ii) Vz€ D ve Ya € R* igin

Z 2, =a olacak sekilde bir tek z; € D noktas1 vardir.
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Z z; vektoriinde z noktasina baglangic noktasi ve z; noktasina da uc noktasi denir.

Diger yandan D nin boyutu R? nin boyutudur; yani
boyD = boyR*

olarak tanimlanir (Hacisalihoglu 1993).

Tanim 3.1.1.( D Uzerinde I¢carpim)

21 = X1+ €Yy Ve 2o = X9 + Yy € D olmak iizere

<,>2 DxD — R
(21,22) — <21,Zz> :7“6(212’_2) (315)

= X172

olarak tammlanan (,) iglemi D iizerinde indefinit i¢carpym iglemidir.

(Hacisalihoglu 1993)

Vz1 = a1 +eyy ve 20 = 19 + €y € D igin,

(1) Konjuge simetri 6zeligi:

(21, 22) = (22, 21)

dir.

(1) Bilineerlik 6zeligi:

a) (z1+4 22,23) = (21,23) + (29, 23)
b) A(z1,22) = (Nz1, 29)

dir.

(iii) Indefinit 6zeligi:
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Vz € D igin,
(2,2) >0 2#0

(z,2) =re(2.Z2) =22 >0 dir.Simdi 2 # 0 olmasim irdeleyelim:

z=x4+¢c0& (z,2))0
40 (z,2)0
z2=0+ey < (z,2)=0

dir.

(z,2) =re(z2) =1 2=0 ve y#0

Boylece, z=0+¢ey dir. y #£ 0 olabilir. O halde
(z,z) = 0 olmasina ragmen z # 0

olabilir. Dolayisiyla (,) iglemi D de pozitif definit degildir.

Tanim 3.1.2. ( Baz)

z € D olmak iizere

zZ = xT+¢ey
= zl+¢y
= z(14+0e)+ (0+¢e)y

= 2(1,0)+y(0,1)
olarak diisgiiniildiigiinde D deki bir bazin

{(1,0),(0,1)} (3.1.6)

oldugu gortiliir.

e=(0,1) (3.1.7)

dual birimdir (Hacisalihoglu 1993).

32



(3.1.6) icin

<(1’ O), (07 1)> =0

1+e0] = 1 wve [0+¢l|=0
oldugundan {(1,0),(0,1)} sistemi ortonormal degildir.

Tanim 3.1.3. (Galile Diizlemi)
D afin uzaym R? iizerindeki yukaridaki i¢c carpim ile diisiinerek , D ye Galile

diizlemi denir ve (R% D, {(,)) veya G? ile gosterilir.

Tanim 3.1.4.(Norm)
D iizerinde tammmh (,) iglemine gére P = (x,y) noktasinin O baglangig¢ noktasina

olan uzaklig

¥(0,P) = OP
2

olmak iizere,

i0.1) = [o7]

veya

Izl = V{2

olarak tamimlanir.
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1.Jpg

Sekil 3.1 Galile diizleminde bir noktanin orjine olan uzakligi

Sekil 3.2 Bir dual sayimin normu

Galile diizlemini Yaglom’a gore yeniden tanmimlayabiliriz. Burada, sadece norm
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tammina deginecegiz. X = (z1,72) € R? igin ||.|| tanimu,

|x1’7 1’1750

|l’2|, 1171:0

1X = (3.1.8)

seklinde verilir. Bu norm dual sayilar yardimiyla verilen norm ile x; # 0 halinde

cakigsmaktadir.

Tanim 3.1.5 (Galile Diizleminde Uzaklik ve Ozel Uzaklik)

y A

Aglz,.
A{I‘,V 1

a,
Ad,

—
z

|
|
I
g o

e -

Sekil 3.3 Galile diizleminde d44, uzakhig

Galile geometrisinde A(z,y), Ai(x1,y1) noktalar: arasindaki uzaklik

dAA1 =1 —T (319)

AA;  dogru parcasinin x — ekseni iizerindeki PP,  projeksiyonunun igaretli

uzunlugudur.
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Sekil 3.4 Galile diizleminde 0 44, 6zel uzaklig

daa, =0 ise 9 =2 ve A ve A; aym 0zel dogru iizerindedir. Bu durumdaki

noktalar i¢in

daa, =Y1—Y (3.1.10)

ozel uzakhgn soz konusudur (Yaglom 1979).

Galile diizleminde herhangi bir ABC' ii¢genindeki kenar uzunluklarini inceledigimizde;

Sekil 3.4,

Sekil 3.5 G* de ABC iicgenindeki kenar uzunluklar
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dap =a+0
dpc =a dpc +dca = dap (3.1.11)
doa=b

oldugu goriiliir (Yaglom 1979).

Sonug : Galile iicgeninde iki kenarmn uzunluklari toplami iiciincii kenarin uzun-

luguna esittir.

Tanim 3.1.6. ( Galile Cemberi)
Galile diizleminde sabit bir Q(a,b) noktasma mutlak uzakhgi r (r € RT) olan

M (z,y) noktalariin S7. ciimlesine Galile ¢emberi denir.

dg(Q,M) = T
Se = {M(z,y) |dg(Q, M) =r*} (3.1.12)
(xr—a)* = 7
p=—a ve ¢q=a®—1?> olmak iizere

24+ 2r+qg=0

dir. @ merkezli, r  yarigaph S5 Galile gemberi, (@ noktasimdan r Ok-
lid mesafesindeki iki 6zel (y—eksenine paralel) dogru tizerindeki noktalardan olugur.
r =0 isebu iki6zel dogru cakisir. Onemle vurgulamaliyiz ki, belirli bir 7 yaricap
(iki bilegenli 6zel dogrular arasmndaki Oklid mesafesinin yarisi) olan bir S%, Galile
gemberinin , ¢  daki 6zel dogrusu iizerinde sonsuz ¢oklukta merkezi vardir (Ya-

glom 1979).
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!

Sekil 3.6 Si, G* de r — yaricaph Galile cemberi

Galile diizleminde birim ¢ember,

S& = {P(z,y)|da(0, P) =1} (3.1.13)
dir ( Yaglom 1979 ).
(0, P) = H(TDH
= |z +eyll
= ||
=1
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A

x=-1 (0] x=1

Sekil 3.7 G* de birim cember

Tanim 3.1.7. (iki Dogru Arasindaki Ag1)

Galile diizleminde , [ ve l; dogrular: arasindaki d;, agisinin 6l¢iisii, bu dogrularin
ortak noktasini merkez alan birim ¢ember iizerinde belirli N V; yayinin uzunlugudur.
Dogal olarak bu birim Galile cemberi tizerindeki N Ny yayinin uzunlugu dyy, ©zel

uzakhgidir.

= Sy, (3.1.14)
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A

Sekil 3.8 Galile diizleminde [ ve [y dogrular: arasindaki d;, acist

Galile diizleminde herhangi bir ABC ii¢ggeninin agilarimin olgiilerini inceledigimizde;

Sekil 3.9 G’ de ABC iggeninde ac1 olciileri
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m(BAC) = dax ¢ dxp +dax = dap (3.1.15)
m(ACB) = dup
den dolay1
m(B) +m(A) = m(C) (3.1.16)

oldugu goriiliir (Yaglom 1979).

Sonug 3.1.1. Galile iicgeninde en genis acimin olgiisii diger iki acimin olgiileri

toplamudar.

Tanim 3.1.8. (Galile Diizleminde Trigonometri)

Sy ={(1,y) |y € R} (3.1.17)

0 (1.0

Sekil 3.10 G’ de trigonometri

birim  Galile ¢emberi iizerinde V9 € R ve z=x+ecy€ D igin
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r=|z| =|z|, dg(O,P)=2x olacagindan,

x
¥ = =1 1.1
cos g ia(0. D) (3.1.18)
sin gy = %:19 (3.1.19)
dir. Bu durumda,
Z = x+ey
- x(H—s%) 240
= r(1+4¢ev9)
= 7(cos gV + esin gv) (3.1.20)
dir.
9\ 2
f() = 6“9:1+m9+<%> + ...
= 1+ev (3.1.21)

Galile diizleminde Euler formaili olarak verilir (Yaglom 1979).

Ayrica,

(I+ed)" = 14end

(cos g +esingd)” = cosg(n.d) + esin g(n.v) (3.1.22)

D’moivre formiilii elde edilir.

Tanim 3.1.9. (Galile Diizleminde Siniis Teoremi)
Galile diizleminde bir ABC' ii¢geninde dpc = a,dac = b,dagp = ¢ ve singA =
A singB = B,singC = C' oldugundan

(3.1.23)



bagmtisi vardir (Yaglom 1979).

Ornek 3.1.1. Galile cemberinde Oklid ¢emberinde oldugu gibi teget yaricapa
degme noktasinda diktir. Gergekten bir «a(t) = (1,t) = 1+ et  egrisi iizerindeki

teget vektor alani:

= (07 1)

olup,

{a(t), &(t)) = 0

dir. Dolayisiyla
a(t) L &(t) (3.1.24)

yer vektorii teget vektoriine diktir.

Ornek 3.1.2. G? de bir ¥ acismn gordiigii yay AB olmak iizere,

-4
¥ r 3

A Bl

LA - A[1,0)

11.jpg

Sekil 3.11 G de yay uzunlugu
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OAB dik ticgeninde (ABg=1V¢=|AB]|ps) icin,

1
S = §-dOA-dAB

1
= —-.1.|AB
S114B

dir. Dolayisiyla yay uzunlugu ve daire kesmesinin alan1 arasinda
ABg = |AB|s = 2.5 (3.1.25)
bagintis1 varir.

3.2. Dual Sayilarin Matris Temsili

D vektor uzay: tizerinde z = x + cy  vektoriiniin etkisini aragtiralim :

for D= D (3.2.1)

w — filw) =zw
lineer doniigiimiine karsilik gelen matrisi, D nin bir baz1 {1,¢} oldugundan,

f:(e) =ze =(r+eyle =0+e

= f = (3.2.2)

dir. Boylece w =a +¢ecb € D noktasina z = x + ey dual sayisinin sol etkisi ,

flw) = zw
z 0 a
Yy x b
ax
= (3.2.3)
ay + bx
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olarak bulunur.

Bu matrisler igerisinde x = 1 igin elde edilen, z = 1+ e na karsihk ge-

len ( birim dual sayilar) matrisinin 6nemli uygulamalar1 vardir.

Tanim 3.2.1. ( Diizlemde Shear Hareketi ve Galile Hareketleri)
D vektor uzay iizerinde z = 1 + ¢ birim dual sayisina kargilik gelen matrisin

olugturdugu doniisiim:

w — filw) = Z.w
10 x (3.2.4)
N v 1 Yy
= (x, 9z +y)
dir. Boylece
x = x
y = dr+y
veya matris formunda
x’ o x
v | |0 y

doniisiimiine G? de  Shear (Kwrpma) hareketi (Galile transformasyonu) denir
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(Yaglom 1979). z=1+¢ed,w=1+¢ev; € S}, i¢in ;

-5 Tk
w=1+e v+ v)
I={1+ev)
w=[l+egwv; )
O X=1 x
12.5pg

Sekil 3.12 z,w biri dual sayilarinin ¢arpimi
dir. Dolayisiyla

w — flw) =z2w =(1+ed)(1+edh) (3.2.5)
=14¢e(d+v)

yazilir. z = eV = 1 + ¥ ile w y1 carpmak demek, w yi ¥ kadar Galile anlaminda
dondiirmek demektir. , z = e = 14 ¥ birim dual sayis1, birim kompleks sayilarin
roliinii Galile diizleminde oynamaktadir. Galile diizleminde z = ¥ = 1 + £ oper-

atoriine shear (kirpma ) operatéri denir. Burada,

z2=0+1lew—e= (3.2.6)
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icin
0 0
e 9 0

acilimindan

9 0 0
e’ = L+ +[0] + ...
v 0

10
- (3.2.7)
9 1

olur. Harekette tteleme de yer alabilir, gercekten 2y =a + b igin

2 = eV 24 2
= (14+e9)(x+ey)+ (a+eb)

= (x4+a)+e(@r+y+0b) (3.2.8)
konumu ile G2 de bir genel hareket

/!
x = a:—l—Oy—i—a} (3.2.9)

y=vr+y+>b

veya matris formunda

v =19 1 b y (3.2.10)

olarak tanimlanan bir doniistimdiir.

Not 3.2.1. Shear hareketinde sabit noktalar1 bulmak igin

flz,y) = (2,9)
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denklemini gozoniine alalim: (3.2.4) ile

(z,92 +y) = (v,y)

dir. Boylece

9 #0
rT=x
THYy=y

y keyfi

dir. Dolayisiyla Oy ekseni tizerindeki noktalar sabit kalir. z = eV = 1 + &9 icin

f.:' D — D
X — f.(X) =zX+C

ifadesinin matris formu

! 1 0 a T
y | =19 1 b Yy
1 0 0 1 1

seklindedir. Herhangi iki X =21 4+¢cy; ve Y =22 +ey, € D igin

do(X,Y) = [|XY| = |22 — x4
da(f:(X), [:(Y)) = [L(X)LW)] = lze — 2

dolayisiyla f, Galile transformasyonudur.

(3.2.11)

(3.2.12)

(3.2.13)

Teorem 3.2.1 . f: D — D Galile transformasyonu bir shear ve bir 6telemenin

bileskesi seklinde yazilabilir.
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Ispat : (3.2.8) den genel bir Galile transformasyonu

"

7 T = T+ a
. y'= dx+y+b
olsun. Burada
.
T = T
g: Shear
"= dx+
Y Y = f=hog
= .
h: Oteleme
yll — yl + b

olmak {izere

flz,y) = hig(z,y))

dir.

Teorem 3.2.2. G? de (3.2.10) daki doniigiimlerin ciimlesi bilesim iglemine gore

bir grup olugturur ve bu gruba Galile grubu denir (Yaglom 1979).
G2)={RIR:G* =G z=x+cy,m=a+eb, 7 =e¢"2+2} (3.2.14)

Ispat: (G(2),0) nin grup oldugunu gosterelim:

(i) (o) isleminin G(2) de kapalilk ozeligi:
VR, Ry € G(2) igin Ry o Ry € G(2) dir.

A Gy Ay Oy 1 0 1 0
Rl = y L2 = ) Al = ) A2 = ve
0 1 0 1 Y1 ¥y 1
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1 0
A:Al.AQ == € G(2) dir.
191"‘192 1
A C Ay C A1 Ay A1.Co 4+ C
R1 ORQ _ 1 1 . 2 2 _ 1-412 1-“2 1 c G(Q)
0 1 0 1 0 1

Burada A;.Cy+ C; bir 6telemedir.

(ii) (o)
VRl, RQ, Rs € G(Q) icin (Rl o Rg) oRs=R;0 (RQ o Rg) dir.

isleminin G(2) de birlegimlilik 6zeligi:

A C Ay C Az C

(Ry 0 By) o Ry — 1 Cr 2 (o 3 O3
0 1 0 1 0 1

B A1A2 Ang—i—C'l A3 Cg

0 1 0 1
| Aty AAC+ 4Gy + G
0 1
A G AsAs AsCy + Oy
0 1| | 0 1
A G Ay Oy Az Cs
0 1 0 1 0 1

= .P_Ll o (R2 e} Rg)

olur.

(i1i) (o) isleminin G(2) de etkisiz eleman ozeligi:

VRe G(2) icin Rol=IoR=R olan bir [e€G(2) vardir ve bu

I:G*—G?
ozdeslik dontistimiidiir.
A C r Yy A C
R (@] [ = —
0 1 z i 0 1
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Ar+Cz=A Ar=A=2=AA"1=1,

Ay+Ct=C Ay+C1=C=Ay=0=y=0
=

z=0 z=0
t=1 ) t=1
bulunur. Buradan
I, 0O
I= € G(2)
0 1

elde edilir.

(iv) (o) igleminin G(2) de ters eleman ozeligi:

VREG(2) igin RoR'=R'oR=1 olan bir R~!' € G(2) vardir.

R':.G?* = G?
A C u v I, 0
RoR1'= = =1
0 1 Yy 2 0 1
)
Au+Cy =1, Au=L=>u=0LA"1"'=u=A"
Av+Cz=0 Av+Cz2=0=Av=—-Cl=v=-A"'C
=
y=0 y=0
z=1 ) z=1
bulunur. Buradan
. AL —ATIC
R = € G(2)
0 1
elde edilir.
10 1 0
A= detA=1= A1 =
9 1 -9 1
dir. Ayrica
. 1 0 a
_A 0 = —
- 1 b
—a
Ya — b



dir. Buradan

. 41 —AlC
0 1

[ 1 0 —a

R" = | =9 1 ad—b
000 1

bulunur. Boylece (G(2),0) ikilisi bir gruptur.

Ornek 3.2.1. Y # 0 olmak iizere y ekseni boyunca Galile hareketi yaptiran

matrisler su formdadir..

100
9 1 0
0 01

Sekil 3.13 y ekseni boyunca ) — kati ile Galile(shear) hareketi
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Ornek 3.2.2. z ckseni boyunca k-kats ile Galile (shear) hareketi soyledir :

' 1 k T
Yy 01 Y Y
A A

(x+Eky, y)
== (%, ¥) ST

x+ ky

(3.2.16)

\4
v

>0

E<O0

Sekil 3.14 x ekseni boyunca k — kat1 ile Galile(shear) hareketi

Tanim 3.2.3. G(2) Galile (transformasyonlar1) grubu (3.2.14) altinda G? deki

degismezlerin teorisine Galile geometrisi denir (Yaglom 1979). Bu degismezlerin

birkaci sunlardir:

1. Dogru olma o6zeligi korunur.

2. Dogrularin paralelligi korunur.

3. Dogru pargalarini bolme orani korunur.

4. Alan biiyiikliikleri korunur.
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Ispat.(3)

MY

Sekil 3.15 G? de dogru parcalarini bolme orani
(1) den ‘%g]' = ﬂgl oldugundan Eig:l‘ = E—[B)‘l dir. [AB] || [EF] i¢in Galile

grubu etkisi ile (2) den [A'B] || [E'F'] elde edilir. (1) ile {57 = &5 dir.

|EF| = |CD| ve |E'F'| =|C'D’| oldugundan Galile grubu etkisi ile CDFE par-

elelkenar1 C'D'F'E’ na resmedilir. Dolayisiyla Galile geometrisinde paralel dogru-
larin uzunluklar1 orani invaryant kalir. Bununla birlikte [AB] }f [M N] i¢in Galile
grubu etkisi ile |[AB| (JA’B’| ve |MN|)|M'N’| oldugundan % # % elde
edilir. Yani Galile grubu etkisi ile paralel olmayan dogrularin uzunluklar1 orani

degisir.(Yaglom 1979).
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Sekil 3.16 G2 de alan biiyiikliikleri

F seklinin alani, sekil icerisindeki e? br? lerin toplam sayisidir. Galile grubu

etkisi ile F' geklinden F’ ve her bir S karesinde S’ parelelkenar1 elde edilir. Bir
shear etkisinde Oy eksenine parelel dogrular invaryant kaldigindan, S’ nin Oy
eksenine paralel kenar uzunlugu e ve aralarindaki dik mesafe e dir. Dolayisiyla

alanS' = €2 = alanS ve alanF' = alanF dir.
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Tanim 3.2.4. (Diizlemde

Bir Parametreli Galile Hareketleri)

1 t
Bir A(t) = Galile doniigtimii ve C(t) = al?) oteleme matrisi ile
u(t) 1 b(t)
f: G - G?
X — f(X) =A@1l).X+C(t) (3.2.17)

—Y(t)

doniisiimiine  bir- parametreli Galile hareketi denir.

Baglangicta t =0, v(0) = C(0) =0 ve dolayist ile Y = X dir.

Y (

ile belirli hiz denkleminde,

stiriiklenme hizi"  A(t). X

t) = A(t).X + C(t) + A(t).X

Y(t) hareketin "mutlak iz" , A(t).X + C(t) "
" rolatif hizi" (X = X(¢f) olmas: hali) dir.

Simdi siiriiklenme hizinin sifir oldugu noktalar: bulalim:

AD.X+C1) =0

denkleminin ¢6ziim ciimlesi hareketin pol noktalarini verir.

0 .
= = detA=0
o(t) 0

Bu durumda, hareket regiiler olmadigindan ¢oziim tek degildir.

a(t) =0 = a(t) = sbt  olmali (t =0 da a(0) = 0 idi) . Dolaysiyla V¢

icin a(t) =0 dir..
O(t)z + b(t) =0 =

v=—20 (o) £0) dir.
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Boylece C(t) = (0,b(t)) ve her t aninda bir pol ekseni vardir. Bu eksen diizlemde

_by
o(1)

Yani , Galile diizleminde V¢ aninda bir pol ekseni vardir. Ayrica Vt i¢in bu eksenler

T = dogrusudur.

paraleldir.

Simdi OKklid diizlemindeki hareketin pol noktalaria bakalim:
Oklid diizleminde

y1(t) cost —sint x a(t)
Y2 (1) sint cost Y b(t)

hareketi i¢in;

Y(t) = A@t).X +C(t) + A(t).X

hiz denkleminde Y'(t) " mutlak hiz" , A(t).X +C(t) 7 siiriiklenme hiz1" | A(t). X
7 rolatif hiz"  dir.

AD).X+Ct) =0

denkleminin ¢6ziim ciimlesi hareketin pol noktalarini verir.

. —sint —cost )
A(t) = = detA=1
cost —sint

Bu durumda hareket regiilerdir. Her t aninda bir tek pol noktasi vardir. Bu nokta
AX+C=0

denkleminden

X=_A1C

dir. Oklid diizleminde her t aninda bir pol noktasi vardir. Galile hareketlerinde ise

bir pol dogrusu vardir.
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Tanim 3.2.5. (Galile Diizleminde Genel Galile Hareketleri)

Galile diizleminde shear, donme ve 6teleme iceren bir genel Galile hareketini matris

formunda
t 1 0 cost —sint T a(t
n | _ L | (3.2.18)
ya(t) v(t) 1 sint  cost Y b(t)
olarak yazilir.Ayrica, kisaca
1 0 cost —sint cost —sint
D(t) = =
I(t) 1 sint  cost VU(t)cost +sint —v(t)sint + cost

olmak {izere,

Y(t) = D)X + C(t)

yazilabilir. Bu hareketin pol noktalarini aragtirirken
DX +Ct)=0=>X=-D"'C

denkleminin ¢oziimiinii incelenir :
Buradaki

—sint —cost

D(t) =

V(t)cost — I(t)sint + cost —d(t)sint — J(t)cost —sint

matrisinin determinanti

det D(t) = 1+ 9(t)

oldugundan ¥(t) # —t icin det D(t) #0 olur. Boylece X = —D~'C i¢in

: 9(t) cost t .
3 I B w1y T a(t)
y cost — J(t) sint sint b(t)

14+9(t) 1+9(t)

elde edilir. Buradaki (x(t),y(t)) hareketin hareketli pol egrisidir. Dolayisiyla, su

sonug verilebilir :
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Sonug 3.2.2. Oklid diizleminde dénme iceren Galile hareketlerinde her t aninda

bir tek pol noktas1 vardir.

Tanim 3.2.6.( Bir Egri Yardimiyla Elde Edilen Homotetik Hareketler)

D iizerinde

al(t) = h(t) + ep(t) (3.2.19)

dual egrisi yardimiyla homotetik hareket yaptiran matrisi elde edebiliriz. Bu egriye

kargilik gelen matris h(t) # 0 igin

h(t) 0
B(t) = dir. A(t) = Galile transformasyon matrisi

() h(t) p(t) 1

olmak {izere

dir.

(3.2.19) dual egrisini incelendiginde :

i) (3.2.19) egrisi birim hizli olsun. Bu durumda ,

(o) =1

dir. Burada

<O/>O/> = <(h,7(70/)a(h,v90/>>

dir. Boylece W =7F1 ve h=Ft dirr. =1 ve h=1t olsun. Bu
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durumda,

t 0
B(t) =
| p() T
dir. Dolayisiyla, _ -
) 1 0
B(t) =
o) 1|

olur. Sonucta su teoremi verebiliriz:

Teorem 3.2.3. Galile diizlemindeki egri birim hizh olsun. Homotetik hareketin

B(t) matrisinin B(t) tiirev matrisi Galile transformasyonu matrisidir

ii) Ayrica h™(t) =1 icin homotetik hareket incelendiginde

h(t) = aot"+art" ' +.. +a,

Boylece

1
apg — —
n

Bu durumda , h(t) = 24" +a "'+ .. +1 olur.

h(t) 0 o Rt 0
AM(t) =1 ve B(t) = icin BM(t) = =
p(t) h(t) pM(t) htM(t)
1
olur. Dolayisiyla su teoremi verebiliriz :
pM(t) 1

Teorem 3.2.4. Galile diizleminde, h(™(t) =1, ve h(t) = agt" +a1.t" '+ ... +a,
icin (3.2.19) egrisinin belirttigi homotetik hareketin B(t) matrisinin B (t) tiirev

matrisi Galile transformasyonunun matrisidir.
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Tanim 3.2.7. (Bir Parametreli Homotetik Galile Hareketleri)

Bir parametreli homotetik Galile hareketi h(0) = 1,A(0) = I, , C(0) = 0 ol-
mak tizere, Y (t) = h(t).A(t)X + C(t) dir ve kisaca Y (t) = B(t)X + C(t) olarak
yazilabilir.

Baslangi¢ aninda ; Y(0) = X (0) dir. Matris formunda

- + (3.2.20)

olarak yazilan hareketin pol noktalari , yani siiriiklenme hizinin kokleri |
Bt)X+C(t) =0

denkleminden bulunur.

1
B*l — E 0
—u 1
(]2 h
elde edilir. Boylece
X=-B'C = x=| "
n]”

hareketin hareketli pol egrisidir. Sonug olarak,

Lemma 3.2.5. Bir parametreli homotetik Galile hareketinin her ¢t aninda bir

tek pol noktasi vardir.
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Tanim 3.2.8. (Yiiksek Mertebeden Ivime Merkezleri)

Y(t) = B(t)X + C(t) hareketinin n. mertebeden siiriikklenme ivmesinin

sifir oldugu noktalara (n — 1).mertebeden ivme merkezi denir. Bu ivime merkez-

lerini bulmak i¢cin B™(t) = €2 ve  CM(t) = ££ olmak iizere,

BM#®)X +C™M(t) =0
denklemini ¢ozmeliyiz. Burada
det B™(t) #0 s A £0

dir. Boylece,

Teorem 3.2.6. Her t icin A (t) # 0 ise Y(t) = h(t).A(t)X + C(t) hareketinin

(n — 1). mertebeden ivme merkezi vardir.
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4. GALILE UZAYINDA HAREKETLER

Bu boliimde G3 Galile uzay1, bu uzaydaki Galile hareketleri ve bunlarin olustur-
dugu G(3) grubu tamtildi. (Majernik 2006) dakine benzer olarak G* uzayindaki
Galile doniigiimlerinin yeni bir ifadesini elde ettik. G® uzaymndaki bir parametreli
hareketleri ve homotetik hareketleri inceleyerek, pol noktalarini arastirdik. Daha

sonra benzer ¢aligmalar1 G" Galile uzayinda ele aldik.
4.1 G3 Galile Uzayinda Kinematik

Tanim 4.1.1. (G? Galile Uzay1)
X = (v,y,2) € R?* ile G® # @ nokta ciimlesini afin anlamda egleyelim. R® de

norm operatoriinii VX € R?® icin

1X]| = o, A0 (4.1.1)

JPER 2=0

olarak tammlayalm. O zaman (R® |.]]) normlu uzay1 ile eslenen G® uzayma

Galile uzayn denir.
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Tanim 4.1.2. (Galile Transformasyonu)

X = (z,y,2) € G igin

x 1 00 x
X — Y =la 10 Y
z' b 0 1 z
x
= | ar+y
br + 2

olarak tanimlanan doniigsiime Galile transformasyonu denir. Gergekten.

| Xl =l o
240 igin, — [ £CO)] = 1] dir.
1O = IX] = Ja

i)z =0 igin, || X|| = \/y? + 22 dir.

1 00 0 0
f(X)=1a 1 0 y | = | al0+y
b 0 1 z b.0 4 2

ve | X' = v/y? + 22 dir.

Sonugta, |[f(X)|| = [|X[| = [[X'] dir.

(4.1.2)

Boylece, f yardimi ile belirlenen Shear hareketine Galile anlaminda hareket denir.

Bu hareket altinda sabit kalan noktalarn koordinatlarini bulmak icin ,

f(X)=X
denklemi ¢oziiliir :
T T
axr +vy = Y
bx + z z
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sisteminden,

ar +y=y=—=ar =0
— =0
bxr+z=2=0br =0

dir. Dolayisiyla, f doniigiimii (0,y, z) noktalarindan olusan yOz diizlemini sabit

birakir.

Ayrica harekette Oklid anlamindaki dsnme de yer alabilir :

F: G — G3

x 1 0 0 x
X — Yy’ = | a cosa —sina Yy
2 b sina cosa 2 (4.1.3)
T

= | ar +cosa.y —sina.z

br + sin .y + cos a.z

olarak tanimlanan doniigiim de bir diger Galile transformasyonudur. Gercekten.

X1 =l

i)x#0 igin, — ||F(X)|| = || X|| dir.
[ECOI =X = [«
i)z =0 icin, | X]| = /32 + 22 dir.
1 0 0 0 0
F(X)=1| a cosa —sina y | = | a.0+cosa.y —sina.z
b sina cosa z b.0 + sin .y + cos a.z
ve | X' = v/(cos .y — sina.z)? + (sin .y + cos av.z)?

= \y?+ 22 dir.
Sonugta, |F(X)[| = [|X] = || X"]| dir.
Boylece, F yardimi ile belirlenen Shear hareketi de , Galile anlaminda bir diger

harekettir. Bu hareketin sabit noktalarinin koordinatlar:

F(X)=X
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denkleminin ¢6ziimii ile belirlenir:

x x
ar +cosa.y —sina.z | = | vy
br + sin a.y + cos a.z z
sisteminden,
rT=x

ar + cosa.y —sina.z =y

bxr + sina.y + cosa.z = 2

dir. Buradan

(1 —cosa).y+sina.z = ax

—sina.y + (1 —cosa).z = bz

dir. Bu denklem sisteminin katsayilar determinanti 4Sin2% dir. « # 0 ic¢in bu
determinant sifirdan farklidir. O halde o # 0 i¢in daima y = u(x) ve z = v(z)

¢oztimleri vardir. Bu ¢oziimler

ax sin « 1
br (1 —cosa) 48in%5
1 —cosa) ax 1
z = det ( ) Ta5a
“sina b | 45in*5
dir. Boylece
r =z
~ - la(1 — cosa) — bsinal
= — —cosa) — bsinalz
7 dsinzg e
1
z = m[b(l—cos&)—l—asina]x
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sisteminden
y a(l —cosa)—bsina

z  b(l—cosa)+asina

dir. Dolayisiyla F' doniigiimii V x,«,a,b € R icin yOz diizlemindeki, tepesi

orjinde olan

—1
Z 4
y=Az
» Y
X
1.JPg
Sekil 4.1 G’ de y = Az dogru demeti
dogru demetini sabit birakir.
NOT 4.1.1.
1 00
GB)=4S=]a 1 0|:abeRdetS=1 (4.1.4)
b 0 1

olsun. Bu durumda,

1. G(3) C GL(3; R) dir.
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2. GG(3) bir degismeli gruptur.
3. G(3) bir Lie alt grubudur (Nadjafikkah and Forough 2007). Bu grubun Lie ce-

birine bakalim :

a(0) = I3, a(t) € G olmak iizere,

1 00 000
at)=1t 1 0 icin o/(t)=11 0 0 | dir. Boylece
t 01 1 00
000 000
t=1100|,J=[1000
000 1 00

olmak iizere, G3 Lie grubunun Lie cebirini g3 ile gosterirsek g5 = span{i,j} dir.

Lemma 4.1.1. G(3) Lie grubu, Heisenberg Lie grubunun Lie alt grubudur.

Ispat: Heisenberg Lie grubu,

1 Tr1 I3
H = 0 1 zo |7 €R
0 0 1

matris ¢arpim iglemine gore bir Lie grubudur. Burada o = 0 alinarak G(3) Lie

grubu elde edilir.
4.1.2 G* de Kirpma, Dénme ve Oteleme Iceren Hareketler

G? Galile uzayinda, Oz etrafinda donme, = ekseni boyunca v agisal hiziyla shear
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ve Oteleme igeren hareketin bilegkesi,

" 1 0 0 a T
" vecosB cosa —sina b
Yoo P Y (4.1.5)
Z" vsinf sina cosa ¢ z
1 0 0 0 1 1

bi¢imindedir (Yaglom 1979).

—6

¥

S —

' Hareketin CHeicine Kisimi
2-7P9

Sekil 4.2 G* de bir bilegke Galile transformasyonu

4.1.3 Galile Déniisiimlerinin Kuaterniyonlarla Ifadesi

Majernik 2006 da, G* de Galile transformasyonlarimin, kuaterniyonlar cinsin-
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den ifadesini vermistir.

==k =ij=ji=ik=ki=jk=kj=0,01,0,93€ R ve (x,y,2,1) € R
olmak tizere e TVths — 1 L i+ 0 + 95k ve X =ax+yi+zj+Ilk

kuaterniyonlari icin,

X' = eiﬂ1+j192+k193X

d+yi+2j+ Uk = (14 910+ Vo) +Usk)(x+yi + zj + k)

= 2+ (y+ )i+ (2 +022)j + (1 +J32)k

dir. Boylece

x’ 1 000 x
y’_ﬁll()() Y
21 w010l
V 9 00 1| |1

yazilabilir. Ayrica, ¢; = aj.i +b1.7 + c1.k, ¢y = a2.1 4+ ba.j + 2.k igin,

G(gy) = eItk =1 4 ai4+bij + ik

G(py) = e@itheithes — 1 4 goj 4 byj + ok
olmak tizere

G(¢1).G(py) = 1+ (a1 +az)i+ (by+b2)j+ (1 + c2)k
= G(¢1 + ¢,) (4.1.6)

dir. G* de yapilan bu islemlerin G icin de yapilabilecegini gosterelim. Daha son-

raki boliimde buradaki iglemleri G" uzayma genellegtirecegiz.
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4.1.4 G3 de Galile Déniisiimlerinin Kuaterniyonlarla ifadesi

G3 de Galile doniisiimlerinin kuaterniyonlarla ifadesini Majernik 2006 daki goster-

ime benzer sekilde verebiliriz:

i? = j2 =ij = ji = 0 olmak tizere 1% = 1 + ¢i+¢yj , X = +yi+ 2j
kuaterniyonu icin,

X' = ¢intie x (4.1.7)

doniisiimiinii ele alalim:

gyt = (14 i+ dof) (v + yi + 2j)

= o+ Y+ ¢12)i + (2 + ¢o7)j

dir. Boylece,

T 1 00 T
dl=1e 10|y (4.1.8)
4 ¢y 0 1 2

yazilabilir. Ayrica,

G(El) —  i1tid:

G(EQ) — €i¢/1+j¢2’

olmak {izere

G(E)G(Ey) = G(BE, + Ey) (4.1.9)

dir.

4.1.5 G(3) Lie Grubu ve g(3) Lie Cebiri

Q = 1+ vy + juy dual kuaterniyon, fg lineer doniisiim, K? kuaterniyon-
Q
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lar uzay1 olmak iizere,

fo: K3 — K3
X — fo(X)=0Q.X

(4.1.10)

seklinde tanimlansin,. fo ya karsilik gelen matrisi hesaplayalim,

fo(l) = 1xQ=Q=1+ivi+ jvy
foli) = ixQ=i=01+1i+0.j

foj) = ixQ=j7=01+0i+1j
dir. Boylece fg ya karsihk gelen matris

1 00
A=1uv; 1 0 (4.1.11)
Vo 0 1

olarak elde edilir. Bu tip matrislerin ciimlesini G(3) ile gosterirsek;

1 00
GB)={Asx3|A= |1y 1 0 |,v1.v12€R} (4.1.12)
12p) 0 1

carpma islemine gore bir Lie grubudur.

9(3) = {01+idvy +jva|i,j,v1,v2 € R,
i = j2=ij=3ji=0, ij#0} (4.1.13)

G(3) Lie grubunun g(3) Lie cebiri piir kuaterniyonlar uzayidir. Lie cebirinden bir

ivy + jrs € g(3) elemam icin
eVt = 1 vy + juy (4.1.14)

yazilarak Lie grubunun bir elemani elde edilir.
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4.1.6 G 2 de Bir Parametreli Galile Hareketleri

G3? de bir parametreli Galile hareketine ait doniisiim;

1 00 1 0 0
O1(t) 1 0 | €GEB)CGLEBR) ve 0 cost —sint | € SO(3)
Ua(t) 0 1 0 sint cost

olmak {izere

f: G2 — G?
X — f(X) =A0)X+Ct)=Y(t)

(4.1.15)

ve acik olarak

x 1 00 1 0 0 x a(t)
y | = %) 1 0 0 cost —sint y | + | b(t)
2’ Ja(t) 0 1 0 sint cost 2 c(t)

formunda tanimlanir. Bu doniigiimde t = 0 icin  91(0) = 9¥2(0) = a(0) = b(0) =
c(0) =0ve Y(0) = X' = X dir ve f doniigiimii her ¢ icin Galile anlaminda
uzakhigi korur.

Yani VP(%J%%%Q(%W%%) S G3 igil’l, dG(P7 Q) = dG(f(P)af(Q)) Oldugu

goriilebilir.

|1 — 1], Ty # Yy ise

da(P,Q) = [|PQ| = |
\/@2 —12)2 + (w3 —y3)?, w1 =y ise

den ,
i) x F#y ise da(P,Q) = |r1 — 1| = da(f(P), f(Q)) dir.
i) 11 =y ise do(P,Q) = /(2 — y2)? + (23 — y3)? = da(f(P), f(Q)) dir

Sonugta, do(P,Q) = da(f(P), f(Q)) dir ve f doniisiimii G* de 1-parametreli
Galile hareketidir.
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Hareketin pol noktalarimi aragtiralm : ¢ # 0 igin a(t) = 0 ve a(t) = sbt oldugun-
dan a(t) = 0 almir. det A = 1 = hareket regiilerdir. Pol noktalarmi veren

A.X 4+ C = 0 denkleminden X pol noktalarm bulalm :

0 0 0 x alt) 0
D1(t) —sint —cost y |+ b0 | =10
Uo(t) cost —sint z ¢(t) 0

det A=0 A matrisi regiiler olmadigindan sistemin ¢oziimii tek degildir.

sint.y + cost.z = b(t) + V1 (t).x .
x keyfi olmak tizere, : icin
—cost.y + sint.z = ¢(t) + 99(t).x

b(t) + D4 (t).x cost
y = det )
é(t) + Vq(t). sin ¢
[ sint b(t) + 01 (t).x
y — det (t) '1( )
— cost é(t) + Vq(t) .
dogrular elde edilir.
Buradaki harekette
1 0 0

A= 9,(t) cost —sint
Uo(t) sint  cost
dontisimiini
1 00 1 0 0
vi(t) 1 0 0 cost —sint
Ua(t) 0 1 0 sint cots
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olarak carpanlarina ayirabiliriz. Burada

Q1= cos@%—sin&?
Qi(X) = Qi x X x Q] = X'

g) - (1’0’0) X' — X! x _ x/
Qo= 1oty + oty | ) TP
X = (@20 Qu)(X) = Qu(@u(X)) (4.1.16)

dir. Boylece, bir Galile doniigiimii () dual kuaterniyonu ile, (); genel kuaterniy-

onunun bilegkesi olarak yazilabilir.

Dénme olmamasi durumunda , T : (z/,y/, 21) — (x/ 4+ a,y! + b, 2! +¢) ve

S (z,y,2) = (z, 9.2+ y, 0.0+ 2) = (x/,yl, 21) gostermek iizere;

f(x,y,2) = (ToS)(x,y,2) = T(xt,yl, 21) = (x! + a,y/ + b, 21 + ¢)

dir. Bu durum,

x’ 1 00 x a(t)
y | =] %) 10 y | + | o) (4.1.17)
2’ da(t) 0 1 z c(t)

olarak yazilabilir.

t =0 icin, ¥1(0) = ¥2(0) = a(0) = b(0) = ¢(0) = 0 oldugundan f(X) =X =X
dir.

t#0 igin a(t) =0 ve a(t) =sbt olacagindan V¢t icin a(t) =0 dir.
Hareketin pol noktalarini belirlemek icin , A.X + C = 0 denkleminden X

bulunur :

0 00 T a(t) 0
Y1(t) 0 0 y|+1bt) =10
Ya(t) 0 0 z ¢(t) 0
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sisteminden,

_—i)(t)

0 diizlemi iiz-

olmasi halinde Vt¢ aninda her iki uzayda sabit olan noktalar x =

erindeki noktalardir.

4.1.7 G2 De Bir Parametreli Homotetik Galile Hareketi

f:G* — G3

X F(X) = hHAMX +C() (1.1.18)
=Y(t)
x h(t) 0 0 x a(t)
y | = | h@®)0:(t) k() O y | T o)
2 h(t).9s(t) 0  h(t) z c(t)

doniigiimiinde  B(t) = h(t)A(t) ve t = 0 igin h(0) = 1,9:(0) = 95(0) = a(0) =
b(0) = ¢(0) = 0 oldugundan f(X) = X ve Vt i¢in f Galile anlaminda uzaklig
korur. VP($1,$2,$3)7Q(917?J2,3/3) € G3 iginv dG(P7 Q) = dG(f(P)af(Q)) Oldugu

goriilebilir.

Hareketteki pol noktalari :
B(t)X + C(t) = 0 denkleminden :

h(t) 0 0 x a(t) 0
h(t).0,(t) + h(t)91(t) h(t) 0O y |+ b)) | =10
h(t).05(t) + h(t).D5(t) 0 h(t) z é(t) 0
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ve

h(t).x +a(t) = 0
[h(t).04(t) + ()01 (D)].z + h(t).y + b(t) = 0
[A(t).02(t) + h(t).Da(t)].x + h(t).2 + ¢(t) = 0

sisteminden
o
Yy = %’191 + %191 — %
_a ahg ¢

elde edilir. Sonug olarak, G2 Galile uzayinda bir parametreli homotetik Galile

hareketinin V¢ aninda bir tek pol noktasi vardir.

4.1.8 G? de Bir Parametreli Genel Homotetik Galile Hareketleri

f:G* — G3

X — f(X) =At)A)X +C(t) (4.1.19)
=Y(t)
homotetik hareketinde
1 0 0

B(t) = A(t) | ¥1(t) cost —sint
Uo(t) sint  cost
Galile transformasyon matrisidir. B(t) = A(t)A(t) ve t = 0 i¢in A(0) = 1,9,(0) =
¥2(0) = a(0) = b(0) = ¢(0) = 0 oldugundan f(X) = X ve Vt igin f Galile an-
laminda uzakhig korur. VP(xy, 22, 23), Q(y1, ¥, y3) € G* olmak iizere, dg(P,Q) =
da(f(P), f(Q)) oldugu goriilebilir.

x 1 0 0 T a(t)
f(X)= 14y | =At) | 9(t) cost —sint y | + | b(t)
2! Us(t) sint cost z c(t)
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hareketinde pol noktalarinmi veren,
Bt)X +C(t) =0

denklemini ¢oziiliir. ¢ # 0 igin a(t) = 0 dolaywisiyle a(t) = sbt ve a(0) = 0
oldugundan a(t) = 0 olmaldir. Ayrica det B(t) = A(¢).1 #0 ve

A(t) 0 0
Bt)= | MO)O(t) + AXO)D1(t) A(t)cost — A(#)sint —A(t)sint — () cost

A()95(t) + A(£)0o(t) A(t)sint + A(t)cost  A(t) cost — A(t) sint
oldugundan
detB(t) = AO)(A(t) + A2(t)) ve A(t) # sbt icin A(t) £ 0

dir.

12

AN () + X*(t)) # 0

dir. Dolayisiyla hareket regiilerdir ve V¢ aninda bir tek pol noktasi ,
X = —B(t)_l.C'(t)
olarak belirlidir.

4.2 G" Galile Uzayinda Kinematik

Tanmim 4.2.1. (G" Galile Uzay)
X = (z1,29,...,2,) € R" igin

‘$1| 71 #0
X1 = (4.2.1)

Vi +ri+ .. +a22 1,=0

(R",]|.]]) ikilisine G™ Galile uzay: denir.
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Teorem 4.2.1. (G" de Galile Transformasyonlari)

Al € SO(H — 1) , Chy1 € R?_l, A=

lizere

f: G" —

seklinde taniml f fonksiyonu Galile transformasyonudur.

Ispat : C =0, X = (21, 22,...,7,),Y = (0, 79, ...

(4.2.2) doniigtimiinden

AX = (.’L’l, A1Y)

dir. (4.2.1) ile ||A.Y || = ||Y|| ( A; ortogonal) ve

[AX]] =

Gn
X — f(X) =AX+C

|.T1|,

1

(%1

0

Ay

,Tp) € G™

1713&0

Y], 21=0

dir . Dolaysiyle || X || = ||[AX|| = || f(X)]|| dir.

Boylece f ile belirli harekete Galile anlaminda hareket diyebiliriz.

olmak {izere,

olmak

(4.2.2)

Ay = I,_1 ve C = 0 halinde shear hareketinin sabit noktalarini arastiralim. Bunun

icin,

f(X) =X
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denkleminin ¢6ziimiiniinden :

T T

V1T1 + T2 To

Up—1T1 + Ty, T
MT1+ Ty = X9 =x,=0
Up_1T1+2, = T, =x1=0

f doniistimii (0,29, 23 x,) noktalarindan olusan uzayir sabit birakir. Yani E”

de x; =0 diizlemi iizerindeki noktalar shear hareketi altinda sabit kalir.

1 0
Teorem4.2.2. G(n)={f|f:G"—>G"} = v eERT A €SO(n—1)
v Al
olmak iizere, (G(n),) Lie gruptur.
Ispat:
1 0 1 0
1) A;, Ay € SO(n—1)  olmak tizere, :
vy Ay vy Ap
1 0
! + Avy A1Ay
1 0
= AL Ay € SO(H — 1)
v A3
1 0 1 0
2) A= eG igin A7l = e G dir.
v Ay —vATY ATt

Ayrica G(n) C GL(n,R) oldugundan G(n) Lie alt grubudur.
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Teorem 4.2.3. G(n) Lie grubunun Lie cebiri,

0 0
g(n) = che R st =5

dir ve boyg(n):”("_l) dir.

Ispat: G(0) = I, , h(0)=0, s(0)=1l 1, G(t) =

i 0 0
G(t)=| .
h(t) s(t)
dir. Burada ~
) 0 0
G0) =1 .
h(0) 5(0)
ve
sts =1, 4
oldugundan
$Ts4+sT6=0
dir.

$7(0)s(0) + s (0)$(0) = 0

sT(0) = s(0) =1I,,_; ve buradan

57(0) = —5(0)

= 0= gy,

dir, $(0) matrisleri antisimetriktir. ve boy $ (0) 5

Boylece

(n—1)(n—2)
2

boyg(n) = (n—1)+

n(n —1)
2
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dir.

boyG(n) = boyg(n) oldugundan  boyG(n) = "("2_1) dir.

Tanim 4.2.2. (G" de Bir-Parametreli Galile Hareketleri)

1 0
v1(t) :
At) = ortogonal matris, A;(t) € SO(n — 1) olmak
Ai(t)
a0 _
lzere
f+ G - G"
(4.2.3)
X — f(X) =A)X+C@) =Y(t)
doniisiimiine G™ de  bir-parametreli Galile hareketi denir.
Bu f doniigiiminde ¢ =0 igin ©v1(0) = v3(0) = ... = v,-1(0) =0  ve

Y(0)= f(X)=X dirve f hert icin Galile anlaminda uzakhig korur.
VP (21,22, %n), QY1,Y2: -, Yn) i¢in da(P, Q) = da(f(P), f(Q)) oldugu goriilebilir.

A% (P,Q) = SO s (4.2.4)

(T2 = 12)” + oo+ (20 — 9)?, 1=
i) x1 # 1y ise da(P,Q) = |z1 — y1| = da(f(P), f(Q)) dir.
i) z; = y; ise da(P,Q) = /(22 —y2)? + (23 — y3)? + .. + (20 — yn)? =
da(f(P), f(Q)) dir
Sonucta, dg(P,Q) =da(f(P), f(Q)) dir

Boylece f hareketine G™ de bir-parametreli Galile hareketi denir.

Simdi G™  de genel hareketi inceleyelim:
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U1

Un—1

Ay

ortogonal matrisi, A; € SO(n —1),

C € R} olmak tizere

(4.2.3) den G de  bir-parametreli Galile hareketleri acik olarak

Y1 1 0 T 1

Y2 U1 T Ca
Ay

Yn Un—1 T, Cn

seklinde yazilabilir. Burada A; € SO(n—1) = det A# 0 dir. Bu hareketin pol

noktalarim veren

ADX +CO(t) =0

denklemini inceleyelim :

Burada

ve det A =0 dolaysiyla, E(t) = olmak

0 A(t)

uzere,

yazilabilir. Ayrica
rank A(t) < min(rankE(t), rankF(t))

dir. Burada rankE(t) =n —1 dir. Eger rankF(t) = n ise rank A(t) =n—1

olur. Bu durumda V¢ aninda (4.2.3) hareketinin bir pol ekseni vardir.
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Tanim 4.2.3. (G" de Bir-Parametreli Homotetik Hareketler)

f+: G — G"
X — f(X) =ht)At)X +C(t)

(4.2.5)

doniisiimii  ile belli olan harekete G™ de bir-parametreli homotetik hareket denir.
1 0

v(t) Ai(t)

ortogonal matrisi.ile A(¢) Galile transformasyonuna kargilik gelen matristir.

Burada  A(t) homoteti sabiti ve A;(t) € SO(n — 1), Anxn =

Bu boliimde Hacisalihoglu 1971 den faydanilanak G™ n-boyutlu Galile uzaymdaki

homotetik hareketi arastiracagiz:

Teorem 4.2.4. G" n-boyutlu Galile uzayindaki homotetik hareketler her n icin

regiiler hareketlerdir.

Ispat : (4.2.5) hareketindeki, (t) matrisi (mn—1)x1, X,)Y,C  birer
n x 1 matrisleri, h, A,C nin elemanlar1 ¢ reel parametresine gore siirekli olarak

tiirevlenebilir fonksiyonlar,

1 0
Apsn = ortogonal matrisi ile Galile transformasyonuna kargilik

v(t) Ai(t)
gelen matristir. Buradaki h(t).A(t) = B(t) olsun.

0 0
B(t) =

I h(t).v(t) h(t).Aq(t)

= ) 0 (4.2.6)
i Ul(t) Bl(t)

Dolayisiyla
. h(t) 0
B(t) = (4.2.7)

01(t) Bi(t)
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ve

det B(t) = h(t). det By (t)

dir. Genel 1-parametreli Galile hareketi durumundan sakinmak icin

ve

h(t). Ay (t) + h(t). A (t) #0,C(t) # 0

oldugunu varsayalim. Burada

h = h(t) # sb,h(t) # 0

det By () = det(h(t). Ay (1))

dir.

(4.2.8)

(4.2.9)

(4.2.10)

(4.2.11)

Diger taraftan h bir skalar matris oldugundan h ve h~! inversi, hT transpozu

sirasiyla

dir.

antisimetrik matristir.

1

hl== ve W' =h

h

h.Aq

h.Ay + h.A,
. h
(A + LA
h .
. h
RAAAT + 3 B)
Bi(¢ — AE)

det B; = det By det(y) — AE)
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ve 1 antisimetrik matris oldugundan karakteristik denklemi
det(vp — AE) =0 (4.2.18)
dir. Antisimetrik matrisin karakteristik degerleri sifir veya imajiner oldugundan

Vt igin
det By # 0 (4.2.19)

dir. Dolaysiyla (4.2.8) den
det B # 0 (4.2.20)

bulunur. Bu da hareketin regiiler oldugunu gosterir.

Teorem 4.2.5. G" n-boyutlu Galile uzayindaki homotetik hareketlerde her ¢ i¢in

bir tek ani pol noktasi (centrot) vardir.

Ispat : Teorem 4.2.4 den G" n-boyutlu Galile uzayindaki homotetik hareketler

her n icin regiiler hareketlerdir. Dolayisiyla

BX+C=0 (4.2.21)

denkleminin tek ¢oziimii

X=—(B)'C (4.2.22)

dir. Boylece, Vt aninda hareketin bir tek ani pol noktas1 vardir.
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4.3 G" Galile Uzayinda Galile Doniisiimleri

Bu boliimde G?, G? ve G* uzaylarindaki Galile doniisiimlerine benzer olarak G"

Galile uzayindaki Galile doniigiimlerini genellestirecegiz .

Teorem 4.3.1.

G" Galile uzayinda,

f: G —- G"

(4.3.1)
X — f(X) :(1]1,1)11’1+$2,...,Un_1l’1+$n)
doniisiimii acik olarak
1 00 .0 1
vy 1 0 .0 T
fX)=1] v, 01 .0 T3 (4.3.2)

’Un_loo.]. T

yazilir ve  f  doniigiimii bir Galile doniisiimiidiir.

Ispat: = #0 icin [[f(X)] = |a| = || X].
r=0ic¢in [|[f(X)]] =vVa2+a2+..+2,2=|X].
Boylece | f(X)| =|X]| ve f izometridir, dolayisiyla f bir Galile hareketidir.

G(n) ve g(n) i agik olarak sgoyle yazabiliriz:

([ T \

(%) 010 .0
G(n) = U1, V9, ..., Up_1 € R (433)
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bir Lie gruptur, ve

agz 0 0 0 . O

aa 0 0 0 . O
g(n) = 101,09, ..., Gp—1 € R (4.3.4)

G(n) iin Lie cebiridir.

4.4 Dual Kuaterniyonlar ve G" de Galile Doniisiimleri

Bu boliimde R™ deki her X  vektoriinii, sp{l, i1,i9,....,0,1} = R" ve
if=i3=..=1i2_,=0, ve dji, =ixi; = 0,1 < k,j <n—1 ozeligini saglayan

11,12, ...,1,_1 Dbirimleri, x,xs,...,x, € R bilegenleri ile
X = 1+ Qfgil + l’gig + ...+ mnin—l (435)

formunda kullanacagiz. Bu forma X € R"™ vektoriiniin dual kuaterniyon formu

denir.

Lemma 4.4.1. Q) = 1+ vyiy + vais + .... + U,_1%,1 dual kuaterniyon operatorii

bir Galile doniigiimiidiir.

ispat H QX = (]_ + Ulil + U2i2 + .+ Un—lin—l)(l'l + Igil + ZL‘3’i2 + ...+ xnin—l)
=21 + (V121 + 22)i1 + (Vaxy + 3)ls + ..(Vp_1T1 + T )in—1

dir ve dolaywisiyla  [|QX || = || X|| dir.

Boylece , Q dual kuaterniyon operatorii  bir Galile doniigiimiidiir. Lie cebirinden

herhangi bir , a € g(n), a = ayiy + asis + ... + ap_1in—1 € g(n) igin,
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e:g(n) — Gal(n) (4.3.6)
iistel doniisiimii ile

a — e° — €a1i1+a2i2+----+an—1in—1

=1+ alil + CLQiQ + ..o+ an—lin—l

dir. Boylece Gal(n) Lie grubunun bir elemaninm elde edilir.

Sonug 4.4.1. @ = e* = 1+ ayiy + agis + .... + ay_1i,_1 bir dual kuaterniyon

operatoriidiir. Dolayisiyla, Q dual kuaterniyon operatorii bir Galile doniistimiidiir.

Sonug 4.4.2. Herhangi a,b € g(n) i¢in  Qa) = e* € Gal(n) ve Q(b) =
e’ € Gal(n) ve hatta Q(a)Q(b) = %’ = ¢*™ = Q(a +b) dir.

Boylece bir Galile doniistimiinde hizlar i¢in toplam formiiliinii elde edilir.

Teorem 4.4.2.
f: G" — G"

X — f(X) =AX

(4.3.7)

1 0 N
A= seklindeki Galile hareketi bir Oklid hareketi ve Shear hareketinin
v Al

bilegkesi seklinde ifade edilebilir.

Ispat : weR'' A e€R]
1 0 1 0 1 0
_ (4.3.8)
v Ay v I, 0 A

olarak yazilabildiginden f Galile hareketi Oklid hareketi ve Shear hareketinin

bilegkesi olarak yazilabilir.
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5. PSEUDO-GALILE KINEMATIGI

Bu boliimde G pseudo-Galile uzay1 ve bu uzaydaki pseudo-Galile anlamindaki
hareketler tamitilarak kinematik 6zelikleri arastirildi. Benzer aragtirmalar G7  pseudo-

Galile uzayinda da incelendi.
5.1 G2 Pseudo-Galile Kinematigi

Tanim 5.1.1. G%  pseudo-Galile uzayr , X(x1,72,23) € R® igin

|$1| ) T 7& 0
X1 pe = (5.1.1)

V0td =23, =z =0

olarak tanimli norm ile belirli R3® uzayidir.

G?  pseudo-Galile uzayinda

f:G?—> G‘Z’

(5.1.2)
X — f(X) =AX
shear hareketi, matris formunda
x’ 1 0 0 x
vy | = | az1 coshf sinh6 Y (5.1.3)
Z az; sinh@ cosh6 z

olarak yazilir. (5.1.1) den, X = (z,y,2) icin,

. Xl pe =[] _ .
yrz#0 = = lF(X)lpe = 1 Xl pe dir.

1A X pe = 2]

ii)z=0 = | X pe = V/|y? — 22| dir.

90



1 0 0 0 0
f(X)= ay cosh® sinhd y | = | a2.0 4+ ycoshf + zsinh @
az; sinhf cosh6 z az1.0 + ysinh 6 + z cosh 0

ve | f (X)) pe = V/|y? — 22| dir.

Dolaysiyla || f(X)|lpe = | X po dir.

Boylece f yardimi ile belirli shear hareketine pseudo-Galile anlaminda hareket denir.
Bu hareket altinda sabit kalan noktalar1 aragtiralim. Bunun igin,

f(X)=X

denklemini inceleyerek (5.1.3) ile

a91.7 + cosh .y +sinhf.2 = y

as;.x +sinh 0.y + coshf.z = =z

dir. Boylece bu harekette, =  keyfi olmak iizere

a921.T —sinh 6
y = det

az;.x 1 — coshé

1 —-coshf a9;.z
z = det

—sinhf@ as;.z

(x,y, z) noktalarindan olugsan dogru sabit kalir.

Teorem 5.1.1.

1 0 0
PG3)=4q¢A=]| v; coshf sinhf | :vi,vs,0 €R (5.1.4)

vy sinh@ coshd

olmak iizere, (PG(3),-) Lie gruptur.
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Ispat :

1 0 0 1 0 0
1. | v; cosh®; sinh®@; |.| ki coshfy sinhf, | =
vy sinh@; cosh0, ko sinh 6y cosh 0,
1 0 0

vy + kycosh @y + kysinh @y cosh(f;, + 60y) sinh(f; +6,) | € PG(3) dir.
vg + k1 sinh 01 + ko cosh 6 sinh(0; + 03) cosh(6; + 6)
1 0 0
2. A= | vy coshf sinhé icin
vy sinh 6@ coshd
1 0 0
A~ =| —v;coshf — vysinh@® coshf —sinhf | € PG(3) dir.

—vgcoshf —vysinhf® —sinh® coshé

Tanim 5.1.3. (G3 de Bir-Parametreli Pseudo-Galile Hareketleri)

f G = G}

(5.1.6)
X — f(X) =A).X+C(t) =Y(¢)
doniisiimii matris formunda
x 1 0 0 x a(t)
y | = | vi(t) cosht sinht y |+ | o) (5.1.7)
z' vo(t) sinht cosht z c(t)

yazilir ve ¢t = 0 igin v1(0) = v2(0) = a(0) = b(0) = ¢(0) =0 ve Y(0) = X =
f(X) olmak iizere V t igin pseudo-Galile anlaminda uzakligi korur. Bunun i¢in

P(z1,22.23), Q(y1,y2,y3) € G5 olmak iizere

dPG(Pv Q) = dPG(f<P)> f(Q))
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—
oldugu goriilebilir. (5.1.1) den HPQH o U
P

|$1—y1| x1 753/1

dP (P7Q> =
¢ \/|(»”U2 —y2)? — (3 —y3)? 1=

dir. Ayrica

1 0 0 i) a(t)

f(P) = | vi(t) cosht sinht xy | + | b(2)

vo(t) sinht cosht T3 c(t)
T+ (l(t)

= v1(t).xq + cosht.xg + sinh t.x3 + b(t)

va(t)x1 + sinh t.xg + cosht.zz + c(t)

ve
1 +a(t)
f(Q) = | vi(t).y1 + cosht.y, + sinht.ys + b(t)
Ua(t).y1 + sinh t.ys + cosht.ys + c(t)

olmak {izere,
o #y1 = dpe(P,Q) = |z1 — | ve
dp(f(P), f(Q)) = |z1 + a(t) —yr — a(t)| = [z1 — y| dir.

i)z =y = dpa(P.Q) = /I(x2 — y2)? — (23 — y3)?| ve
dpa(f(P), f(Q)) =

(5.1.7)

:\/ |(cosh txy 4 sinh txg — cosh tys — sinh tys3)? — (sinh tzy + cosh txz — sinh ty, — cosh tys)?|

= /|[(cosh t(zg_ys) + sinh t(z3 — y3)]? — [(sinh t(z9_ys) + cos ht(z3 — y3)]?|

= V(z2 — 42)? — (x5 — y3)?| dir.

Sonucta f bir-parametreli Pseudo-Galile hareketidir

(5.1.5) hareketinin pol noktalarim veren,

AX+C=0
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denkleminin ¢oziimiinden,

01(t) —sinht cosht o |+ b)) | =10 (5.1.9)
U9(t) cosht —sinht T3 ¢(t) 0

elde edilir. Burada det A(t) = 0 ve A(t) matrisi regiiler olmadigindan (5.1.8)

sisteminin ¢oziimii tek degildir.

Boylece , 1 keyfi olmak iizere ,

sinht.xy — cosht.xgs = 01(t)xy + b(t)

—cosht.zg +sinht.xg = Uy(t).xq + ¢&(t)

sisteminden , hareketin pol dogrusu

O1(t)xy 4+ b(t)  —cosht ]
vy = —det 1Bz +0(0) (5.1.10)
Uso(t).xy + ¢(t)  sinht

sinht  0y(t)zy + b(t)
r3 = —det

—cosht 09(t).z1 + é(t)

olarak elde edilir.
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Tanim 5.1.4. (G de Bir Parametreli Homotetik Hareketler)

a’ h(t) 0 0 x a(t)
y | = | h(t)wi(t) h(t).cosht h(t).sinht y | T | () (5.1.13)
2’ h(t).va(t) h(t).sinht h(t).cosht z c(t)

doéniigiimiinde B(t) = h(t)A(t) ve t=0 igin A(0) =1, v1(0) = v2(0) = a(0) =
b(0) =¢(0) =0 ve Y(0) =X = f(X) dir. (5.1.12) nin ¢ ye gore tiirevi alinirsa

X = B.X,+C + B.X, (5.1.14)

elde edilir. Burada yer vektorii X olan Py noktasi icin , X mutlak hz, B Xo+ C

siiriklenme iz, B.Xy relatif hizdur.

Ry ve R nin her ikisinde ayni anda sabit noktalarin aragtiralim. Bu noktalarin ¢

anindaki pozisyonunu bulmak icin pol noktalarimi veren,
B(t).Xo + C(t) =0 (5.1.15)
denkleminin ¢oziimlerine bakmak gerekir. (5.1.13) den t ye gore tiirevi alarak,

h(t) 0 0
h(t).v1(t) + h(t).01(t) h(t).cosht — h(t).sinht h(t).sinht + h(t). cosht
h(t).va(t) + h(t).09(t) h(t).sinht 4+ h(t).cosht h(t).cosht — h(t).sinht
a(t)
+ | b =
&(t)

elde edilir. det B(t) # 0 dir. Dolayisiyla (5.1.11)  hareketinin pol noktalar1 V#
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icin

xz’j@ (5.1.16)
C et [h (t).v1(t) + h(t).01(t) } T — t [h t).sinht + h(t). cosht] |
y = de [h (t).va(t) + h(t).0a(t) ] x — ¢(t) [h t).cosht — h(t). smht}
et [h(t) cosht — h(t). smht] [h t).v1(t) + h(t).0q (t)] T — (t)
— [ (t).sinht + h(t). cosh t} [h (t).va(t) + h(t) Uz(t)] T — (t)

egrisi tizerindeki noktalardir.

Sonug 5.1.4. G? pseudo-Galile uzaymda bir parametreli homotetik hareketler

regiiler hareketlerdir.
5.2 G} Pseudo-Galile Kinematigi

Tamim 5.2.1. G} pseudo-Galile uzayr , X(x1,x9,...,x,) € R" igin

|‘T1‘7 I 7£O

1 Xl pe =
e \/}x§+x§+...+xi,l — 22|,

(5.2.1)

x1=0

olarak tanimli norm ile belirli R™ uzayidir.

Tanim 5.2.2. (G} Pseudo-Galile Uzayinda Bir Parametreli Hareketler)

1 0
vi(t) -1 T
At) = ve g=gn1 € O1(n—1) ,g7'(t) = eg(t)’e,
gn—l(t)
| vn—(1)
et =¢&T  olmak iizere

f+ Gy —-  GY
Xo — f(Xo) =A{t)Xo+C(t)

(5.2.2)
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fonksiyonu ile belirli harekete bir-parametreli pseudo-Galile hareketi denir.

Simdi G7 de genel hareketi inceleyelim :

ap-| - (5.2.3)

v (t) gn—1 (t)

gn—1 € O1(n — 1) olmak iizere f hareketinde det A(t) # 0 dir. (5.2.2) nin ¢ ye
gore tiirevi aliarak,

X =AXo+C+ AX, (5.2.4)

elde edilir. Burada yer vektorii X olan Py noktasi icin , X mutlak hiz, A.Xo+C

siiriiklenme iz, A.Xy relatif huzdir.

Ry ve R nin her ikisinde ayni anda sabit noktalar1 aragtiralim. Bu noktalarin

to anindaki pozisyonunu bulmak i¢in
At).Xo+C(t) =0 (5.2.5)

denkleminin ¢oziimlerine bakmak gerekir. (5.2.3) den,

. 0 0
A(t) = .
o(t)  Ax(t)
ve det A(t) =0 dir. Ayrica,
. 0 0 1 0
Alt)=| (5.2.7)

0 0 1 0
yazilabilir. Burada FE(t) = ve F(t) = _ olmak tizere,
O(t) In-—1 0 Ai(t)
rank A(t) < min(rankE(t), rankF(t)) (5.2.8)
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dir. Burada rankE(t) = n —1 dir. Eger rankF(t) = n ise rank A(t) =n—1

olur. Bu durumda V¢ aninda hareketin bir pol ekseni vardir.

Bu bolimde Basdas 1997 den faydalanarak G? n-boyutlu Pseudo-Galile uzayinda

homotetik hareketi arastiracagiz:

Tanmim 5.2.3. (G} Pseudo-Galile Uzayinda Homotetik Hareket)

G  n-boyutlu Pseudo-Galile uzayinda bir cismin homotetik hareketi,
1 0

vi(t) N
p(t) = olmak iizere

gnfl<t)

Vn_1<t)

f+ Gl —  GY
Xo — [f(Xo) =h(t)pt)Xo+ C(t) (5.2.9)
X = B(t).Xo+ C(t)

doniigiimii ile verilir. g € O;(n — 1), ¢" =eg7le, et =¢e" | X,, X,C  Dbirer
nx 1 matrisi ve h homoteti sabiti gostermektedir. h,p, g, C' nin elemanlar1 ¢ reel

parametresine gore siirekli olarak tiirevlenebilir fonksiyonlardir.

t =1ty amnda Ry ve R deki koordinat sistemlerinin cakigik oldugunu varsay-

alim. Genel Galile doniigiimii durumundan sakinmak igin

h = h(t) # sb,h(t) # 0 (5.2.10)

ve

hp+hp#0, C#£0 (5.2.11)

oldugunu varsayalim. Burada (-) ile ¢ parametresine gore adi tiirev gostermek-
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tedir. h bir skalar matris oldugundan, h=! = % ve hT = h dir.

1 0
vi(t)
B(t) = h(t) (5.2.12)
: gn—l(t)
[ vt _
B =hp (5.2.13)
diyerek
X B C Xo
= (5.2.14)
1 0 1 1
ve
X=BXy+C
yazilir. Bu ifadenin ¢ ye gore tiirevi alinarak
X =B.Xo+C+ B.X, (5.2.15)

elde edilir. Burada yer vektorii X olan Py noktast icin , X mutlak hz, B.Xy+ C

siiriiklenme iz, B.Xy relatif hizdur.

Ry ve R nin her ikisinde aym anda sabit noktalarin olup olmadigina bakalim.

Bu noktalarin ¢, anindaki pozisyonunu bulmak igin
BXo+C=0 (5.2.16)

denkleminin ¢oziimlerine bakmak gerekir.(5.1.12) de t  ye gore tiirev alirsak,

[ () 0 ]
Bit) = h(t).v1(t) + h(t)in(t) | (5.2.17)
: (h(t).9(1))
() v () + h()i =1 () |
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dir. Boylece
det B(t) = h(t). det(h(t).g(t))

dir.

olsun.

h
= g.h.(-. ]
g-h7.9+9)
veya FE birim matris olmak iizere

B, = hg(+.E+gt9)

h
. h
olur. Simdi ¢~'.g matrisini ele alalim
gleg=c¢

de tiirev alinarak

(§"e)g+ (97e)g =0

ve

Q=gleg
denilerek

QO = g"¢g
olur ki

o' = -0

elde edilir. O halde Q matrisi anti-simetriktir. ¢ = eg~!e alarak ,
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(5.2.19)

(5.2.20)

(5.2.21)

(5.2.22)

(5.2.23)

(5.2.24)



= eglg (5.2.25)

veya

olur.

S =¢eQ (5.2.26)

olsun. Boylece

ST = ()T

= Qe (5.2.27)

ST = —&Se

bulunur. Sonugta , (5.2.21), (5.2.19),(5.2.26) den , A = % E =1, = [§,] € R"
olmak {izere

B, = Bi(S — \E)

olarak tekrar yazilabilir. S Lorentz anlaminda antisimetrik bir matristir.

det B, = det By.det(S — \E)
= h".detg.det(S — AE),g € O,(n)
= A" det(S — \E) (5.2.28)

olur.

det B; =0 icin h =0 veya det(S — \E) =0 dur.

h =0 igin piir teleme olacagindan h # 0 alinacaktir. O halde det(S — AFE) =0
dir. Simdi det(S — AE) =0 denkleminin ¢oziimiine bakalim:
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ST = —£Se  ifadesinin her v,w € R} igin
(Sv,w) = — (v, Sw) (5.2.29)
oldugunu gosterelim.

(Sv,w) = (Sv)’.ew

= vIS8Tew, ST = —eSe,8Te = —&S
= —vleSw
Dolayisiyla,
(Sv,w) = — (v, Sw) (5.2.30)
olur.

det(S — AF) = 0 denkleminin ¢oziimii S matrisinin A karakteristik degerini
verir. \ = —%, x € R}

S(x) = A\x (5.2.31)

denkleminin ¢oziimlerini ariyoruz. Buna gore (5.2.30) dan v = w =z igin

(Sz,z) = —(z,57)
(A\z,z) = —(T,A\T)
MZ,T) = —\Z,7)
A+ N (z,2) = 0 (5.2.32)
A+X) = 0 veya (z,7) =0

dir.

i) (A\+A)=0 = X=-X olur ki buda )\ piir imajiner demektir.

it) (z,Z) =0 = halinde z vektorii null vektordiir ve S(Z) = AT in A
ya gore reel ¢oziimleri vardir. Bu ise null vektorlerin S altinda invaryant kalmalar:

demektir. Yani null konisi hareket esnasinda invaryant kalir. O halde null vektorleri
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diginda VA € R igin det(S — AE) sifirdan farkh olur.

Boylece (5.2.10) hareketinde (5.2.16) denkleminin ¢oziimiinde
i) det B # 0 (timelike(zamansi) ve spacelike( uzays1) bolgede)
i) det B =0 (null(giks1) bolgede)

Sekil 5.1 Lorentz diizlemi (Ergin, 1989)

olabilir. Boylece asagidaki teoremleri verebiliriz:

Teorem 5.2.1. Zamansi ve uzaysi bolgelerde (5.2.10) hareketi regiilerdir ve

her t aninda bir tek ani pol noktasina sahiptir.

Teorem 5.2.2. Isiksi bolgede (5.2.10) hareketi regiiler degildir, pol noktasi
yoktur, dolayisiyla x null vektorleri tek degildir.

Teorem 5.2.3. Zamansi ve uzaysi bolgelerde (5.2.16) denkleminin tek (unique) bir
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¢oziimii vardir:

Xo=q =—(B)'.C (5.2.33)

Burada ¢p, @ pol noktasinin hareketli uzay Ry a gore yer vektoriinii gostermektedir.Q)

nun sabit uzay R ye gore yer vektorii g ise
X=BXy+C

ve

X =B-(B)'C]+C

veya

q=DB.g+C (5.2.34)

olur. Boylece (5.2.33) ve (5.2.34) denklemleri hareketli ve sabit pol egrilerinin

denklemlerini vermektedir.

Tanim 5.2.4 (Pol Egrilerinin Birbirine Gére Kayma ve Yuvarlanmasi)

(5.2.34) unt ye gore tiirevi alinarak
G = B.qo+C+ B.gy

veya (5.2.16) den dolay:

oldugundan

i = B.q (5.2.35)

olur.

Bu denklem ) noktasinin ¢ anindaki kayma hizini verir. Bunun anlami, pol egri-

lerinin degme noktalarindaki teget vektorleri, B Shear(kirpma) ve C' 6telemesin-
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den sonra cakigir.

o Qe

Q=Qo veya

Sekil 5.2 Pol egrilerinin birbirine gore kayma ve yuvarlanmasi

(5.2.35) den Lorentz anlaminda norm alinarak,

ldll = | B.ao

ldlldt = |[B.aof|at
= |Ihgdoll dt
=[] llg-doll dt
= [BI" ol at

ds ve dsgyay elementini gostermek iizere ds = ||¢||dt ve dso = ||qoll dt
oldugundan

ds = |h|" .dsg (5.2.36)

elde edilir. Boylece su teoremi verebiliriz.
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Teorem 5.2.4. G! n boyutlu Pseudo-Galile uzayinda homotetik hareket boyunca
null olmayan bolgelerde pol egrileri birbirleri iizerinde kayarak yuvarlanirlar. Bu
kayma yuvarlanma hareketinin katsayis1 +h" dir. Ozel olarak h =1 olmas
halinde homotetik olmayan shear(kirpma) hareketinde (5.2.36) dan dolayi, pol

egrileri s6z konusu bolgede birbirleri tizerinde kaymaksizin yuvarlanirlar.
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