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1.GIRIS

Duguim teorisi ile ilk olarak kimin ne zaman ilgileggehi sdylemek zor olsa da son
doneminde Gauss’un bu alana biraz ilgi dygdbilinmektedir.Amerikali matematikgi
Alexander dgum teorisinin 3-boyutlu topoloji c¢ainalarinda ne kadar 6nemli
oldugunu gosteren ilk kidir. Ayrica, Alman matematikci Siefert 1920’lerlmesindan
1930'a kadar yapll calsmalarda bu teorinin 6nemini belirtghir. Ayrica cebirsel
geometri ile dgum teorisi arasindaki gki arasinda gozle gorulir cginalarda yine bu

donemde Almanyada yapilgar.

1980 lerin bainda Jones’'un epochal glim sabitlerini kegfinden dolaylr dgum teorisi
topoloji baligi altindan c¢ikmy matematiksel fizie tagginmistir. Bu durum dgim

teorisinin ¢ozulebilir statiksel mekanikle yakghi da gostermgtir. DuUglim teorisi
blylylup gektigi icin onun sinirlari da devamli olarak gignekteydi. Matematiksel
biyoloji, mekanik ve kimyanin belli alanlarinda dglismeler gosterngtir.Ornegin,

biyolojide DNA molekullerinin belli tiplerininseklini aldigl goérulmatir (Murasugi
1996).

1867 yiinda Lord Kelvin, kimyasal elementlerin @dr niteliklerinin pek c¢cgunu
aciklayacak gibi gorulen deneyimsel mantik yiritasitasiyla atomlarin kapsamli bir
ediyordu. (Bir topolojiciye gore; 3-uzaydaki hilisim kendi arakesit noktalari olmaksizin
herhangi bir kapal ilmektir ve bir halka kgsieyen kapali ilmeklerin herhangi bir
birlesimidir). Digumlerin topolojik durganlik ve dgiskenliginin, kimyasal elementlerin

degisimini ve olayin sabitfiini yansittg1 disinultiyordu.

Bernhard Riemann 1860 larda, geometrik yapilamktéki kuvvetlerle olan ikisiyle
ilgileniyordu. Riemann, Gauss’'un gahasl Uzerinde durarak 3-boyutlu uzaylar icin
eliptik, Oklidik ve hiperbolik olmak lzere U¢ farkbeometrik yapiyr agariyordu.
(Einstein' in izafiyet teorisi Riemannian geomeiderine iga edilmitir). Bu farkl



yapilarin her biri, dizlemlerdeki ticgenlerin davgkam ile karakterize edilebilirler. Eliptik
3-uzayda, diizlemdeki tiggenin i¢ agilar toplamr i blyuktir. Oklidik 3-uzayda toplam
180¢ dir ve hiperbolik 3-uzayda ise toplam 180° Keqlktir. 1978de William Thurston bir
3-manifold bir hiperbolik yapiya sahip ogluinda gereklsartlari kurdu.Sasirtici bicimde,
digumlerin iyi tanimh bir alt sinifi hari¢ tum @im timleyenleri tam bir hiperbolik yapiya
sahiptirler.

Thurston’un hiperbolik yapilar Gzerindeki gahasi, dgum teorisinin fizik ile ilgkilerini
siki birsekilde yeniden kurdu. 1980 lerde tamamen beklenjigmebaz! yollar vasitasiyla
cebirlerin teorisini kullanan Alexander' inkindesmrtamen farkli olan bir polinom sabiti
buldu. Kisa bir zaman dilimi icinde, Jones polinowtan genellgirilen besten daha fazla yeni
polinom sabitleri bulundu. (Bu polinomlardan bt farkli matematikci tarafindan ayni
zamanda bulundu ve adi, onlarin soyadlarinin itkemaalinarak olgturulan "homfly” oldu.
Ayrica Jones' un polinomu, hizli ekilde diguim izdigumleri tGzerinde Tait' in orijinal
tahminlerinin tamaminin goulugunu ortaya koyan ispatlara yol actr).

Sonlu tip diglim sabitleri birbirinden @amsiz olarak Victor Vassiliev ve Mikkail Gaussaro
tarafindan 1989-1990 civarinda bulundu ve ilk piayyapild.

Ilk calismalar sirasinda ne Vassiliev ne de Gaussarovdiioldukca fazla diiindi. Aslinda
Vassiliev diglim sabitleri ile ¢ok ilgilenmedi. Onun ilgiler@ilikonu smooth donimler
uzayinda genel diskriminant teorisiydi. #iin teorisinde sonlu tipli sabitlerin dGnemini devrim
seklinde algiladi. Bu sabitlerin adini Vassiliev igab koydu. Bazilari ise bunlari Vassiliev-

Gaussarov olarak adlandirdi.

Vassilievin yaklgimi, bir manifolddan gerine smooth dégimlerin uzayinda (sonsuz
boyutlu) diskriminantlari caima Uzerineydi. Diskriminant singilerlikle tim d&atnlerden

ibarettir.



Ornezin ,bir cemberden 3-uzay iizerine tiim smooth glimierin uzayM ={f =S' - 03
g6z 6nine alalim.ger f bir yerletirme ise (singuler noktasiz ) birgimdur. Tim dgumler

kiimesinin tiimleyenis 0 M diskriminatidir. O singiiletie sahipS' den(]® e tiim smooth
donigumlerden ibarettir. Burada lokal isé =0 dezil f birebirdir. ki digumun denk

olmasi icin gerek ve yeteart diskriminanti kesmeyeM uzayinda bir yol ile birlgirilebilir
olmasidir. Boylece diiim tipleri M / £ timleyeninin bglantili bilesenleri ile birebir kagilik

gelir.

(Birman ve Lin,1993) Vassilievin orijinal tekniklam bir ¢cok sadelgirmesine katkida
bulundular. Onlar,Jones polinomu ve sonlu tipliittabarasindaki kdantlyr acikladilar ve
Chord diyagramlarinin cebirsel roliini vurguladiBar-Natan Vassiliev sabitlerinin gaha
surecinde ilk matematikcilerdi (Bar-Natan,1995).Kslalerinde ve tezinde sonlu tipli sabitler
ile onun 6zel dagmani E. Witten ile dikkatlesienmi topolojik kuantum cisim teorisi
arasindaki ikyi buldu.

Sunulan bu tezin ikici boliminde gim teorisinin bazi temel bilgileri ve giimlerin

Ozellikleri verilmistir.

Uclincti boliimde ise baziglim polinomlari tanitiingtir.

Dordinct bélimde ise Vassiliev sabitleri ele ahkabazi dgimlerin Vassiliev sabitleri

ornekleri verilmgtir.



2. KURAMSAL TEMELLER

2.1 Diglim

Bir parca ip veya sicingekil 2.1.(a) da gosterildi gibi bir kutuya geyek bir sekilde
baslansin. Elde edilen, gimin basit bir tipidir.Simdi bu ipin iki ucu, ip kutuyla temas
etmeyeceksekilde yapstirilsin. Kutu sadece destek amaciyla kullargtmi islem
tamamlandiinda 6zellikle goérilmesi gerekegey Sekil 2.1.(b) deki, verilen bir iple
meydana getirilen tek bir gimlenms ilmektir. Matematikte bu ilmek diiim olarak

adlandinlir.

N )
w
(a) (b) (c)

Sekil 2.1. Sol el trefoil digumd

Daha kesin bir ifadeyle @um tek bir ¢ri olarak digunulebilir. O halde bir dgiim
uzayda basit kapall bigeadir. Eger yukaridakiglem sol elle yapilacak olursgekil 2.1 deki

S=

() (b)
Sekil 2.2 Sg; el trefoil diEUmMU




flk baksta yukaridaki iki dgtimde birbirine benzerdir. Ancak dikkatle bakildda bu iki
sekil arasinda bazi yerlerde farkhliklar ofitnu gérmek mumkundur. Bu iki gaman

her biri trefoil digm olarak adlandirlir. Bazen de yonca yama benzedi icin yonca

.....

oldugundan bu dgilimleri ayirt edebilmek icin baze§ekil 2.1.(c) deki dgiime sol-el trefoil
digim Sekil 2.2.(b) deki dgime de sael trefoil digimiu denir (Murasugi 1996). [@im

tanimi @agidaki gibi biraz daha kavramsal olarak ifade editeb

Tanim: X ve Y Hausdorff uzaylar olsun.ger f : X - f(X) bir homeomorfizm ise,

tanimlanan birf : X - Y dongimad gomulme olarak adlandirilir (Burde 2003).

Tanim: Bir diigiim, matematik diliyle biS" yayinin éklid 3-uzayR® e veya 3-kiir& e bir
gomulmesidir (Burde 2003).

Daha genel bicimdg nin ™ ya gémulmeleri daha yiiksek boyutlugtin teorisinde
calsiimaktadir, fakat buradaki cainalar tam anlamiylaS' O S' klasik digiimleriyle
ilgilidir. Suphesiz, tek bana bir i:S' ~ S gomiimesi fazla bir fayda gamaz ve
verimli sorulara yol agmazBir diugumle alakali en 6nemli problem, gim zarar
gormeden 3-uzayda gercefkiden belirli hareketlerle onun ¢ozulup c¢ozilmadir.

Boylece topolojik nesne daha ziyade bu hareketligile olan gémulmelerin bir sinifi

olacaktir {zotop gomuilmeler).

PRI

kapali gri) veya bdyle grilerin bir sinifi olacaktir, izotopinin farktaninilanlari vardir.

Tanim (izotopi): f,, f,: X — Y gémilmeleri verilsin. Ber,

F(x,t)=(f.(x y).,t),xd X, 0 1=[0,1] ve f(x,0)= f,(x), f(x,)= f(x) olacak



Sekilde F :X x| - Yx| gomulmesi varsaf,, f, gobmulmeleri izotoptur denir (Burde

2003).

F,f, 1 f, e baslayan seviyeyi koruyan izotopi olarak adlandirii@enellikle sinir

sartlarini koruyanf, (x) = f(x, t) notasyonu kullanilir.

Yukarida tanimlanan genel izotopi notasyonusidhiiler icin yeterince kullamyh

degildir. Herhangi iki S' -~ S gomilmeleri, dgimlenmelerine gore acikca farkli
olmalarina ramen izotop olduklari gésterilebilir. Bu glinceSekil 2.3 deki resimlerin dizisi
ile yeterli bir sekilde aciklanabilir. Dgimlenmenin olgtugu herhangi bir bolge surekli bir

bicimde bir noktaya buzulebilir.

/\/\ "”@"\
\\_,,/ /

Sekil 2.3. Diglimlenmenin olgmasi

Tanim (Kusatan Izotopi): f,, f,:X - Y gomulmeleri verilsin. Eer f =hf, ve
h,=id, ile H(y,t)=(h(y),t) olacaksekilde bir H Yx| - Yx| seviyeyi koruyan
izotopisi varsaf, ve f, gdmilmeleri kgatan izotoptur denid donigimine de kgatan

izotopi adi verilir (Burde 2003).

Bir kusatan izotopi, F (X, 1) :(h (), t) ile f, 1 f, e b&glayan birF izotopisi tanimlar.
Bu iki tanim arasindaki farkOyledir: Bir izotopi, Y de, f,(X) kimesini surekli bir
bicimde f,(X) in Gzerine tar, fakat f (X)in disinda Y nin yakinindaki noktalarini

dikkate almaz Eger (f,(X))Y nin iginde tanirsa, Y sivi doldurulmy sekilde



distndldigiinde f,(X) beraber sirekli bigekilde hareket etmek i¢in bir katan izotopi
Y ye ihtiya¢ duyar.

h:Y - Yhomeomorfizmininhl|Y— H(X) - Y= {( X kisitlangi,eger f,, f,e kwsatan
izotop iseY de f,(X) in tamleyenini f(X) in tumleyenine $ayan
homeomorfizmdir. Bu sadece izotopi durumund&rdodesildir ve 6énemli bir fark
belirtir. Ornesin; yonca yapra digiminin timleyeni skar digimin timleyenine
homeomorf dgldir (Sekil 2.3 tin birinci resmine bakiniz) (Rolfsen 1976)

S' = S topolojik gomilmeleri,Sekil 2.4 de gosterildi gibi garip bir goriniime sahip
olabilirler. Vahsi olarak adlandirilan bu @imde, birL limit noktasina yakinsayan
benzer glarin bir sonsuz dizisi vardir. R. H. Fox (Fox 194&afindan bulunan bir vaih
digimin bu 6rng, gercekten boyle bir valik noktasinda olgandstu seyler
yapabilecgini gosteren dikkate ger 6zelliklere sahiptirSekil 2.4 de tanimlanan
egrinin timleyeninin bir gikar digimunkinden farkh oldgu ispatlandi. Ancak, g@iim acikca

sgzdan ¢ozulebilir. En azindan sonlu bir bicimde Kiaen ¢gzu ¢ozllebilir.

Sekil 2.4. Bir Vahsi digiim ornegi

Tanim (Uslu Diguimler): Bir K dugimi, ger R® (veyaS’) de bir basit kapall poligona
kusatan izotop ise uslu @iim olarak adlandirilirSayet bir digtim uslu dgilse validir denir
(Burde 2003).



Eger bir digim uslu ise, onun herhangi birgentili alt parcasia bir dogru pargasina
kusatan izotoptur ve boylec8® —a tiimleyeni acikca Ggantilidir. Sekil 2.4 dekiL limit

noktasini kapsayan giimin herhangi bir alt yayinin basitgantili olmayan bir timleyene
sahip oldgu gosterilebilir. Cok iyi bir matematiksel model 8oth digum kavramidir.

Smooth dgiim, S' cemberinin, cemberin hichir nokta cifti > Rde ayni noktaya

dismeyeceksekilde f:S' - R herhangi surekli dégumii ile gémilmesidir.Smooth

digim. R® de S' cemberinin, diferensiyeli sifir olmayan bir songliterensiyellenebilir

gbmulme altindaki gorintist olarak tanimlanirgbliay 1996).

Bir digimi tanimlamak icin bir parca ipi bir kutuya veyenber birseye b&layarak elde
edilen objenin, dgiim old@unu sdylemek yeterli gddir. Baglama sekillerine goére

birbirinden bg&msiz c¢aitli digum tipleri elde edilebilir. Cok uzun bir ip kullarak ve

Sekil 2.5. Ochiai digimu

diglim denir.



Sekil 2.6. Asikar diigiim

Simdi rasgele olgturulmus ¢ssitli digiim bigimlerinden ikisi ele alinsin vé ile B
olarak adlandirilsin A digimi B digimuine dongtirebilir mi? sorusu dgl bir
sorudur. Ber A nin sekli birazcik dgistirilerek, B ye donigturebiliyorsa, bu durumda bu iki
digimin denk veyas# oldugu sodylenebilir. Bu nedenle gamlerin uzunlgundan ve

kalinligindan ziyadegekli ile ilgilenilecektir. Diglim teorisinin temel problemi budur.
2.2. Basit Digim Hareketleri

Bir digiim Sekil 2.7. de gorildgii gibi 3-boyutlu uzaydabikilmis veya dolatiriimis bir
poligon olarak dgindlebilir. Bunun sebebi kombinatoryal topoloji wasiyla vaki
digumlerin hari¢ tutulmasina izin verilmesinden dotagi Vahsi digtimlere bir 6érnek
Sekil 2.7. de gorilebilir. BilP noktasi secilir bu nokta bir anlamda "limit" nokths ve

digiim akordiyonik bir tavirla demetler halindeslagyarak bu noktaya gou gider.

Boyle bir noktanin kogulugunda dgum kendi dgal durumunu gosterir. Boyle giimlerle

kassilasildiginda uslu d@timlere muracaat edilir.

G0

Sekil 2.7.Digtimin poligonal hali

Poligonal bir bicimde olan bir g¢giim dunulirse, bir dfiim sonlu sayida kenarlarin bir

birlesimi oldugu icin bir digim poligonal yaylardan ziyade daha yyaly daha diiz bigekilde
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resmedilir. Fakat bir diiim, matematiksel anlamda poligonagddarin bir kolleksiyonudur.
Matematiksel birsekilde izah ediimeye devam edilirse birgdinin seklinde dgisiklik
yapilabildisi kolayca goriilebilir. Orngin; bir K digimi tizerindekAB kenarini, AC ve CB
kenarlariyla dgistrmek mumkinddr. Bu dgsikligin tersi de yapilabilir. Boyle yer

desistirmeler basit dgim hareketleri olarak adlandirilir.

Tanmim: Verilen birK digimi Gzerinde @gidaki basit dgim hareketleri olarak adlandirilan

dort slem uygulanir (Murasugi 1996).

(1) Sekil 2.8. de goruldgl gibi bir K digima tzerindekiAB kenari, bir C noktasi
referans alinaraldC ve CBseklinde iki kenara boltnebilir.

@) ((1) in tersipekil 2.8. de goruldgi gibi bir K digimi tzerinde bigik AC ve CB
kenarlarindan okan bir d@ru pargasi varsa bu C noktasi kaldirilarak Al kenari elde
edilebilir.

(2) K dugimi uUzerinde bulunmayan bir C noktasisidiiilsin. AB ve C ile
bicimlendirilen ABC t¢geni AB kenari haricK digimini kesmezse bu duruméds
kenari ortadan kaldinlabilir v&C ve CB kenarlari eklenebilirekil 2..9.).

(2)' ((2) nin tersiK dugumu tzerindeK nin ACve CB bitisik iki kenarini ihtiva eden
bir ABC Uc¢geni mevcutsa ve bu U¢cgeAC ve CB kenarlan haricK digimuint
kesmezseSekil 2.9 da goruldgi gibi AC ve CBkenarlar kaldirilabilir veAB kenari

eklenebilir.
(1]
\—o—/
\_/ R
2, B 1y & B
Sekil 2.8 Birinci basit digiim hareketi ve tersi
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()

Sekil 2.9.1kinci basit diglim hareketi ve tersi

Bir digim baglangic ve bitg noktasina sahip olmayan basit kapali hiricér. Bu
yuzden @riye bir yonlendirme verilebilir. Bir dgiimin yonlendirmesi bir ok vasitasiyla
gosterilir. Herhangi bir dgiimin yonlendirmesinin iki tirli olagg Sekil 2.10 da

goruldigu gibidir.

QD D

@ (b)

.....

Eger yonlendiriimg K ve K' duigumleri, yonlendiriimg temel digim hareketleri
vasitasiyla birbirlerine dogtiirtilebiliyorsa K ve K' digimlerinin, yodnlendirmeleri

korunarak denk olduklari soylenir ¥ell K' seklinde yazilr.

Tanim: Eger iki (p.1.)-digumleri kusatan izotop iseler bu giimler denktir. Birk digiimda,
denk d@gumlerin (veya onun siniflarinin) bir sinifinin Emsilcisi olabilir.SayetK ve K'

kapali sinirh poligonal &i veya bdyle grilerin bir sinifini belirtebilir (Burde 2003).
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Dagumlerin “P.L.” sinifi i¢in bir topolojik denklik samak igin uslu dgimlerin tanimi,
topolojik kusatan izotopinin tanimini kullanmayi oneritk goriste, P.L.-kategoriye
kisitlangin farkl bir tirtin denklik siniflarini verebilegiedUstntlebilir. Bu dgru degildir.

Aslinda, iki uslu dgumuin topolojik olarak denk olmasi icin gerek veeyaart onlarin

topolojik siniflarinin P.L.-temsillerinin P.L. - die olmasidir.

Su ana kadar yaS' lzerinden yadsS Uzerindeki atanngi yonlendirmeler olmadan

digtimler tanimladiSayet S' yonlendirilmis (yonlendiriimis diigiim) ise denklik yeniden

.....

onlara bgli bir kusatan izotopi varsa denktirler.

Tanim (P.L.-izotopi ve P.L.-Kusatan izotopi ): X, Y polihedra vef,f,: X - Y p.1.-

gémilmeler olsunlar. ger

FiXxl o YxL,F(xt)=(f(x),1),0st<1

olacak sekilde bir seviyeyi koruyan P.L. gdmulme varfgave f, , P.L.-izotoptur denir. ger
f,=hf, ve hy=id, ile tanimh H:Yx1 - Yx I, H(y,)=(h(}), § olacak sekilde
bir seviyeyi koruyan p.l. izotopi varsaf, ve f, , P.L.- kgatanizotopturlar denir

(Burde 2003).

Tanim: iki P.L. n -halkalari L ve L, eser h(L)=L ile tanimh S iin bir h

otohomeomorfizmi varsa denktirler. Daha net balafde, sayeth yonlendirmeyi koruyan veya

tersine geviren ise o zaméualkalar sirasiyla pozitif denk veya negatif detei Ustelik,sayet

h ve h‘L: L -~ L yonlendirmeyi koruyan iseldr ve L' ayni tipe sahiptirler vet (L ile

gosterililer (Kawauchi 1996).
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Bir n— halkaL nin tim bilgenlerinin yonlendirmeleri tersine cevrilirse bukdaal ile gosterilir.

L O-L oldusu zaman L halkas! tersine cevrilebilirdir deni: iin ydnlendirmeyi ters geviren
bir P.L. otohomeomorfizmig altinda L nin gorintisilL” ile gosterilir. Buradal”, gile L
den olyturulan yonlendirme ile yonlendirilir. Bu durumda’ in tipi g nin segiminden
bagimsizdir ve sadecel ile belirlenir. L°, L nin ayna goruntisi olarak
adlandirlir—(L”) = (-L)" esitligi basitce —-L” ile gosterilir. Ber, LI” veya L in baz
bilesenlerinin yonlendirmelerini tersine gevirerek dan elde edilen bir ph—halka poL” icin
LOpl” ise L ye amphicheiraldir denir. Ozellikle L, LOL” oldusu zaman (+)
amphicheiraldir veL 0-L" oldusu zamarg-) amphicheiraldir.

Bir diglim Gzerindeki temel ghiim hareketleri, bir diumtn yalnizca bir bolimune uygulanan
“lokal” hareketler veya dorumlerdir. Boyle “lokal” donglmler yerine, “global”
donimlere veya hareketlere dayall olarakgidtilerin denklgi yeniden tanimlanabilir. Bu

donsumler uzaydaki mevcut buttinglimler icin gecerlidir (Murasugi 1996).

K, ve K, iki digum olmak GzereK, i K, ye dénigtirenS’ tin yonlendirmeyi koruyan

bir homeomorfizmi varsa; veK;nin denk oldgu soylenir.

Ornek : Hem X hem deY nin 0%oldugu kabul edilsin. Bu durumda
(x+y)=(x+a y+ b ile verilen bir dgru boyunca bir paralel 6teleme ve bir sabit

nokta etrafinda (Orggn orijin etrafinda) yapilan bir dénme, ydnlendiiynéoruyan
otohomeomorfizm 6rnekleridiiSékil 2.11. (a)).
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[ ] (alhj

a (&
(a) L]
Sekil 2.11.0tohomeomorfizm érnekleri

Bununla birlikte f(x,y)=(x—-Y) homeomorfizmi ile verilen x-eksenine gbre ayna
goruntl, yonlendirmeyi koruyan bir otohomeomorfidegildir. Clinki burada yénlendirme
Sekil 2.11.(b) de goruldiii gibi ters cevrilir. (Busekilde y-ekseni Uzerindekif

donUminun etkisi, y-ekseninin orijinal yonlendirmedigis cevirecektir).

® i
Sa-el Sol-el
Sekil 2.12.xyz-eksenlerine gore gal ve sol el yonlendirme kurallar

Sekil 2.12 da goriildéil gibi R*uzayinda xyz-eksenlerine gore &l kurall vasitasiyla

yapilan bir yonlendirmenin tayininin gal bir yolu daha vardir.

Yukaridaki 6rnekde (Oklid) uzaylar2-boyutludur. Bu uzaylar bir (st boyutta
distndltrse, bu durumda sabit bir nokta (veya sabéhsien) etrafindaki bir ddbnme ve paralel
otelemenin R® @in yonlendirmesini koruyan otohomeomorfizmlerimekleri oldgunu
gormek zor dgildir. Ancak, xy-dizlemine gore,@(X,y,2)= (X y— 2 donkumi ile
verilen ayna goruntii gbz 6nune alinirsa bu dururbdagdongim yonlendirmeyi ters

cevirir. xy—duzleminin bir ayna oldiu kabul edildgi icin, ¢ donGumu, Sekil 2.13 de
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goruldigt gibi P noktasinin aynad@' noktasina yansimasi olaraksditlebilir. Ayni
sekilde s&-el kuralina gore g eksen, sol-el kuralina gougaol li¢ eksene yansir (d@ii).

Bu ylzdeng yonlendirmeyi korumaz.

Geneldell ® deki bir keyfi noktaE diizlemine gore bu noktanin yansimasi olan noktaya
dondsturebiliyorsa, bug donsimununE dizlemine gore bir ayna goérintl (veya bir
simetri) oldgu soOylenebilir. K digimi Uzerinde ¢ ayna gorintisunin etkisiyle
elde edileng(K) goéruntist,K nin ayna goéruntisu olarak adlandirligeEK tayin

edilmis bir yonlendirmeye sahipse, acik§¢anin yonlendirmesindeK nin ayna goruntisu
icin de bir yonlendirme tayin edilir.

Sekil 2.13.xyz- diizleminde bir diumiin ayna gorunttsu

Yonlendiriimis K, ve K, seklinde iki digim verilsin. Ne K; in ne deK; nin
yonlendirmesini dgstirmeyen, [1° Un yonlendirmeyi koruyan bir otehorneomorfizmi
vasitasiylaK,,K, ye doniturebilirse ,K; ve K, digtmlerinin yonlendirmeyle denktir

denir.

Ornek : Bir z-ekseni etrafinda bir 180° donme olag(x,y,2)=(—%— y— 2
dongimunt  gbz o©Onune alinsin. Bu dgath  yonlendirmeyi  koruyan  bir
otohomeomorfizmdir ekil 2.14.) . ¢ donkUmG yonlendirilmg sol-el trefoil K
digiminiK’ ne dongtirdigiinden bu iki dgim yonlendirmeyle denktilK’, K ya zit

yonlu bir digumddr.
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Sekil 2.14.Sol el trefoil digiiminin ® uzayda yonlendirmeyle denk olmasi

2 .3. Halkalar

Tanim : Bir halka, biri dkerini kesmeyen diimlerin sonlu ve siralangniir

PO

Tanim: Bger, aagida ki iki sart sglanirsa L = (K, K,,....K ) ve L=(K,K,,....K,)

halkalari denktirler (veyasigirler) (Murasugi 1996).

(1)m =nyaniL ve L ayni sayida biiene sahiptir.
(2) Sonlu sayida basit giiim hareketi uygulanarak, L ne dongturiilebilir.

Bagka bir ifadeyle, basit diiim hareketleri kullanilarak,, K, ne K,,K,ne ,...,K_,K ne

dongtardlebilir (m =n). Yukarida verilen (2karti yerine (2)sarti yazilabilir.

(2)' p(K) =K, , 9(K,) =K, ,...,¢(K_)=K, olan vel[l*® Un yonlendirmesini koruyan

bir ¢ otohomeomorfizmi vardir.

Daha net soylenirse, halkalarin degklbilesenlerinin nasil siralangh ile baslantihdir,

Bilesenleri yeniden siralama imkanina sahip olgnohdan genelde bdyle byart

koymak gereksizdir. Genellikle bu sebept@) asagidaki (2A) ile dgismistir.
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2A) K. OK,O...0K ailesini K OK.O..O0K_  ne doéngtiren ve? Un
( ) 1 2 m 1 2 m M

yonlendirmeyi koruyan bir otohomeomorfizmi vardir.

Eger halkanin her bir bikeni yonlendiriimg ise bu durumda denklik tanimlari,

tamamen yonlendirilrgidigtimlerin denkigi taniminin bir geslemesi olacaktr.

Ornek : Sekil 2.15 dekiL ve L’ halkalari tamamen ayni olgundan, bu halkalar denktir.
Bununla beraberger, L nin bilesenlerinin sirasi destirilirse, bu durumda yukaridaki
tanimin  (2)sarti sglanmaz ve halkalar denk olmaz. Fakat (2#&ti sglanmstir.

Boylece onlar denk olarak glintlir.

o 0

Sekil 2.15.Denk iki halka

Sekil 2.16 de. ve L' ne bir yonlendirme verilsiriki halkaya bir yon verilmesi (Zprtinin

sgslanmamasina sebep olur. Boylece bu yonlghiadkalar denk olmaz.

A4 )

Sekil 2.16.Denk olmayan yonlendiriliki halka
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Bundan dolay! dgiimlerin denklgi problemine gore daha c¢ok kakiolan halkalarin
denkligi problemi incelenirken daha dikkatli olunmalidir.

Burada halkalarin durumuna gorgikar digiim kavrami gesletilebilir. Ornesin, n -
bilesenli asikar halka gibi. Halkalarin gegemesinde uygun halka-ayrik gikar digiimden
meydana gelir §ekil 2.17.).

Sekil 2.17.n- bilesenli ssikar halka

Her birn icin sadece birgkar n -bilesenli halka vardir (gkar halkayr yonlendirme fazla

ise yaramaz). Dgumler icin verilen 6nermeler halkalar icinde géstilebilir. Yeri geldikce

2.4. Dugumlerin Aritmeti i

Batin digumleri ihtiva eden kime Uzerinde bir toplamgeii tanimlanabilir. Bu
nedenle bu bolimde, iki @imden tek bir dgiimiin nasil elde edilebilgli verilecektir. Bu
yaklasimdan bir sonug cikarmak icin tergeim Uzerine ypunlasilacaktir. Orngin, bir
diguim (veya halka) daha basit ikiglime ayrtinlacaktir.

Simdi, S’ de (veyal ) bir Skiiresini veSile sinirlanmg 3-boyutlu,B® topu géz éniine
alinsin. B® in icinde, A, B uc noktalan$S yiizeyinde bulunan bir basit bukilmia
dogrusu (aslinda, poligonal bir gau) verilsin. Eer bu a egrisi S yi sadeceA ve B

noktalarinda kesiyorse§ekil 2.16 de de gorilege gibi, bu eri, (1,1)-tangle olarak
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adlandinir. Bir (1,1)-tangle in basit kapalgridere bolinmg olabilecgine dikkat

edilmelidir.

B uin icinde bulunarr digiimlenmi (1,1)-tangle in parcalarina basit glim hareketleri
uygulanabilir. Bunu yaparak da, sabitlegrdi ve B noktalarina sahipar egrisi, Sekil
2.18.(b) de goruldiii gibi (I, 1) -tangle a dstirildi gi distintlebilir. Boyle bir a egrisi bir
asikar (1,1)-tangle olarak adlandirilir. Buraflekil 2.18.(c) aikar olmayan (1,1)-tangle
a ornek tgkil ederken, Sekil 2.18 (a) vesekil (b) gikar (1, 1) -tangle 6rnekleridir.

(b) (€)
Sekil 2.18.(1,1)-tangle ornekleri

K, S’ de bir digiim (veya halka) olsun. Ustelik yi tam olarakA ve B seklinde iki
noktada kesen (dik acida) bir 2-boyuthu kiiresi mevcut olsunz nin, yukarida
tanimlananS nin roltinu Ustlendii gorilebilir. AncakK, S de bulundgu icin K, =
vasitasiylagekil 2.19.(a) veSekil 2.20.(a) da goruldiii gibi biri = nin iginde dgeri Z nin
disinda bulunana ve £ seklinde iki (I, 1) -tangle a boluntrZ, biri £ dan ve onun
icinden, dgeri ~ den ve onun gindan olymus iki 3-boyutlu topun siniri oldtu icin, iki
(1,1)-tangle meydana gel® tin, sinirlarina 2-boyutlu kiire denebilecek, sinitimyunca
birbirlerine yapgtiriimig iki (3-boyutlu) toptan yapilgh distndlebilir. Ezer boyutu bir gagi
disUrulirse, yagtirma slemi daha kolay tahayyul edilir. gér iki disk alinir ve onlar,
sinirlari boyunca yagtirilirsa ki burada sinirlar cemberlerdir, bu dudariki boyutlu

kire elde edilirSimdi, ~ da bulunan bis basit poligonal dgrusu vasitasiyla A ile B

.....

edilir.
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Sekil 2.19.Bir digiimun iki ayri dgime ayrgimi

Gosterilensey bir K digtimuniinSekil 2.19 deki gibi K, ve K, seklinde iki diguime
ayrisabilmesidir.s nin secimi keyfidir. Clnkiz Uzerinde bulunas’ gibi bir bagka basit
poligonal dgru vasitasiylad, B ye balanabiliyorsaK digtimi bir kez dahak,ve K,
denen iki digime ayrtinlabilir. K, ile K; ve Kz ile K, niin denk dgtmler oldgunu
gormek oldukca kolaydirg veya B nin biri gikar bir (1,1) -tangle ise,K, asikar bir
dugimddir. Boyle durumlardak; ve K, , tam anlamiyla sdylenirs& nin "gercek" bir

ayrisimi degildir ( Sekil 2.20).

:",‘a C “ea B Q}{. ) .

.': Ny

Op u -"'l's) UO
@ (b)

Sekil 2.20. K nin gercek olmayan agrmi

Aslinda K ve K, denktir, bu yizdenK nin daha basit diiimlere aymgabildigi

dusUnUImeyecektirK igin bir gergek (@'kér olmayan) aysim bulunamatglndan K nin
az iki digime aymabilir. Bu gikar olmayan dgimler, ya kendi kendilerine asaldirlar ya da
onlar da aikar olmayan dgumlere aymabilirler. Bu slem bir sonraki, asal olmayan

digumler icin surddrtlecektir. Buslemin sonsuzluk durumunda da surdirilebiggce



21

biliniyor. Aslinda bu glem yalniz sonlu d&l ayni zamanda asal giimler igerisinde bir

.....

Teorem (Digumlerin Ayri siminin Varl g1 ve Tekligi):

(1) Herhangi bir dgiim sonlu sayida asal glime ayrgabilir.
(2) Bu ayrsim mertebesi harig tektir. YaniK,K,,....K ve K,K,,..,K seklinde

m

iki haldeK ayrstirabilir. Boylecen = mve Ustelik, K, K,,....K nin indis sayisi uygun

bir sekilde segilirseK, =K; , K, =K, ..., K=K olur (Murasugi 1996).

Yukaridaki aygimin tersine sebep olan bigee diunulsin. Esasen aranilgey ki

dugiimiin toplamidirP, S de birK diigtimi tizerinde bir nokta olsun. BuraBaSekil
2.21.(a) ve (b) de de gorulgii gibi asagidaki tzelliklere sahip ¢ok kiigik yaricajr

topunun merkezi olarak glindlebilir.

(1) K tam olarak (dik acidaB® sinirli topunun yiizeyindeki iki noktayr keser.

(2) B®unicindeK dan elde edilemr , (1,1) -tangle gikar bir tangle dir.

Sekil 2.21.1ki farkli digtimun bglantili toplami

Benzer olarak gier bir 3-boyutluS® kiresinden bir bgka K 'dugiim icin, bir P
noktas! secilebilir. Yukaridaki gibiB® kiiresiSekil 2.21.(b) de goruldiii gibi bir 8

asikar (I,)-tangle K danelde edilir. Dgal bir sekilde K ve K' den elde edilen
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sirasiylaa ve B (I, 1) -tangle lan icin bir yonlendirme tayin edilkr. @3, B® Uin i

noktalarininS den cikariimasi ile elde edilin bir toptur. Benzsarak @'3,8'3 un ic

noktalarininS’® den cikariimasiyla elde edilen top olsun. Bu teplaer birinin yiizeyi bir (2-
boyutlu) kuredir. Eer bu toplardan birinin kiresinin yonlendirmesiggthn baa ters ¢eviren
bir homeomorfizm uygulanarak bu kiire boyunca iki yapstirilirsa, 3-boyutlu $kiiresi

elde edilm§ olur. Bu yapgtirma slemi @ ve £ nin uc¢ noktalarini birlgirir.

Boylece bu yeni, tek yonlendirilgK digtimii bu 3-boyutls’ kiiresinde bicimlenigekil

.....

K ve K digiiminin baglantil toplami olarak adlandirilir v #K " ile gosterilir. Ustelik
bu K#K' toplami orijinal olarak secile® ve P' noktalarindan bamsizdir. Boylece

K #K' toplaminink ve K' ile tek birsekilde tayin edildii séylenebilir.

.....

dir. Daha agik olarakK,#K, ve K,#K, yonlendirmeyle denktir. Ayrica bigme
kanunlar da sganir K, #(K, #K,) O (K, #K,) #K ., (Murasugi 1996).

Yukaridaki tanim butin diiimlerin - A kiimesi igin tanimlanir. Ancak bu tanyi bir

.....

ters elemani ihtiva etmemesindendir

2.5. Reguler Diyagramlar

olsun §ekil 2.22.).
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Eger K bir digim (veya halka) isep(K):ﬂ ya K nin izdgmio denir. K

yonlendirilmigsse o zamarK da K nin yonune bgl bir yon kazanir. Bununla berabl
birka¢ arakesit noktasina sahip gldodan dizlemde basit kapal bigriedegildir. K
digumi Uzerinde birka¢ basit giim hareketi yapmak suretiylesagidaki sartlar

verilebilir.

Sekil 2.22.Bir digimun(] ® de izdgumi

1. K sonlu saylida arakesit noktasina sahiptir.

2. Eger Q,R nin bir arakesit noktasi iS® nun p™(Q) n K ters goruntisiK

da iki noktaya sahiptir. YanQ,R nin bir kath noktasidir§ekil 2.23.(a)).Sekil
2.23.(b) de gosterilgdi gibi ikiden fazla noktaya misaade ediimez.

3. K nin bir k&esi (diguim bir poligonal olarak ganuldigiinde) K nin bir
katll noktasina doniinez. Sekil 2.23.(c) ve (d) deki orneklerin ikisinde dr

poligonal dgru K nin bir k&esine izdgmUstir.Bu durumlarin ikisine de misaade

edilmez
(E=)) L) (=] (=)

Sekil 2.23.Bir izdUsiim Uzerinde olgan katl noktalar
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Yukaridaki sartlari sglayan K izdistimiine, bir regiler izguim adi verilir. islemleri
kolaylastirmak icin reguler izdgiilmler g6z 0Onune alinacaktir. Ancak gdulerle
kisitlanms olunsa bile, katli noktada bazi 6nemli belirslglikvardir.izdisimiin bu katl
noktasinda dgiimin kendi kendisinin altindan mi Gstinden mi gedtelli degildir. Bu
belirsizligi ortadan kaldirmak icin, diimtn kesim noktasi gizilerek, katl nokta civarinda
diguim bir miktar degistirilebilir. Boylece diguimiin gecit noktasinin alttan mi dstten mi
oldusu konusunda orijinaline uymasa da gercek goruntimiebilir. Boyle degistirilmis

izdUsumler bir reguler diyagram olarak adlandir§ekil 2.24.(a),(b).

D &

Sekil 2.24.Reguler diyagram ornekleri

(c)

Bir reguler diyagram aslinda giimun ¢ boyutlu uzayda nasil bulugdau verir. Yani,
dizlemde uzaysal bir ¢izim veriimesine imkan tafwrica izdgumde kaybolan bilgiyi elde
etmek icin reguler diyagram kullanilir. Ogie, Sekil 2.24.(c),Sekil 2.24.(a) ve (b) deki

(farklr) iki digimtin izdiglmuddr.

2.6.Dugum Teorisinin Problemleri

Bu problemler genelde lokal ve global olarak ikiggrilirlar. Global problemler tim

.....
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1- Global problemler

a) Siniflandirma Problemi: Siniflandirma problemi, en azindan tanim olarak) tar
digim tablosu meydana getirmek istergldde oldukca aciklayicidir. Butln bir tabloyla

anlatilmak istenen, o6nce iki giimin asla denk olmamasinin ve ikinci olarak keyfi b

.....

b-) Esas Tahmin: Bu tahmin dgrudan d@ruya su sekilde ifade edilebilir:K; ve K;

dugtimleri igin, genellikle timleyen uzaylari olaraklawtiinlan S°- K ve S - K

timleyenleri homeomorf ise, bu takdirdesdinler denktir.

Bu tahminin tersinin dgru oldysu kolayca gorulir. Bu tahmin 1980 lerin sonlarinda
(Gordon ve Leucke 1989) ispatlandi. Bu sdylenenlbii neticesi olaraks® deki digiim
problemi, S deki digimin seklini ilgilendiren bir problem olarak adlandirilzek
durumdan artik timleyen uzaylardaki bir galay ilgilendiren soyut bir problem haline
donislr. Bununla beraber bu détirme maalesef zaman yapilamaz. Yani problem
soyut bir problem icine her zamamdndstirilemez. Bu tahminin ters ornek verilerek

halkalar icin gegerli olmagh gorulur (Rolfsen 1976).

c-) DUgum Sabitleri: Her K digimunun 6zel biro(K) niceligi ile isaretlendgi kabul
edilsin. Eger iki denk digum icin isaretlenen nicelik daimasiésese, bdyleo(K) niceligi
diguim sabiti olarak adlandirilir. Genelde bigdin sabiti tek yonltdur. Yaniger iki digim

denkse ise sabitleri de denktir.

Bunun tersi her zaman @anmaz.iki dugiim sabiti farkliysa bu durumda gimlerin
kendileri denk olamaz. Bu ylizden, birgdin sabiti iki digumtn denk olup olmagni
gosteren oldukcga etkili bir metot verir. BOyle gdin sabitlerini bulmak bir global

problemdir. Bu dgum sabitlerinin gercekte sayisini hesaplamak otiaagdur. Ustelik bu
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2- Lokal Problemler

Dugumlerle ilgili lokal problemlerin birkagini ve c¢omlerini sagidaki sekilde
siralayabiliriz.

a) Bir K digimu ve onun ayna gorintik#l diglimi ne zamardenktir? Ber K ve K"
denkse bu diuimlere amphicheiral giim denir.

b-) Verilen bir diglim ne zaman asaldir?

.....

ile gosterilsinK ve-K denk oldgu zamarK nin tersine ¢evrilebilir oldgu soylenir.

d-) Bir diglimUn periyodu nedir?Genelde,giimiin orijinalseklini elde etmek icin belirli

bir eksen etraflnde%nﬂ acisiyla donduralirse, bugliimn periyoda sahiptir denir.

.....

2.7. Klasik DUguim Sabitleri

Tanim (Reidemeister hareketleri):Asagidaki Sekil 2.25 de bulunan ¢ hareket, Q,,Q,

ve onlarin terslerine Reidemeister hareketlerird®furasugi 1996).

R — —
— - —

Sekil 2.25.Reidemeister hareketleri

K ve K' digtimlerinin regiller diyagramlari sirasiy@ ve D olsun. Eer regilerD

diyagrami Q,,Q,,Q, ve (veya) onlarin tersleri sonlu kez uymarak dier
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D diyagramina dongiiirtlebilirse, bu taktirded ve D' diyagramlar denktir denir ve bu

denklik D = D' ile gosterilir. Bu s6ylenenlegiginda aagidaki teorem verilebilir.

Teorem :D ve D', KveK' digumlerinin reguler diyagramlari olsunlar. Bu talird
K=K « D=D

olur (Murasugi 1996).

Yukaridaki teoremden, gumlerin denkigi probleminin aslinda bu gdlmlerin reguler

diyagramlarinin bir denkli problemi oldgu sonucu cikabilir.

.....

diyagramindaki gecit noktalarinin minimum sayiD) bir digim sabiti dgildir.
Ornein, asikar digumin Sekil 2.26 deki gibi iki reguler diyagrand ve D' verilsin.
Birincisinde C(D) =0 olmasina rgmen ikincisindec(D') = 1dir (Murasugi 1996).

DO %D

c(D)=0 c¢(D)=1
Sekil 2.26. Asikar halkanin iki farkl regiler diyagrami icin gegoktalari sayisi

.....

nin gecit noktalarinin  minimum sayisi denve c(K) =minc(D) ile gosterilir. Bu
bir digiim sabitidir. BuK nin gecitlerinin minimum sayisi olarak adlandiria¢k) gecit
noktasina sahipk nin regiler diyagramin& nin minimum reguler diyagrami denir.

Ornesin, K asikar digiim isec(D) =0 dir.
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Tahmin : K, ve K, iki farkli digim ise, c(K #K,)=c(K))+ c(K,) dir (Murasugi
1996).

Tanim (Kopru sayisi): Sekil 2.27. deki AB parcalari dizlem Uzerindeki kisimlarin

Ustiinden gegtinden ,bu parcalar kopri olarak adlandirilir (MuigisL996).

N -
L&

Sekil 2.27.Farkli diguimler tzerindeki kdprt érnekleri

.....

taktirde bu duzenli diyagramlarin minimum kopru isaif icin bir sabittir. Yani; BirK

.....

olur.

Tahmin : K bir digim ise ¢(K)=3(br(K)-1) dir. Esitlik K nin gikar digiim,
trefoil digm ya da trefoil dgliimlerin b&lantili toplami oldgu zaman salanir
(Murasugi 1996).

.....

diyagramindaki bir gecit noktasi ggtiginde (lokal olarak) Ust ve alt gegit kisimlari

degisir. Bu tip desisim basit digim hareketi olmagindan genel olarak bir kiea

.....
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Ornek : Sekil 2.28.(a) da @er kicuk bir cember icindeki alt ve Ust gegit kism
degistirilirse asikar digimun reguler diyagraminin elde ediidkolayca gorilebilir.Sekil

& &

@ (b)

Sekil 2.28. Sol-el trefoil digiiminin gegcit noktalarinin alt st edilmesi

Onerme : Herhangi bir dgiimiin (veya halkanin) regul@ diyagramindanD nin birkag
gecit noktasinda alt gecit bglenleri ile Ust gecit bikgenlerini degistirerek gikar digimin
reguler diyagrami elde edilebilir (Murasugi 1996).

Yukaridaki 6nermeye gore, yukaridaki operasyonidigegit ve Ust gecit kisimlarinin gegit
noktasindaki gegi operasyonuna @iimlenmeme operasyonu adi verili2 reguler
diyagraminin  diimlenmeme sayisi, D yi gikar digmin ( halkanin) reguler
diyagramina dongiirmek icin gerekli olan diiimlenmeme operasyonlarinin minimum sayisi
olarak tanimlanirD nin digimlenmeme sayisi(D) ile gdsterilecektir. Beklenilgi gibi
u(D) bir K digimu i¢in sabit dgildir. K nin batln reguler diyagramlari géz 6niine
alinirsa, bu takdirde butin reguler diyagramlardgiichlenmeme sleminin minimum
sayisi bir dgim sabiti olur. Yani;K bir digim (veya halka) ise, bu taktirde,

u(K) =minu(D) ,K nin bir sabitidir. Buradd®, K nin bitiin reguler diyagramlarinin

kimesidir. O haldei(D) , K nin digimlenmeme sayisidir.

Tanim (Halkalanma sayisi): Simdiye kadar tarilan digim sabitleri, dgimin
yonlendirilmesinden Gamsiz olmytur. Bu bolimde yonlendirilngihalkalar icin dnemli
bir sabit olan halkalarima sayisi tanimlanacaltkrolarak yonlendirilmg bir digim ya da

halkanin bir regiler diyagraminin her bir gagktasi ya +1 yada -l ileaietlensin.
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Sekil 2.29 da goruldgl gibi yonlendirilmg bir reguler diyagramin birc gegit
noktasinda iki siniflandirma verilsin, (b) durumandecit noktasisign(C)=-1 ile
isaretlerken, (a) durumundsign(C) = +1 ile isaretlenir, (b) deki gecit noktasina negatif, (a)

daki gecit noktasina pozitif denir.

A Pl

sign(C) =+1 sign(C) =-1
@ ()
Sekil 2.29. Bir halkadaki gecit noktasingaretini belileme kurali

Simdi D, iki bilesenli L(K;,K,) halkasinin yonlendirilngi bir regiler diyagrami olsun.
Ustelik K, ve K, nin izd(stimlerinin arakesit oldtu veD nin gegit noktalarinire,, ¢, ..., G,

oldugu kabul edilsin. Bu takdirde,

%{sigr( Q) + sigh ¢ +...+ sigh 0}

ifadesi K, ve K; nin halkalanma sayisi olarak adlandirilir vi&(K,,K,) olarak

gosterilir.

Teorem : [k(K,,K,) halkalanma sayidt nin bir sabitidir.Séylenmek isteneh, nin bir

diger yonlendirilmg regulerD' diyagrami g6z 6nune alinirsa bu taktirde, halka@nm
sayisinin dgeri D nin ki ile ayni olacgidir. Bu yuzden, bu sayt nin halkalanma

sayisidir velk(L) ile gosterilir. Ustelik halkalanma sayi#(, ve K, nin sayisindan

bagimsizdir. Yani k(K K,) =Ik(K,,K;) (Murasugi 1996).
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Ornek : Sekil 2.28.(a) ve (b) deki ve L' niin halkalanma sayisi hesaplansin.
a-) Sadecec;, C,, C,, ¢, gecit noktalarindakisaretleri hesaplamak gerekir. Her bir gegit

noktasindakigaret -1 oldgundan, lk(K,,K,)=-2 elde edilir.

b-) Benzer olaraksign(c) = sigrf ¢) =-1 iken sign(g) = sigrf ¢) =+1 oldusunu
gostermek kolaydir. Boylecelk(K,,K;)=0 dir. BdyleceL nin halkalanma sayisl

verilen yonlendirmeye Igh olarak bir sabittir.

2.8. DigUm Grubu :

EgerK , [1° 3-uzayinda herhangi bir giim ve p, , 1 °—K herhangi bir noktasi ise,
m()%-K,p,) esas grubun& nin grubu denir] -~ K baglantili oldysundan taban

noktasinin farkli secimlerinde izomorf gruplar veBundan dolayi, taban noktasi pratikte

.....

grubunun temsili Wirtinger (Crowell ve Fox 1968yemi ile bulunur.

2.9. Seifert YUzeyi

Bir Seifert ylzeyi L. Pontrjagin ve F. Frankl tarafan ispat edilensagidaki teoremle

tanimlanabilir.

Teorem : Bir keyfi yonlendirilmi K digimi verildginde 0 ° de siniriK olan bir
yonlendirilmis, baglantili F ylzeyi vardir. (YaniK yi geren bir yonlendirilmi baglantih
yuzey vardir) (Murasugi 1996).
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Yuzeylerin siniflandiriimasi ile ilgili topolojideékesas teorem g6z O©ndne alinsin
(Bozhllyik,1984). Bu teorem bir kapali (yani siairse kompakt) yonlendirilebilir=
yuzeyinin, yuzeyine birka¢ kulp gtirilmis kireye topolojik olarak denk (homeomorf)
oldugunu ifade eder. Bu kulplu kirelerin sayfsytizeyinin cinsi olarak adlandirilir vg(F)

ile gosterilir.

Omek : Sekil 2.30.(a) da gosterilen 1-cinsli yizeye tori agerilirken, Sekil
2.30.(b) de gosterilen 2-cinsli ytzeydir.

(b)

Sekil 2.30 n-cinsli ylzey ornekleri

Bir digimunF Seifert ylzeyinin cinsinin nasil hesaplanaaae alinsinF bir sinira sahip
oldugsundan bu durumda yukaridaki teoremdé&n birka¢ kulp ilstiriimis kireye
homeomorftur. Ustelil§ekil 2.30.(c) deki halkanin her bir hjkni icin kiire Gizerinde birkag
delik daha ilgtirilir. Maalesef bir digimin Seifert ylzeyini tasavvur etmek genelde kolay

degildir.
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Seifert yukarida tanimlanan metot yardimiyla yodiglebilir ylzeylerin mevcut
minimum cinsi g6z 6ndne alinabilir. Bu minimum cksin cinsi olarak adlandirilir vg(K)

ile gosterilir. Cins bir dgim sabitidir. Keyfi bir dgimun cinsini tamamen hesaplayan
bir algoritma vardir. Ancak bunu belirlemek oldukgardur. Aslinda keyfi bir diiimun
cinsini hesaplamak zordur. Ancakgdinlerin belli tiplerinin cinslerini hesaplamak nétpn
onemli bir problemdir. Keyfi bir dglimin cinsinin tespiti zor olmasinagraen irga
edilmis yonlendirilebilir ylizeylerin cinsini hesaplamakiokca kolaydir.Hesaplama klasik bir

sabit olan Euler karakterigtne balidir



34

3.MATERYAL ve YONTEM

Bu bdlimde Vaughan Jones ve Victor Vassiliev tagdn ele alinngien son guglu

digum ve halka sabitlerini tanitaga.

Dugum teorisindeki en dg@l sorulardan biri, iki dgim diyagrami verildiinde onlarin
ayni digumu temsil edip etmedikleri problemidir. Bir 6zelirdmda dgimlenmeme
bu problem bir 6zel 6rnekle bir ¢ozime sahipse,geucek uygun Reidemeister
hareketleri ile gosterilebilir.Veilen giim diyagraminin bir gkar olmayan dgimu
temsil ettgindenstphelenilirse, onunsi&kar olmadgini gostermek icin standart metot
bir sabit kullanmaktir. Yani, diiimdn izotopi sinifina ki olarak, her bir dgim
diyagramina bir cebirsel obje (bir sayl veya paimoatamaktir. Eer digum
diyagramindan sabit hesaplamak icin bir uygun &iger varsa bu metot etkili

olacaktir.

Jones polinomu diiimler ve halkalar icin bdyle bir sabittir. Onunsasina Louis
Kauffman tarafindan bulunan parantez polinomu @&laradlandirilan tanimla

baslayacaiz

3.1. Parantez Polinomu

Her bir yonlendiriimemi L halkasma(L) ile gosterilena, b, ¢ desiskenli bir polinom

atayalim. Dolayis! ilesagidaki ba&intilar salanir.
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x,f“x ;‘Q ;;P xﬁ"\
(%‘N {7 < ]
A LA

2. (LOOY=c(L);

3. (0)=1.

Burada 1. baintisindaki resimleiL, L, L, U¢ halka diyagramini gosterir.

-y
-~
- b

T .
- %
i 2
2 5 .-. y % y,
] 5 ] %, F
'} \ f
' ' } \
i i ! |
1 [} § [ i r
" i ' i F A\
.\ ] L o “/
- i .
- -
e W - ™

L L A

Sekil 3.1. Bir gecidin elimine edilmesi

(1) Bazntisi (L)=a(L,)+b(Ls) seklinde yazilabilir. (2), bir gkar digtimiin L
halkasina ilave edilmesiyld. nin kesilmeyecg anlamindadir.c ile carpiimasiyla
polinom sonuclanir. Cembere stirilmis polinom 1 e denktir. Sonug¢ olarak<L>

polinomu, L diyagraminin dizlem izotopileri altindagilgnez farzedilir.

Uc Reideimeister hareketi altinda sabit kalacakn opmlinomdaki a, b, carasindaki
iliskileri uygulamaya c¢agalim. Q, hareketi ile bglayalim. (1) hareketini sik sik (2)

hareketini bir kez uygulayarak,



>/* (vumy"
) = ¢ b )
{\ i 9\ RN
~
= aa( }-{ ) + b {9\ )| + bla( 3{} + b( B__i

= I,'u,"} +b* 4 abe)( e ) + ab ) < &
N

elde edilir. Buradaab=1 ve a’+b’+abc=0 alindginda polinomQ, sabit kalr.

Daha sonrdb=a" ve c=-a’-b alinsin dolay|S|yIa(L> parantez polinomunuf,

ye gore sabit kalg goralur. (1) dengagidaki 3.1 bgintilari elde edilir.

3.1.Baintisi:

A
"
.
h S
'
N

SN N R o NG
/ / s \__/ — 1.4 \

a™ dekiler aynidir. Gunku bu iki diyagram dizlemiggitoptur. AyricaQ, yi iki kez
uygulandginda

..r_)f:,\{__xlz NS :-’f-\\'./i;
AN = AT = e

Elde edilir.Boylece parantez polinomunu®, sabiti ispatlanngi olur. Simdi Q e

bakalim. (1) ve (2) den,
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( Q )=al O Y+a™( Q V=2 Q ¥

elde edilir. Burada A= a(—a2 - a‘z) +a'=-4a bulunur. Benzer hesaplama ile
3.2.b&intisi:

(Q1==a QN (QI=-a% Q>

Bulunur. Burada A= a‘l(—a2 - a‘z) +a=-a°® olarak bulunur. Boylecea®=-1

olmadik¢a parantez polinomf), e gore sabit kalmaz. Dolayisiyla halkalar igin bir

izotopi sabiti dgildir. Ornegin,

CRO = (X =—a"

Seklindedir. Oysa bunlar sekigkilli digim diyagramlaridir. Jones polinomunun

insasinda parantez polinomu kullanilacaktir.

Ornek: Bir ve iki gecitli diyagramlar icin parantez padimlari.
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Ornek: Hoph halkasi icin parantez polinomlari

o

.....

{&3} =a(CL) +a” &

.-| 7 3
= ala” }Tu —u - a =a —a¢ —a

{CQ)} -= u_T — r:I!._:|i - r_J'.'Jr.

3.2. Kauffman Polinomu

Burada yonlendirilmi halkalar g6z Oonune alinacaktir. Yonlendirgnbir halka igin

w(L) = Zsi sayis| tanimlanir. Burada toplam tiim gegitler iiimn alinir veg sayisi

I. gegitin saretine bl olarak ¥1olur.

N /
oo

= = l E = |
Sekil 3.2. Gegitlerin gareti

Verilen bir halkanin yonlendirmesini tersine gevdakmnunw( L) sayisini dgistirmez.
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W(h=-1 W(L=2 WWL=-3 W(L)=3
Sekil 3.3.Bazi digiimlerin w(L) sayisi

w(L) sayisi Q, ve Q, altinda sabit kalirQ, altinda isesaret dgistirir. Herhangi bir

yonlendirilmis L halkast i¢inX (L) Kauffman polinomu,

X (L) =(~a) ™" (| 1])

seklindedir. Burada|L| parantez polinomudur. Bu polinom yonlendirignhialkalar icin

bir izotopi sabitidir. Yukaridaki drnekte verileagsve sol yonca yapga dugiimleri igin

Kauffman polinomlari,

seklindedir. Dolayisiyla bu iki diiim farklidir.
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3.3. Jones Polinomu

-1
X(L) Kauffman polinomundaa =q* alindginda yonlendirilmg L halkasinin Jones

polinomu elde edilir. Bu polinomsagidaki ba&intilari sglar:

(2) V(LDO):—[q;+q;jV( D

(3) Vv(0)=1
Buradal,L",L° asagidakiSekil 3.4.deki gibidir.
F. - s I - - : + - 5 .
R A XA ) <
Sekil 3.4. GegitlerdekiL™, L",L° durumlari

Burada (1’) b&intisi skein bgintisi olarak bilinir. Bu Jones polinomunu elde ekgin
yeni bir form tgkil eder. Parantezden farkli olarak yalniz gecik yadilmez ayni

zamanda gecitirsareti de dgisir.

.....

4\
r[_IL"'(@) = q‘v(&b) = (g% — qulﬂ)v(&}
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ifadesinde Hoph halkasina (@rti uygulanirsa,

MOTIO KT

elde edilir. Boylece (2) ve (3artlarindan,

@D

)

e (AR ) B (R

bulunur. Buradan da,

LI((‘(/\ )='?_:-*.- - (I_”3+q I5,’3)({113"'} _q.—ug)

=q '+ —q "

elde edilir. Ayrica bir 6nceki kisimda,

kr& 1151 l'.!'_|_ ﬂ-l

1
Bulunmutu. Buradaa = q # yazilirsa ayni Jones polinomu elde edilir.
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3.4. Diger Polinom Sabitleri

Jones polinomu diiim ve halkalar igin tek 6nemli polinom sabitigddir. Asagida ¢ok
onemli polinomlar verilmgtir. Onlarin timu sikar digum Gzerinde 1 dgerini alan
halka izotopi sabitleridir ve skein @g@atilarinin 6zel bir formunu gtarlar. Asagida

bunlarin sadece isimleri ile 6zel skeirgbailar verilmitir.

zdesiskenli [0 Conway polinomu:

v X - w-_xf) = 2v() (-

t degiskenli A Alexander polinomu:

é*(.W_\/\“ ) = A&f; X )= —1‘\/1_:{:5( > C_)-

g desiskenli V Jones polinomu:

V(K ) -a v X)) = (—% - \/a) V(')' C)

x,t desiskenli P HOMFLY (veya LYMPHTOFU) polinomu:
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rP / — P \ = P( > C )-

A,q desiskenliX Jones polinomu:

1 . \ Y Fiiad /. /a_._.] s |
——x( )~ VAVax '\ =x() (
At O ivar X =42 ()

Buradaki polinomlarin herhangi biri gigkenlerin uygun bir dgsimi ile iki degiskenli

Jones polinomundan elde edilebilir.
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4. ARASTIRMA BULGULARI

Jones devriminin ortalarinda 1980 lerin sordad@ru V.A. Vassiliev dgiim teorisinde Jones
devriminin en yakin sonucunda derin anlama sahip lyie kavram tanitti. Vassiliev sabitleri
denen buyeyin 6nemi Jones tipi sabitleri daha sistematilgddiide calmak icin kullanilabilir

olmasinda yatar.

Duglim teoricilerine gore Vassiliev sabitlerinin baska 6nemi ise Jones —tipi sabitlere kesin bir
topolojik yorum yapabilmesidir.Fakat bazi korkutektalar ise topolojik yorumlar klasik cizgi
yaninda dgildir.

Digum sabitleri, 6rng@n Alexander polinomu matematik niceliklerinin béileri ile bir digimu
birlestirir. Diger taraftan bir Vassiliev sabiti durumlarin bir kégmi kagilayan bir sabittir. Bu
durimda bu boélimde tanitilgnveya tekrar tanimlangbittin sabitler (Jones polinomu, skein
polinomu, Alexander polinomu)Vassiliev sabitlea gosterilebilirler. Bu ¢aimada taniimiz
buttin diglim sabitleri Vassiliev sabiti olmamasinin yaninalaedsonra gorege ki bir digimiin

imzasi Vassiliev sabiti de gitelir.

4.1. Singuler Digumler

En temel anlamiyla, bir singuler gim kendi kendini kesen bir giimdir. Daha kesin olarak,bir
K singuler dgimi f : S" - [ ° e bir (PL-) donistimdiir 6yleki S' de sonlu sayida nokta
harig birebirdir. Daha fazlaslyla, (13& S' de iki nokta ayni goriintilye sahipse= f (S') bu
ortak noktada dgu acida kendisiyle ke, ve (2) S' de hicbir lic nokta ayni goriintilye sahip

degildir. Bu konu boyunca biK singiler dgimanin kendi kendine kgsn bir noktasinak

nin k&esi diyecgiz. Singuler dgimlerin bazi 6rnekleBekil 4.1. de verilntir.

Bir singller dgum tanimini halkalarin  durumuna yaymak mimkunbdianunla birlikte

asagldaki digiincede kendimizi singuler giiimlerle sinirlayagaz. Daha fazlasiyla uygunluk icin
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sekilde ayrnm yapilmayacaktir, bununla birlikigee sadece bir giimden s6z edilirse bu hig bir

zaman bir singdler giim anlaminda olmayacaktir.

b 2
() (©)
@ E (£)

Sekil 4.1.Singuler dgtimlerin bazi 6rnekleri

Yukarida da bahsedifgdi ve simdi bir singtler dgiim tanimimizdan acik olgu gibi, bir singtler
digimu bir 4-regller spatial grafik olarakstiiebiliriz. Bununla birlikte spatial grafik teorisi
derken neyi kastefimizi anlatmaya ihtiyacimiz vardir, ciink bir sifegidizim tamamen bir

kategori icinde kalmaz. Oncelikle bir singulegdin S' de yonlendirmenin sebep ofglubir
yonlendirmeyi atayabiliriz, genelde spatial grafkicin yonlendirme atamanin belli bir yolu
yoktur. Ikinci olarak singtiler diiimlerin denkii kavrami genelde spatial grafik icin olandan
daha gugludur.

Agclkca bir K singtiler dgumund bir kiigikB, (kapal) kongulugunun veB, n K i iceren
(K nin pargasiA yakinindadir) biE, duzleminin her bir A kdse noktasiyla birlgirilsin.
Daha sonra bif, = E, n B, diskine (dizlemine)Aile birlesmis bir flat disk denir. A

bu flat disklerin koleksiyonudur, biri her bir §& noktasi icin F(K) ile gosterilecektir.

Tanim: Eger yonlendirmeyi koruyan bir otohomeomorfizrg : (1% - [1° varsa , gagidaki

durumlarn kagilayan K ve K" iki singuler diglmu denktir veK = K' ile gosterilir.

@) ¢K)=K
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(2 K ve K' icin sirasiylaF (K) ve F(K') flat disklerinin koleksiyonlar okwr, dyleki
@ donumi F(K) dan F(K") dir (Murasugi 1996).

Sezgisel olarak herhangi ska kendini kesmeye sebep olmad&h y1 K' ne surekli
donisturebiliyorsak K ,K' ne denktir ve doiim sirasinda kesne noktalarindaki parcalar

dogru acida kalrr.

Ornek :

(b)

Sekil 4.2.W topunun iginde bir digy burulma

Sekil 4.2.(a) ve (bW topunun icinde bir digy buruima yaptik (gikismi sabit tutularak).(a)
durumunda bunlar ikisé singuler digim Uretir fakat (b) durumunda bunlar denigildeler.
Buna rgmen (a) ve (b) durumlan spatilal grafik olaraitider.

Onerme : 1ki singller digiim K ve K' denk olmasi icin gerek ve yetgart sonlu sayida
diizlemsel izotopi vesagidaki hareketler uygulanginda birbirlerine déngen singilerD ve D’

diyagramlarinin bulunmasidir (Murasugi 1996).

(1) Reidmeister hareketleri veya her bigekdnoktasinin kicik bir kggmlugunun ici harig

olanlarin tersleri
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(2) Asagidaki Q operasyonu k@ yakinindadir.

X = XY
‘—— DAY AN

Sekil 4.3.Q operasyonu
4.2. Vassiliev Sabitleri

V, In sayisal dglim sabiti oldgunu kabul edilsin. Orgn her bir K digimu igin v, bir
rasyonel sayl gostersin. Daha somga aagidaki gibi singtler dgiimler icin v sabitine

gengletilebilir.
v nin en cok n—1 kd&se noktall singuler diiimler icin  tamimlanngi oldusu kabul

edilsinSimdi, K n ké&seli bir singuler dgiim olsun ve daha fazlasi i€ , K, ,K_ k&sesinin bir

komsulugu haric her yerde ayni olan (regiler diyagramlasimguler dgumlerdir.Bu

komsulukta onlar sadecekil Sekil 4.4. de gosterilen yollarda farklidir

K K K_
Sekil 4.4.Singuler skein diyagramlari

Daha sonra

V(K) =v(K,) = UK) (4.1.)
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tanimlansinK ,n késeye ve hemK, hemdeK_,n-1késeye sahip oldgundan hipotezle
V(K) hesabedilebilir.

.....

.....

denen banti agidaki gibi diyagramatik olarak tekrar yazilabilir.

«(3X) = +(32) - ().

Sekil 4.5. Singuler skein operasayonlari

Sekil 4.4. daki diyagramlara singuler skein diyageandenir. Daha fazlasiyla, gdir iki skein
diyagramiylaSekil 4.5.deki bir diyagram ile yer ggtirme operasyonuna bir singiler skein

operasyonu denirK_(veya K,) ve Kile K, (veya K_) yer dgistiren bir operasyon

uygulandginda yeni kede sonuclanan bir giimlenmemy operasyon uygulanir.

Tanim: Eger herhangim+1 ké&seli singuler digim icin v(K) =0 oluyorsa, birv singtler

digim sabitinem mertebeli bir Vassiliev sabiti denir (Murasugbé®

Ozel olarak ger v en cok m mertebeli fakam—1 mertebeli dgilse, sifir olmayarv icin tam

m kaseli bir singtler dgim vardir. Bu durumdar ye m mertebeli bir Vassiliev sabiti denir.

- o

Yukaridaki tanimdan da gorllebilgcegibi bir Vassiliev sabiti gercekte onceki giiin
sabitlerinden farklidir. Orn, Alexander polinomu, Jones polinomu ve kopissaOnceki
digim sabitleri her bir diiimi bazi matematiksel g&lerle birlgtirir. Daha dgrusu, bir

Vassiliev sabiti (4.1.) v&(K) =0 yi salayan bir singtiler dium sabitidir. Bu nedenle (sonsuz

bir sekilde ) bir cok Vassiliev sabiti vardir ve onl&assiliev tipi sabitler demek dahagaiulir.
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Acik bir sekilde Vassiliev sabitine sebep olan bir ¢ofgidti sabitli vardir, bununla birlikte, buttin
digim sabitleri Vassiliev sabitlerini giiurmaz. Vassiliev sabitlerini ofturan olan dgim
sabitlerine 6rnek vermeden 6nce bir Vassiliev isaianimini kolay bigekilde takip eden bazi

onermelere bakalim.

Onerme : v bir Vassiliev sabiti olsun. gr bir K singiiler dgiimii bir =2 iimegine
sahipse,

V(K)=0 (42.)

olur.(Murasugi 1996)

Onerme: v, 0 mertebeli bir Vassiliev sabiti olsun. Bu durunteghangiK singuler dgtimii
icin,

v =+(O)-

olur. Bu yuzden aslinda sifir mertebeli yalnizdome Vassiliev sabiti vardir.(Murasugi 1996)
Onerme : 1 mertebeli Vassiliev sabiti yoktur.(Murasugdsd

K m+1 késeli singller dgiim olsun. Bu kgeleri yok etmek icin her bir lk&de bir singuler

£,EnEpyy YA + yada -dirveK, . ., & =+ pozitif gegit noktas veya, =-

negatif gecit noktasi il& kdsesini yer dgistirerek K 'dan elde edilen diiim olsun. Singtiler
skein operasyonu ard arda uygulayarak

V(K)= > (D'V(K,

1020 Fmet
E1:E20Emna

)
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formuli elde edilir. Burada toplarg, , €, ....£,.,, elamanlan2™" kiimesinden alinir vé,

E,Ey, €y, dizisinde — lerin sayisdir.

Onerme : Bir singtller dgiimiin en cokm mertebeli bir Vassiliev sabiti olmasi icin gexek

yetersart m+ 1 késeli herhangi bir singuler gim igin ,

Y (D'V(Kgey p,) =0 (43.)
1,2, Em+1

olmasidir (Murasugi 1996).

Vassiliev sabitini dgerlendirmek icin skein polinomunda offlu gibi singuler skein gac

diyagramini ¢cizmek daha uygundur.

Ornek : Sekil 4.6. da iki kgeli singtler bir dgim icin bir Vassiliev sabitini ggrlendirmek igin
singuler gac diyagramini gizelim.

&
K,,/\/ S K_
> S
O -7 T

Sekil 4.6. Singller gag¢ diyagrami
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boylece,

V(K) = -v(K,) + M(K.) == O)+v(K_.)

elde edilir.

4.3. Vassiliev Sabitlerinin Bazi Ormekleri

Bu kisimda Vassiliev sabitlerine birka¢c somut drmellecektir. Ayrica, sonlu tipte olmayan ve

bu yuzden Vassiliev sabiti olmayan baziidtia sabitlerinin varfii gosterilecektir.

Onerme : K bir digiim olsun ve

Ogt)=1+a, 2+ a 7 +..+ g, 2"+...

K nin Alexander-Conway polinomu olsun. Bu durumdal,,,(K) =a,,(m=1,2,...)

tamamer2m tipinde bir Vassiliev sabiti ofturur ( Murasugi 1996 ).

Yukaridaki 6nerme bir Vassiliev sabitinid,,, Alexander-Conway polinomundan gilugunu

gosterir.
Teorem : V() bir K digiminun Jones polinomu olsunV, (q),t icin
q2 00 qn
el(=1+ q+E+...:Z—I olusturularak V, (t) den elde edilen sonsuz seri
! n!
n=0

olsun..DolayisiylaV, (q) = ly + g+ [ § +... yazilabilir (Birman 1993).
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BdyleceJ,, K )= b, (en fazla)m mertebeli Jones polinomu tarafindarstltulan bir Vassiliev

sabitidir.

Tahmin edilebir ki,ayni diiince kullanilarak (N >=2) dereceli Jones polinomu (" (t)

tarafindan olgturulan bir J®  Vassiliev sabitini tanimlamak miimkindir. Bungnran,

burada Jones polinomundan bir Vassiliev sadi etmenin b&a yollar verilecektir.

Onerme : @ (t) ,t=1 icin bir K digiminin Jones polinomunun Taylor agilimi olsun

oyleki ,

@ () =co+ c(t-1)+ Gy (t-17 + ..+ ¢, (t— 1" + ..

seklinde yazilabilir vec,,, = i~

bir Vassiliev sabitidir (Murasugi 1996 ).

L{M} dir. Boylece ¢ { Fc, (en ¢ok) m mertebeli
t=1

Yukaridaki teoremdeki gibi ayni yolla Skein polimo ve Kaufmann polinomu =€ olusumu
yoluyla Vassiliev sabitlerine sebep olmalari minakii Buna rgmen bu polinomlar iki

degiskene sahip oldiundan bir dgiskenli polinomlara indirgeme ihtiyaci duyarle®, (v, 2)

skein polinomundan dolayl, (t) nin bir Vassiliev sabitine sebep ofgiLstirpriz dgildir.

.....

.....

gecit sayisc(K) , digimlenmeme sayisi(K) , képru sayisbr(K), érgi indexb(K) ve bir
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digimin cinsi g(K), sonlu tip dgildirler dolayisiyla bunlar Vassiliev sabiti glilirler

(Murasugil1996 ).
4.4. Chord diyagramlari

Yukaridaki 6nermede verilen denldih yani sira, herhangi biv Vassiliev sabiti 4-terimli

formul denen daha 6nemli bir lineer denklemiitar.

Teorem (4-terimli formul): 4 singuler dgimin gemberler ginda 6zdgoldusu herhangi biv

Vassiliev sabiti icin gagidaki denklik elde edilir.

Yukaridaki onermeden dolayi O mertebgli Vassiliev sabiti kesinlikle tektir. Ayrica, 1 meieli

Vassiliev sabiti olmagini (4.3.) de gosteriligti. Benzer ditinceyle, 2 mertebeli Vassiliev
sabiti belirlenir. Sonunda, agdk singuler dgumlerin ilave edilerek k@lerin olymasina sebep
olacak ve tabiki bir gkar digimi olgturacaksekilde bir K digimine dgimlenmeme

operasyonu uygulansin, iki kdseden daha fazla herhangi bir singllegiatitl yok etiinden

asagldaki aitlik yazilabilir.

1) = 02 (O) w02 (OO +ev2 (CHOO) o (&)

(44.)

Buradaa, b, c ved tamsayilardrr.
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Omek : K s& el yonca yapga digiimu olsun. ( 4.4.) formundav,(K) igin bir ifade

tiretmek icin singuler skein diyagram kullanit§iakil 4.7.).

> X
O~ @)\
OO - &>

> N

&

Sekil 4.7.S& el yoncé yapia diguimindn singuler skein diyagrami

VZ(CQD ) =0 oldgundan

O

va(K) = v2 () +v2((CX) +v2 (&)

yazilir.

simdi v,( CXO ) = 0 ve wu((OXOXO) = 0 odgundan v,, Vv,(0) ve

vz(&) ile belirtilir. Buna rgmen[], (O) ve J,(0) analitik olarakm(m= 2) mertebeli
herhangi bir Vassiliev sabitini

Vi, (0)=0 (45)
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le gostermek dgaldir.

Bundan dolayw, (K) tamamenvz(&) nin degeriyle hesaplanir. Boylece v, (K)

kesinlikle tektir. Dolayisiyla

vz(@) =1 (46.)
ile gosterilsin.

Asagidaki aitlik 2 koseli bir K singller dgiimuninv, deseri K daki gecit noktalarinin
Isaretine ball olmadgini gosterir.

(@) = vz (&) v (&) =~ (&) =1 (4.7)

Baska bir deysle, iki kseli bir singler dguim icin bir Ust ve alt geghokta arasindaki fark ihmal

edebilir. Bundan dolayger f ‘St R doniUmanun birK  singller dgimin bir  oldgu

distindlirse,K nin bitunv, dezerinin durumundsS' deki a,b,cved dort noktadan hangi

iki noktanin gérunttisti ayni olur sorusungiofimeye ihtiyag vardir.

Omek: Bir f:St - 03 donima olarakK  singller dguimani g6z 6nuine alinsin.

Durum 1: f (a) = f(b) ve f(c) = f(d)
K ve Sekil 4.8. (a) daki singuler gimler denk olmamasinagraen ayniv, degerine

sahiptirler.
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f(c) =

= f(a)
(_—- i
f(a)

= f(b) f(b) = £(d)
(a) (b)
Sekil 4.8.1ki singtiler dgiimiin denkfi

Durum 2:f (a) = f(c) ve f(b) = f(d)
Bu durumdaK ve Sekil 4.8.(b) deki singuler gimler denk olmasalar bile aya deserine

sahiptir, bu (4.7.) den cikar.

Geri kalan durum , yanf (a) = f(d) ve f (b) = f(c) durumu Durum 1 e indirgenebilir.

Yukaridaki dort nokta arasindaki gentryr vurgularken Durum 1 icirBekil 4.9 da (a)

diyagramini ve Durum 2 icin aygeklin (b) diyagrami gosterilebilir.

(a) (b)
Sekil 4.9.Chord diyagrami

Sekil 4.9 deki diyagramlara genellikle Chord diyaglar denir. Bir defaekil 4.9 deki iki chord
diyagrami igin v, degerleri atandiinda herhangi singdler giim igin v, yi hesap etmek

mumkindury, deseriyle birlikte chord diyagramlarinin tablosunaugtity tablosu denir.
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5. TARTISMA ve SONUC

Alexander-Conway polinomu, Jones polinomu ve Skalnomu Vassiliev sabitlerini
olusturur. Dolayisiyla bir anlamda Vassiliev sabitlémirpolinom sabitlerinden daha
glcli oldgu séylenir.Sunu vurgulayalim ki bu 6zel Vassiliev sabitleririsdnmek icin
yeterli desildir. Bu tahmini sg@lamasi icin butiin Vassiliev sabitlerini gdinmeliyiz,
cunkl sonlu sayida Vassiliev sabitleri ile agrayan sonsuz sayida farkl glimin

oldugunu gosteren 6rnekler vardir.

Bu baksla K(n,0), n=2, | =0 bir alterne dgim olsun.Bunun icirBn geck noktal
bir diyagram bulmak mdmktndir.Bundan dolay( (n,0) bir asikar digim degildir.
K(n,I) nin Alexander-Conway polinomu ve Jones polinomgag@aki 6nerme ile

bulunabilir.

Onerme :Her hangi birl >0 tamsayisi igin ,

(1) DK(n,O)(Z) = D|<(n,|)(z)
(2) Oxnoy(2) =1-227 + ... n cift ise
Ognoy(2) =1-22"9 + . n tek ise

(3) VK(n,I)(t) = t2| (VK(n,O)(t) _1) + 1

olur.(Murasugi 1996)

Teorem : n=2 ve bir K digimud icin K ve K(n,I) nin baglantili toplami

K'=K#K(n,l), 1 20 olsun.

(1) K',K ya denk dgildir.
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(2) m mertebeli her hangi biv,, Vassiliev sabitimn ise
Vin(K) = v, (K)
olur (Ohyama 1995).

Bundan dolay! sonlu sayida Vassiliev sabitine sayayan sonsuz tane farkl glim

vardir. Bser batin Vassiliev sabitlerini diinirsek durum tamamen farkh olur.
Vassiliev sabitlerini ¢evreleyen teorinin dayankaginin biri de  bize polinom
sabitlerine sistematik bir yolda davranma izni vesidir. Bundan dolayi, Vassiliev
sabitleri polinom sabitleri arasinda birsKiyi ortaya cikarir. Ozel bir durumda, bu

¢esidin bir strpriz sonucu bulunngwimasidir.

Teorem : K ve K' iki dugim olsun. Ber butin N =2 icin N. dereceden Jones
polinomlarinin derecesi aynidir. Onlarin Alexangetinomlarinin derecesi de aynidir
(Bar-Natan 1994).

Yukaridaki teorem ggidaki gibi bgka deysle de aciklanabilir. ButirN . dereceden

Jones polinomlari derecesinin kUm({)@i&N)(t), N =2} Alexander polinomunu belirler.
Bu sonu¢ kendi iginde surprizdir, ¢lnky, (t) Jones polinomuA, (t) Alexander

polinomunu belirlemez ve tersi degadur.

Yukaridaki teoremin 6nemi, aslindgikar Jones polinomuyla birlikte bigikar olmayan

dugmi bulmak icin argirmada bir 6nemli kisim olabilir gergelir.v, (t) =1

denklemi A, (t) =1 anlamina gelmeyebilirE]&N)(t):l, tim N22 icin A (t)=1

oldugu bulunur.
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Tahmin : Eger batin N=>=2 igin E]&N)(t) =1 oluyorsa K asikar digumddr.
Dolayisiyla, Vassiliev sabitleri iki diiimt birbirinden ayirmak igin yeteri kadar gucli

olmamasina anen aikar digimlerden dgumleri ayirt edebilir (Murasugi 1996).
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