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8 ZET

Bu galigmada, birinci bdliimde diferansiyel denklemlerin
genel kavramlari verilerek siniflandirmasi vyapildi. Non-
lineer denlemler tanitilarak tezin esas konusu olan nonlineer
parabolik denklemler anlatilda.ikinci béllimde nonlineer denk-
lemlerin g¢Oziimleri hakkinda bilgi verilerek sayisal ¢&zim-
ler anlatildi ve bu ¢dzilmler esnasinda meydana gelen hatalar
belirtildi.Sayisal ¢dziim metodlarindan sonlu farklar anlatil-
d1 ve sonlu farklarda dnemli olan vyakinsaklik ve stabilite
kavramlari verildi. Uclincii bdliimde afirlikli ortalama vyakla-
gim1 ifade edilerek U. = U:x denklemine tatbik edildi. Bu
vaklagaim altinda denkleme Richtmayer 1linerizasyon metodu
uygulanarak vyvakinsaklik ve stabilitesi incelendi. Ddrdiincil
béliimde {i¢ zaman seviyeli explicit metod ifade edilerek

a+ 1

Ut = ¢ Uxx denklemine tatbik edildi. Bu vaklagim altinda

vakinsaklik ve stabilitesi incelendi.
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SUMMARY

In the first part of this study, general notions of the
differential equations were introduced and their classifica-
tions were made. Then, introducing the non-linear equations,
the subject of my thesis non-linear parabolic equations were
presented. In the second part, the solutions of non-linear
equations and errors seen during the applications of the
solutions were indicated and also numerical solutions were
told. Finite differences of the numerical solutions were
introduced,convergence and stability notions having an impor-
tance in finite-difference equations were presented. -

In the third part, a weighted average approximation was desc-

;ibed and applied to the equation U¢ = Uxx . With the help

of this approximation, Richtmayer Linerizasyon method was

applied to that equation and also its convergence and stabi-

lity were studied. In the fourth part, three time-level exp-

licit method was described and applied to the equation
a+l

Uy = cUxx and also with the help of that approximation its

convergence and stability were studied.
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GiRiS:

Glinlik havatimizda karsilastifimiz problemleri belirli
standartlara dayvandirmak amaciyla bu problemleri matematiksel
kurallar ig¢inde formille etmeye ¢aligiriz. Bu formulasyon ¢odu
zaman nonlineer diferansiyel denklemlerde son bulur. Bu denk-
lemlere &6rnek olarak difiizyon olaylarini formiillize eden

Ut= L(U)
lineer kismi tiirevli diferansiyel denklemi wverilebilir.

Lineer diferansiyel denklemlerin teorisi ve ¢6zim metot-
lari gok geligmis oldufundan denklemi saflayan g¢6ziim fonksi-
yonlari kolayca bulunabilir. Nonlineer denklemlerin tam bir
teorisi yvoktur. Bu nedenle denklemi saflayan ¢d6zim fonksiyon-
larini bulmak genelde giigtiir. Bunun yerine nonlineer denkle-
min yaklagik bir ¢6éziimi aranir. Bu ¢6ziimler dzellikle 1940
lardan sonra biiviik gelisme gdsteren sayisal metotlarla yapi-
lir. Sayisal metodlarla yvapilan bu yaklagik g¢bziimler segilen
metoda uygun olarak belirli sayida ve sirasi belirlennmisg
iglemler bir hesaplayici yardaimiyla hesaplayarak elde edilir.
Elde edilen bu ¢dziimler ,metodun kendisinden g¢gelen hatalar,
sayilarin hesaplayici iginde tam olarak temsil edilememesi,
yuvarlatma hatalari gibi gesitli hatalar igerecektir. Bu ne-
denle elde edilen sayisal ¢éziimiin hata analizinin incelenmesi
dnemli bir unsurdur. Bu inceleme stabilite ve yakinsaklikla
yapilir. Yapilan sayisal g¢dziimde hatalarin durumu stabilite

ile, yaklagik ¢dzimiin gergek ¢ézlime yakinsamasi ise yakinsak-



lik ile incelenir. Bu inceleme sonucunda denklemin ¢&ézlimiini
en iyi yvakinsak ve stabilite ile veren sayisal metod belir-
lenir. Bu nedenle ¢d6ziim vapilacaksa dncelikle uygulanan
metodun bu problem igin stabilite ve yakinsakliginin incelen-

mesl gerekir.

Bu ¢aligmada boyutsuz formdaki nonlineer parabolik

denklemlerden
m
U= Uxx m=2
U({x,0) = 1 , 0 s x s 1
Uu(i,t) =0 , £ 20
U(o,t) = 0
ve
a+l
Ut= cUxx
U{x,0) = Sabit , 0Osxsl , t=0
U(o,t) = k1.t ’ t>0

denklemleri sayisal metodlarda oOnemli olan sonlu farklar
metodunun g¢egitli yaklagimlari kullanilarak stabilite ve
vakinsakligi incelendi ve ¢dzimiin Richtmayer linerizasyon

metodu kullanilarak yapilabilecedi belirtildi.



1. DiFERANSiYEL DENKLEMLERIN TANIMI VE SINIFLANDIRILMASI

1.1. DiFERANSiYEL DENKLEMLERIN TANIMI

Fizik,Milhendislik,Sosyal Bilimlerin vani sira daha bir
¢ok bilim dalinda kargilagilan g¢ok sayida problemin ¢dziimiini
bulmak ig¢in 6ncelikle bu problemin matematiksel ifadelerle
formiile etmek ve sonra bunlarla ilgili sinir ve bagslangig
sartlarani kullanarak problemin ¢dézimiinii olugsturan fonksiyon-
lar: bulmak gerekir. Bilinen bir problemi formiile eden bu
matematiksel ifadeler bazen aranan fonksiyonun enazindan
birineci mertebeden veya daha yilksek mertebeden tiirevlerini
igerebilir [25] . Bir veya daha fazla bafimla deéigkenlerle
birlikte,bir veya daha fazla bagimsiz deJigken ve bu bafimsiz
defigkenlere badli fonksiyonlarin tiirevlerini igeren bu tir
denklemlere diferansiyel denklem denir.

Diferensiyel denklem bir tek bafimsiz defisken igeriyor-
sa,tliirevlier adi tiirev olacafindan denklem Adi Diferansiyel
Denlem olarak isimlendirilir ve

(n)
F(x,¥v,¥ ,...,¥ ) (1.1)
formunda ifade edilebilir.

tki veya daha fazla bajimsiz dedisken ile bir veya daha
fazla bagimli deJiskenin badimsiz defiskenlere gdre kismi

tiirevlerini igeriyorsa denkleme Kismi Tilirevli Diferansiyel



Denklem denir ve
F(X’Y'U'UX'UY’UXY'UYY,Qun) = 0 (1.2)

formunda vazilabilir.

1.2. GENEL KAVRAMLAR VE SINIFLANDIRMA

Diferansiyel denklemler incelenirken derece ve mertebe
kavramlari kullanilir. Bir diferansivel denklemin en vyiiksek
mertebeden tiirevinin mertebesi diferansiyel denklemin merte-
besi, en yliksek mertebeden tiirevinin kuvvetine diferansivel
denklemin derecesi denir J[1].

Diferansiyel denklemde tiirevlerin ¢carpanlari defisken-
lerden veya dedigkenlerin fonksiyonlarindan olﬁguyorsa denk~-
leme de@isgsken katsayirli, tiirevlerin g¢arpanlara sabifler ise
denkleme sabit katsayili diferansiyel denklem denir [20]

Bir diferansiyel denklemde tiirevleri iceren ifadelerle
bagimli defigken egitli¥in bir yanina toplandirdinda esitlidin
difer yaninda sifir kaliyorsa denkleme homojen diferansiyel
denklem, efer esitlifin difer yaninda sabitler,defisgskenler
veva defiskenlerin fonksiyonlari bulunuyorsa denkleme homojen
olmayan diferansiyel denklem denir [1]

D= olmak lizere

dx

n n-1
L=anD +ap-1D + ... +aiD+ao (1.3)



dny dn-1y du

ap——— +an-1 + ... *aiz +aolU = F(x) {(1.4)
dxn dxn-1 dx

denkleminde d0,81,...,a8n’"ler defigkenler veya de¥iskenlerin

fonksiyonlari ise (1.4) denklemi de¥isken katsayili, ao,ai,..
.,an"ler sabitler ise (1.4) denklemi sabit katsayili diferan-
siyel denklem olur [21] .

(1.4) denkleminde F({x)}) = 0 ise denklem homojen diferan-
siyel denklem, TF(x) % 0 1ise homojen olmayan diferansiyel
denklem olur. an# O ise (1.4) denklemi n’ci merteheden
diferansiyel denklem, an,an-1,... ,az = 0 1ise (1.4) denklemi
birinci mertebeden diferansiyel denklem olur [22]

Kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin mertebe, lineer-
1ik veya nonlineerliklerine gére siniflandirilmasi adi dife;
ransiyel denklemlerin siniflandirilmasina benzer. Bir kismi
tlirevli denklemin mertebesi denklemde gd&riilen en yﬁksek
mertebeli kismi tlirevin mertebesidir. Kismi diferansivyel
denklemde bulunan bagdimli de¥igken (veya defigkenlere) ve
denklemde bulunan kismi tilirevlere gdre birinci mertebeden ise
lineer kismi tfirevli diferansiyel;deﬁklem denir [4]

iki bagimsiz defigkenli birinci mertebeden bir kismi

tirevli denklenmi
A(x,y)Ux+B(x,y)Uy+C(x,y)U = D(x,Yv) (1.5)

formunda, iki bafimsiz deJigskenli ikinci mertebeden 1lineer



denklemi
A(X,Y)Uxx+ZB(X,Y)ny+C(X,Y)Uyy+D(X,Y)Ux+E(X,Y)Uy
+ F(x,y)U = G(x,Y) (1.6)

seklinde ifade edilebilir [4]

(1.6) denklemindeki A,B,C,D,E,F katsayilari sabitler ise
denklem sabit katsayili, x,y nin fonksiyonlari ise degdigken
katsayili, G(x,y) = 0 ise homojen ' G(x,vY) f 0 durumunda
homojen olmayan kismi tiirevli diferansiyel denklem olacaktir.

ikinci mertebeden iki bafimsiz dedigken igeren kismi
tiirevli diferansiyel denklemleri temsil ettikleri e¥ri aile-
lerine bakarak {i¢ temel sinifa ayirmak miimkiindir. Bu sinif-
landirma diferansiyel denklemin geklini basitle§tirﬁek igin
vapilan badimsi1z de¥iskenlerin bir transformasyonunda tabii

bir sekilde ortaya ¢ikmaktadir.
A(X,Y)Uxx+B(X,Y)ny+C(X,Y)Uyy+F(X,Y,Ux,Uy) =0 (1~7)

denklemi lineer wveya nonlineer olsun.

A= B - 4aCc ’nin deferine bagjli plérak verilen bir R bdlge-
sinin bir noktasinda Parabolik,Hiperbolik ve Eliptik olarak
siniflandirilabilir.

A= 0 ise incelenen denklem Parabolik, A < 0 ise Eliptik ,
A> 0 ise Hiperbolik denklem olarak isimlendirilir.

Matematik Fizikte bir ¢ok problem kismi tiirevli diferansiyel



denklemlerin c¢éziimlerine indirgenir.Bunlardan en ¢ok bilinen-

lerini vazarsak

Utt~ ¢(Uxx+ Uyy+ Uzz) = 0 Dalga denklemi, Hiperbolik
Ur - K(Uxx+ Uyy+ Uzz) = 0 Is1 denklemi, Parabolik
Uxx+Uyy+Uzz= 0 Laplace denklemi, Bliptiktir. (1.8)

1.3. NONLiNEER DiFERANSiYEL DENKLEMLER

Lineer diferansiyel denklemlerin genel teori ve ¢dézim
metodlari gok gelismis iken nonlineer diferansiyel denklem-
lerin yapisi hakkinda ¢ok az sey bilinmektedir. Gergekte gok
sayida fiziksel problemin matematiksel formiilasyonu nonlineer
diferansiyel denklemlerde son bulur ki bu denklemler daha
kafmaslk bir matematik yapiva sahiptir [1]

Verilen bir diferansiyel denklem lineer defilse non-
lineer olarak isimlendirilir. Nonlineer denklemleri lineer
denklemlerde oldudu gibi adi ve kismi tiirevli nonlineer denk-
lemler olarak incelemek miimkiindiir.

Birinci mertebeden tek de¥isgkenli nonlineer denklemlere

érnek olarak Bernoulli ve Riccati denklemleri verilebilir.

P
vy = a(x)y + b(x)y Bernoulli denklemi, (1.9)

burada p keyfi bir sabittir ve p=0 , p=1 igin denklem lineer

dijer durumlarda nonlineerdir.



v = a(x)y2+ b{(x)y + c(x) Riccati denklemi, (1.10)

a(x) = 0 ise denklem lineer , ¢(x) = 0 ise denklem Bernculli
denklemi olur. Riccati denklemi mertebesi indirgenerek vevya
gegitli ilavelerle Bernoulli denklemine ddniistiirlilerek ¢dziim
vapilir [19]

Birinci mertebeden nonlineer denklemler oldufu gibi ylik-
sek mertebeden nonlineer diferansiyel denklemler olabilir.
Yiiksek mertebeden nonlineer denklemler Autonom denklemler
halinde bulunabilir. Bu tiir denklemler ag¢ikg¢a bafimsiz defig-

kenin gdziltkmedidi denklemlerdir.
Ay"+By’'+Cy = 0 {1.11)

Denklemin katsayilari bafimli defigkenin kendisi veya tiirev-
lerinden meydana gelir.
Nonlineer denklem Euler denklemi olarak bulunabilir.

dny

Aoxn + ... + Any = F(x) (1.12)

dxn

Denklemde Ao,..., An ifadeleri bagimli defisgken ise denkleme
¥ '1li Euler denklemi denir [19]

Genel olarak bir adi diferansiyel denklem badimli defig-
ken vy ‘nin veya herhangi bir tirevinin ikinci veya daha
yvilksek dereceden kuvvetlerini,bafimli defiskenin kendisi ve

tiirevinin g¢garpimlarini 1ig¢eren terimler ihtiva ediyorsa bu



denklem nonlineerdir denir {1]

Kismi tiirevli denklemlerde kismi tilirevler birinci merte-
beden 1ise denkleme 1lineerdir denir. Lineer kismi tiirevli
denklemler ile nonlineer kismi tiirevli denklemler arasinda
iki ara sinif denklem tanimlamak milmkiindiir.

Bir kismi tiirevli denklem, denklemde gdriilen en vyiiksek
mertebeli tiirevlere nazaran {( denklemdeki diigslik mertebeli
tiirevlerin ve bafimli defigkenin bulunus seklinden bajimsiz
olarak ) lineer ise denkleme yari lineer ( Quasi-Lineer)} dir
denir [4] . Birinci mertebeden iki bafimsiz defiskenli vara

lineer denklemin en genel formu
A{x,v,U)Ux+B(x%x,vy,U0)Uy = R{(x,v,U) . (1.13)
ikinci mertebeden vari lineer denklemi
A(x,y,U,Ux,Uy)Uxx+ 2B(x,¥,U,Ux,Uy)Uxy+C(x,v,U0,Ux,Uy)Uyy+
D(x,y,U,Ux,Uy} =0 {1.14)

geklinde yazilabilir.

Lineer ile vari lineer kismi tiirevli denklemler arasinda
bir ara sinif kismi tiirevli denklem tanimlanabilir,
Kismi tiirevli denklem vari lineer ise ve denklemde gdriilen en
viksek mertebeli tiirevlerin katsayilari sadece bagimsiz
defiskenlerin bir fonksiyonu ise denkleme hemen hemen lineer

kismi tilirevli denklem denir. Bu sinif denklemin en genel
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formu
A(X,¥)Uxx+2B(X,¥)Uxy+C(X,¥)Uyy+D(x,¥,U,Ux,Uy) = 0 (1.15)

seklinde vyazilair [4]

1.3.1. NONLINEER PARABOLiK DENKLEMLER
L(U) = AUxx+ 2Bny"|" CUyy+ M(X,Y,U,Ux,Uy) = 0 {(1.16)

hemen hemen lineer bir denklem olsun. A,B,C katsayilari
sifirdan farkli, xy diizleminin bir R bdélgesinde ikinci merte-
beden tiirevleri siirekli reel deferli fonksiyonlar olsun.

2

2
ADx+ 2BDxDy+ CDy (1.16) denklemindeki L operatdriiniin esas

kismidir. Bir denklemin ¢oziimiinii tayin eden esas kismidir.

Alx,y) = B2(x,y) - A(x,y).C(x,¥)

ile tanimlanan A fonksiyonuna I ’nin diskriminanti denir.
Ejer A(x,y) = 0 ise R ’nin her noktasinda denklem parabo-
liktir denir.Mevcut yvapilacak bir transformasyonla iki bafim-
s1z de¥iskenli parabolik denklemler igin normal form dedidi-
miz

Uxx+ G(%,v,U,Ux,Uy) = Q (1.17)

genel formu elde edilir. Bu formu. daha kisa olarak operatér

notasyonu ile

Ue= L(U) (1.18)
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geklinde yazabiliriz.

Parabolik denklemlere en giizel &rnek olarak
Uxx=Ut (1.19)

181 denklemi verilebilir. Bu denklemler genellikle i1si,kiitle,

netron vb. difiizyon problemlerinde ortaya g¢ikar [4,25] .
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2. NONLiINEER DENKLEMLERiIiN COZUM METODLARI

2.1. NONLiNEER DENKLEMLERiN COZUMLERi

Diferansiyel denklemleri siniflandirmak ve onlarin ¢dzii-
lebilirlik durumlarini arastirmak diferansiyel denklemlerin
baglica konusu olmugtur. Uygulamada daha ¢ok bir diferansiyel
denklem verildi¥inde onun g¢dziimii bulunur ve ¢dziimiin dSzellik-
leri incelenir. Diferansiyel denklemlerin genel bir ¢dzim
metodu olmadifindan denklemler siniflandirilarak ¢dziim bulun-
maya ¢alisilir.

(1.1) denklemi lineer veya nonlineer adi diferansiyel
denklem olsun. Bu diferansiyel denklemi ¢dzmek veya integre
etmek,denklemi dzdes olarak saflayan siirekli, tﬁrefglebilir
tim v = F(x) fonksiyonlarinin kﬁmesini belirlemek demektir.
Denklem adi diferansiyel denklem oldudundan y = F(x) ¢dzimle-
rini genel,8zel ve tekil ¢dziimler olarak siniflandirabiliriz.

r

n 'ci mertebeden bir diferansiyel denklemin genel ¢dzimil
sayica agagdi diiglirlilemeyen n tane keyfi sabit igerir. Ozel
¢dziimler genel ¢dzlimdeki sabitlere 8zel deferler vermek sure-
tiyle elde edilir. Genel g¢éziimden elde edilemeyen fakat
verilen denklemi sa¥layan bagka ¢dziimler bulunabilir. Bu ¢d6-
ziilmlere tekil ¢dzimler denir.

Lineer diferansiyvel denklemlerin ¢dOziim teknikleri ve

teorisi ¢ok geligsmis oldufundan genel,Szel ve tekil gdziimleri
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g¢ofunlukla kolayca bulunabilir. Nonlineer diferansiyel denk-
lemlerin analitik g¢dzimlerini bulmak genelde giigtiir.Bu neden-
le denklemler bilinen bir denkleme d&niligtiiriilerek veya
sayisal olarak g¢6ziimleri aragstirilir. Nonlineer adi diferan-
siyel denklemlerin g¢&ziimleri ig¢in belli bir metod yoktur.
Orijinal denklem gegitli déniisiimlerle bilinen lineer denkleme
déntigtiirlilerek veya sayisal ¢6ziim ydntemleri kullanilarak
¢6zilir.,

Nonlineer diferansiyvel denklem kaismi <tiirevli denklen
olabilir. Genel olarak kismi tiirevli denklemlerin g¢dziimlerini

1- Kismi tilrevli denklemi adi diferansiyvel denkleme

indirgeme

a- DeJigkenlerine ayirma metodu
h- Transformasyonlar metodu

c- Benzerlik doniiglimleri

d~ Karekteristikler metodu

2- Operatdr tersinin kullanilmasi
3- Sayisal metodlar
geklinde siniflandirmamiz mimkiindiir [23] .

Adi diferansiyel denklemin ¢éziimiinde 6nce keyfi sabitle-
ri igeren genel ¢&ziim bulunur. Denklemle birlikte verilen
sinir-baglangi¢c sartlari genel ¢dzlime wuygulanir ve buradan
keyfi sabitler bulunarak denklemin g¢6ziimi analitik olarak
ifade edilir. Kismi tlirevli denklemlerde durum tamamen fark-

lidir. Genel ¢éziimde keyfi sabitlerden gok bagimsiz deJisken-
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lerin kevfi fonksiyonlari bulunur., Béylece ¢oéziimiin sgeklinde
daha bilyllk derecede bir genellik elde edilir. Uygulamada
verilen kismi tiirevli denklemin pek g¢ok ¢é6ziimi iginden ©&nce-
den verilmisg sinir-baglangi¢ koguluna uyani elde edilmeye
galigilar,

Diferansiyel denklemlerin elde edilen ¢dziimlerini genel
olarak analitik ve sayisal olmak {izere iki ©baglik altinda
toplayabiliriz. Analitik ¢éziimde y = F(x) formunda bir ¢b6zim
aranir. X ’‘in her deferi igin y 'yi temsil eden bir deger
bulunuyorsa yv = F(x) formundaki ¢dzlime analitik g¢éziim denir.
8zellikle nonlineer diferansiyel denklemlerin analitik ¢dézim-
lerini bulmak genelde gii¢g oldudundan ¢dziim sayisal olarak
elde edilmeye ¢aligilir.Nlmerik analizde veya sayisal ydntem-
lerde savilarla g¢alisildi¥indan y = F(x) seklinde bir ¢&ziim
bulunmaz. Gergekte buna gereksinim yoktur. Genelde amacimiz
bir ¢dziim bulmak oldu¥undan verilen her x ‘e kargilik vy ‘ve
bir defer bulabiliriz. Bunu bir sayisal y&éntem kullanarak
gegerli bir F(x) fonksiyonu bulmaksizin sayisal ¢dzimlerle
vapabiliriz [24] . Sayisal yéntemlerle vyapilan ¢8ziimlerde
gegitli hatalar meydana gelece@indén vapilan ¢déziimiin nekadar
do¥ru oldudunun incelenmesi gerekir. Bu incelemede meydana
gelen hatalarin durumunu stabilite ile, yapilan sayisal
¢6ziimiin esas ¢6zlime vyakinsamasi durumu ise vyakinsklikla

belirtilir. Tutarli bir sayisal ¢dzlimde hatalarin artmamasi
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ve vapllan sayisal ¢dziimiin esas ¢dziime vyakinsamasi istendi-
inden sayisal ¢dziimlerde stabilite wve vyakinsaklik ©6nemli

olmaktadir.

2.2. SAYISAL GOZUMLER

Sayisal ¢dziimleme,matematiksel modellerle ifade edilmisg
gesitli alanlara ait bir problemi segilen etkin bir savisal
metod ile belli sayida ve sirasi belirlenmis isglemleri bir
hesaplayici yardimiyla belirli bir hassaslifa sahip sonuglar
elde etmektir.

One siiriilen problemin ¢6ziimi ig¢in kullanilabilecek sayi-
sal metodun se¢imi igin ¢egitli gerekgeler &ne sﬁrﬁlgbilir.
Metodun hizi (iglemlerin aldifdi zaman) ve elde edilen sonug-
larin hassasligi metodun seg¢imini etkileyen en dnemli iki
faktdrdiir. Problemin ¢éziimii i¢in kullanilan giris bilgileri
¢ofu kez bir deney, bir 6l¢me sonucu bulunacaklarindan veva
bir tablodan alinip, bir fonksiyondan hesaplandiklarindan az
gok bir vyanliga sahiptirler. ¢8ziim ig¢in kullanilan metodun
kendi ydnteminden oraya ¢ikan kesme yanligi (Truncation Error
) ve hesaplayicada vyapilan aritmektik islemlerden dogan
yuvarlama yanlisi (Roundoff Error) diye iki yanliga yol aga-
caktir. Bdylece girig bilgilerinde varolan yanlislar metodun
kendisinden ve yapilan iglemlerden 4Otiiri daha da artmig

olarak sonug bilgilerinde bulunacaktir.Hi¢ kuskusuz bu belir-
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tilen vyanlislari enaz olan metod problemin ¢8ziimi igin
kullanilacaktir [12]

Genel olarak sayisal ¢dziimlerde meydana gelen hatalara
fi¢ baglik altinda toplayabliriz,

a- Veri hatalari

b- Kesme hatalari

¢- Yuvarlama hatalari
Sayisal ¢dziimdeki bu hatalar g¢6ziimin hata analizini gerekli
kilmaktadir. Hata analizi sayisal g¢éziimlerde g6zdniine alinma-
81 gereken bir unsurdur. Sayisal g¢dzimlerdeki hatayi; U tam

¢dzlimit , u yaklagik ¢dzimi gdstermek lizere,
e =U - u (2.1)

bagintisi ile formiiliize edebiliriz.

Hesaplamalarda,deney sonucundaki 6l¢li deferlerinin kullanil-
masi,sayilarin hesaplayici iginde tam olarak temsil edileme-
mesi,sayilarin hesaplayici iginde belirli uzunlukta saklanma-
81 sonsuz terimli bir seriyi uygun sekilde keserek belli
sayidaki terimden sonrakilerin ihmal edilmesi ve metodun
kendisinden gelen hatalar sayisal iglemdeki hatayi olustura-
caktir. Olugan bu hatalari hesaplahak veya bir iUst sinirini

bulmak miimkiindiir.
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2.2.1. SONLU FARKLAR

Sonlu farklar sayisal ¢dziimlemede genigs bir kullanim
alanina sahiptir. Hatta sayisal iglemlerin pek g¢oduna temel
tegkil eder. Verilen bir y = F(x) fonksiyonu siirekli oldudu
aralik iginde herhangi bir noktada formiille tanimlama olanagi
olmasin. Verilen aralik ve bélgede fonksiyonun mevcut oldudu
varsayilir. Sonlu farklar kullanilarak aralifin ig¢inde her-
hangi bir noktada ki deder igin iyi bir yaklasim bulmak
olasaidzir.

Sonlu farklar metodunun ¢dzim bdlgesi ele alinan bdlge-
nin egit veya egit olmayan araliklarla birbirine paralel egri
veya dogrularan gizilmesi ile oiusur. BOylece hdlge iizerinde
diigtim noktalari meydana gelecektir. Hesaplay1c1lar1nvislemle—
ri maksimum hizla yapabilmesi ig¢in a¥ yapisinin basit olmasi
istenir. Bu nedenle genelde sadece dikdértgen,kare veya iiggen

a% yapirlari kullanilir .

t
j+l
P
* j
j-1
i-1 i i+1 i+2
>
0 X

Sekil.2.1. Sonlu fark ¢6ziim bdlgesi
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A% vapisindaki araliklarin esit olmasi gerekmez. Bu durumda
diizensiz ad yapisi olugacaktir. Bu diizensiz a¥ yapisi ilizerin-
de olusturulacak sonlu fark denklemleri b&lgeden bélgeye
degigeceginden bu da karmagiklik vyaratacaktir. Diizenli a§
yapisi izerinde olusturulan sonlu fark denklemleri genellikle
Explicit ve Implicit olmak {izere iki baglik altinda toplana-

rak incelenir [2,3,12,14] .

2.2.2. SONLU FARK OPERATORLERI

Sonlu fark matematidi ifade edilirken g¢esitli operatdr-
ler kullanilir. U{x) tek deFiskenli bir fonksiyon ve h adim

uzunluunu gdstermek {izere

Au(x) = U(x+h) - U(x)
VU(x) = U(x) - U{x-h)
8U(x) = U(x+h/2) - U(x-h/2)
pU(x) = 1/2 [ U(x+h/2) - U(x-h/2) ] (2.2)
BU(x) = U{(x+h)
Burada A ,¥ ,6 ,u ,E sembolleri sirasiyla ileri, geri,

merkezi,ortalama ve kaydirma operatdrleri olarak bilinir.

Sonlu fark ¢éziim bdlgesi
X1= Xo+h , X2= Xo+2h , ... , ¥n= Xo+nh seklinde esgit

aralikli olarak alindidinda bu noktalardaki U(x) fonksiyonu-
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nun deferi

U(xo) = Up , U(x1) = Uy , ... , U{Xn) = Un olacaktar.

Bu durumda herhangi bir x noktasindaki ileri,geri ve merke-

zi farklar:

U=10 - U
i i+l i
U= 10U - 2U + U
i i+2 i+l i (2.3)

Uu=1u - U
i 1+1/2 1-1/2

U=U -20 +U i=0,1,...,n
i i+1/2 i 1-1/2
olarak vazabiliriz. istenirse daha yiiksek mertebeden ileri,
geri ve merkezi farklar yazilabilir.

Diferansiyvel denklemlerin terimleri tiirev ifadelerinden
olusmaktadir. Sonlu fark operatdrleri ile tiirev operatdri
arasindaki iliskileri yazarak tiim sonlu fark ifadelerini
tilrevler cinsinden ifade etmig oluruz.

D = d/dx tiirev operatdriinii géstersin. Sonlu fark opera-
térleri ile tiirev operatéril arasindaki iligkiyi yazarsak;

U(x) fonksiyonunun =x;i noktasindaki Taylor seri a¢ilimini

vazalim.
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(x-x1i)
U(x) = U(xi) + (x-xi1) U (%i) + —— U"(X:1) + .... (2.48)
2!
(x-x1)
U({x) = U{xi) + {(x-%xi) DU(Xi) + ~—— D U(x1) + .... (2.5)
2!

Xi+1= Xi+ h

Xi® Xi+1 igin (2.5) denklemi yazilirsa
h hp

U{xis1)= (1+hD + — D + .... ) U(xi) = e U(xi) (2.6)
21t

ve kaydirma operatérii yardimivla

hD
EU(xi) = e U(xi)

hp
E = e vazilabilir.

(2.4) agilimindan

U'l = 1/h [ u - u ]
i i+1 i

U"| =1/h [ u - 2u + u ] ileri fark;
i i+2 i+l i

U’| =1/bh [ u-u 1 (2.7)
i i i-1

U"[ = 1/h [ u - 2u + u ] geri fark;
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U'| = 1/2h [ u - u ]
i i+1 i-1

U”| = 1/h [ u - 2u + u 1 merkezi fark;

i i+l i i-1

Tek defiskenli fonksiyon ig¢in vyazilan bu tirev yaklagimlari

iki veya daha ¢ok de¥iskenli fonksiyonlar iginde vazilabilir.

U{x,t) fonksivonu ig¢in tlirev yaklagimlari elde edelim.

Sonlu farklarin ¢dziim b6lgesini egit dikdértgen bhdlgeler
olarak alalim. Kenarlari h ve k olmak {izere meydana gelen ag
noktalari {izerindeki U fonksiyonunu
x = 1ih , t = jk
Us = U{ih,jk) = Ui,; ile gdsterelim.
x ve t do¥rultusundaki tlirev ifadelerini
U = 1/h [ u - u 1 :; U = 1/k [ u - u ]
x |i,] i+1,3 1,3 t |i,] i, 3+1 i,3
u = 1/h [ u - u ] ;U = 1/k [ u - U ]
X 1,3 irj i_lrj t irj irj ilj-l
4] = 1/2h [ u - u ] ;U = 1/2k[ u - u ]
x |i,] i+1,3 i-1,3 t {i,] i,j+1 4i,3-1
U = 1/h [ u ~ 2u + u ]
XxXji,3 i+1rj ifj i"ltj
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U = 1/k [ u - 2u + u ]
ttli, ] i,3j+1 i,J i,j-1

gseklinde yazabiliriz. istenirse daha yliksek mertebeden tlirev

ifadeleri sonlu fark yaklasimlari ile ifade edilebilir.

2.2.3. SONLU FARKLARDA YAKINSAKLIK VE STABiLiTE

Diferansiyel denklemlerin sayisal g¢6ziimlerinde birbiriy-
le ilgili olan yakinsama ve stabilite problemleri ile kargi-
lagilir. Sayisal ¢6ziimde igslemler sonucunda bir takim hatalar
meydana gelecektir. Efer ¢6ziimde meydana gelen hatalar her
adimda birikerek artmiyor veyva belli bir deferden kiigiik kali-
yorsa ¢dézim stabildir denir. Aksi durumda hatanin bliyiimesine
neden olan bir sayisal ¢dziim stabil olmayacaktir.

Sayisal ¢dzimde sonlu fark yaklagimlarini kullandifimiz-
dan ¢8ziim bdlgemizin kenarlari h ve k olan egit alt bdlgelere
ayrilmigtir. Bu durumda x-t diizleminde bir a¥§ sistemi olusga-
cak ve bu ag sistemi h ve k parametrelerine ba%ili olacaktir.
h ve k aralik bfiylikliikleri g¢ok kiigciik segilirse ¢dziim bdlgesi
daha hassas bir ad yvapisi olusturacaktir. Bu durumda U gergek

¢éziim , u vaklagik ¢éziim ve u hesaplayicidan gelen hatal:

deferi gdstermek iizere

U - u = Ayriklagtirma (Discretization) hatasa

= global kesme hatasi

=1
1
[

U-u={U-1u) + (u - u) = Toplam hata
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vazilabilir. Ayriklastirma hatasi belirli bir t seviyesi
boyunca X =h —> 0, t =k —> 0 iken sonlu fark ile
elde edilen ¢dziimiin analitik g¢6ziime yaklastigini gbésterdigin-
den yakinsakligi ifade eder.

Global kesme hatasi baglangig deJerlerindeki hatalarin
ileriki t =zaman seviyelerindeki durumunu ig¢erdi¥inden stabhi-
liteyi ifade eder.

Toplam hata gdzdniine alindifinda bunun global kesme ve
ayriklagtirma hatalarindan meydana geldi¥i gdriiliir. Burada

ilk terim yakinsamayl ikincisi stabiliteyi igerir [2,3,19].
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m

3. Uy = Uxx DENKLEMiNiN AGIRLIKLI ORTALAMA YAKLASIMIYLA

STABIiLiTE VE YAKINSKLIGI

3.1. AGIRLIKLI ORTALAMA YAKLASIMI

Sonlu farklarda a¥irlikli ortalama yaklagimi kullanila-
rak BExplicit ve Implicit metodlari da igeren daha genel sonlu
fark denklemleri elde edilir.

U Ju

5 = 5 lineer parabolik denklemi i¢in agir-
t x2

likli ortalama yaklasimi

1

U 2 —— [ u - u ]
tii,] k i,j+1 i,]
1
§) = [ a {( u - 2u + u ) +
xx|i,3 h2 i+1,3j+1 i, j+1 i-1,3j+1
(l-a) { u - 2u + u }o1 {(3.1)
i+lrj irj i_llj
r = k/h2 (3.2)
u - u =r [ a ( u - 2u + u ) +

i,j+1 i,3 i+1,3+1 i,j+1 i-1,3+1
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{l-a) ( u - 2u + u ) 1 (3.3)
i+1rj ilj i-lrj

seklinde vyazilabilir. Burada o , 0 = a = 1 olup agdirlik

carpani olarak bilinir.

6 U = U - u
x i,3 i+172,3 1i-1/2,3
{3.4)
62 U = u - 2u + u
x i,3 i+l,3 i3 i-1,3

olmak 1{izere (3.3) denklemini { ih, (j+1/2}k } noktasinda
operatdr notasyonu ile daha kisa olarak

6 u =r { a 62 u + {1l-a) 62 u }
t i,3+1/2 x 1i,j+1 x 1,3 (3.5)

bi¢iminde ifade edebiliriz.

¢ = 0 alinirsa Explicit sonlu fark denklemi; a = 1/2 alinirsa
Crank~-Nicolsan ve a=1 alinirsa Implicit geri zaman sonlu fark
denklemi elde edilir. Denklemler a , 1/2 = a < 1 segilirse

yakinsak ve stabil ; 0 = a < 1/2 segilirse

r = k/h2 £ ——— — (3.6)
2(1-2a)

olmalidair.
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m

3.2. Uy = Uxx DENKLZIMiINE RICHTMAYER LiNERIZASYON

YETODUNUN UYGULANMASTI

2
Ju 2 um
= m=z= 2 (3.7)
dt ox2
U({x,0) = 1 , 0= x s 1
u(i,t) = 0 , £t 20
g(o,t) = 0

geklinde tanimlanan lineer olmayan parabolik denklemi ig¢in

{i,3) noktasinda afirlikli ortalama yaklasimini yazalim.

JU
= 1/k [ u - u IE
Jt i,3+1 i,3
Fum
= 1/h2 [ a 62 um + (l-a) &2 uym ]
x2 X i,3+1 X i,]
m m
1/k [ u - u ] =1/h2 [ & 62 u + (1-a) 62 u ]
i,5+1 i,3 x 1i,j+1 x 1i,]
(3.8)

{i,3j) noktasinda Taylor seri agilimini kullanirsak;
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m 2 m
dui,s k2 o ui,s
um = ym 4+ k + +
i, 3+1  i,j ot 2! at2

ikincei terimden sonraki terimler ihmal edilirse ,

m
Jui,j Jus, s

um = um + Kk —
i,3+1 1,3 Jdu Jt
i,3
an,j
= 1/k [ u - u ]
Jt i,3+1  i,3

k ' ci siradaki terimler igin

um = uym 4+ m.um-1 { u - u } (3.9)
i,j+1 i,3 i,3 i,j+1 i,]
olur ki bu denklem lineer olmayan um deferini
i,3+1
W =1 - u {3.10)
i i,3+1 i,3

déniigiimiiyle u;i,3+1 noktasinda lineerlegtirir. Bu ddnigiimi

{(3.8) denleminde yerine yazalim.

1/k W= 1/h2{ ¢ 62 [ um + m um-1 W ] + (l-a) 62 um }
i b4 i, 3 i,3 i x 1i,3

W=r { mab2 um-L W + 62 ym } (3.11)
i x i,3 1 x 1i,3
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Bu denklem dizenlenirse

-rme um-1 W + (1+2rmg um-1) W - rmo um-1 W =
i-1,3 1i-1 i,3 i i+1,3 i+1
r um - 2r um + r um (3.12)
i"llj irj i""lrj

elde edilir. Bu denklem matris formunda vazilip Gauss elimi-

nasyon metoduyla W ‘ler elde edilebilir. Buradan
i

W = u - u
i i,3+1 i,3

* den (j+1) ci seviyedeki g¢dzim

]
=
+
o

u
i’j+1 i i'j

bulunabilir.
m
3.3. Uy = Uxx DENKLEMiNiIN AGIRLIKLI ORTALAMA
YAKLASIMIYLA STABILITESi

m=2 igin (3.12) Denkleminin matris formunu yazalim.
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l+4rau -2rau 0
1,3 2,3
~2rau 1+4rau -2roau
1,73 2,3 3,3
-2rou
N"lrj
0 -2roau (1+4rau )
N-2,3 N-1,3
5 J
-2ru ru u
1,3 2,3 0 1,3
ru -2ru ru .
1,3 2,] 3,3
= 4 ru .
. N-lpj
0 ru ~2ru u
N-zlj N-lrj N—lrj
L 4 L
2
ru +2rau {u - u )
0,3 0,3 0,3j+1 0,3
2
ru + 2rou {u - u )
N,J N,j N,j+1 N,j
Ui,3 'nin her bir fonksiyonunun deJerini pozitif

bir

c
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parametresi ile gdsterelim. Matrisi diizenlersek

~ - - -
1 0 0 -2 1 0
0 1 0 1 -2 1
. . -2rca .. . (a =-u)
0 . 0 0 1
01 1 -2
L . B .
-2 1 0
1 -2 1
= h o u + b ;
. . j
0 » 1
1 -2
-2 1 0
1 -2 1
T =
N-l . . .
0 . 1
1 -2
olur. Buradan ;
( I - 2rcal Yo u ~u ) = rcT u + b
N-1 j+1 3j N-1 3

{ I - 2r¢caT }. u = ( I - re(2a-1) T ) u + b

u = Au +b (3.13)
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formu elde edilir.
Hata vektérli ile 6zdeferler arasindaki badintiyir yazalim.
Uo baglangi¢ deferleri vektdrit olmak lizere hesaplamaya uo

yverine u* ile baglayalim.

u* = Au* , u* = A u* , u* = A2 uyu*

e hata vektdril

J J ] 0O 0o 0
e = Ae = AZz2e = . = Al+le
j+1 i j-1 0
e = u - u* = Auya+l- Ay*(a+1)
j+1 j+1 j+1 j j

= A(u&+1— u*(a+1)) = Ae
3 3 3

e = Aj+le (3.14)
j+1 0

bulunur. Béylece sonlu fark denkleminde j sinirsiz olarak

arttidinda e; artmiyor veya belli bir deferden kiiglik kali-

yorsa stabil olacaktir. Bu aragtirma A matrisinin Jdzdeferle-

rindeki hata vektériiniin ifadesiyle yapilir.A matrisinin (N-1)
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tane')s 8zdeferi ve buna kargsi gelen Vg 6zvektdrleri olduunu
farzedelim. Bu vektdrler (N-1) boyutlu vektdr uzayina baz
tegkil ederler. Buna gdre eo hatasi
L
eo = Z Cng
Snl

seklinde ifade edilebilir [2]. Burada ¢s ‘ler bilinen skaler-

lerdir. s=1(1)(N-1). Bundan yararlanarak

e1= Reo = A) csVa =) csA Va

AV3=‘sts 6zdeferleri tanimindan

el=§:037\s Vs ’ ej+1=2:c3;\i Vs vazilar.
s

T (N-1).(N-1) boyutlu matrisini &zdeferleri
N-1
kn
>K= -4Sin2 ' k=1(1){(N-1) ; {3.15)
2N

A matrisinin 7\3 6zdeferleri

kn kn
jR = { 1-4rc(l-2a) Sin2 } / (1+8rac Sin2
s 2N 2N

olur. Hatalarin artmamasi ig¢in |7\sj = 1 olmasi gerekir.

kn km
)} / (1+8rac Sin2
2N 2N

| (1-4rc(1-2a) Sin2 ) | =1 (3.16)
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(3.16) denklemi diizenlenirse ,

kr
(1-4a) = 2 (3.17)

4rc 8inz2
2N

bulunur. (3.17) ifadesi r>0 , ¢>0 , azl1l/4 durumunda daima

saglanir. Bu durumda (3.7) denklemi 0 = o < 1/4 ve

¢ = Max ui,j

segilirse

(3.18)

km

2c¢(1-4a) Sin2
2N

deferi igin stabil olacaktir.

m

3.4. Uy = Uxx DENKLEMiNiN AGIRLIKLI ORTALAMA
YAKLASIMIYLA YAKINSAKLIGI

(3.7) denklemi igin afirlikli ortalama yaklasimini yaza-

lim.
!
{u - u } = ra(um - 2ym + ym ) + r{l-a)
i,j+1 i,] i+1,3+1 i,j+1 i-1,j+1

{um -2um  +ym ) {(3.19)
i+1lj ilj i_llj

Denklem diizenlenirse
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- ro{um -~ 2um + um } + u = r{l-a) ( um -
i+1,j+1 i,j+1 i-1,3+1 i, j+1 i+1,j
2um 4+ uym )} + u
iij i'lrj ilj (3.20)

elde edilir. Sonlu fark vyaklagimlarinin yakinsama problemi
a% noktalar f{izerinde sonlu fark ¢dzlimii ile diferansiyel
denklemin analitik ¢d8ziimii arasindaki farkin incelenmesinden

ibarettir. Bu farka

e = U - u

gseklinde yazalim ve bunu ad noktalar iizerinde ifade edelim.

u==U-e

u = U - e
i+1,3+1 4i+1,3+1 i+1,3+1

u = U - e , U = U - e

i,j+1 i,3+1 4i,3j+1 i-1,3+1 4i-1,3+1 i-1,3+1
u =0 - e , u = U - e

i+1,3 i+1,] i+1,] i,3 i,3 i,3
u = U - e

i-1,3 i-1,3 i-1,3

Bu ifadeler (3.20) denkleminde vazilirsa ,

m m
~ral (U - e ) - 2(U - @ ) + (U -
i+i,3+1 i+1,j+1 i,3+1 i,i+1 i-1,3+1
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m m
e ) 1 + (U - e ) = r(l-ea)[(U - e )
i~1,j+1 i,j+1 i,j+1 i+1,3 di+1,3
m m

- 2(U - e y + (U - e ) ] + (U - € )

ilj ilj i"lrj i—l'j ilj i'j
(3.21)

bulunur.
m m m-1

(U-e) = U - mU e +....

Newton-Binom agilimindan {iglincli ve daha sonraki terimler

e2,e3,..,. g¢ok kiiglik oldufundan ihmal edilirse (3.21) agilimz
m-1 m-1 m-1
romU e - (1+2rmalU je + rmalU e
i+1,3+1 i+1,3+1 i,j+1 i,j+1 i-1,3+1 1i-1,3+1
m m m m
= {ral - 2raU + ral - U y + { r{l-a)U
i+1,3+1 i,j+1 i-1,3j+1 41i,3+1 i+1,3
m m m-1
- 2r(1-alU + r{l-ajU + U } + { -rm(1-a)U e
ilj i_lrj irj i+1rj i+1rj
m-1
+ ( 2r(l-a)mU ~- 1) e - r{(l-a)u e }
ilj i3 i-1,3 i—lrj (3.22)

elde edilir. Taylor agilimindan ; 0<8:,8:,03,64,05<1

h2

ym = Um  + hum + ym o,
i+1,3+1 i, j+1  x(1i,3+1) 2! xx(xi+6:h,tj34+1)
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h2

ym = Um - hym + Un - e
i-1,3+1 i,3+1 x(i,3+1) 2! x%(xi-62h,tj4+1)

U = U + kU S
i,3+1 i,] t(x:i , tij+6ak )
h2
Um = Um + him + Um S U
i+1,3 i, 3 x(1i,3) 2! xx(xi+6ah,t;)
h2
Um = (Jm - hiym + Um . . .
i-1,j i,3 x(i,3) 21 xx(xi-9sh,t;5)

elde edilen bu ifadeler (3.22) denkleminde yverine konursa

m-1 m-1 m=1
{1+2rmaU } e = rmal e + roamU
i,3+1 i, j+1 i+1,3+1 i+1,3j+1 i-1,3+1

m-1 m-1
e + rm(l-a)U e - {(2r{l1-a)mU -1l)e +
i—lrj"'l i+11j i+1ij 113 irj

m-1 m
rm{1l-a)U e + k{ U - U }
i-1,3 1i-1,3 t{xi,t5+03k) xx(xi+68sh,t3)

-1l< 8¢ <1 ({3.23)

denklemi elde edilir. u=0 wve tim (i,j) ‘ler igin késeli

parantez igindeki ifadenin maksimum modiiliinii M ile gdsretelim
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m-1 m-1 m-1
(1+2rmaVl ) ]e | s rmal e |+rmaU
i,3j+1 i,j+1 i+1,3+1 i+1l,j+1 i-1,3j+1

m-1 m-1
'e | + rm(1-a)U |e | ~(2r(1-a)myu -1)
i-1,3+1 i+1,3 i+1,3 i,3

|e | + rm(1l-a)U |e | + kM (3.24)
irj i"lrj i-llj

(3.24) denkleminin tiim terimlerinin sifirdan biiyiik vada esit

olmasi igin e teriminin katsayisinin sifirdan kii¢iik vani,
i,3
m-1
2r(l-a)mU -1 s 0 olmasi gerekir.
i,]
m-1
2r(l~a)ny s 1
i, 3
1
r = {3.25)
m-1
2(1-a)myU
i,]

r = k/h2 ifadesinde h, x’in adim uzunludu, k, t 'nin adim
uzunludu pozitif ve m>0 oldufundan r>0 dir.Bu durumda (3.25)

egitsizligi m>0 ve 0O<a<l olup

0 < r = (3.26)
m-1
2(l-a)mlU 4i,3
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gekline girer ki bu afirlikli ortalama sonlu fark denklemi
igin bir yakinsaklik kriteridir.
Dijer taraftan (3.24) denkleminde E = max |e | ile

B] J i,3
gésterelim. A bir sabit olmak iizere

m-1 m-1 m-1 m-1
mal = mal = n(l-a)l = m(l-a)U 2 A

olsun. Bu durumda (3.24) denklemi

(1+2rA)E £ rAB + rAE +rAE - (2rA-1)B +rAE + kM
j+1 j+1 j+1 j j j

vazilirsa
E = B + kM elde edilir. Buradan

i+l 3
E s E + kM £ E + 2kM = . . . = E +jkM = tM

j+1 j j-1 0
vazilabilir. Basglangi¢ deferleri u ve U ig¢in ayni olup sifair

m

hatali oldujundan h —>0 , k —>0 ve M —>(Ut-Uxx) vYe

m
gider. U , Ui= Uxx denkleminin ¢dziimii olduundan M —> 0

gider ve sonugta
E =z |U - u | ve u—>1U olur.
3 i,3 i,]
Bu ise (3.7) denkleminin a¥irlikli ortalama yaklasimiyla

1

m-1
2(1-a)nmU
i,3

garti altinda yakinsak olduunu gésterir.
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a+l

4.4. Uy = ¢ Uxx DENKLEMiNiN UC ZAMAN SEViYELi EXPLiCiT

METODLA STABILiTE VE YAKINSAKLIGI

4.1. UC ZAMAN SEViYELi EXPLiCiT METOD

Parabolik denklemlerin sonlu farklarla g¢gdéziimiinde genel-
likle iki =zaman seviyesi kullanilir. Bunun vyaninda iig veva
daha fazla zaman seviyeleri kullanilabilir ki bu bazi avan-
tajlar saflamak icgin yapilir. Lokal kesme hatasini kiigiiltmek,

daha kuvvetli bir stabilite elde etmek gibi.

AU 92Ua+1
= ¢ —— (4.1)
at d x2
U(x,0) = Sabit , 0=xs=1 , t=0
U{o,t) = k1.t ’ t>0

denkleminde a=0 lineer durumu ig¢in {i¢ zaman seviyeli Expli-

cit metodun denklemini yazalim.

Ju
= 1/2k (u -u )
dt i,3+1  i,3-1
Fu
= 1/h2 (u -2u + u )
x2 i+1tj ilJ i—llj
172k (u - u } = ¢/h2 (u -2u + U ) (4.2)

i,j+1 i,3-1 i+1,] i, ] i-1,3
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(4.2) denklemi r ‘in biitiin deferleri ig¢in stabil olmadidindan
bu denklem verine r ‘nin bitiin deferleri ig¢in sgartsiz stabil

olan Du Fort-Frankel denklemini yazalim. (4.2) denklemindeki

u terimi yerine
i,3
1
u = — (U + U }
i,13 2 i,3-1 i,j+1

averaj yvaklagimini yazalim.

1/2k (u - u ) = ¢/h2 (u -(u + u )+ u )
i,3+1 i,j-1 i+1.,3 i,j-~-1 i,j+1 i-1,3

r=kec/h2 ve denklem diizenlenirse ,

(i1+2r)u = 2r(u + U } + (1-2r)u ‘ {(4.3)
i,3+1 i-1,73 .i+1,j i,j-1

bulunur. Denklem j+1,7j,3j-1 zaman seviyelerini igerdifinden g
zaman seviyeli Du Fort-Frankel explicit denklemi olarak bili-
nir. Bu yéntemin parabolik denklemlere wuygulanmak istenirse
birinci =zaman yani j=0 zaman seviyesinde ¢&ziimiin bagka bir
metodla hesaplanmasl gerekir.Segilen metodun ii¢ zaman seviye-
1li mgtodla ayni do3rulukta olmasi gerekir. U¢ zaman seviyeli

14

yvéntemde uygulamaya u yanl Jj=1 ’¢i =zaman seviyesinden
i,2

baglanir.
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t
[1,3+1
* j+1
* l * J
i’lrjli'j i+1lj

j-1

Lirj_l
> X

Sekil.4.1. U¢ zaman seviyeli sonlu fark gemasi

a+l

4.2, Ue = ¢ Uxx DENKLEMINiIN UC ZAMAN SEViYELi .EXPLiCiT

METODLA STABiLiTESi

(4.1) denklemi igin i zaman seviyeli explicit sonlu

fark denklemini vazalim.

du
= 1/2k (u - u )
dt i,3+1  i,3-1
2
90a+1 a+1 a+l a+1l
= 1/h2 (u -2u + u )
X2 i+1!j 1,3 i"llj
a+l 1 a+l a+l
r = ck/h2 ve u = —— (u + u )
ilj 2 irj—l ilj+l

olmak lzere
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u - u = 2r{ ua+1 - ya+1 - ya+t 4+ ya+1i ]
ilj+1 ilj"l i—llj ilj"l irj+1 'i+1rj

bulunur. Denklem diizenlenirse

u 4+ 2rua+l = Zr( uya+1 + ya+1 ) - 2ruya+il 4+ u
i,3+1 i,j+1 i-1,3 i+1,3 i,3-1 i,j-1
(4.4)
elde edilir. Denklemin stabilitesini géstermek ig¢gin uat+?l
i,j+1
teriminin bir alt zaman seviyesinden alinmasi gerekir. Bu

nedenle usas+l terimini taylor serisine agalim.

i,3+1
1 2 {
ua+l = ya+l + ké?}i,j) T A
i, j+1 i,3 21 )

ikinci terimden sonraki terimler ihmal edilirse

a+1
ua+i = ya+i + kKus¢i,j) (4.5)
i,3+1 i,3

ua+li = ya+l + k(a+l) ud, Ueci,3) 7 ‘% e
i, j"‘"— —1'1J 1’

Ut¢i,j) teriminin deferi yerine yazilip denklem diizenlenirse
{a+1) (a+1)

ya+i = yga+l + ua u - ua u (4'6)
i,3+1 i,J 2 i,3 i,3+1 2 i, 4i,j-1
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elde edilir. Bu ifade (4.4) denkleminde yerine yazilirsa

(1+r{a+ljua ) u = 2r( ua+l + ya+l } - 2rya+l -
ilj irj+1 i—llj i+1rj irj“l
2rus+1l + (l+r{a+ljua )} u (4.7)
irj irj irj'l
bulunur. ¢ = maxus olarak alalim ve (4.7) ifadesini matris
i,J

geklinde diizenlersek

2r 2r 2r
u = Ayga+1l- ua+i-— ya+l4y

j+1  (l+rc(a+l)) j (l+rc(a+l)) j-1 (l+rc(a+l)) 3 j-1

(4.8)
i¢ zaman seviyveli stabilite denklemi elde edilir.Bu denklenmin
iki zaman seviyesine indirgenip incelenmesi gerekir. Buradan

{4.8) denklemi

_ - - | “ r :
u 2rA -2r ya+1
j+1l | 3
{l+rc(a+l)) (1+rc(a+1))
- - - - - - - -~ — l_ - - - - - - +
uya+1 . ua+i
] I ] 0 j-1
L. - L. - L. -
- I - g -
-2r ua+1
| I 3
{l+rc(a+l}))
T - -
u
0 j-1
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gseklinde vazilabilir. Bu matris formu daha kisa olarak

v = DV + C

i+l 3 3
ifade edilebilir. Sonlu fark denkleminde j sinirsiz olarak
arttiginda hata artmiyor veya belli bir deferden kiigiik kali-
yorsa stabil olacaktir. Bu arastirma D matrisinin G&zdeferle-
rindeki hata vektdriiniin ifadesiyle yapilir. Hata vektdrii ile
8zdeferler arasindaki iligki bdliim {igte verilmigtir.Bu yiizden

D matrisinin 6zdederlerini bulalim.

A matrisinin 6ézdeferleri,

kn
)\k= a+2(bc)l/2 Cog— ' k=1,2,...N-1
2N

baintisindan ,

kr
.kk= 2 Cos— (4.9)
2N

bulunur. Bu 6zde¥erler D matrisinde yerine yazilirsa
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4rCoskn/2N -2r
{1+rc(a+l)) (l1+rc{a+l))
D =
1 o]
L §
bulunur. D matrisinin OJzdeferleri |D-)I| = 0 bafintisindan

kolayca hesaplanabilir.

)3 4rCoskn/2N ), 2r
- + = 0 {(4.10)

{l+rc(a+l)) (l+rc(a+l})
Hatalarain artmamasi ig¢in |>\s | = 1 olmasi gerekir.

2 2 1./ 2
~x 4rCos kn/2Nx[1l6r Cos kn/2N - 8r{(l+rc(a+l)) )

2(l+rc(a+l))

2 2 1/72
l%l 4rCos kn/2Nz[1l6r Cos krn/2N - 8r(l+rc(a+l))]

A
[

2{1+rc{a+l))

a
a=0, a==-0.2, a=20.,37 , c¢ = Maxy ’ 'Cos kn/ZN] < 1

i,3
ig¢in
2 2
16r Cos kn/2N - 8r(l+rc({a+l})) = O ise
2 2
,€>dz 4rCos kn/2Nz[2r(l+rc(a+l)) - 4rCos kn/2N]}
= s 1

{l+rc(a+l))2
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alinirsa
1

in
L2}
1A
[y

(4.11)
3

bulunur. Bu (4.1) denklemi ig¢in U¢ zaman seviyeli Du Fort-

Frankel explicit yvaklasimi ig¢in bir stabilite kriteridir.

a+l

4.3. Uy = ¢ Uxx DENKLEMiNiN UC ZAMAN SEViYELi EXPLiCiT

METODLA YAKINSAKLIGI

{4.1) denklemi ig¢in

Ju

= 1/2k (u - u )
Jt i,j+#1  1,3-1
2 a+1l
U
= 1/h2 (ua+! - 2ua+l 4+ ya+li )
J x2 i-1,3 4,3 i+1,3
ua+i = 1/2 (ua+1 + ya+l ) ve
irj ilj+1 irj_l

r=ck/h2 olmak lizere

u - u = 2r(ua+l - ya+1 - ya+1l + ya+1i ) (4.12)
irj+1 irj‘l i“ltj irj+1 ilj—l i+1rj

{i¢ zaman seviyeli Du Fort-Frankel explicit sonlu fark denkle-

mi elde edilir. Sonlu fark yaklasimlarinin yvadkinsama problemi

ad noktalar {izerinde sonlu fark ¢oézliimi@ ile diferansiyel

denklemin analitik ¢d6ziimii arasindaki farkin incelenmesiyle
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arastirilir. U tam ¢6ziimii, u 'da vyaklasik ¢Oziimi gdstermek

izere ikisi arasindaki farki

e = U - u

seklinde vazalim ve bunu ag noktaiar izerinde ifade edelim.

u = U - e , U = U - e
i:j+1 irj+1 irj+l irj’l ilj—l irj—l
u = U - e . u = U - e
i+1,73 i+1,3 i+1,3 i,3 i,] i3
u = U - e
i—llj i_lrj i—lrj
Bu ifadeleri (4.4) denkleminde yvazalim;
¢ - e - U + e = 2r[ (U - e ya+i-
i!j+1 ilj+l irj_l irj-l i—llj i"llj
(U - e )a+1..(U - e )a+1+(U - a ya+1
ilj+1 ilj+1 irj—l ilj_l i+1rj i+1lj
(4.13)
(U-e)a+1 ifadelerinin Newton-Binom agilimini yapalim.
a(l+a)
(U~e)a+l= Yat+i-(1+a)lfae + ——— Ua-te2+ ,,.. {4.14)
2!

figlincli ve daha sonraki terimler e2,e3,..., ¢ok kiigiik oldudun-

dan ihmal edilirse
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{U-e)a+i= Ja+l- (1+a) Usae

bulunur. Bu ifadeyi (4.5) denkleminde yerine yvazilirsa;

U - U - e + e = 2r{ Ua+l —({1+a)Ua e
irj+1 irj—l irj+1 ilj"l i"l,j i"lrj i"'lrj
- Ua+l + (1l+a)Usa e - Ua+1l + (1+a)U=a e i,j+1
i,3+1 4i,3+1 i,j-1 i,J3-1 i,j-1
+ UJa+l ~ (1l+a)Ua e } {4.15)
i+1,3 i+1,3 i+1,3

elde edilir. Denklem diizenlenirse

-[ 1+2r(1l+a)Ua ] e = 2r{ Ua+l - ya+i - [Ja+l 4+ [Ja+i }
i,j+1 1i,j+1 i-1,3 4i,3j+1 1i,3j-1 i+1,3
+ U -~ U - 2r(1l+a)Usa e + [ -1+2r{a+1)U= 1
irj"l ilj+1 i—lrj i_lrj i,j"l
e - 2r(1+a)Ua e
i,j-1 i+1,3 1i+1,73 4.16)
bulunur.

Taylor a¢ilimindan ; 0 < 6;:,02,03,04,65,066 < 1

Ua+1 = [Ja+1i - kUa+1 b B
i,j-1 i,] t{xi,t3-01k)
Ua"'l = Ua+l + ku&+1 + 65 & n e s o
i,3+1 i,3 t(xi , t3+62 k )
h2

Ja+1l = Ja+1l 4+ hUa+1 + Ua+1
i+1,] i,] x(1i,3) 2! =xx(xi+6ash,tj5) +
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h2
Ja+1 = Ja+l -~ hla+1 + Ua+1 i it e
i-1,3 i,] x{i,3) 2! xx(xXi-08s4h,ts)
U = U + kU ot
i,j+1 i, 3 t(xi,tj+6s5k)
U = U - kU N
i,ji-1 i,3 t(xi,t3-86k)

bu ifadeleri (4.9) denkleminde yazarsak; -1 < 67,8g < 1

-[1+2r(1+a)Ua+1 ] e = =~2r(l+a)Usa e + [=-1+2r(1+a)
i,j+1 i,3+1 i—lrj i-1,13
usa ] e - 2r(l1l+a)Us=a e +
ilj—l irj—l i+1:j i+lrj
{ 2rh2ya+1 - 2kU } (4.17)

Xx(xi+67h,t;) t(xi,t3+08k)

bulunur. U=0 ve tiim (i,3) ’'ler igin kdseli parantez ig¢inde-

ki ifadenin maksimum modiiliini M ile gbsterelim.

(1+2r(1+a)Ua ) |e | s 2r(l+a)Usa |e
ilj+1 ilj+l i—lrj i'lrj
~-(~1+2r(1+a)Us ) }e | + 2r(l+a)U= |e | + 2kM
iij-l irj—l i+1rj i+1rj

(4.18)

(4.18) denkleminin tiim terimlerinin sifirdan biiylik yada esgit

olmasi ig¢in e teriminin katsayisinin sifirdan kiiglik yani,
i, -1
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-1+2r(a+l)Ua <= 0 {(4.19)
i,j-1

olmasi gerekir.

2r(a+1)Ua s 1
i,j-1
1
r = {4.20)
2{a+l)Ua
i,j-1

r = ck/h2 ifadesinde h, x’in adim uzunludu, k, t'nin adim
uzunludu pozitif ve ¢20 oldufundan r>0 dir.Bu durum@a (4.20)
egitsizligi
1
0 <r = (4.21)

2(a+l1l)Ua
i,i-1

sekline girer. -1 < a < 1 ve Ua =2 0 olup (4.21) ifadesi iig
i,3-1
seviyeli Du Fort-Frankel explicit denklemi ig¢in bir vakinsak-

11k kriteridir.
Dijer taraftan (4.18) denkleminde E = max |e | ile

. j J i,3
gbsterelim. A bir sabit olmak {izere

(1+a)Ua = (1+a)Us = (1+a)Usa = (1+a)Usa z A
irj""l irj"l i+1rj i-llj

ile gdsterelim. Bu durumda (4.18) denklemi
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{1+2rA)E s 2rAE - (-1+2rA)E + 2rAE + 2kM (4.22)
i+l 3 i-1 3

gekline girer. Denklem diizenlenirse

4rA {2rA-1) 2
E €95 - —F + —— kM {4.23)
j+1 1+2rA j {(1+2rA) j-1 1+2rA

fi¢ zaman seviyeli explicit hata denklemi elde edilir. Bu tiir

denklemler zaman seviyesi ikiye diigiiriilerek incelenir.

_ - . - - _
E 4rA | 2rA-1 ! E 2
J+1 [ - i
1+2rA | 1+2rA 1+2rA |}
e I T B - - =]+ |- - - - - kM
E | E
j I | 0 i-1 0
L. = L. . L. - L o

(4.23) denklemi matris 0Ozellikleri kullanilarak iki zaman
seviyesine indirgenirse (4.24) denklemi elde edilir. Buradan

E = DE + bkM (4.24)
I+l 3

E s DE + bkM = D2E + 2b2kM = . . . s DIE + b3jkM = tM
j+1 3 j-1 0
vazilabilir. Baslangi¢ deferleri u ve U igin ayni oldudundan

E = 0 dir. Bu durumda baglangig¢ deferleri sifir hatali olaca-
0

gindan h —>»0 , k = rh2/c —>0 ve M —>(U - Ua+r1l )} vye
t XX
gider. U , U = Ua+! denkleminin ¢éziimi oldudundan M —> 0
t XX

gider ve sonugta
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E = |U - u | ve u —> U olur.
J i,] i, 3

Bu ise (4.1) denkleminin {i¢ zaman seviyeli Du Fort-Frankel

explicit sonlu fark metodunun -1 < a < 1 olmak iizere

r s (4.25)
a
2{a+1)U
i,j-1
garti ile vyakinsak oldufunu gésterir.(4.1) deklemi bu yakin-
saklik kriteri altinda Richtmayer Linerizasyon metoduyla

kolayca ¢dziilebilir.

TARTISMA

m a+1
Bu tez caligmasinda Ui=Uxx ve Uy=Uxx denklemlerinin

sonlu farklarla stabilite ve yakinsaklifar incelenmeye ¢ali-
s1lda.

Denklemler sonlu fark yaklagimlari ile ifade edilirse

m
Ue=Uxx denklemi ig¢in

m m
u - u =1r[ a 62 u + {l-a) 62 u ]
i,3+1 i,] x i,j+1 x 1,3
a+l
Ur=Uxx denklemi ig¢in de
u + 2ruya+! = 2r( usa+1l + ya+l ) - 2rusa+i + u

i:j+1 ilj+1 ‘i"lrj i+1lj ilj-l irj—l
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denklemleri bulunur. Sonlu fark denklemlerine bakildiginda
ayni zaman seviyesinde bir terimin lineer ve nonlineer duru-
muyla kargilagilir. Stabiliteyi ifade ederken h ve k aralik-
lar: arasinda en az hatayili verecek bir oran arandiindan j’'ci
zaman seviyesindeki terimler bir tarafta Jj+l1’ci terimler
diger tarafta gruplandirilir. Ayni zaman seviyesinde ayni
terimin lineer ve nonlineer durumu meydana gelmesi bu grup-
landirmayl vapmakta gli¢liik vyaratacaktir. Bu nedenle bu
nonlineer terimler lineerlesti:ilerek bu linerize terimler
as1l denklemde verine vazilmis ve stabilitede bu 1linerize
terimlerden olusan denklem kullanilmigtir.

Bu sebepten, yukarida belirtilen denklemlerin sgabilite-
lerinin sonlu fark denklemlerinin linerize etmeden ve lineri-

ze ettikten sonraki stabilitelerinin ayni olup olmadifinin

gbsterilmesi gerekir.
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