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OZET

Sinuf sayis1 1 olan reel kuadratik sayi cisimlerini belirleyebilmek igin baz
kriterleri incelemeyi amaglayan bu gahsmada.izleneny plan asagidaki bigimdedir.

Konuyla ilgili gerekli 6n bilgiler 1. bolimde verilmektedir.

II. Bolimde kuadratik sayr cisimlerinin temel 6zellikler1 | temel birimlen
incelenmekte ve imajiner kuadratik sayr cisimlerinin  smif sayisi 1 olanlan
belirlenmektedir.

III. Bolimde beg farkli yontemle simf sayisi 1 olan reel kuadratik sayi

cisimleri belirlenmektedir.



1

SUMMARY

The plan followed in this study , which aims to investigates some
criterions for real quadratic number fields with class number 1, may be outlined
as below.

Pertinent background matenal is given in Chapter I.

In Chapter II , basic properties , fundamental units of quadratic number
fields are investigated. Moreover , imaginary quadratic number fields with class
number 1 are determined.

In Chapter III , the real quadratic number fields with class number 1 are

determined by using five different methods.
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GIRIS

“:Cebi.r ve Sawilar Teorisinde , Q rasvonel sayilar cisrimin sonlu
genislemeleri olan say1 cisimleri ve bu cisimlerin ideal simflani grubunun mertebesi
olarak tamimlanan sinif sayilarinin belirlenmesi en 6nemli konulardan binsidir..

Bu ¢aligmada, Q rasyonei sayilar cismiﬂin 1" nci dereceden genislemeler
olan kuadratik say1 cisimlerinden smf sayiss 1 olanlanmin  belirlenmesi
amaglanmigtir,

1967 yilinda H-M.Stark ve 1988 yiinda R A Mollin tarafindan sinif sayisi
1 olan imajiner kuadratik sayr cisimlerinin sonlu ve tam 9 1tane oldugu
gosteriimigtir.

Reel kuadratik sayr cisimlerinden simf savisi 1 olanlarin sonlu olup
olmadigi heniiz kesinlik kazanmamustir. Bu yiizden reel kuadratik sayi cisimlerinde
¢ahsmak daha onem kazanmugtir. Simf sayisi 1 olan reel kuadratik savi cisimlenni
belirleyebilmek‘icin bazi formiiller ve yontemler gelistirilmistir. Bu formiillerden en
bilineni , genellikle simf sayisi 1 den biyilkk olan reel kuadratik savi cisimlerinin
belirlenmesinde kullanilan " Dirichlet Simif Sayis1 ”  formulidiir.

Bu tez c¢ahgmasinda , reel kuadratik sayi cisimlerinde simif savisi 1
olmasim inceleyen bes farkhi yontem agagidaki bigimde irdelenmigtir.

Oncelikle , K= Q(\/I-I) reel kuadratik savi cismmnin tamlik halkasinin |
Euchde Algorntmas1 yardinuyla tek tiirli asal garpanlanna aynlabilen bolge oldugu
soylenerek, simif sayist 1 olmasi igin gerekli ve yeterli bir kosul elde edilmistir.
Euclide Algoritmasi kavranu genellestirilerek , 1913 yilinda simf sayisi 1 olan
mapner kuadratik say1 aisimlen Rabinowitsh tarafindan  belirlenmusur. 1980 ' de
Kutsuna tarafindan storend kesirlenn tamimlanarak . bu yontemin berzer lemma ve

kniterler yardimivla reel kuadratik say; cisimlerine uvgulanmasi saglanmstir



t)

Ming ve Leu 1987 yilinda, Minkowski sabitini ve Kronecker karakterini
kullanarak tamimladiklan bir Sk kimesinden yararlanarak , smif sayisi 1 olan
K= Q(\/;) reel kuadratik sayvi cisimlerii  belirlemiglerdir. Ayrica n > e 10
saglayan sif sayisi 1 olan en fazla 1 tane reel kuadratik sayl cisminin
bulunabilecegini gdstermislerdir.

Smif sayist 1 olan reel kuadratik sayr cisimlerinin belirlenmesi igin
yapilan g¢ahiymalar Richaut-Degert (R-D) tipinden olarak adlandinlan sayi cisimleri
tizerinde yogunlagnustir. Ozellikle dar (narrow) ve genis ( wide) R-D tipinden
reel kuadratik sayr cisimlerinin simf sayillanmin behrlenmesi igin Louboutin , Mollin
, Williams ve Yokoi gesitli ¢aliymalar yapmisur.

1990 yiinda Yokoi asal diskriminanth reel kuadratik sayr cisimlerinde ,
temel birime bagl sabitler arasindaki bagintilan ku]]anérak ve yeni bir p-invaryant
tammlayarak simf sayisi 1 olan cisimleni belirlemeye g¢alismustir. Y.Tanigawa bu
asalllk kosulunu kaldirarak simf sayisi 1 olan d disknminanth toplam 54 tane
reel kuadratik cisim oldugunu géstermistir.

Bu tez ¢alismasinda III. Bélimde , yukanda bahsedilen yéntemler tim
aynintilan ile incelenmis , tablolar yapilmis ve bu tablolar kargilastinlarak verilen
bes yontemin ¢ogunun uygulanabildigi, siif sayist 1 olan reel kuadratik say
cisimleri belirlennugtir. Ayrica bes farklh yéntemin hepsinin birden uygulanabildigi
ve simf sayiss 1 olan reel kuadratik sayi cisminin Q(J2_9) cismi  oldugu

gozlenmigtir.



1. BOLUM

ON BILGILER

1. CISirN GENISLEMELERI

1.1 Tanum : K cismi bir L cisminin alt cismi ise L'ye K cisminin bir " genislemesi "
denir ve L/K ile gosterilir.
1.2, Tarmm : L/K bir cisim geniglemeri ve a € L olsun. Eger f{a)=0 olacak bigimde
sifir polinomundan farkh bir f{x) eK[x] polinomu varsa a' ya K tizerinde bir cebirsel
elemandir denir ve a ceb/K ile gosterilir.
1.3, Tamm _: L/K bir cisim geniglemesi ise L nin K-vektor uzayr olarak boyutu
genislemenin derecesine esittir. Boy g L.= [L:K] bi¢iminde gosterilir.
[L:K] < o« ise geniglemeye " sonlu genisleme " denir.
1.1, Onerme : [L:K] < ise L/K cebirseldir. (Mc Carthy , 1966,5.3)
1.5. Tanim : 1)- L/K bir cisim geniglemesi, acL olsun. Eger a ceb/K ve
n
Irr(a, K) =TI1 (x-a;) iseL'nin a=a},an, .., a,elemanlanina "a'nin K uzerindeki
=1
eslenikleri " denir. )
i) L/K sonlu bir genigleme ve L'nin bir a elemanmin ‘minimal polinomunun biitiin
kokleri farkh ise a ' ya " aynlabilir eleman” denir. L 'nin her eleman: aynlabilir eleman
ise genislemeye " aynlabilir genisleme " denir.
1.6. Tamm : Q rasyonel sayilar cisminin sonlu genislemelerine cebirsel sayr cisimleri
denir.
1.7 )vTamm : K/Q cebirsel bir genisleme olsun. Eger bir a €K 'min Q uzerndeki
minimal polinomu, katsayilan Z de olan bir polinom ise a ' ya "cebirsel tamsay1 "
denir.
1.2, Onerme : Bir rasyonel sayinin cebirsel tamsayi olmast igin gerek ve yeter kosul
tamsayt olmasidir.
1.8. Tanim : Q cismi igindeki cebirsel tamsayilara " rasyonel tamsay: " denir. bunlarin

asal olanlari ise kisaca " rasyonel asal " olarak adlandinihr.



1.9. Tanim : K bir cebirsel sayr cismi olsun. K cisminin bir 2 elemani @ tizerindeki
eslentklenn a =aj, a», ..., ay olmak uzere , a' min normu ve anin 1zi sirayla

) n n

"N@)=ITa; +, - Tra)=X a bigiminde tanimlanr.

1=1 1=1

2.DEGERLENDIRMELER

2.1. Tarmm : R garpimsal ( veya toplamsal ) dedismeli bir grup < ( veya >) R
uzerinde bir baginti olsun. Her & B,y € R igin

a<f, PB<yise a<y (veya a> , B>y ise a>y ) dr.

i a<f , a=p , B <a (veya o>, a=B , B> )
kosullarindan sadece biri'saglamr‘

i) a<B, 6 eRise ad<Bd (veya a>P, decRise o +6>B+5) dir.
Kosullant gergekleniyorsa ; R , tizerindeki < ( veya >) baZmusiyla sirali bir gruptur

denir.

2.2, Tamm K bir cisim, Ry pozitif reel sayilar kiimesi olmak lizere; | I:K >R
bigiminde tanimlanan doniigim , her a.b € K igin

i)- lal =0 & a=0

i)-labl=1allbl

ii)- latbl<lal+]bl

kosullarim gergekliyorsa ;| | doniisiimiine K cisminin "arsimetsel bir degerlendirme-

si " denir.
2.3 Tanim : K bir cisim ve R ¢arpimsal ( veya toplamsal ) sirali bir grup olsun.
I [ g >Ry {0} (veya I I q— > Ru {w } ) bigiminde taimlanan

donisim , her a.beK i¢in

i) lal =0 & a=0 (veyala|=oo < a=0 )

i)- labl="Tal . Ibl (veya labl=lal=lbl )

iii)- | a+b | Smax(la],ib‘) ( veya fa+b|.>_min(|al,|b\)



kosullarimi gergekliyorsa | [ | doénusimine K cisminin arsimetsel olmavan
degerlendirmesi, R sirali grubuna da | | deger lendirmesinin " deger grubu denir "
2.1 Onerme - | | . K uzerinde arsimetsel olmayan bir degerlendirme, s>1 bir
eeicel sayi olmak tlizere :

-logs{a) ., aeK-{0! 1se
- V()=

© s a=0 ise

iletammlanan V: K-—>Ru { e} doniusiimi bir deZerlendirmedir.
i} V: K-—- >Ru { w} bir degerlendirme ise ;

s-V(a) | acK - {0} ise
lal =

0 R a=0 1se

ile tammlanan | | © K-—>R donusiimi arsimetsel olmayan bir
degerlendirmedir.
2.4 Tamm :| | , K uzerinde bir degerlendirme olmak tzere

V={aeK : lal 1} ,degerlendirme halkas

p={aeK : |al <1} , Vigindeki tek maximal ideal

I={aeK : |al =1} ,V halkasimn birim grubudur.
2.5 Tamm: | | | K cismi tizerinde bir degerlendirme , V, K ' nin degerlendirme
halkas! ve P maximal ideal ise V/P cismine, | | degerlendirmesinin " rezidi cismi

denir.
2.6. Tanum : K bir cisim olsun. K 'min her x eleman i¢in

1, x=0
I xl =



-

bigiminde tammh dederlendirmeve K cisminm " agikar degerlerdirmest "derir.

! . . . . .o . . - . . y

2.7 Tamm . || 1ile | lp_ K casminin asikar olmayan iki degerlendirmest ve aeK
olsun.

| ! ) - . .

laly o 1 jken ' b'a< 1 oluvorsa. | 1 ve ~n degerlendirmelert

"denk degerlendirmeler ” olarak adlandinlr.
| (1 ~ 1 2 ile gostenhr.

21.Teorem: | |7 ye | |2 K cismiiizerindeki degerlendirme ve acK ise
asafudakiler denktir; '

.

-1 Iy < 1 Ta g
ii)-|8|1< 1 iken |b|3< 1 dir.
1i)- s bir pozitif reel sayr olmak uizere 1y =1 |5 dir

3.84 Y1 CISIMLERI

3.1. Sayit Cisimilerinin Asal_Divizirleri

3.1.1. Tamm . K bir cisim ¢, K Gzerinde agikar olmayan degerlendirme olsun. ¢ 'ye
denk olan biitiin degrlendirmelerin kimesi P={ ¢’ : ¢’ ~0 } ye K'min bir " asal
divizori " demr.

3.1.2. Tanim : P, K ' mn asal divizérii olsun. Her ¢<P icin ¢, arsimetsel

degerlendirme ise P "arsimetsel asal divizér " aksi halde"arsimetsel olmayan asal
divizor'olarak adlandirilir. K cisminin argimetsel asal divizorlerinin kiimesi. . M. (K)
¥

arsimetse] olmayan asal diw‘izérlerin kimesi 1se My(K) ile gosterilecekur.
3.1.3. Tanum . Mo(K) 'min drettigi serbest grup F ye K 'min " divizér grubu ", F

grubunun elemanlarina da " sonlu divizorler " denir.



3.1.4 Tamm: Vo - ¢ asaldivizorine kargihk gelen istel degerlendirme olsun.

o €F sonlu divizdrii hemen hemen her ¢ € My(K)igin Vo (o ) =0 olmak
uzere

o=1J1¢ Vo (o) bigiminde ifade edilir.
0 eMy(K)

acK * =K-{0} alndiginda I1 ¢ Vo (3) divizoriine " esas divizér " denir ve
¢ eMo(K)

(a) ile gosterilir.
Deger grubu toplamsal olan V degerlendirmesi igin K cisminin tamlik halkasi ,

Ok = {aeK: Vo (2)20 }dir.
© €My(K) yakargilik gelen asal idealde aym ¢ harfiyle gosterilirse ;
Q= {- aeK : Vo (o) >0 } bigiminde tanimhdir.
Ok/o = E(P . K cisminin rezidii cismidir.
3.1.5..Tanun : L/K bir say1 cismi genislemesi , ¢ e€Mo(K) 'mn Op halkasi iginde

urettig idel O] olsun . ©Op , L cismimin asal divizérlerinin tamsay: kuvvetlerinin
¢arpim olarak

¢Op = P; & Py€ P .Cr

bigiminde ifade edilir. Bu durumda L cisminin  P; asal divizérleri ¢ Uzerinde kaliyor
denir ve P;/ ¢ tile gosterihr



3.1.6. Tunumlar : L/K say1 cismi genislemesi olmak iizere ;

(VL :VKg)=e(Pi/0) | [Lyj :Kqgl= (Pi/o)

ifadelen sirasivla Py asal divizoriinin dallanma indeksi ve rezidi derecest olarak

adlandinihr. Ayrica |

T
[L:K]=3X e(P;/ ¢ ) .f(P;/ ¢ )ile N®;)= ¢f(Pi/ ¢ ) bagnntilan
i=1

saglanir.

1)- Her =121 igin f(P;/ ¢ )= e(P;j/ 0 ) =115¢ .0 Lignde
"dallanmig divizordiir " denir.

i)- L cisminin @ eMg(K) iizerinde kalan en az bir P; asal divizéru igin
e(Pi/9) >1 ise o ,Liginde "dallanmig divizordiir " denir.

ni)- L cisminin ¢ eMg(K) tizerinde kalan tek asal divizoru P ve e(P/¢@ )={L : K]
1se ¢, Liginde " tamiyle dallannus " divizordir denir.

iv)- L cisminin ¢ €My (K) uzerinde kalan argimetsel divizori P olsun. ¢ ve P
asal divizérlerinin ikiside reel yada ikiside kompleksise e (P/ ¢ ) =1 dirve ¢
divizorine L iginde " dallanmamis divizér " denir. ¢ reel; P kompleks ise
e(P/ @ ) >1 dirve ¢ divizoriine L iginde " dallanmus divizérdiir " denir.

3.1.1. Onerme : L cisminin ¢ €M ,(K) izerinde kalan reel arsimetsel asal

divizorlennin sayisi 1} ve Kompleks arsimetsel asal divizérlerinin sayisi 1~ ise

[L:K]= r)+2 ra baginusisaglanir.

3.1.1. Teorem K bir say1 cismi , L/K sonlu aynlabilir ve n. dereceden bir genisleme
ise L =K(a) olacak bigimde bir aeOp vardir. feOy [x], a 'nin K tzerindeki
miinimal polinomu olsun Eger {1, .. . oMl Op halkasiigcin O uzerinde
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bir tamhk tabani ise, ¢ eMy(K) igin f.{mod @) = T polinomunun K, ([x]

1ginde asal garpanlara aynhsi

F(x)= G(X)"......... G.(x)* (i#j, G(x) = G(x)) o divizorunin L
icindeki ¢arpanlanna aynhgimi karakterize eder , soyleki ; G, asal polinomlart ¢
zenindeki Py eM(L) asal divizorleri ile bire-bir gekilde eslenirler ve her i=1,......,r

win ¢ = e(P;/ o) ve d°Gx)=f (P;/ o ) dir. (Weiss, 1963,5.168).

3.2. Saye Cisimlerinin Svnif Sayilar

K bir sayt cismi , MgK) ; K 'min argimetsel olmayan asal divizorlerinin kiimesi ve
M*O (K) ; My(K) igindeki esas asal divizérlerin kiimesi olsun. M*o (K) 'nin gretuidi
F* grubu , Mg (K) 'min Grettift F carpimsal grubunun bir alt grubudur. Yani ;

@} a Un

F=<MoK)>={ @3, ®....0p & €Z,i=l,.,n, ¢;eMy(K) }

N . By B By
Fr=dMyX)>={{a). (@)...a) :@)eMX ,i=1,2,.... Ry

,Bi€Z, q eK*}

bigiminde olmak iizere F'< F dir. &, &F igin
a~o © a=(@o( 3ae K* iin) seklindeki denklik Bafz,mnsu tammlanir . Boylece
F/ F* bslom grubu elde edilir, CY
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. . * L
.2.1 Tamm : Yukandaki bigimde tanimlanmuig olan F/ F~ grubuna K cisminin "
divizér simiflan grubu ” bu grubun eleman sayisina K cisminin " sinif sayisi " denir ve

hy ile gostertlir.

222 Tamm . eMy(K) asal divizorine kargilik gelen asal ideal de aym1 ©
warfiyle gosteriimek uizere ; K 'min asal ideallerinin kiimesi I(K) , I(K) igindeki esas asal

‘deallerin kimesi 1" (K) olsun. Bu durumda ;

B B> B

I
A¥ = <I*(K) >= {(a;) - (@) ...... (ar) : (g €l(K) esasideal,1=1,2..r,
B;eZ,a K"}

kiimesi
ap @ ay
A=<IX)>={@;,. @3.ccc.._... On :o; €l(K) asalideal,1=12,.....r,a;€Z, }

climesinin bir alt grubudur. A /A*  grubuna K cisminin " ideal simflani grubu "
ienicr ve F/F' = A/A" dr

3.2.1. Teorem : Sayi cisimlerinin divizér stmflan grubu sonlu bir gruptur.
7. 1.Borevich - 1.R Shafarevich, 1966, s.221)

3.2.3. Tamm : K/Q n. dereceden bir genisleme , r, ; K cisminin kompleks arsimetsel
.sal divizbrlerinin sayist ve Ay , K'nin diskriminanti olmak iizere ;

My = (i) E’:‘ lel
T/ n

;abitine " Minkowski stmin " denir.
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3.2.2. Teorem_: KN cisminmn her divizor simfi , normu Mg sayisindan kiigiik veya esit

olan en az bir divizor igerir. (Ribenboim,1973,5.282).
Bu teoremden faydalanarak Q tizerindeki derecesi kiigik olan bazi say1 cisimlerinin

sinif sayis1 belirfenmigtir.



HLBOLUM
KUADRATIR CISIMLER

! Temel €=cliklor

Y2 Formar : KAQ bir cebirsel genigleme olmak tizere, [K:Q] = 2 ise K cebirsel says

cismune * Kuadratik Sayr Cismi " denir.

1.3, Ehmermie - Bir kuadratik sayi cismi , n kare carpansiz bir tamsay: olmak iizere
Q( \f’{;z-) bigiminde bir basit geniglemedir.

Ranw: [K:Q]=2ise K=Q(at) bigiminde bir basit gemglemedir. & , katsayilan Q da
olan x> -+ax-tb bigimiindeki asal bir polinomun kokudur. Oyleyse ;

a = (w&i\m) /2a ifadesinde b~ -4ac = k alimirsa , K= Q(a ) = Q(\//:)
olur. Polinom Qx] de asal oldugundsan k 'min tam-kare olmayan en az bir asal ¢arpani

vardir. Bu ¢arpana n dersek K= Q( n ) bulunur.

L1 Senuc : K= Q Jn } cisminin bir 0. elemam x,yeQ olmak uzere o =x+y\/;
bicimindedir.

3.2.850nuc 0 o', K csminin bir o elemaninim esiemi@i olmak tzere ;
s . R 2
N(ﬁ) = (X' o= ( x-ry.\/;l ) (x.,y.v/;; ) = - — yz n ve
T,=a +ta = (x+_v\[n )+ (% \/z_r) = 2x olarak bulunur.
Teat)
2.2 Tanmny - K=0} Jn ) kuadratik say1 cismi olsun.
Op = {aekK: o tam/Z} kilmesi toplama ve ¢arpma islemlerine gore bir halkadir
Ok ya K cisminin " tamhk halkas: " denir.

L2 Cnerme - o €Q(~n) olsun. Bu durumda o €Oy < T; (o )eZ ve N(o)e Z
olmasidir. ( Ribenboim ,1973, s 77)



1. orem K= Q( \/;1) bir kuadratik say: cisnu olsun.
1)- n=23 (mod 4) 1ise O =Z QL \/; )‘
i) n=1(mod4)  ise O =Z GZ((1+\n)2) dir.

Kanu_: x,yeQ olmak uzere & = ( x+y\/l—1 JeK olsun . 1.2, sonug ve 1.2.
onermeden 2x €Z dir. buna gore €= 2X+2)"\/I_l olarak ahndiZinda N(e)= (2x)3 -
(Z’.y)2 n €Z olur. En az bir k tamsayist igin (2x)2 - (‘.’y)z n = k vazilabildiginden
(2x)> = (y)2 n-k €Z dir. n kare carpansiz bir tamsayt oldugundan 2y €Z
bulunur. 2x=u, 2y=v olsun. Bu durumda x2-y2 n €Z olmasi
u2-v2 n=0(mod 4) olmasmi gerektirir. Buna gore

1)- n=2.3 (mod 4) 1se ul-vAn= ul+ 232 (mod 4) veya u=-v2 n=0(mod
4) olacakur. Her 1ki durumda ; w+2v2 =0 (mod 4) ve ur+ v2=0 (mod 4)
ifadelerninin u ve v ' min 1kisinde ¢ift tamsayilar olmasi halinde saglanacag kolayca
gorulir. Buise x ve y 'nin birer tamsayi olmast gerekngini gosterir. O halde |

Ok € Z@Z(/n) dir

) n=1 (mod 4) 1se uZ-v2 n= u2-v2 (mod 4) olur u2-v2 = 0 (mod
4) olmasi u ve v 'nin ikisinin birden tek veya ikisinin birden ¢ift sayi oldugunu gosterir.
Bu durumda O = { (U+V\/I_I Y2 : u=v (mod 2) | seklindedir. Diger taraftan
( utrvn V2= (u-v)2+ v(1+\/)7 )2 bigiminde yazilabilece§inden ve

(u-v)/2 €Z oldugundan

Op ©  Z&Z((1+Vn)n)

olacakur.
NWiy=-n . T Gny=0, N+Vm)2) = (-, Tp (1+40)2) = 1

ifadelen birer tamsay1 olduklarindan n , (]+\//_})’2 €Oy bulunur. Bovlece

Z6Z(\Wn) ¢ Op . Zez(1+Vm)?)z Ok

oldugu gorulecedinden

O; = 7272y vevn Op =z @z(1+1)2) olur
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1.3 Semec: 1)-n=23 (mod 4) ise Ok = {x+y\/1—z xveZ |}
ii)- n=1 (mod 4) i1se O =7{(x+y\/;)/2 cx,yeZ } dir.

1.4 Sonug¢ - }\'=Q(x[;_z) CISMInIN Ok tamhk halkast  sonlu Uretilmis bir Z-

moduldir ve ureteglen
n=l(mod4) ise {1,n)
n=23 (mod 4) ise {1, (1+Jn)2} dir.
1.3. Tanim k= Q(\/;) savi cismi ise

\/; R n=2.3 (mod 4) ise

V=

(1+4/1)2, n=1 (mod 4) ise

olmak tizere, {1,v}ikilisine Og 'min tambk tabam denir.

1.4. Tamim : Ok bir tamhk bolgesi olsun. Asagidaki dzelliklen saglayan bir d: Og —
Z donusimi varsa Ok ' ya bir Euclide bolgesidir denir.

i) VxeOg i¢in d(x)=0
i)- d(x)=0 & x=0
i)- Vx,yeOx i6mn d(x.y) = d(x).d(y)

iv)- ¥xyeOg 1gm  y=0olsun. x= qy+r olacak bigcimde en az bir q.reOy; vardir.
Burada 0<d(r) <d(v) dir
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- LS Tamun - A, K=Q(\f1;) cisminin bir alt kumesi olsun. Eger A kiimes,
i}-abeA igin a-b €A dir.
i)-acA, ceOp m aceA dr

iii}- dAc Ok olacak bigimde bir d=0 , deOg vardir.

Kosullarint sagliyorsa , A ya K 'min bir " Kesirsel jdeali " denir. Ozellikle Og tamhk
halkasinin biitiin idealleri de birer kesirsel idealdir. Bunlara " tam idealier " denir.

1.2. Teorem : (O) dan farkh kesirsel idealler, ideallerin ¢arpma iglemi altinda bir grup
olugtururlar. ( Weiss ,1963, 5.123)

1.6.Tanun - A ve B iki kesirsel ideal olsun. A=(¢) B olaczk bicimde BGGQ(\/;)
varsa, " A ile B denktir" denir ve A ~ B ile gosterihr.

1.6. Tamm . AveB Q( n ) 'nin tam idealleri olsun. Eger (o) A= (B)B olacak
bigimde o ,pe Oy varsa Aile B ye " denk idealler " denir.

2. Kuadratik Sayi Cisimilerinin Diskriminanti:

2.1. Tanun : Q(\/I—I ) cisminin tamhk halkasiun bir tamhik tabam { Vi, Vj }={1,V}
, (i=1,2 igin ) bigiminde olsun. A g/qQ = det ( Tr ( \'H -Vj ) ) ifadesine tamhik
halkasinin veya K=Q(\/; ) cisminin “ diskriminann " denir. Yada bagka bir tanimla ;
G(K/Q) , K/Q genislemesinin Galois grubu olmak tizere , diskriminant ;

Ax/mQ = | o, ‘(Vj)‘[ 2 = [det(o (Vj)) ]2 bi¢imindedir.

G(K/Q) = 2 oldugundan 13= 1.2 dir
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2.1.Teoren - K= Q(\fi—l ) , n kare-garpansiz bir tamsay1 olmak tizere .

n=1 (mod 4) ise A K/Q = 4n

n=2,3 (mod 4) ise AEKyQ =n dir.
Kamit : n=23 (mod 4) ise Q(\’r;) ‘min tamhk halkast Oy 'min tabam  { 1. x/;)
dir.
ARy (1, ﬁ) =AK/Q = det (TrryQ (1, \/;)) oldugundan

TrA‘Q(l) Ir kzo(\/;l—)
Tro ) Tr ol
Benzer bigimde n=1 (mod 4) i1se k= Q(\/}—I) cisminin tamhk halkasi Op 'nin

tabam (1, (1+/n)2) dir.
AR/Q (L (1+Vn)2)=Agq = det (TriyQ (1, (1+vn)2) oldugundan

2 0

0 2n

= 4n dir.

AK/Q=

. ri1) Tr el (14 [)12) 2 |

K/O = . . qt = P =N
Q Tred (140 12)  Tren(1+ \ﬁﬁ/ﬁ,; T (1+m)i2

bulunur.

2.2. Teorem : K= Q(\/; ) cisminin tamlik halkasinin elemanlan a,beZ olmak izere
; (a+b\[1§)’2 bigiminde yazlabilir. Burada a2 = Ab2 (mod 4 ) dur .
(Ribenboim. 1973, s 77) .

3.Ruadratik Rezidiiler.

3.1. Tanim Eger mneZ* | a eZ ve (am)= 1 olmak izere . x" = a ( mod m)
kongriiansinin en az bir ¢ozumii varsa ; a'ya " n. kuvvetten bir rezidii " denir.
a,mod m'e gore n kuvvetten bir rezidiiise a R, m, a mod m' e gore n. kuvvetten

bir rezidi degil 1se a Ny m ile gostenhir.
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n = 2 ahndiginda, x2 = a (mod m) kongriansmn bir goziime sahip olmas:

durumunda a'ya “"kuadratik rezidii " aksi halde " non-kuadratik rezidit " denir.

3.2 Tarum : P= 2 bir asal say ohmak tizere

2
I, X =a(modp) ise
(a’p) = -1, Xz# a(modp) 1se
0, pla ise

bi¢iminde tamimlanan (a/p) semboliine "Legendre Semboli " denir. Ayrica asagidaki

ozellikler gergeklenir.

1) - a(p-1)2 = (a’p) (mod p)

n)- (ab’p) = (a’p) (bp)

i)~ a= b (mod p) 1se (a/p) = (b/p) dir.

iv)- mod p ye gore kuadratik rezidilerin sayis: ile non-kkuadratik ,rezidulerm sayis!

esittir.

3. 1. Teorem : ( Kuadratik Reciprocity Kuralr )

a tek ve pozitif tamsayi , p tek bir asal say1 ve (a,p) = 1 ise,

ya (a/p) = (p/a) (-1) (a-1)/2 . (p-1)/2 yada (a/p) = (p/a) (-1) (a-1)/2 . (p-1)/2
dir.

4. Asallarin Parcalunmas:

K= Q(\/I_I ) ve [KiQ] =2 olmak tiizere 1.Bolim 3.1.6. taum kullanilarak

by

r r
2=2¢ f; =X e(P;/p) f{P;/p) oldugu gorilur.
] 1
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NP) = ‘pf oldugudan , K 'min P asal divizérine kargihk gelen asal ideal ayni P
harfiyle , Q 'nun p asal divizoriine kargibk gelen asal ideal de aymi p harfiyle
gosterilmek Gzere. r=1,2 igin € 5 f; sayilan '3 durumda irdelenerek, p idealini

olusturan p asal savis tist cisimde s;rasw]a asagidaki yekillerde pargalanir.

=2, fij=fHh=1, ej=er=1:
p=P1 P2 ,( Py P2), N(Py)= N(P2) =p, ptamamen par¢alanms

( decomposed) asaldir.

r=1,f=2, e=1,
p=P, NP)= p2 » p kalan (inert) asaldir.

r=1,f=1, e=2 _ p=P2  NP)=p .
p dallanmig ( ramified ) asaldir.

Ayrica 3.1.1. Kummer teoreminden f = Irr ( Jn ,Q) =(x2-n) ( mod p)
polinomunun asal ¢arpanlar; olan G; polinomlari ile p 'nin  P;  asal divizérleri
arasmnda 1-1 bir esleme vardir. Buradan d° Gj (x) = f( Py/p) dir. Buna gore;

(x-a)(x+a), n = a{mod p) ise (p, tamamen pargalanmig)

(x2-n) (modp) = (xa' n), n ;fa"'(modp) ise (p,kalan)
X, pln ise  (p,dallanmg)

bulundugundan ,

p*n , p tamamen pargalanmis, (n'p) = 1ise n mod p 'ye gore kuadratik rezidii ,
p»{’n ,pinert, (n/p)=-lise n modp 'ye gore non-kuadratik rezidii ,

p[ n , p dallanmig 1se bu durumda n mod p ' ye gore ne kuadratik nede non-
kuadratik rezidu olacaktir. . ., K cisminin karakter fonksiyonu olmak iizere,

i

(AK/F’) . p::.[1‘\|\

X, = (_])(AK-])/S ~P"-2-P,{l/”\l\'
0 . PR
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4.1 Tearem : A, K cisminin diskriminanti ve p asal bir say1 olsun. Bu durumda ,
)-plA e p=P2  N(P)=pdir
i) p#2 ve ptA ise p=P; P2 ,( Prz P2), N(P)= N(Pp) =p
dir.
m)- p=2 ve Z-I’A durumunda |
n=l (mod 8) 1se . 2=P) Pr» .( Py x Pr) . N(Py)= N(P»r) =2 dir,

n=s(mod 8) ise. 2=P.N(P)=p2=4 olacakur.

$. Kuadrutik Suyt Cisimlerinde Temel Birimler.

K= Q(/n ) bir kuadratik sayr cismi olmak uzere, efer n<0 ise” K 'ya " imajiner
kuadratik sayr cismi “ |, -n>0 ise K'ya " reel kuadratik sayi cismi " denir. 1y ; reel
argimetsel asallarm sayisim . 1> | kompleks arsimetse] asallann sayisiny géstermek lizere
birinct bolam 3 1.1 onermeden [K:Q] =2 = 1) +2 11 oldugu kullanilarak reel
kuadratik says cisimleriicin ;ry =2 | rp =0 , imajner kuadratik say: cisimleri igin

1 =0, =1 oldugu gorilir.

5.1. Onerme aeOg olmak iizere o ' mmn birim olmas igin gerek ve yeter kosul
N( o) =% 1 olmasidir.

Kanit: : = o birm = of1 dir. O halde bir o cebirsel tamsayisi igin ,
o. o' =1 dir. N(at) N(a’) = 1 oldugundan N(a)=%1 bulunur,
< N(a)=t1 1ise a’,a 'nmnK dakieslenigi olmak tzere o .o = +1 yazlabilir.
ancak o' cebirsel tamsay1 olduBundan, Oy cebirsel tamsayilar halkasinda o |1 dir.
.o binmdir

Bu 6nermeden favdalanarak K= Q(/#) kuadratik say1 cismimn birimleri asagidaki
bigimde belirlenebilir

n<0 olsun Eger n=23(mod4)ise “,'\/1—1) K 'min tamlik tabani olmak tizere
o € O elemam xyeZ icin « =x+y\/1—l) bigiminde ifade edilecedinden
N(a)= (x+y\/; JOxyvn) =x 2. ny>  olur. 5.1.6nerme kullanilarak o= x+y\/;
binm oldugundan  x 2. ny?- = 1 denkleminin sonlu sayidaki ¢ozimlernn K

imajiner kuadratik sayi cismimnin birimlerini verecektir.



Eger n=1(mod4) ise, (1, (]+x/;)/2 ) K 'min tamhk tabam olmak Uzere «e
Ok elemamix,yeZigin o =(x+y\/1—l ) /2 bigiminde ifade edilebileceginden

Na) = (x+y\/;)/2 . x—y«f;—; Y2 = (x2-ny?2 )/2 bulunur. 5.1.6nermeden
vararlanarak o = (x+y\/?_1 ) /2 birim oldugu igin  (x 2. ny2 }/4 =1 bulunur.

n<0 oldugundan  (x = - ny= ) =4 denkleminin sonlu sayidaki ¢ozomu K
cisminin binmienni verecektir,

Bu ifadelere gore imajiner kuadratik sayi cisimlerinin birimleri igin asagidaki 6nerme

verilebilir.

5.2.0nerme: n=-1 , n#-3 ve n<0 ise K= Q(‘\/i—l) cismin birimleri £1 dir.
n=-1 1se Q(\/:T) cisminin birimleri 1 | &1 ve n=-3 1se Q(\/:g) cisminin birimleri
£ birimin kipkoki ve £ = (-1+v=3)/2 olmak tizere ; 1, +£ . #£2  bicimindedir
Bundan sonraki kisimda reel kuadratik sayi cisimlennin binmlen belirlenecektir

Oncelikle n=2 durumu alinarak asagidaki ifadeler elde edilir.

S.1.Lemma . K= Q(\[Z_ ) cisminin 1 ile 142 arasinda birimi yoktur,

Kamt: abeZ i¢in A = a+b/2  birimi olsun. Buradan a2 - 2b2 = #] esithgini
saflayan degerler 1 ve 1442 dir. 1<i< 1+4/2 olsun. 5.1. Onermeden a-b /2 =
11/ (a+b \E) yazilabilir. Buradan -l<a-by2 <1 oldugundan bu ifade l<A< 1442
ile toplandiinda 0<2a<2+242  bulunur. a=1 olacad icin <l1+bv2< 1+4/2
yazilabilir. Ancak bu ifadeyi saglayan bir beZ yoktur. O halde K= Q2 ) cismi 1
ile 1+4/2 arasinda birime sahip degildir.

5.2. Teorem : Q(\E ) reel kuadratik say: cisminin sonsuz sayida birimi vardir. Bunlar

abeZ icin €= a+b/2 olmak tzere ¢S . s=0.,%1,42, ... bicimindedir.

Kanmt: A, Q(\E) cisminin birimi olsun. A>0 ise €= a+b\/5 > 1 oldugundan

£S<A<e STl olacak bigimde bir s tamsayisi vardir. Eger €S <2 <e St jse ;
1<he-S<e ve 1<ie-S<l+/2 yazilabilir.



Ancak A, € bimmve N(72g5)=1 o}acégmdsan Ae S | lile 1++/2  arasinda bir
birim olur. Bu da 5.1. Lemima ile gelisir . Oyleyse A=e S bigiminde olacakur. A birim
olacagindan A<0 durumunda -A da birim olacagindan A =¢3 yazlabilir.

~
&

5.1 Tanun © &= 1+\E olmak Gzere , S={x&S : s=0z1,2 . . } binm

grubuna K=Q(\/;) reel kuadratik sayr cisnunin birimlerinin " temel sistemi " denir.

5.3. Onerme : K=Q(+/n ) reel kuadratik sayi cismi, x,yeZ igin m= (x+yvn)2ekK

ise agagidakiler saglanir.

i)-m birbirimdir < x2-ny2 =+4 olmasidir. Ayrica m bir birimse
n> < x>0, y>0 dr
n)- Eger m; = (x+y \I—;)/?_ , (1F1.2 ve  xj .y €Z igin)

1 den biiyik birimler ise,

Ni¢N2 < X]<X2 e y1£ya2  dir. (Kanit Weiss , 5.239)
Sonug olarak reel kuadratik sayi cisimlerinden n=1 ( mod 4) olmasi durumunda
x2-ny> =44 ile ifade edilen Diophantine denkleminin 1 den biyik en kiguk

(X0, Yo) pozitif tamsayr ¢6zimii esas birimi vermektedir.

6. Kuadratik Sayi Cisimlerinin simif Sayilart

6.1. Tanim : K=Q(\/1_1 )  kuadratik say1 cisminin biitiin kesirsel ideallerinin ¢arpma
islemine gore olusturdufu gruba G denirse , G 'nin bir alt grubu olan esas idealler
grubu T olmak uzere G/T grubuna (Q+/i1) cisminin * simif grubu " bu grubun eleman

sayisina da " simf sayisi ” denir.
6.1. Teorcm - Simf sayisi sonlu bir sayidir. (Z.1.Borevich and 1.R.Shafarevich, 5.221)

6.2. Teorem . K=Q(~in) kuadratik sayl cismi . My Minkowski sinin olmak iizere
Q(\/; ) cismunin ideal sinifinda



s

—

MRK=Vi/2, 130 e

NP) = v
®) {Mx:a&/n, n»0 e

. . Ce . . S
“olacak bicimde en az bir P tam ideal mevcuttur. Burada Ax . K=Q(~+/11)  cismimin
diskninunantidir. Bu teoremden faydalanarak imajiner kvadrauk sayr cisimlerinin simif

sayist agagidaki Onerme ile belirlenmistir.

6.1.0nerme K=Q(\/17 ) imajiner kuadratik say) cismi n, n=1 (mod 4 ) bigiminde -
kare-carpansiz bir tamsavi olmak lizere. h'}\' =] plan sadece 9 1ane cisim vardir. bunlar
Jn= 1,2 .3, -7 -11,-19 -43  -67,-163 dederlerime kargihk gelen imajiner
kuadratik sayi cisimleridir.

n=-163 i¢in K=0Q (M) aisminm s sayisiin 1 oldugu asagidakn gibi
gosterilebilir. . s
Mg =(2m1/ﬁ = 2.\/{:(?_‘?{/7: < 15 oldugundan My , normu <15 olan
en az bir tam 1dealh kapsayacaktr Buna goére p = 2.3,5.7,11,13 olur. Bu degerlerin
timii O (V=163)  de et olacaiindan  hy =1 bulunur, Smf sayist 1 olan 9 tane
imajiner kuadratik sayi cisnu vardir. Ancak reel Luadrauk sayi cisimlerinde simf savisin
bulmak oldukga zordur. Bundan sonraki kisimiarda reel kuadratik say: cisimlerinin sinf

savisini veren kriterler incelencekur.



1H. BOLUM

REEL KUADRATIK SAYI CISIMLERINDE SINIF SAYISININ 1 OLMAST
ILE ILGILI BAZI KRITERLER

Simif sayisi- 1 olan reel kuadratik sayr cisimlerinin belirlenmesi imajiner olanlardan
daha zordur ve bu cisimlerin sayisinin sonlu olup olmadigi hentz kesinlik
kazanmanustir.  Bu tir sayr cisimlerin sinif sayisinin 1 olmast igin gerek ve yeter
kosullari veren bir takim kriterler elde edilmesine ragmen bu yodntemlerin tim sayi
cisimlerine uygulanmasi miimkiin degildir. Degisik kriterlerle belli sayilarda simf sayisi
1 olan cisimler bulunmustur. Burada bu kriterlerden bazilan incelenecektir. Bu konuda
yapilacak calismalar soyle ozetlenebilir. 1k olarak ¢ahstlan cismin tamlik halkasmnin
Euclide Algoritmast yardimiyla tek tiirli asal ¢arpanlarina aynlabilen bolge oldugu
gosterilerek bu durumda simif sayisinin 1 olacagi soylenecektir. Rabinowitsh 1913' te
Euclide Algornitmasi kavramini genellestirerek storend kesirlerini tanimlanmig ve
imajiner kuadratik sayi cisimlerinde simif sayisinin 1 olmasi igin gerek ve yeter sartlar
veren baz: kriterler elde etmistir. Kutsuna 1980 yilinda bu yontemi reel kuadratik say:
cisimlerine uygulanmistir. Daha sonra 1987 yilinda Ming ve Leu ; Minkowski sabitini
ve Kronecker karekterim kullanarak K=Q( i ) cismi igin bu cisimde inert olmayacak
ve Minkowski sinirindan kugukesit olacak bigimde P ile gosterilen rasyonel asallardan
olusan bir Sk kiimesini tamimlayarak bu kiimenin bog kiime olmasi durumunda cismin
sinif sayisinin 1 olacagim soylemiglerdir. Ayrica }\"—‘-Q(\/; ) reel kuadratik sayi cismi
icin n> - e!® olmasi durumunda sinif sayims 1 olan en fazla 1 tane cisim
bulunabilecefim kamtlanuslardir.

Richaut-Degert ikilisi " R-D tipinde says cismi " adini verdikleri say1 cisimlerini
tamimlamiglar , Molhin ve Williams 1987 " de R-D tipinden sayi cisimlerini inceleyerek
simf sayist 1 olan cisimlert belirlemislerdir
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Yokoi 1990 ' da simf sayisimn olmasinda énemh rol oynayan temel birimlen
(fundamental units) kullanarak ve yeni bir invaryant tammlayarak asal diskriminanth
reel kuadratik say:1 cisimlerinden simif sayisi 1 olan ¢ok sayida cisim elde etmigtir.

E1. Euclide Algoritmiast Kullundarak Suuf Sayist 1 Olan Keel Kuadratik Sayi

Cisimlerinin Belirlenmesi.

Bu kisimda Ok halkasimin Euclide Algoritmas: yardxmlyla bir Euclide halkasi oldugu
gosterilerek Ok ' nin tek turli asal garpanlarina ayrilabilen bolge olacag soylenecektir.

2.1. Teorem : K—‘-Q(\/I_I ) bir reel kuadratik say1 cismi, hg bu cismin simf sayist
olmak tzere ;

hg =1 <« Op tamhk halkasimn tek tirlu asal ¢arpanlanina ayrilabilen bélge
olmasidir. ( Weiss, s.146 - 147) .

Ok tamlik bolgesinin bir esas ideal bolgesi oldugunu arastirmak kolay degildir.
Fakat Z halkasindaki gibi bir Euclide algoritmasi mevcutsa , 6zel olarak tamlk
bolgeleri esas ideal golgesi olur. Her esas ideal bolgesi tek turli asal garpanlanna
ayrnilabilen bolge olacagindan Euclide algoritmasi tanimi kullamlarak Euclide cisimleri

asagidaki bigimde belirlenebilir.

az0 , aeOg iin A: Ok »Z ,

ar | N(a) |
fonksiyonu
i)- AMa)20 dir
i) pe O icin ol B -  Ao)s AP) dir
iii)- a.f = 0 1se a = up + ¢ olacak bigimde tek sekilde tammh pe € Ok
ardir.
Kosullanm saghyorsa . Oy , A fonksiyonu ile bir Euclide Bolgesi olacaktir. Bu
durmda ; K=Q(+/n) cismi de " Euclide cismi " olarak adlandinlir. Og  Euchde
Bolgesi oldugundan (iii) kosulu kullamilarak , | N(a/ - )l < 1 yazilabilir.



5.

a/f degeri de K 'daoldufundan a/B=8 e K .1 eOg aindizinda | N(B-p) l<1

olur. n=23 (mod4) durumu elimirsa ; a,beQ olmak tizere .

5= atbynn €K ve x,y €Z olmak tzere p =x+y\[}7 € Ok yazilabileceginden

I NG -l = | NC @@+bn)+ oeryn) T = | N(@-x) = b-y) v | <1
olacaktir.a-x = r ,b-y = s konuldugunda yukandaki kosul

I NG - =1 N@+svn )l = | 2520 <1 tl)

bigimine gelir. | rl <1/2 ,[d <1 olarak segmek miimkiindiir. Boylece (1) kosulu
n= -2.-1 negatif , n=0,1,2,3 pozitif deZerleri igin saglanmaktadir. n = 1 (mod 4 )

alindiginda .a.beQ igin &= atb(1+/11)2 €K ve X,y €Z i¢in

pn= x+y(l+\/;)/2 oldugundan benzer bigimde ,

| N6 - )l = | Na-x+ oya«vmal =1 Nae+s+dmnyy | <1
bulunur. '
Buradan ;

NG -l =l@+s22-ns2)2 | <1 () ”
olacakur. | <1/2 | |r+s/) =|a-x+(b-y)/2l = | a+b2-y2-x| <1/2 olarak

segilebileceginden

(2) kosulu n= ~11.-7,-3 negatif , n= 5,13 degerleri igin saglanacaktir. Bu sonuclar

kullamlarak asagidaki onerme elde edilir.

1.1. Onerme . K = Q('\/I_)) casmi n=-11-7,-3, 22 -1 ,3,5 13 degerleri igin bir
Euclide cisimdir ve simf sayist 1 dir. 1.1. 6nermede elde edilen cisimler disinda simf
sayisi 1 olan Euclidien kuadratik cisimleri 1952 yilinda Barnes ve Swinner tarafindan
belirlenmigtir. Bu ¢aliymaya gore K=Q( Jn ) kuadratik say cisimleri igin |

hg=1 o n=-1,22,23 .5 6. %11, %7 13, 17,19 21 29, 33,37, 41 57,73

§ ——

olmasidir
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2 Kutsena'mn Yantemivle Suuf Sayist 1_Qlan_Reel Kuadratik Sayr Cisimlerinin

Belirlenmesi »

£.1.de kullanilan Euclide Algortimasi kavrami genellestirilerek ve storend kesirleri
tammlanarak imajiner kuadratik sayi cisimlerinde simf sayisimn 1 olmas gerekl ve
eterli kosulu veren asagidaki teorem Rabinowitsh tarafindan kamtlanmistir. Bu
6ntem Kutsuna tarafindan benzer kriterler ve lemmalar yardimiyla reel kuadratik say1

cisimlerine uygulanarak sinif sayisi 1 olan cisimler agagidaki gibi belirlenmigtir.

2.1. Teorem: K=Q(\/; ) imajiner kuadratik sayi cismi olmak tizere K cisminin simf
sayisimn 1 olmast igin gerek ve yeter kosul , n=1-4m , m>0 olmak tizere, 1<x <m-2
saflayan tim x tamsayilan igin x2 - x + m polinomunun bir asal say1 olmasidir.
(Rabinowitsh , 1913 | 154-164)

2.2 Teorem : K =Q(\/;) reel kuadratik say1 cismi olsun . K 'mn simf. sayisimin 1
olmas: i¢in gerek ve yeter kosul  a/BeOgK B/a g0 saglayan o, BeK
amsayilan igin - 0 < | N(ag- Bn) | <| N(B) | olacak bigimde { , n €K
amsayilaninin bulunmamasidir.

2.1. Tamm :a/f , K da a/BegOg  Plo ¢Og olacak bigimde herhangi bir kesir
olsun. 0 <| N((OJB)C_,- n))l < 1 olacak bigimde {,m €K tamsayilan yoksa o/ff
ra bir "storend kesri " denir. Bu tamima gére onceki teorem asagidaki bigimde ifade

edilir.

2.3. Toeremi - K cisminin sinif sayisinin 1 olmasi igin gerek ve yeter kosul K daki
.esirlerin storend kesn olmamasidir.

2.1. Lemumna 1)- o/B bir storend kesri ise herhangi bir { €K tamsayisi igin a/f +C
ve o/f. C( €0k ) kesirleri de birer stérend kesridir.



i)- Herhangi bir a,beZ igin , a’beZ ise a’b kesri storend dedildir.

2.1. Onerme : K cisminin simf sayis1 1 dedilse , 0 < a <p olmak tizere (a-V)/p

bigciminde bir storend kesri vardir. Burada p bir rasyonel asaldir ve

\/;, n=23(mod4) ise ;
(1+\/;)>/2, n=1(mod4) ise%

/=

bigiminde tanmimlanir.

2.2. Onerme -n=1(mod 4) ve n=1+4m olsun (a-V)/p stérend kesrive 0<a< P

olmak uzere ,

< Jm, n=1(mod4) 1se !
P Jﬁ—,ns 2.3(mod4) ise

dir. 2.1, ve 2.2 onermelen1 birlestirilerek asagidaki onerme verilebilir.

2.3. Onerme : K= Q(w/; ) reel kuadratik sayr cisminin simf hsay151 1 den biiyiitkse p

rasyone] asal ve

‘[n’]‘ ng](m0d4) ise ;
02a<P& ) [T n=2.3(mod4) ise

olacak bigimde bir (a-V) p storend kesri vardnr.

2.4. Onerme . N(a-V) le p aralanndas asal yada | N(a+kp—\’)| < p2  olacak
bigimde K=Q(+/11) cismimin bir rasvonel k tamsayisi varsa (a-V)/p kesri storend kesri

degildir
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2.2 ve 23 anermeler kullamlarak K:Q(\/J_I) aisminin sinif savisimin 1 olmass igin

aga@idaki gibi bir kriter verilebilir.
2.4 Teorem - K=0Q( \/;) bir reel kuadratik say: cismi olsun.

IDyrum : n=1 (mod 4) , n=1+4m olmak lzere l<pc< N bigimindeki
herhangi bir p rasyonel asali ve 0< a < p bigimindeki herhangi bir a rasyonel tamsays
igin ya N(a-V) ile p aralannda asal yada |N(a+kp-V)| <p? olacak bigimde
bir k rasyonel tamsaysst varsa K daki kesirler storend kesri degildir ve hyg=1
dir.

2.Durum - n= 2.3 (mod 4) olmak tizere, 1<p< Jm  bigimindeki herhangi bir p
rasyonel asali ve 0< a < p bigimindeki bir a rasyonel tamsavisi i¢in ya N(a-V) ile p
aralarinda asal yada | N(a+kp-V)l < p> olacak bigimde bir k rasyone]'tamsayx
varsa , K daki kesirler storend degildir ve  hg =1 dir. Bu lemmalarin ve
teoremlerin sonucu olarak Rabinowitsh 'min imajiner kuadratik sayi cisimleri igin
verdidi teoremin reel kuadratik sayr cisimleri igin ifadesi asagidaki gibidir.

2.1. Sonu¢: n=1(mod4) , n=1+4m olmak lzere :

1)-1<x < Jm -1 olacak bigimdeki herhangi bir x tamsayim icin  -x2+x+m
polinomu asal bir say1 ise Q(\/;) cisminin simf sayis1 1 dir.

11)- Eger m bir tek say1 ve 2<p< A bigimindeki p rasyionel asallan igin

(n/p)=-11se Q(\[l;) cisminin sinif sayis1 1 dir.

Kanit :1)- 2.1.,2.2 ve2.3. Onermelerdeni hemen elde edilir.
1)- p=2 1se 2.3. teoremden a=0 ve a=] , m tek say1 oldugundan N(a-V)=m
ilep aralarinda asaldir.
p>2 1se (n/p) = -1 dir. Cunki p asal ve m tek oldugundan n=1+4m ifadesinden
. n sayisiminda bir tek sayi oldugu ve n=a’ ( mod p) olamayacad agiktir.



]

Diger taraftan , N(a-V) =0 (mod p) < n= (22-1)2 (mod p) < (n/p) # -1
‘olmasidir. Bu da- N(a-v) ile p avalarinda asal oldugu sonucunu verir. Béylece 2.4.
teoreminden K= Q(\/_) cisminin simf sayis1 1 oldugu goralir. 2.1, sonucun (i) ),ada
(i) sikkini kullanarak n<2000 saglayan simf sayist 1 olan sadece 9 tene K= \n)

reel kuadratik say1 cismimin oldugu gozlenmistir.
n=S, 13, 21, 29, 53, 77, 173,293,437  oldudunda

K":Q(\/i_l) cisminin simf sayist hg= 1 olacaktir. Burada galigilan yontemden
faydalanarak ve bilgisayar kullamlarak 2000 <n < 15000 saglayan n sayilan i¢in
simf sayis 1 olan K=Q(\/; ) reel kuadratik sayr cisimlerinin bulunamadi&
gozlenmistir. Bu ¢alismada da n > 2000 oldugunda yontemin sinif savist 1 olan reel
kuadratik say) cisimlerini belirlemede ¢ok yararls olamayacagi sonucu elde edilmigtr.
Bunun nedeni , sayr biyiidilkge verilen araliklara dugen deerler artacagindan
teoremlerin varsayiminin tiim bu degerler i¢in gergeklesme olasth@inin azalmasidir.

(9
—

n S 13 29
hy } 1

K=QWT) | Q(v5) | Q(/13) | Q(21) | Q(29)

—t

n S3 77 173 203 437
1 ] 1 1 1
K=0(/™) | Q(V53) | Q(W77) | Q(173) | Qv293) | Q(437)

2.1. Tablo

* . Tamhk Halkasi tek turlu asal garpannlara aynilabilen bolge olan Euclide cismi.



3. Reel Ruadrarik Suyt Cisiinderinde Leu ' nun Konjektirii

K=Q(\/;;) reel kuadratik say1 cismi , r2 ,kompleks arsimetsel asal divizérlen sayisi

n
e Mg= (4f7t)i »(n!/nn) JlAcol Minkowski simiriny gostermek Gizere bir |

Sk ={ p rasyonelasal : p<Mg , g (@ #-1}

imesi tammlanabilir. K 'mn hg ideal simiflan grubu Pl p ve peSk saglayan

asal idealleri ile iiretilmistir. Buna gore agagidaki konjektor verilebilir.

3.1. Onerme : K=Q(\ﬁ7 ) reel kuadratik say: cismi, hg  siuf sayisi olsun .
Sk =0 = hg=1 dir.

u ifadenin tersi imajiner kuadratik sayr cisimlerinde dogru olmasina ragmen reel
<uadratik say1 cisimlerinde tersi genellikle dogru degildir.
Ornegin ; K=Q(v&) cisminde hg=1 dir. Ancak Mg = V6 igin p=2
olacagindan xg (p)=0=-1 dir ve Sk = {2} dir buradan Sg # @ bulunur.

no , Sk = @ saglayan dolayisiyla sinif sayist 1 olan en fazla 11 tane K=Q(+vn )
reel kuadratik cismi varoldu@unu iddia etmigtir. Bu cisimler

n=2,3,5,13,21, 29,53,77, 173,293,437 bigimindeki Q(+/) cisimleridir,

3.1. Teorem : Sk = © olacak bicimde en fazla 12 tane K=Q(\/;; ) reel kuadratik
say1 cismi vardir. (Leu, 1990) . Bir K cisminin karakter foksiyonu ;

(.AK/p) . pE2. p*-’lx “ise

Xe - (A.-1)/8 ,
K -1) Bg-D .p=3‘p,}ﬂ3,\' /se
0 p iAK ise



bigiminde tammlanir. n=2 ve n=3 igin Sy = & oldugu agiktir. Ciinkii, bu

savilar ahindiginda p<My  olacak bicimde p asallan bulunamadiindan Sy = ©
olacakur. n = 2.3 ( mod 4) durumunda Ag = 4n oldugundan 2 | 4n  bulunur.
Buradan %(2) =0 dolayisiyla 2= S olacagindan Sy = © dirrn=1(mod4)
durumunda Ag = n dir. n, en az bir k tamsayisi igin n = 4k+1 bigiminde

yazlabileceginden ,

(A%-1) 8 (16k2+8K)/8 2k2+k
x(2)= -1 . =D =(-1) =1 bulunur.

Buradan 2€ Sk olacagindan Sy = & dir. n=1(mod 8) durumunda x(2) =1
oldugundan 2e€ Sy yani, Sg=# © dir.Bu yizden bundan sonra n =5 ( mod 8)

durumu gézoniine alinacaktir.

3.2, Onerme : K=Q(:/n) reel kuadratik say1 cismi olsun .
Eger n<e 16 ve n=23,513,2129,53,77,173,293,437 ise Sk =0 dir.

n=2 ven=3 i¢in hg =1 oldugu goruldd . Bu n degerlerinden 29, 77 , 437
secildiginde Q(@ ), Q(\/—'ﬁ ), Q(x/4—3—7 ) cisimlerinin sinif sayisiun 1 olacagi
asagidaki gibi gosterilebilir.
n=29 igin M = Y29 = 2,6 bulunur. p <2,6 olan p=2 asali, U229 ve

(292- 1)/8 105
x(2)= (-1 =(-1) = -1 oldugundan Q(\EE) da inerttir. Boylece

2¢ Sg olur.  Sg= @ dir. . K=Q(v29) igin hy=1 dir.

n=77 igin My = J71 12 =4,3 bulunur. p<4,3 olanp=2 vep =3 asallan igin



2177 ve 3}°77 oldugundan

(772- 1)/8 741
x(2)= (-1) =(-1) =] ve 7(2)= (77/3) =(23)=-1 olacakur.

Boylece 2¢ Sy, 3& SK olacagindan S = € bulunur. K= Q(v77) cismi
igin hg =1 dir.n=437 i¢in Mg =437 /2 = 10,4 bulunur. p<Mg sadlayan

p asallan p=2,3,5,7, dir.
(4372-1)/8 23871

p=2ise 24437 , y()= (-1) =(¢1)  =-1
p=3 ise  3V437 | 3(3)=(437/3)=(2/3) =-1

p=5ise S V437, x(5)=(437/5)=(2/5) =-1
(7-1)2 .(3-1)/2

p=7 ise  THA3T . x(T)=(@A37/7)=(3/T) (-1) = -1

" oldugundan 23,57 asallan, SK 'min elemanlan degildir. Bu durumda Sg= @
olacagindsan K= Q( /437 ) asminin siif saysst hg =1 dir. O halde n<e 16
saZlayan tim K=Q(\/;; ) reel kuadratik say1 cisimlen yukaridaki bigimde irdelenerek,
sif sayisi 1 olan reel kuadratik sayi cisimlerinin onermede verilen n degerlen ile

belirlenen cisimler oldugu gérilir.

3.1 Lenmmua . K=Q(x/;; ) olsun. Sk =@ ise p.pj.p> asal sayilar olmak iizere |
n=p yada n=p; K6 p> dir.

Kanmit: n= pp.prp3... Pr . 23 olsun. =12 .. rigcin p; ‘lerasaldir
Genellifi bozmadan py= min { py,p2,p3 ... .. ,Pr | ahinabilir.



Bu durumda plz < (P]-P2P3 - cen pr /4  yazlabilecedinden plz < n/4
ve i <Jnin = Mg bulunur. py | Ay oldugundan xk (p;)=0, pje
Sk eldeedilir. .. Sk =@ olusu bir ¢eligkidir. O halde n=p yada n=pj.p>
dir.

~ i . .
3.2 Lemma: n= a-+b- | abeZ" e Sk = © ise qasal bir sayi yada

1 olmak iizere n=q2+4 dir.

Kanmit: n=35 igin Mg < 2 oldugundan Sg = O ve g=1 oldugu
sOylenebilir. :
n>5 olsun . Butakdirde 2 durum sézkonusudur,
LDurunm b=1 ise n=5(mod8) ve n=a2+b?2 oldugundan a 2 +1=5 ( mod 8)
dolavisiyla a 2 = 4 (mod 8) olacakur. Bu ifadeden a cifive n> a- =4 (mod8)
oldugu goruliir. Buradan 1<a/2 < i = Mgk ve a/2 tek olacagindan r|a/2
ve r <Mk olacak bigimde bir r asal sayisi vardir. O halde ¥ x (r) = (n/r) = (Ag/r) = 1
olacagindan reSk bulunur. Buda Sy = © olmasiyla gelisir.
2.Durum :b=1 olsun. Bu durumda, a gift ve b tek olarak alinabilecedinden
a/2< Mg dir.a’2%25 ve 520 olmasi iki durumda incelenebilir.

1)- r|a/2 olacak bigimde bir r asali varsa reSg  olacagindan Sk = ©
olmasiyla geligir.

ii}- b bir asal say:1 degilse, b=rt , 123 olacak bigimde en az bir r asal sayis1
bulunabilir. Buradan r < Mg yazilabileceginden reSk olacaktr. Bu bir geliskidir.
s Sg= © bulunur. b=q bir asal say1 ise ;

2 2 .
24q,5=1 1se
" {(2‘)’+q‘, SO ise

olacagindan  n =S (mod 8 ) ifadesinden yararlanarak n = 22 + q°>  olmasi
gerekugi goriliir n = q2 =1 (mod8) ahndigindan, n=22+ q-’2 =5 (mod8)

bulunur
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3.3 Lenuna: n=pj.pa ve SK=Q ise, pp-p2= 4 ve i=1,2 igin
pij =3 (mod4)olur.

3.2 Teorem : Efer Sw= ©@ ise, nze 16 olan en fazla bir tane n sayiss vardir.
J.4. fCorem g N \

Kanu : 3.1. Lemma ve 3.1. Onerme kullamlarak bir tane n > e 16 saglayan n
sayisinin var olacad soylenebilir.. n=pj.p> olmasi durumunda (Kim, Leu ve Ono
, 1987 ) 1.teoremindeki gibi diigiinilerek , n=pj.pr=4m+3 (m=20) ve3.3.
Lemmadan pj-p2= =4 yazlabilir. pj-pr= -4 ise pr= 4+ p
olacagindan n=pj.p2> =p1 (4+p1) = 4p] + p]z ifadesi kullamlarak
n=q>+4=4p]+ p]'2 yazihr. Dolayisiyla ¢2 + 4+4 = 4 p]-'z + p‘12 +4 ve
buradan q2 + 8= (p7 +2)2 oldugudan q2 = (p) +2)2 (mod 4 ) elde edilir.

K=Q(\/I-l) cisminin temel binmi olan € = (q+\/i_1) /2 ifades: yukaﬁdaki 1islemlerden
faydalamlarak ve q=pj +2 kullamlarak & = (p; +2+\/;)/2 bigiminde yazilabilir
Bu durumda Dirichlet' in simif sayisi formiili ;

hg = Vi 2loge . L(1.xx )

bigiminde verilebilir. n > ¢ 16 alindigindan K cisminin L-fonksiyonu ;

L(1,xx ) >(0.655) n -1/16 /16  bigiminde yazilabilir. ( Kim , Leu ve Ono, 1987) '
den

g< 24/ olacagindan hy = v /2loge .L(1.xg)>Vn 2log (2/11).1/16.(0,655)n-1/16

= Jnflog (2Vn)? .1/16.(0,655)n -1/16
= nl2 n-116 (0,655) = 0,655/16. n7/16 /1og4n

bulunur.
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fix)= ( x7/16 /1og4x ) fonksiyonu [el6, ) arabfinda artan oldugundan ,
hg > 0,655/16 . (e16) 17/16 /10g 4. €16 = 0,655/16 . €7 / log 4+16
> 0.655/16 . ¢7 /20 =2.24...
olacaktir. Buda hg >2 olmast demektir. O halde n>el® olacak bigimde siif
sayist 1 olan reel kuadratik sayi cisminin en fazla bir tanedir..
Sonug olarak bu kisimda elde edilen sinif sayisi 1 olan reel kuadratik say: cisimleri ile
E.1 ve £2 bolumlerinde elde edilen cisimlerin kargilagtinlmas: asagidaki tablodan

gorilir,
n 5 13 2] 29
hi 1 ] ] ]
K=QWn) | Q(/5) | Q(13) | Q(/21) | Q(+29
; * 4 * 4 * + *
n 53 77 173 293 437
hk 1 ] 1 1 1
K=Q(n) | Q(/%3) [ Q(77) | Q(173) | Q(¥293) | Q437
+ + -+ + +
3.1.Tablo

* - Tamhk Halkass tek tarli asal ¢arpannlara ayrilabilen bélge olan Euclide cismi.
+: Kutssuna ' min yonteminin uygulanabildigi reel kuadratik say1 cismi .

Bu tablodan analgilacagr gibi  Q (\/2) . Q({/3) ve Q(173) cisimlerinin smf
sayist 1 oldugu Kutsuna 'nin Kriterleriyle gosterilmemigtir. Ayrica Q(,f173) ciminin
tamlik halkas: tek turlu asal ¢arpanlara aynlabilen bolge degildir. £.1 € .2 ve £3
bolimlerindeki kriterlerin hepsinin uygulanabildigi ve smif sayisi 1 olan  isimler

sadece Q(\/g) . Q(\/ﬁ) , Q(x/Z—l) ve Q(\/:’—Q) reel kuadratik sayi cisimleridir.



E.4. Richaut -Deget (R-D) Tipinden_reel Kuadratik Sayi_Cisimleri

4.1. Tanimlar : K=Q(\fr7 ) reel kuadratik say cismi ve hg , K'nm. smf sayist
olsun. n= m=>+r1 bir kare- ¢arpansiz tamsayt , T l4m ve -m <rsm ise
Q(\[)—I) cismine " R-D tipinde bir sayi cisnu " denir.

Eger |rl €{14} ve nz5 ise Q(\/;) cismine " Dar (Narrow) R-D tipinden
bir says cismi ",

| rl#{1,4) ve n=1(mod4) ise Q(+/n) cismine" Genis ( Wide) R-D tipinden

bir sayi cismi "denir .

4.1. Teorem : Q(\/I_I) R-D tipinden her reel kuadratik sayr cisnu, n = m2 + 1
ve £ bu cismin temel birimi olsun .

1)-n=z S ve brl=1 158, & = n+~m ve N(e)= -sgnr dir.

‘ii)~ lrl=4 ise, & =(n+xfl_);)/2've'N(8)= -sgnr dir.

i)l rl 24 ise, € =(@n +r)2m )/ I 1| ve N@e)= 1dir

Burada sgn{r).r'mn 1saret fonksiyonudur.

4.1. Dar (Narrow) R-D Tipinden Reel Kuadratik_Sayi Cisimleri.

Q(/n) cisminin temel birimi =(T+U) /2 olarak alimrsa, bu kismdaki
lemma ve teoremlerin kamtinda kullanilacak olan bir A sayis

(2T/o)-0 -1
A= -—----=-—--—-  bigimindedir. ve = © =
u2

1, n=1(mod4) ise
2, n=2,3(mod4) ise

ile verilir.



4.1.1 Lemma_: n, kare-garpansiz bir tamsay: olsun.
.Eger hg =1 ise tim p <A saglayan p asallan Q(+/n) cisminde inerttir.
Bu lemmanin tersinin dogru olmadi@ bir 6rnekle agiklanacak olursa , n= 34
ahndiginda 34 = 2 ( mod 4) oldugundan c=1 dir. x 234y 2= 1 denkleminden
T =35 ve U= 6 bulunur. Buradan A = 68/36 <2 olacagindan A sayisindan kiiguk

ve inert olacak bigimde bir p asali yoktur ve bu cisimigin hg =2 dir.

4.1.1Teorem (Temel Teorent) : n=1(mod4) ve n, Jn=172 <A olacak
bigimde bir kare garpansiz tamsay ise , asagidaki ifadeler denktir.
ihg=1 dr
1)- Tim p < A saglayan p asallar Q(\/;) cisminde inerttir
m)-0 < x<« p<(\/nj )2 saglayan tim X tamsayilan ve p asallar igin
fix) = -x 2+x+(n-1) /4 £0(mod p) dir _
iv) f(x), 0 < x< (\/;1_—-] )/2 sadlayan tim x tamsayilar igin bir asala esittir.

Kanit - (i) = (ii) : Onceki lemmadan saglanir.

(i) = (1) : Bunun kaniti igin (1) ifadesinin saglandigi varsayilabilir. Bu durumda
ierhangi bir 0 < x< p< (\/I_I?I )2 bigimindeki x tamsayist ve p asaliigin f(x)
=0 (modp) ise , f(x)=-x 24+x+(n-1)/4 =0 (mod p) olacaktir. Buda,

4x 2+4x+(n-1) =0 (mod p ) olmas: demektir. Dolaysiyla ‘n =4x 2+4x+(n-1) =0
(modp) =(2x-1) 2 (mod p) dir. Buradan 2x-1=qeZ ahindidindan

n=q 2 (mod p) olacagindan (n/p) = -1 bulunur. .. p, Q(\/t_l) cisminde inert
degildir. p , inert olmadiindan p >A ve p< (\/;1-—_1 )2 den (\/;1—-—_1 )2 >A
olacaktir. Bu bir ¢eligkidir. .. fix)# 0 ( mod p) olmalidir.

(i) = (1v) : (11) saglansin.
Eger (n-1)/4 bolinebilir ancak bir asalin karesi bigiminde olmayan bir sayi ise ;
0 <1< p<(¥n-1)2 igin f(x)=0(mod p) olacak bigimde (n-1)/4'4 bolen

bir p asal vardir.
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Buda (i) ifadesinin dogrulugu ile geliseceginden (n-1)/4 =p veya (n-1)/4= p2
almmalidir. | '

0 <x< (-1 )72 séQ]ayan en az bir x tamsayist i¢in f{x) = 0 (mod pj . pr)
oldun. Burada pjve po»  kesinlikle farkh olmalari gerekmeyen asallardir.

(n-1)4= p= ahndiginda P1 - P2 2 (n-1)/4 1se -x 24x+(n-1)/ 4 2 (n-1)/4  olur.
Ancak x < 1 olmast durumunda bu bir celiskidir. Bununla beraber genelligi
bozmadan p; < (Wn-1 )2 almak mimkindar. Eger p l X ise pj=rp
oldufundan pj |(n-1)/4 olur. Burada en az bir x tamsayisi igin x= pj k
olacagindan

p=p] <x <(\/17-_-—1 )2 <p bulunur. Buda 0 < x< p< (\/1_1-—1)/2 olmasiyla
gehgir. . O <x <pp genelliginin digma gimadan  f{x) = 0 ( mod pj ) ifadesi
£0zonlne alinabilir. Burada 0<x <pj< (\/7—7 )2 e fix)=0(mod py)
yazilabilir. Buda (in)'e gelskidir. Celiski fix) =0 (mod pj . p» ) varsayilmasindan
elde edilmistir. O halde f(x), 1 <x <(\/I_I-j )/2 arah@indaki tim x tamsayilan igin
bir asala esittir.

(1v) = (1) : (1v) ifadesinin saglandidi varsayilsin.
Eger hk>1 1se &£.1 'in 2.4. teoreminden 0 <x <p < (v¥n~1 )/2 olacak bicimde
ve asafidaki (a) ile (b) ifadelerini saglayan x tamsayisi ile bir p asali vardir.

(a) N((2x-1-vn)2) = (mod p) dir ve
(b) | N((2x+2kp—1-\/;)/2) | <p2 olacak bigimde bir k tamsayis vardir.

(a) ifadesinden (2x-1-v11)/2 . (2x-1-n)/2 = (4x2-4x-n+1) / 4 = 0 (mod p) ise

-x2 +4x+(n-1) / 4 = 0 (mod p1 ) bulunur. Bu ifadeyi -x2 +4x+(n-1)/4=0(mod p)
biciminde yazmak mimkindir. Buradan efer 1 <x < (vVn—1 )2 1se (iv) 'iin
saglandigi dusunildagiinden f(x) = -x2 +x+(n-1) /4 = p yazilabilir. Ayrica

X<p <=1 )2 oldugundan p2 = (n-1)/4 alinabilir.



Bu durumda ;
fix)= -x2+x+ p2=p olacagndan, -x2+x=p-p> , x(x-1)=p (p-1) olur,
Dolaysiyla , p= x(x-1)+ (n-1)/4 > p (1-p) + p'2 =p bulunur. Bu da bir 'Qeliskidir.
. x=0 yada x=1 olmahdir. Bu durumda p l {n-1) /4 olacakur.
fip)= -p= +p+ (n-1)/4 ifadesi f(p)= p(-p+1+(n-17p) bigiminde vazilabilir.
Eger O <pc< =112 ise varsaymmdan  f{p) = p saglamr . QOysaki bu ifade
p=\fn_:1' /2 durumunda saglanmaktadir,. O<p< Yn=1/2 durumu bir celigkidir.
(b) ifadesinde x=0 veya x=1 igin k=1 konulduBunda ;
p2 < | N@p#1-Vin)2 | =1 (4p2 £ 4p+1-n)/4 | =p olur. Bu bir geliskidir. Celiski
ik >1 kebul edilmesinden kaynaklandi. O halde hyg = 1 olmalidir.
Bu temel teoremin‘R-D tipindeki reel kuadratik sayi cisimlerine uygulanisi
asafidaki gibidir. Bu tipteki sayvi cisimlerinin simif savilan hakkinda Loubouun ve Yokot

1986) . gesith ¢ahigmalar yapmislardir

4.1.1.Sonu¢ ;. n=4q>+ 1 biciminde kare-¢arpansiz bir tamsay: olmak iizere , n yada
q boliinebilir sayar ise , hg>1 dir . Eger n ve q asal sayilar ise bu durumda

asagidakiler denktir,

1} hg =1 dir.
i1} Tum p<q bigimindeki p asallan Q(\/I—I-) cisminde inerttir,
iii)- 0 <X <p<q saflayan tiim x tamsayilari ve p asallan i“cin
fix) = -x2 +x+q2 # O (mod p ) dir.
iv)}- 1 <X < q saflayan tiim x tamsayilan igin f{x) polinomu bir asala esittir.

Kanit: n= 4q2 + 1 oldugundan n=1(mod4) tur. € = (T+U\f1;)/2 ifadesindeki
T ve U degerlen X2 -ny:2 =4 bigimindeki Diophantine denkleminin bir (x o, Vo )

¢oziimine karsilik gelmektedir.
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Buradan % o 2 -(4q 2 +1) yo2 = -4 yazilabilir ve x o 2 -4q 2 yo2- yo© = -4
denkleminin bir ¢6ziimiinin x o = 49 ve»__y(') =2 olacagl agiktir. Budurumda T=
49 ve u=2 degerleri igin A= Jn=172- 3/4 olur. Bu p< A saglayan p asallarinin
belirlenmesini etkilemeyeceginden A= V=172 = 9 olarak alinabilir. 4.1.1. temel
teorer kullanilarak sonug elde edilir. n=4q¢>+ 1, n ve q asal sayilar ise sinif sayisi
hg =1 olan cisimler sadece Q(f37) , Q(/101) QW197) , Q(677) say
cisimleridir.
Bunlardan, n=101 ahlnarak teoreim igleyisi agsagidaki gibi gorulir.

n=101 = 4.52 + 1 ifadesinde q=5 bulunur ve q asaldir. Q(\/l—(ﬁ) i¢in h]j(= 1

oldugundan p< 5 saglayan asallar p=2 ve p=3 bulunur . Buradan p=2 i¢in 24 Ay
oldugundan

(1012 -1)/8
x(2) = (-1) =-1 . P=3 igin 34 A

x(2) = (3/101) = (101/3). (-1)30 =(2/3)=-1 bulunacagindan 2 ve 3 Q(:/101)

cisminde inerttir. Oyleyse 0<x <p<q =5 saglayan x=1,2 ve p=2,3 degerleri

i¢in

p=2,x=1 alindiginda, f(1)=-1+1+(101-1)/4=25 £ 0 (mod 2 )
p=3,x=2 alindiginda, f(2)=-4+2+(101-1)/4=23 £0(mod 3)
p=3.x=1 alindiginda, f(1)=-1+1+(n-1)/4=25 £0(mod3)

bulunur. Buradan 1<x <5 sadlayan x=2.3.4 degerleriicin f(x) = -x2 +x+5

polinomu sirasiyla 23,19,13 asal degerlerine esit olacagindan Q(101) cisminin smf
sayisi hg =1 dir. Aynca n= 4q2 +1 bicimindeki reel kuadratik say cisimleri igin
n= 1 (mod 4) oldugundan N(T+U\/I_l Y2 = (4q+2\/t-1 )2 ifadesinden yararlanarak

N(e) = -1 olacad soylenebilir.
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S Chowla , m>26 olmak tizere w=m= + 1 zsalise hg> 1 olacagim iddia
etmistir Onun bu 1ddiasim Mollin ve Willlams 1588  de anahiik metodlan ve
genellestirilmis Riemann hipotezini kullanarak kamtlamiglardir.

4.1.1. Sonucunun " n ve q boliinebilir sayilar ise hg >1 dir" ifadesinden. bu
sonu¢  m= 20 durumuna indirgenmis olur. O halde q>13 saglayan q degerleri igin
hg > 1 olacag;l sovlenebilir. 4.1.1. temel teoremin bir diger ilging sonucu asagidaki gibi

olacakur,

4.1.2.80nu¢ : n=m==+4>5 kare- carpansiz bir tamsay olzun. p asal bir sayr olmak
lizere , n= 4p+1 olmadik¢a hg >1 olacaktir. bu durumda agagidakiler denktir.

)- hg=1 dir.

m, n=m+4 ise

m-2 n=m-4 ise

i) q < {

bigiminde tim q asallan Q(\/;) de inerttir.
) 0<x <qg< \/'1_) 'yi saBlayan tiim x tamsayilan ve q asallari. igin
fix) = -x2 +x+p # 0 (mod q ) olur.
v)- 1<x < ,/; bigimindeki tiim x tamsayilari igin f{x) = -x2 +x+p polinomu

bir asala egittir.

Kanit - 4.1.1. sonucun kamina benzer sekilde disunildiiginde , x> - n y2 = +4
Diophantine denklemi X2 - (m? i“4)y:Z = 14 bi¢iminde yazilabilir. Bu denklemin bir
(Xo.Yo) ¢O6zimine karsithk T=m ve u =1 dederlerinin bu]unabileg:egi agiktur. Bu
degerler A= (2T/5-8-1)/ U2 formilinde yerine yazildiginda, A = m-3 bulunur.
Buradan \E < A olacag kolayca gorulir . Bu durumda sonug¢ , 4.1.1. temel
teoremin varsayimma benzeyecedinden ifadelerin denkliginin kaniu benzer bigimde

olacakur.



n=m2 +4 = 4p+1 saglandikga h g > 1 olacad asagidaki gibi elde edilir. (n-1)/4
boliinebilir birsayr , hj =1 ve (iii) 'nin saglandig varsayilsin. Bu durumda x= 1
igin 0<1 «<p< -1 saglavan f(1) =0 ( mod p) olacak bigimde ve (n-1)'4 '
i bolen bir p asali vérd;r. Bu ise (1i1) ifadesivle ¢ehsir. O halde en az bir p asaliigin
n-1).4=pveya (n-1)/4= p?- alinmahdir. (n-1)/4 = p2 olsun
‘n=m> +4 oldugundan m2 -4p2 =5 durumurida m+2p =5, m-2p=1 olur.
Bunlar taraf tarafa toplandiginda , m=3 olur. Oysaki m>3 durumu p 'nin asal
olmasiyla bir geligkidir. Benzer bigimde m2 -4p2 =-3 alndiginda m=-1 bulunur.
m2 1 durumunda p 'nin asallif: ile geliseceginden , (n-1)/4 = p> olamaz.
(n-1)/4 = p olmalidir. Buradan n=4p+1 olacaktr.

4.1.1. Upari : n= m> + 4 kare-garpansiz tamsayilan igin m>17 oldugunda
K= Q(\/I_l) cisminin sinif sayiss hg > 1 olacagn 1986 yilinda Yokoi tarafindan
ddia edilmigtir.

4.1.2. Uyari : p bir asal say1 ve m bir pozitif tamsayi olmak iizere , n= m2 + 4 = 4p+]
olsun. Eger , s</p saglayan s birtek asal sayiise; 0 <t<s igin p=t(mods)
dir, Aynca 1+4t = ( 2u-1) 2 (mods) olacak bicimde bir u>0 tamsayisi varsa ,
1+4t = 4u 2 -4u+1 (mod s ) olacagindan -u 24y+1 =0 (mods) olur. p=t(mods
) oldugundan O <u < s\/; igin flu)= -u 2 +u+1 = 0 (mod s ) yazilabilir. Bu
4.1.2. sonucun (iii). kosulunu bozacagindan hg >1 olacaktr. .. n=m2 — 4=
4p+1  esithi igin m> 17 degerleri aindifinda bunlara karsihk gelen Q( i )
cisimlerinin sinif sayisi daima 1 den buiyik bulunur.

4.1.1. ve 4.1.2. sonucu saglayan reel kuadratik say: cisimléri asadidaki tabloda

verilmigtir.



m T n h.K .

6 ] 37 ]

10 ] 101 i

14 ] 197 iR

26 ] 677 ]

5 4 29 1 *+0

7 4 53 ] +0

13 4 173 1 +0

17 4 293 1 +0
-4 2] ] *+0

9 4 77 1 + 0

o] -4 437 ] +0

4.1. Tablo

* : Tamhk halkas: tek turli asal garpanlarina aynlabilen Q(\/I—I) Euchd cismi
 Kutsuna 'min yonteminin uygulanabildigi reel kuadratik sayi cismi

o: Leu'nun yonteminin uygulanabildigi reel kuadratik say1 cismi

4.1. Tabloda yer almayan sinif sayist 1 den biyik yada -=sinif sayisi 1 olmasina
agmen bu yontemle simf sayisinin 1 oldugu gosterilemeyen dar R-D tipindeki reel
kuadratik sayi cisimleri vardir. Ornegin ; smif sayisi 1 olup tabloya alinmayan
Q(Jﬁ) cismi gozonune alindifinda, 17 = 4 241 1116, -4<1<4 saglanir.
x2 - 17y2 = -1 ifadesinden T=4 ,U=1 bulunurBuradan A= 1 olacagindan p<
A ‘olacak bigimde bir p asalinin bulunamadi@i gorilur. 4.1. tablo incelenirse , £.1, &
.2J§.3, ve £4.1 de verilen kriterlerin timunii saglayan cisimlerin sadece Q(\/.—?;)
e Q(~/21) reel kuadratik say cisimleri oldugu goriilmektedir.
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4.2. Genis (Wide ) R-D_Tipinden Reel Kuadratik Sayt Cisimleri :

Bu kissmda genis (wide) R-D tipinde reel kuadratik say: cisimlerinin simif sayisinin 1

olmas! igin kriterler incelenecektir.

4.2.1. Teorem : K= Q(\";) ,n=m2+r>7 ve n= 1 (mod 4) olacak
bigimde R-D tipinden bir reel kuadratik sayi cismi olsun. Eger hg =1 1se,
agagidakiler denktir.

- rl =2 dir
ii)- p | m bigimindeki tam p tek asallan Q(\/;) cisminde nerttir.
Hi)- =21ise, m= 0(mod3) dir.

(iv)- r=-2 1se , m£ 0(mod3) dir

Kamit . K= Q(ﬁ) cisminin siif sayisi 1 olmasina ragmen n =3 2.2 den m=3
olmak uzere p | 3 ifadesini saglayan p=3 asal Q(ﬁ) de inert olmadigindan
n>7olmalidir. n= 1 (mod4) oldugundan n= 2 yada 3 (mod4 ) olur.
Budurumda A = 4n ve 2 l4n  olacagundan 2= P2 N(P) = p olacakur. O
halde 2 asali Q(\/;;) de dallanmisur ve  x2 -ny2 =322 olacak bigimde x vey
tamsayilan vardir. | r| <2 dir. ( Mollin 1988) . Wide R-D tipindeki say1
cisimlerinin 6zelliginden dolayr | r| #1 olmasi gerektiginaen | 1] =2 oldugu
sonucu elde edilir. .. (1) saglanir.

(i1) : Bir p tek asali igin prm ve p'nin Q(\/’l_z) de inert olmadifi varsayilirsa ,
u2 - nv2=1p olacak bigimde u ve v tamsayilari bulunabilir. ( Mollin, 1988 ) . Bu
esithk n=7 ve n=3 durumunda ger¢eklenir. n= 7 durumu n> 7 varsaymmyla bir
celigkidir. O halde p ., p | m sadlayan ve Q('\/I_I) de 1nert olacak bigimde bir
asaldir. \

(m), vy : 3, Q(\[J;) de inert dedilse , xz-ny’-2 =+ 3 olacak bigimde en
az bir x,y tamsayilart vardir. Bu denklemin x>0 ve y>0 bigiminde bir en kiigiik
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tamsay ¢6ziimiinin oldugu varsayllabilir. Bu durumda &4. deki 4.1, tamm
ullanilarak  x1 =m2+r1)/| rl ve y;=2m /| rl olacagindan

-~

x2-n y2 = 3 durumunda 0<y<y) NEY, V20 —1) esitsizhidi gergeklenir.

2-ny2 = -3 durumunda O<y<y) REY. N2 =1) essizh@ gergeklenir.

>
[
'

3

-~
t
I

2_ny2 =+3 denkleminde y=1 alindignda x 2.n =+3 olacakur. n=m?2

+r oldudundan x 2.m2 =4%3 eldeedilir. Buradan x2-m2=r +3 olﬁr.

u denklemin uygun ¢éziimleri r=m=2 yada m=3 , r=-2 dir. Bu ¢6ziimler n>7
varsayimiyla gelisecektir. .. y # 1 olmahdir. Boylece n= 2 (mod 3 ) olduZundan
r=2 durumunda n>6 , r= -2 durumunda n>7 1se 3, Q(\/;) de inerttir,

uradan r=2 ise m= 0(mod3) ve r=-2 1se m# O0(mod3) olmahdr.

2.1, Uyari - 4.2.1. teoreminin tersinin yanhs oldugu agagidaki 6rnekle gorulebilir.
n= 146 i¢in K=Q(\/]4_6) cismi ahndiginda, 146= 122 + 2 biciminde yazihr.

rl=2 olacagindan 4.2.1 teoreminin (i) $ikkisaglamr. m=12= 0 (mod3)
oldugundan (i) ifadesinde saglamir. Ancak KN = Q(M) cisminin simf sayist 2
dir. Teorem 4.2.1. 'in sonucu olarak 4.2.. Tablo verilecektir.

p/m ve Q(\/;) de|m r n hy
inert asallar
p=3 3 2 11 1
p=3 6 2 38 ]
p=3 9 2 83 1
=35 15 2 227 ]
p=2 4 -2 14 ]
=5 5 -2 23 |
=7 7 -2 47 ]
p=2 8 -2 62 |
p=5 20 -2 398 1

4.2 Tablo
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42.2. Teorem :n=m?2+r olmak uzere K= Q(J;) cismi r |2m ve n=1(mod 4)
iciminde tamimh olan genel (wide) R-D tipinden reel kuadratik say1 cismi ofsun. Eger
K = 1ise asagidakiler saglamr .

1)- n=1(mod 8) ise n=33 tiir.
i)-n=5(mod8)ise r<O dir. -r birasalsay1 ve p<|r {/4  ifadesini
"aglayan p asallan Q(\/i_l) de inerttir.

Tepit o n=1 (mod 8°) oldudundan en az bir k tamsawyisi i¢in n = 8k+1}
razilabilir. p=2asaliigin 2 4 Ak oldugundan

(A=-1)/8
x(2) = (1) ifadesinde A} 2 = 64k2 + 64k + 1 konuldugunda
2(4 k= +2)
(2) = (1) =1 olarak bulunur. Oyleyse , 2, Q(~xn) de inert
Imadigindan a2 -nb2 =28 olacak bicimde ab tamsayilan vardir. | r ] <8
ir. (Mollin ,1988) . 4.2.2. teoreminin kamtindaki gibi =1lalndiginda a2-n =+8
lur . ‘
=m2+4r oldugundan a 2.m2 =+8 ,buradanda a2 - m 2 =r +8 bulunur.
urada | r | <8 dir. Bununla beraber n = 1 (mod 8 ) ve 'r }=14
'dugundan

e {-7,-3, 5} tir r'ninbu degerleriicin a2-m2=r +8 ifadesi sadece m=6
r= -3 olmast durumunda saglamir. Buradan n= 33 bulunur Boylece (i)
8lamims olur
‘nES(modS) olsun. Eger |r ‘ asal dedilse, 2<p<!r [ ve p I’ r yI
dlayan Q(\/I_I) de inert olacak bicimde bir p asali vardir. n = 5 (mod 8 )
Hugundan p asall Ay 'yibolerbuda p 'nin Q(\/I—;) de dallanmig olmasidir. Bu
denle c¢2-nd- =z p ve Ir| < 4p olacak bigimde c¢.d tamsavilan vardir
lollin . 1988) . | r | = 2p ve |rl= 4p durumlan n =S5 (mod 8 ) olmasiyla bir
iskidir.
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| r |=4p olsun. £.3 deki 3.1.lemmadan h} = lise n=s yada n=p.q bigiminde
olacaktir. Burada s bir asal sayi p ve q ,p=2 ., p=3 (mod4) vada p=q =3 (mod
4) biciminde tammlanmis asallardir. n = m2 +| rl  ifadesinde | r| = 3p

alindiginda r=3p i¢in n=m2+3p =p.q ise m 2= pg-3p = p(g-3) olur. p=2

q =3 (mod 4) oldugundan m 2 =0 (mod 4 ) bulunur. Bu m = 0 olmas ile geligir.
r=-3pigin n= m2 - 3p =pqgise m 2= p.qt 3p= p(q+3) bulunur. Benzer
bigimde p=2, q =3 (mod 4) oldugundan m 2=0(mod4) bulunur. Bu da bir

geliskidir. Bu durumda n, iki asal saymin garpimi bigiminde yazilamadigindan

| 1 ]= 3p olamaz. Oyeyse | r] bir asal sayidir. Buradan | r [ =3 (mod 4)
bulunur. n=m2+r=5(mod 8 ) ve | r]=3 ( mod 4) ifadelerinden en az bir k,
d tamsayilarn igin n = 8k+5 ve | r|l=4d+3 yazilabilir. Boylece,
(8k+5)/(4d+3) = (m2+r1)/ | r | =3(mod4) oldugu gdrilir. Eger r>0 ise
(m2+r)/ | r | = 3 (mod 4) i1fadesinden (m3+r) = 3| r (mod 4)
olur ve buradan m= = 2r(mod4) yazlarak r 'nin cift olmas: gerektizi bulunur,

. m2 = 0 (mod 4) olur. Bu bir ¢eliskidir. Oyleyse r <0 olmahdir. Eger p< ' r [/
4 bigimindeki p asali Q(\/;;) de inert degilse e2-nf> =+4 olacak bigcimde ef
tamsayllan vardir ve | rl > 4p dir. Oysaki | ri < 4p olmahdir. Bu da bir
geliskidir. Oyleyse p < | rl/4 bigimindeki p asallan Q(\/I-l ) de inerttir. . Bu
teoremi saglayan ve h i = 1 olan cisimler sadece Q141 ) ve Q1757 ) reel
kuadratik say1 cisimleridir. n=141 = S5(mod 8) ve 141=12 2.3 oldugundan
| r]= 3 bulunur. -r=3 bir asaldr.

Tim p<-3/4 asallarinin 4.2.2. teoremin kanitindan Q(x»m) cisminde inert
olacag gorilur n=1757 = 5 (mod 8) ve 1757=422-7 oldugundan | rl|= 7
bulunur. -7 bir asal sayidir ve tiim p < -7/4 bigimindek: asallar Q(\W) cisminde
mertir,
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E.5: Asal Diskriminantli _Reel Kuadratik Sayi Cisimlerinden Suf Sayisi 1

Qlunlarin Temel Biriniler Yardimiyla Belirlenmesi :

5.1. Temel Birimler :

p, p=1(mod4) olacak bicimde bir asal say1, (tp ,up) , x2-py2 = -4
Diophantine denkleminin bir en kigik pozitif tamsayr ¢oziimii olmak izere , asal

iskriminanth K=Q(\/—1;) reel kuadratik say1 cisminin temel birimi ;

Ep = (tp +up \/;)./ 2. (>1) ile gostenlecektir ve N(e p )=-1 dir.

5.1.1. Teorem : p=1(mod4) ve p=S5 olsun. t>0, u>0 olmak lzere;
(x.y)=(tu),x2-ny>2 = -4 denkleminin pozitif tamsay: ¢oziimii ,

i)-t/u 2> 172
n)- 1<2p
iii)-u 2 <4p

cogullarindan herhangi birini gergekliyorsa , K=Q(J; ) cisminin temel birimi
=(t+u J; ) /2 bigimindedir. Bu teoremin kanitina gegmeden asagidaki lemmalar

verilebilir.

L1Lemma: p=1(mod4) ve (t,u) x=-p y2 = -4 denkleminin bir tam

:6ziimii 1se asagidakiler denkuir,

i)-t/u 2> 172

) t<2p
iii)-u 2 <4p

Kanit© u=1o0lsun . (xy)=(tu) amrsa, x2-py2 = -4 denkleminden .
t2-pus = -4 vazlr u= 1 oldugundan 1= = p-4 ifadesinden 1= \/r/I——-_i

bulunur



p=1(mod4) oldugundan en az bir keZ igin p=4k+] yazlabileceginden

= Jak+1-4 =4k -3 <2 (4k+1) olur. Buradan : t<2p oldugu sonucu gikar .
>0 , teZ oldugundsan u =1 durumunda t/u221 olmasindan t/u 2172
e p=1(mod4) bigimindekip asal i¢in u 2 <4p olaca@ agikur
u=2 olsun. X~ -p y:2 = -4 denkleminde u=2 konularak ¢~ - pd = -4
esithginden t=2\/—p—3 bulunur. p=1( mod 4) oldugundan en az bir keZ
igin .
n=4k+ 1 yazilabilir ve t=2J4k+1-1 = 4k bulunur. Buradan ,
Jul= 4k 14 21 oldugundan t/u 2512 ve 4vk < 2(4k+1)fadesinden
<2p saglamr. u=2 igin u? =4 <4p olaca agiktir.
u>2 olsun . Bu durumda 12 - pu2 = -4 denklemi i¢in t=2p .0 <8/u -~ <1
ve p>p-1/u? =t 2/u2 ifadeleri saglanur. Ciinki t=2p almrsa x2-p y2 =-
denkleminin ¢6zimiiniin pozitif tamsay: olmasiyla ¢ehgir. .". t= 2p olmalidir.
t2-pu2 = -4 ifadesinden t= m yaziir. t> 0 oldugudan pu2 -4 > 0
ve puz > 4 ve 2pu2 > 8 olur. Buradan da 2p> 8/ u2  olacakmr.
p=1(mod4) oldugundan 0<8/ uZ<l eldeedilir.Ayrica p-t* u= = 12 / u2
Idugundan t/u> <1/2 & p-4/ u? <t/2 ifadesinin saglandigi agikur. p > 5
lduguigin 0 <4/p<1 ifadesi saglanir. Bu durumda oncelikle ,
t>2p < pu> -4>4p2 saglandifim gormek gerekir.

>2 ise , t2=pul -4 ifadesinden t= . pu—-4 olr. Jpu-4 >2p

ldugundan her iki yanin karesi alnarak pu2 -4 > 4 p2 bulunur.Bu da pu > 4
2 ve u? > 4p olmasi demektir. Tersine, pu -4 > 4p~ ise Jpiu-4 >2p

lacagindan t > 2p elde edilir.

5.1.2. Lemma: P=1(mod4) saglayan her p asali igin (x.v) =(1tg ,ug )

x:’-py2 = -4 denkleminin herhangi bir pozitif tamsayi ¢6zami olsun . Eger,
ot P )M 2 =ty tupyp ) /2 (=12, ) abmrsa {tg

{uy } dizileri monoton artan dizilerdir.
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Kamt: (1 +u[p)2=(to +up/p )20 12 =[ (162 +u2 p +215 ugyfp)2 12
= [(1g%*+up” P2 + 1o Ugy/p 1.2

. o] -
fadesinden 1= (15= +ug~ p)2 Ve U= ty ug olarak bulunur,

2

to2 - Ug> P = -4, to2+ug> p = 2t ifadelerini taraf tarafa tqp]andlglnda;

2,2 =-4+2t eldeedilir ve . 152 = -2+, t=t,2 +2 bulunur. ty » g ,1>0

oldudundan 1= (102 +ug2 py223olur. . /2> 1 dir.

Diger taraftan teoremin varsavinundan

(tp+1 tup+] \[/_) Y2 = (thtuy \//—) Y2 . (t +u \/; )2 yazlabileceginden

olacaktir A
Buradan V n=123,.... I¢in

th+] =@2) ton + (p/2)uuy > tg,
up+1 = (UV2) up +(u2) tty > up
fadeleri elde edilir .. {1 } , {u,} dizileri monoton artandir.

- 8.1.3. Lemma : p=1(mod4) bigimindeki herhangi bir p asali i¢in . K= Q(x/;)

reel kuadratik sayi cisminin temel binmi ¢ p = (1t ptup \/;_) Y2 (>1) olsun.
€ p3 =(rptup \/—]_) )2 konulursa . p= 95 disindaki degerler igin t p >2p ve
u-p >4p dir



Kanit : (t'p+u‘p\/1_))/2 = (tp+up\_/;)3 /2 oldugundan

-~
o

t'p+u‘p\f;)/2 =[P +312 up fp +3tpu2 prpupdp)ial 2
=13 +3 tp up? P+ (315 up+p up3) Yp)/a]/2

bulunur. Burada tp =(tp3+3 1 up2 p) /4, uTp =(3 tp3 up+p up3 )/ 4

olacakur. .. 2p < t7p olmast igin  gerek ve yeter kosul p(8- 3 tp up2 ) < tp3

olmasidir. p > 0 oldugundan, p(8- 3 p up2)<tp3 olmasii¢in 8- 3 th upz <0

b i Y : 2O > . -
olmahdir. 3 tp up=)>8 ifadesinden tp Up~ 2 3 olmasiigin gerek ve yeter kosul

up =1 veya tp 1.2 olmasidir. Buda p = 5 olmasim gerektinir. Ciinka tp2 -5

up3 = - 4 denklemint saglayan baska up ve tp degerlen yoktur. Diger taraftan ,
Up.up), x> -py2 = - 4 denkleminin pozitif tamsay1 ¢oziimii oldugundan

1.1, lemma kullamlarak tp>2p olmasi igin gerekli ve yeterli kosulun u’p2 > 4p

olmasi gerektidi sonucu elde edilir.

3.1.1. Toeremin Kamiti : Teoremin ilk U¢ kosulu 5.1.1. lemma kullamlarak
gerceklenir. € = (t+u J; )72, Q(J; ) ' nin temel birimi olsun ve € p= (tp +up ‘/—]; ) /2
'e egit olmasin. Ayrica (tp +up \/1—)) 2n-1 pp = (tp +up J;) 2 (n=12,..)

olsun . Budurumda t=1t, ve u= uy olacak bigimde tek seklinde belirlenmig

olan bir m pozitif tamsayisi vardir . 5.1.2. lemmadan ;
th <t] <ty ve uy <uj < upy Yyazlabilir,
(tp + up \/;) n-1 p = (tp + up \[1_)) /2 esithginde n=1 ahnirsa ,
(t ptup \/[_) )2 = (tp +up \/;—) )3 /2 bulunur ve 5.1.3 . lemmadan
Up> 2p ve u p >4p bulunur. Bu teoremin varsayimiyla geliskidir.
€= (ttu \[1_)) 2 = (tp +Up \/; ) /2, Q(\//_)) cisminin temel birmidir.



85.2. Smf Sayist 1 Olan Asal Diskriminantli Cisimlerin Belirlenmesi ;

p=1{mod4) bigiminde bir p asah 1¢in K= Q(\//_)) cisminin temel birimi |

ep= (tp+up/p) 2 (>1) dir

Bu kisimda oncelikle bir p-invaryant tammalanacak ve temel binmlerin 5.1, dek:
ozellikleri kullanilarak sinif sayist 1 olan asal diskriminanth reel kuadratik sayi
cisimleri belirlenecektir. p-invaryant mod 4 'e gore 1'e denk olan asallarin
simesinden negatif olmayan tamsayilarin kiimesine bir donisim olarak
amimlanmasina ragmen bu kisimda [ ty / up -nyp | <172 esitsizligini sa_glayan Np
pozitif tamsayilarin p-invaryantlar olarak alinacakur ( Yokoi, 1990) .

Yokor, 1989 vilinda yaptidi bir ¢cahgmasinda n p # 0 olmassi durumunda simif
sayist 1 olan p=1(mod 4 )saglayan Q(\/;) cisimlerinin sadece sonlu sayida

olacagim gostermistir. Burada daha genel olan asagidaki teorem kanitlanacaktir.

5.2.1. Teorem : K= Q(\/;) cismi ve p=1(mod4) saglayan her p asaliigin
p>4,1%100 ve n p 70 (&p<2p) 1se p'min uygun bir degeri disinda sinif sayisi
hg >1 dir. Teoremin kanitina gegmeden asagidaki lemma verilebilir.

5.2.1.Lemma :p=1(mod4) olanherasal iginn p =0 sagiannrsa ,m>112
olmak iizere,, p 'nin uygun bir degeri digindaki p >e™ saglayan her degeri igin
Ep <2p ve hg > 0,3275/m . p(n1-2)/2m / log2p olacakur.

Kanit - 5.1.1. lemmadan tzp - uzp p = -4 oldugu bilinmektedir. t<2p = t/2 <p
w<dp = u <2J; :>u\//_)< 2p = u\[;/2<p olacagindan
Ep = 2+ u\//_) / 2<2p bulunur. Lemmanin 2. kismuinin dogrulugu £.3 deki 3.2

coreminin kanitina benzer bigimde gosterilir.



5.2.1. Teoreminin Kamiti :  f (x.) = x4 /log2x , a=a(m)=(m-1)/2m,

(m>1121¢in ) ahmirsa, ' (X)) =( ax a-l. Jog2x - x2 1/x) / ( log2x)~

=( ax a1l Jog2x - x81)/(log2x)>

= x a1 (alog2x- 1)/ (log2x)2
(alog2x-1)/ x1-2- (log2x)2 >0 bulunur.
O halde her x 26 igin f{x), [6, 0 ) aralifinda artandir. Ciinkii x=5 alindiginda
0gl0 = 1olaca@indan f*_ (y)= 0 olur. Bu daf(x) 'in artan fonksiyon olmasiyla
gelisir. Buradan g (x)=0,3275/m . f |, (x) konuldugunda &3 deki  3.2.
eoreminden " n> e 16 olacak bigimde , sinif sayisi 1 olan sadece 1 tane cisim vardir "
fadesinden m=15 i¢in g 15(41x100 >1 ve e™ = elS < 41x1060

oldugu gorulir. O halde 5.2.1. lemmadan hg > 1 dir. 5<p <3533 saglayan ve

np =0 smifsayisi hg =1 olan p=1(mod 4) olmak iizere 30 tane Q(\/;)
cisminin varoldugu S.1. tabloda gorilir. n pz1 ve hg =1 olan p=1(mod4)
saglayan asallar uygun bir p degeri disinda 5.1. tablodan gorilecektir.
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K=Q(\/;)_) P 1p up np hk
Q(5) 5 1 1 1 1 *+ 0o
QW) 13 3 1 3 1 *1o
017 17 8 2 2 1 *
SEE 5 RE 1 *+ o
N EL 12 |2 3 1 * x
oAy |41 |6 [0 [ R *
Q(\/§3_) 53 7 1 7 1 +0x
Qel) 61 39 |5 2 1
QWioy 101 [0 ]2 5 1 X
Qaey | 149 |61 |5 ] 1
oy 157 |23 [1ir 2 ]
o173y |13 |13 |1 13 |1
ooy 197 |28 |2 7 1
Q(2e0) |269 [164 [10 |2 1
QW2o3) 293 [17 |1 17 |1 +ox
QWa17) 317 |89 |5 4 1

Jael) |461 365 |17 |1 1

509) | 509 [925 [41 i 1

J557) |57 |26 |10 |2 ]
oWer7) 677 |52 |2 13 |1 X
Q713) |78 |139 |5 6 1
0W797) | 797 367 |13 |2 1
Qoar) |91 |13 [37 |1 1
QWios) | 1013 925 29 |1 ]
Q(W1293) | 1493 [2357 (61 |1 1
QWie3) | 1613 [2972 (74 |1 1

(1877) | 1877 [ 1603 [37 |1 1
Q2a77) | 2477 [6a1 |13 |4 1
Q(v2603) | 2693|4311 |85 |1 1
03533) | 3533 | 2437 |4 ] I

31 Tablo
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* . Tamlk halkalan tek tiirlii asal garpanlara aynlabilen Euclide cismi
-+ Kutsuna 'min yontemiyle elde edilebilen reel kuadratik say1 cismi
o : Lue'nun yontemini saglayan reel kuadratik savi cismi
x:p=1(mod4), p=m +r _bigminde Norrow R-D tipinde £.4 deki4.1.]
ve 4.1.2 lammalan saglayan cisimler.

Butabloda; p , P=1(mod 4) ile tanimh asal sayry1 € p = (tp + up \/; Y/2 > 1
Q(\/;)_) cisminin temel biimi  n p | tp/up?- - np | <12 esitsizligini
saglayan pozitif tamsayilan ( p-invaryantlarn) hg , K= Q(’ﬁ) cismimnin siif

sayisint gostermektedir,

5.2. Sonuc : Tablo 5.1. den anlaghdidr gibi , 1II. bolimde incelenmis olan |
Euclide Algoritmast yardimiyla simf sayist 1 olan cisimleri belirlenmesi , bu
isimlerin belirlenmesinde Kutsuna ve Leu 'nun yoéntemleri R-D tipinden reel
uadratik sayr cisimleri ve son olarak da asal diskriminantli reel kuadratik say:
isimlerinde simf sayist 1 olan cisimlerin belirlenmesi bigimindeki yontemlerin
timini saglayan cismin Q(\/E) reel kuadratik say1 cismi olaca@i tespit
dilmigtir. Buna gére , Q(\/-.'E ) cismi i¢in agagidakilerin tiimi soylenebilir.

Q(\/.'_’-E) cismi, tamlk halkasi tek tirli asal ¢arpanlarina aynlabilen bir
Euclide cismidir. ,

a/fek= Q(\@) kesirleri icin 0< | N@/BE-n)l <1 .saglayan tek
ekilde £ .ne K tamsayilan var oldugundan K cismindeki kesirlerin higbiri stérend
kesri degildir.

K= Q(\@) igin tammh Sk = {p rasyonel asal : p<sMg =291 X(p)=-1
kiimesi ic;iri p< NETY-I X(2)=-1 ve 2e Sk olacagindan Sk bir bos
kiimedir.

Q(\@) cismi £=(t+ux/-2_9)/2 olmak izere , N(g) = -1 sadlayan bir
norrow R-D tipinden reel kaudratk sayr cismidir. K=Q(\@) cisminin  temel

inminin t=5 ve u=1 katsavilari . 13 1/2 t<2p. u2<4p esitsizliklerini saglar.
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Bu katsayilara gore ; | ;/u3 - np | < 172 olacak bigimde np =5 pozitif p-
invaryantina sahip asal diskriminantli bir reel kuadratik sayr cismidir.
52. sonucundan faydalanarak K = Q(v29) reel kuadraik sayr cismi igin

asagidaki teoremi verebiliriz.

5.2.2. Teorem : ’=Q(\/)_r ), n=m 2+4 ve n=1(mod4) olacak bigimde sinf
sayist hg = 1 olan reel kuadratik sayi cismi olsun. Bu durumda ,

i)- K'mn tamlik halkas: tek tiirlii asal garpanlarina ayrilabilen bir bolgedir.

i) Her o/PeK icn 0< | N@/B&-n)l <1 olacak bigimde tek
sekilde &, n tamsayilan vardir

ili}- S = { p rasyonel asal : p < Mg = A2 X(p) = -1} kimest bir bos
kumedir. :

iv)-e=(t+U\[A-)z) /2 . K'mn temel birimi olmak uzere; | t/u? - Np | <12
sadlayan sifirdan farkl bir np pozitif tamsayisi vardir.

Kosullaninin  tumiiniin gergeklenmest igin  gerekh ve yeterh kosul n=29

olmasidir.

Kanit : 5.2, sonug kullanilarak hemen elde edilir. .

Y.Tanigawa ; d, Q(d ) reel kuadraik sayr cisminin diskriminantm  gostermek
iizere, d diskriminanth Q(+/¢) cisimleri icin asafidaki teoremi vermistir. 5.1.
tabloda asal diskriminanth reel kuadratik sayi cisimlerinin @ 30 tane oldugu
gozlenmistir. Ancak Y. Tanigawa bu teoremde asallik sartimi kaldirarak € 4< 24
saglayan ve simf sayist hpg=1 olan 24 cisim daha elde ederek bu sayiy1 54 e

cikarmgtir. -

3.2.3. Teorem : d=1(mod4) ve Q(\/c;) d diskriminanthh reel kuadratik say:
cismi ofmak izere, d 2min uygun bir deferi disinda € g< 2y ve hy=1 sadlayan
iam 54 tane Q(\/J) caismi vardir

Y. Tanigawa tarafindan  venlen bu teorenmu sa2lavan dezerler asagidaki S 2.

"abloda gosterilmistir.



QWd) |d t4 ug 14 ug> | ng nK
Q(21) [ 21=37 5 ] 5 5 ]
Q(33) [33=3.11 46 8 0.71 ] 1
Q(/69) | 69=3.23 25 3 277 |3 1
Q77) | 77=111 9 ] 9 9 1
Q/93) | 93=33 19 3 320 |3 ]
Q(133) | 133=7.19 173 15 076 |1 ]
Q(141) | 141=3.47 190 16 0.74 1 1
Q(213) |213=3.71 73 5 292 |3 1
Q(/237) |237=3.79 77 5 308 |3 1
Q(/341) |[341=1131 |277 15 ] 23 1 1
Q(Wa13) |413=759 |61 3 677 |7 ]
Q(v437) |437=1923 |2 ] 21 21 i
Q(W453) |4s3=3.151 |149 |7 304 |3 1
Q/573) |573=3.191 | 766 32 0.74 1 ]
QW7N7) | 717=3239 |24 9 297 |3 ]
QWo17) |917=7.131 | 1181 |39 077 |1 ]
Q(:/1077) | 1077=3.359 | 361 11 208 |3 ]
Q(/1133) | 1133=11.103 | 101 3 1122 |11 1
Q(1253) [1253=7.179 | 177 5 708 |7 1
Q(1293) | 1293=3.431 |1726 |48 074 11 ]
1 Q1757) | 1757=7251 | 1006 |04 174 |2 ]
Q(+/2453) | 2453=11.223 {3566 |72 0.68 1 ]
Q(/3053) |3053=43.71 |[3481 |63 087 |1 ]
Q(v/3317) |3317=31.107 | 5241 |91 063 |1 ]
5.2, Tablo
(d=p , td/ud2>l/'2 Yani; ng21, hg=1)

Bu tabloda d, Q(v/n) cisminin diskriminantini . € di €4=(tg T ugVd )y 2> 1
Q(Vd) cisminin temel birimini | ng . | tgug® - ng | < 172 esitsizligini

saglayan d-invaryanti gostermektedir



QWd) |d 4 ug g uge | ng nK
QW21) | 21=3.7 5 1 5 5 1
QW33) |33=3.11 46 8 071 |1 1
Q(69) | 69=3.23 25 3 277 |3 1
QW77) | 77=1.11 9 ] 9 9 1
Q/93) |93=3.37 29 3 320 |3 1
Q(\133) | 133=7.19 173 15 076 |1 1
Q(141) | 141=3.47 190 16 '0.74 1 ]
QG213) | 213=3.71 73 5 292 |3 1
Q(w237) |237=3.79 77 5 308 |3 ]
Q341) [341=1131 |277 15 1.23 1 1
Q(/413) | 413=7.59 61 3 6.77 7 1
Q(/437) |437=1923 |21 1 2] 21 ]
Q(/453) | 453=3.151 | 149 7 304 |3 1
Q(v/573) | 573=3.191 766 32 0.74 ] 1
QWTI7) | T17=3239 | 241 9 297 |3 ]
QWo17) |917=7.131 | 1181 |39 077 |1 1
Q(:\1077) | 1077=3.359 | 361 11 298 |3 |1
Q(133) | 1133=11.103 | 101 3 1122 |11 1
Q(W1253) | 1253=7.179 | 177 5 708 |7 ]
Q(/1293) | 1293=3431 |1726 |48 074 |1 ]
Q(1757) | 1757=7.251" | 1006 |24 1.74 2 ]
Q(2453) | 2453=11.223 [3566 |72 068 |1 1
Q(y/3053) |3053=43.71 | 3481 |63 0.87 ] 1
Q(\/3317) |3317=31.107 | 5241 |91 0.63 ] 1
5.2 Tablo
(d=p . tgmug- >1/2 Yani; ng21, hg=1)

Butabloda d, Q(vn) cisminin diskriminantini, € d: €g=(tg+ ud\/c7) 12>}
Q({/E ) cisminin temel binmini |

saglayan d-invaryanti gostermektedir

ng

L3

| g g2 - ng | < 172 esitsizhing



5.2. tablodaki Q(\/Z_I) ve Q(\ﬁ4-3_7_) cisimlerine Kutsuna ve Leu'nun yoéntemi
uygulanabilir. A

JI1. Bolimde inceledigimiz €.1., £2 ,E3., &4 ve &S5 kisimlanndaki
yontemlerin incelenmesi sonucunda belirlenen tablolardan yararlanarak simf sayisi
hi=1 olan ve 2 < n < 5000 saglayan cisimlerin asagidaki 68 tane n degerine
kargihk gelen K=Q(\/)_z ) reel say1 cisimleri oldugu belirlenmigtir. Bu n deZerleri ;

=23.5,6,7,11,13,14,17,21,23,29,33,37,78,41 47,53,57,61,62,69.77,83,94,101,133, 14
1149.157,173,197,213,227,237,269,293,317,341,398,413,437,453.461,509,557,573,
77.717,773,797,917,941,1013,1077,1133,1253,1293,1493,1613.1757.18 77,2453 .24
7,2693,3053,3317.3533

igimindedir.

Reel kuadratik sayi cisimlerinde simif sayist 1 olan cisimlerin belirlenmesi i¢in
apilan ¢ahsmalar R-D tipinden olan sayi cisimleri uzerinde yogunlagtirilmistir.
unun igin Ozellikle kuadratik formlar ve bunlann siirekli kesirlere agilimindan
yararlaniimakta ve yukanda belirtilen cisimlerden farkli, sif sayist 1 olan reel
vadratik sayr cisimlerinin belirlenmesi igin ¢aligmalar , bu konuda ¢ahsan kislerce
stirdiirilmektedir. '
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