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Bu tezde, tanjant demette alınan vektör alanlarının yine bu demette alınan özel liftlere 
(synectic lift, horizontal lift) göre infinitesimal afin dönüşüm ve infinitesimal izometri olma 
durumları incelenmiştir. İlk olarak tanjant demette  synectic metriği vasıtasıyla 
tanımlanan  konneksiyonuna göre bir 

gS

S∇ X  vektör alanının infinitesimal afin dönüşüm 
olması için gerek ve yeter şart ispatlandı. Daha sonra yine  synectic metriğine göre bir gS

X  vektör alanının infinitesimal izometri olması için gerek ve yeter şart ispatlandı. İkinci 
olarak, tanjant demette  metriği vasıtasıyla tanımlanan H g H∇  konneksiyonuna göre bir X  
vektör alanının infinitesimal afin dönüşüm olması için gerek ve yeter şart ispatlandı. Daha 
sonra yine  metriğine göre bir H g X  vektör alanının infinitesimal izometri olması için 
gerek ve yeter şart ispatlandı. Ayrıca, son olarak yine  synectic metriği vasıtasıyla 
tanımlanan  konneksiyonuna göre bir 

gS

S∇ X  vektör alanının IHPT (Infinitesimal 
Holomorphically Projective Transformation) olması için gerek ve yeter şart ispatlandı.  
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In this thesis, firstly, the conditions for a vertical infinitesimal affine transformations with 
 in the tangent bundle of a Riemannian manifold have been investigated then 

the results have been applied to the study of fibre-preserving infinitesimal affine 
transformation with

s c vH∇ = ∇+

s∇

H

. However, infinitesimal isometry in the tangent bundle with respect 
to  has also been studied. Secondly, the conditions for a vertical infinitesimal affine 
transformations with  in the tangent bundle of a Riemannian manifold have been 
investigated then the results have been applied to the study of fibre-preserving infinitesimal 
affine transformation with 

S∇
∇

H ∇  and the infinitesimal isometry in the tangent bundle with 
respect to  has also been studied. Lastly, we find solutions to a system of partial 
differential equations that characterize IHPT (Infinitesimal Holomorphically Projective 
Transformations) on T M  with a Levi-Civita connection of synectic lift metric and an 
adapted almost complex structure. Further, we investigate necessary conditions in order 
that  admits a non-affine infinitesimal holomorphically projective transformation. 

H

( )T M

∇

( )
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1. GİRİŞ 

 

Diferensiyel geometri, eğri ve yüzeylerin Matematiksel Analiz metodları ile incelenmesi 

yolunun seçilmesi ile XVII. yüzyılda ortaya çıkmış ve günümüze kadar güncelliği 

korumuş Geometrinin bir bölümüdür.  

Diferensiyel Geometri objelerinin tensör demetlere liftlerinin (genişlemelerinin) 

incelenmesi, geometrinin hızlı bir şekilde gelişen bölümlerinden birisidir.  tipli 

tensör demeti olan tanjant demette lift problemlerine, (Yano and Kobayashi 1966) 

çalışmasıyla başlanmıştır. Daha sonra bu çalışma referans alınarak bu alanda bir çok 

çalışma yapılmıştır. Ama “lift” kavramı “genişleme” anlamında daha önce yapılan 

(Sasaki 1962) çalışmasında kendini göstermektedir. Ayrıca (Yano and Petterson 1967) 

çalışmasında lift konusu,  tipli bir tensör demeti olan kotanjant demet için de 

incelenmiştir. (Yano and Ishihara 1973) çalışmasında ise, hem tanjant hem de kotanjant 

demetlerindeki dikey (vertical), tam (complete), yatay (horizontal) ve diagonal liftlerle 

ilgili elde edilmiş önemli sonuçlara yer verilmiştir. Ayrıca (Talantova and Shirokov 

1975) çalışmasında, tanjant demet ile dual cebir üzerinde inşa edilmiş holomorf 

manifoldlar arasında bir bağlantı elde edilmiş ve bu bağlantı lift konusunda milad kabul 

edilebilecek yeni bir yaklaşım ortaya çıkarmıştır. Bu yaklaşımın sonucu olarak synectic 

lift denilen liftlerin incelenmesine başlanmıştır. Benzer liftler yarım tanjant demette 

yapılmıştır (Vishnevsky 1983). Yüksek mertebeli tanjant demetlerde lift konusu plyural 

cebir ile bağlantılı olarak (Morimoto 1968) ve (Vishnevsky et al. 1985) çalışmalarında 

incelenmiştir.  

(1,0)

(0,1)

 

Ayrıca,  (Ishihara 1957), (Tachibana and Ishihara 1960) ve (Hasegawa and Yamauchi 

1979,2003,2005) çalışmalarında tanjant demette ve yüksek mertebeli tanjant demette 

çeşitli liftlere göre “infinitesimal afin dönüşümler” ve “infinitesimal holomorphically 

projective dönüşümler” araştırılmıştır. 
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Sunulan bu tezde ise tanjant demette alınan vektör alanlarının yine bu demette alınan 

özel liftlere (synectic lift, horizontal lift) göre infinitesimal afin dönüşüm ve 

infinitesimal izometri olma durumları incelenmiştir. Bu amaçla ikinci ve üçüncü 

bölümlerde çalışmamızın daha iyi anlaşılması için diferensiyellenebilir manifold, 

tanjant demet ve bu demetteki özel diferensiyel geometrik objeler ve tensör demetlerde 

liftler hakkında genel bilgiler verilmiştir. 

 

Dördüncü bölümde ise sırasıyla tanjant demette  synectic metriği vasıtasıyla 

tanımlanan 

gS

S∇  konneksiyonuna göre bir X  vektör alanının infinitesimal afin dönüşüm 

olma durumları,  synectic metriğine göregS X  vektör alanının infinitesimal izometri 

olma durumları,  konneksiyonuna göre bir H∇ X  vektör alanının infinitesimal afin 

dönüşüm olma durumları,  metriğine göreH g X  vektör alanının infinitesimal izometri 

olma durumları ve son olarak yine  synectic metriği vasıtasıyla tanımlanan gS S∇  

konneksiyonuna göre bir X  vektör alanının IHPT  (Infinitesimal Holomorphically 

Projective Transformation) olma durumları incelenmiştir.  
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2. KURAMSAL TEMELLER 

 

2.1. Diferensiyellenebilir  Manifoldlar 

2.1.1. Tanım: X  Hausdorff uzay olmak üzere herhangi bir  açık kümesinden 

 kümesine tanımlanan 

XU ⊂
nV ℜ⊂

VU →:ϕ   

homeomorfizmine  X  de n  boyutlu koordinat sistemi veya harita, U  ya ise ϕ  

haritasının koordinat komşuluğu veya koordinat bölgesi denir ve  ( )ϕ,U  şeklinde 

gösterilir. Eğer  ise Ux∈

( ) ( )1 2, ,..., n nx x x xϕ = ∈  

olur. Burada  reel sayılarına nxx ,...,1 ϕ  haritasında x  noktasının koordinatları denir. 

2.1.2. Tanım: Eğer X  Hausdorff uzayının n-boyutlu αϕ haritalarının  bölgeleri bu 

uzayı örterse, yani 

αU

α
α

UX
A
U
∈

=  ,     ( A-indisler kümesi ) 

ise X ’e   n-boyutlu topolojik manifold veya sadece n-boyutlu manifold denir. 

2.1.3. Tanım: X  Hausdorff uzay ve k  ise 0 k≤  şartını sağlayan tam sayı olsun. 

Aşağıdaki şartları sağlayan  ( ){ }XAU U ⊂∈ ααα αϕ ,:,  lokal koordinatlar ailesine X  

üzerinde  sınıfından n-boyutlu atlas adı verilir: kC

1. Lokal haritaların bölgesi X  i örter, yani X , n-boyutlu topolojik manifolddur.  αU

2. Keyfi A∈βα ,  için U U  ise  α β∩ ≠ ∅

( ) ( )βαββαααβ ϕϕϕϕ UUUU ∩→∩− :1
o  

dönüşümü  sınıfındandır. Bu şarta bazen kC ( )αα ϕ,U   ve  ( )ββ ϕ,U  haritalarının  

uzlaşması şartı da denir. 

kC
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1−
αβ ϕϕ o  dönüşümüne ise koordinatların dönüşümü  ( )( )njiuuu jii ,...,1,, == αββ  denir. 

Burada , iuβ ( )ββ ϕ,U  haritasındaki ∈x βα UU ∩  noktasının koordinatları,  ise j
αu

( αα )ϕ,U  haritasındaki  x  noktasının koordinatlarıdır. 

U Uα β∩ =

1−
αβ ϕϕ o

∅  ise bu durumda  dönüşümü tanımlanamaz. Ancak, bu durumda 

 dönüşümünün  sınıfından olduğu kabul edilecektir. 2. şart,  

dönüşümlerinin  sınıfından difeomorfizmler olmasına denktir. Bu ise,   

koordinat dönüşümünün Jakobian matrisinin determinantının sıfırdan farklı olması 

demektir. 

1−
αβ ϕϕ o

kC 1−
αβ ϕϕ o

1−
αβ ϕϕ okC

2.1.4. Tanım: ( ){ }αα ϕ,U  ve  ( ){ }ββ ϕ,U ,  sınıfından herhangi iki atlas olsun. Bu 

atlasların keyfi 

kC

( )αα ϕ,U  ve ( )ββ ϕ,U  haritaları  uzlaşmış ise yani, kC ( ){ }αα ϕ,U  ve  

( ){ }ββ ϕ,U  atlaslarının birleşimi  sınıfından atlas ise verilen atlaslara denk atlaslar 

denir. 

kC

2.1.5. Tanım: X  Hausdorff uzayı üzerinde  atlaslarının denklik sınıfına -yapı 

denir. -yapısının tüm  atlaslarının birleşiminin oluşturduğu  atlasına maksimal 

 atlas adı verilir.  

kC kC
kC kC kC

kC

X  üzerindeki  atlaslarının her bir denklik sınıfı, kendisinin bir elemanı ile ifade 

edilir. Yani, -yapısı, onun keyfi  atlası yardımıyla oluşturulabilir. Buradan da, X  

üzerindeki her bir -yapısının bu yapıdan olan bir  atlas ile verilebileceği sonucu 

çıkar.  

kC
kC kC

kC kC

0C -yapıya topolojik yapı, kC ( )∞≤≤ k1  yapıya ise düzgün (smooth) yapı denir. 

Bundan sonra yalnız -yapılara bakılacaktır. ∞C
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2.1.6. Tanım: M, sayılabilir baza sahip Hausdorff uzay olsun. Eğer, M  üzerinde n-

boyutlu  atlaslarının  yapısı verilmişse M  uzayına n-boyutlu sınıfından 

diferensiyellenebilir manifold veya düzgün manifold denir ve  ile gösterilir. 

∞C ∞C ∞C

nM

2.2. Tensör Alanları 

2.2.1. Tanım: nB , boyutlu reel vektör uzayı, n − *
nB  ise onun dual uzayı olsun. 

, 1,j n ...,x B j∈ =
r q   ve  , 1,...,n

i
B i∗∈ = pξ   kovektör değişkenlerinin 

t=ω )...,,,,,...,,(
21

21

p

qxxx ξξξrrr  

reel değerli fonksiyonunu göz önüne alalım. Eğer bu fonksiyon her bir değişkene göre 

lineerlik şartını sağlarsa, fonksiyona multilineer fonksiyon denir.  

Mesela birinci vektör değişkenine göre lineerlik şartı ℜ∈μλ,  olmak üzere 

1 2 1 2 1 2

2 2 2( , ,..., , , ,..., )  ( , ,..., , , ,..., ) ( , ,..., , , ,..., )
p p

q qt x y x x t x x x t y x x
p

qω λ μ ξ ξ ξ λ ξ ξ ξ μ ξ ξ ξ= + = +
r r r r r r r r r r  

biçiminde gösterilebilir. Bu multilineer fonksiyona karşılık gelen 

: ... ...
p

n n n n n

q

t B B B B B∗ ∗× × × × × × →
64748

1442443
 

operatörüne  uzayında p dereceden kontravaryant, q dereceden kovaryant tensör adı 

verilir ve bu şekildeki tüm tensörlerin uzayı 

nB

( )n
p

q BT  ile gösterilir. olmak 

üzere  s = p+q  sayısına ise tensörün  valentliği,  (p,q) sembolüne ise tensörün tipi denir. 

(p,0)  tipli tensöre kontravaryant tensörler, (0,q) tipli tensörlere ise kovaryant tensörler 

denir. 

0,  0p q≥ ≥

( )nBS2 , ( )nBT 0
2

( )nB

 uzayının bütün simetrik tensörlerinin alt uzayı olmak üzere  herhangi 

bir  tensörünü alalım;  S2g ∈

( ), 0, ng x y y B= ∀ ∈
r r r                                                           (2.1) 
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şartında  olursa, bu  taktirde  g  tensörüne regüler tensör denir. 0=xr

(2.1) eşitliği koordinatlarla 

0=ji
ij yxg  

biçiminde yazılır. Bu eşitlik her jy  için sağlandığından  

0i
ijg x = , 1,...,j n=  

bulunur. Bu denklem sisteminin  çözümüne sahip olması için  0=ix

( ) 0≠ijgDet  

olması gerekir. Burada  ( )ijg ,   tensörüne karşılık gelen matristir. g

( nBSg 2∈ )  tensörü regüler tensör ise  g  tensörüne  uzayında esas tensör adı verilir. 

Esas tensöre karşılık gelen 

nB

( )ijg  matrisinin tersini ( )ijg~  ile gösterelim. Bu taktirde  

k
iji

kj gg δ=~                                                                      (2.2) 

yazılır.  ve  uzayları arasında  nB ∗
nB

, ( )k
i ik i ikg x g yξ η= = k

i

                                                     (2.3) 

dönüşümü,  (2.2) eşitliğine göre 

, ( )k ki k ki
ix g y gξ η= =% %                                                       (2.4) 

olur.  tensörüne karşılık gelen invaryant bilineer formu ( nBSg 2∈ )

( ) ji
ij yxgyxg ==

rr,ω  

şeklinde yazalım. Burada (2.3) ve (2.4) eşitliklerini dikkate alırsak  

( ) ji
ij yxgyxg ==

rr,ω ji
ij

i
i gx ξηη ~==  

olur. Yani,  esas tensörü verildiğinde biz kovektör değişkenlerinin g ji
ijg ξηω ~=   

invaryant bilineer formunu buluruz. Buna göre de ijg~ , (2,0) tipli tensörün 

koordinatlarıdır. Bu tensöre   tensörünün ters tensörü denir. Ayrıca g

( )
( ) jk

jk
j

jij
ji

ik
ik

i
iji

ij

yxgygg

xygxgg

===

===

ξηξηξ

ηξηξη
~,~

,~,~
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                                                      ( )ξη,~gxygyxg ik
ki

ki
ki ===  

olduğundan ijg~  tensörü simetriktir. 

Böylece   uzayında   tensörü verildiğinde  nB g nB ’den nB∗ ’a bir izomorfizm bulunur. 

Buna göre vektör ve kovektörler aynılaştırılır ve aynı xr  sembolü ile gösterilir. Yani, 

,i i ik
k ki kx g x x g x= = %  

yazılır. Bu işlemlere indisin indirilmesi  ( )k
i xx →  ve yükseltilmesi  ( )i

k xx →  

işlemleri denir. Buna göre, ( )yxS rr,  tensörü göz önüne alınırsa 

, ,p pi p pj pq pi pj
j ij i ijS g S S g S S g g S• • • •= = =% % % ij%

S

 

ifadelerinin herbiri  tensöründen indislerin yükseltilmesi işlemi, ijS

 , ,j ij i ij ij
p pi p pj pq pi qjS g S S g S S g g• • • •= = =  

ifadelerinin herbiri ise verilmiş   tensöründen indislerin indirilmesi işlemidir. ijS

Eğer ,  uzayında  (0,2) tipli tensör ise, her ( )yxg rr, nB , nx y B∈
r r  vektörlerinin skaler 

çarpımı denildiğinde  g  tensörünün  xr  ve yr  vektörleri üzerindeki izi anlaşılır ve yxrr  

veya  (  biçiminde gösterilir. Yani, )yx rr,

( ), i j j
ij jxy g x y g x y x y= = =

rr r r                                                          (2.5) 

biçiminde tanımlanır. 

Eğer  ( ) 0≠ijgDet  olursa bu taktirde  (2.5) skaler çarpımına regüler çarpım denir. 

2.2.2. Tanım: ,  nM C∞  sınıfından bir manifold  ve  her ,pT np M∈  noktasındaki tanjant 

uzayı olsun.  manifoldunun her nM np M∈  noktasına  T  uzayından bir  vektörü 

karşılık getiren  X  vektör değerli fonksiyonuna vektör alanı denir (Bishop and Goldberg 

1968, Salimov ve Mağden 2008).  

p pX

,  nf M   manifoldunda  bir dönüşüm ise  Xf  de    manifoldunda   nM
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( )( ) fXpXf p=  

ile tanımlanan bir dönüşümdür.  koordinat komşuluğunu alalım. Bu 

komşuluktaki bir vektör alanı  

nMU ⊂

i
iX ∂= ξ  

olarak yazılır.  ler U  daki lokal koordinatlara bağlıdır. Yani,  iξ

( )niii xx ,...,ξξ = ,  ni ,...,1=  

olur. 

,  nM C∞ sınıfından bir manifold olmak üzere  her nm M∈  noktasındaki her bir (p,q) 

tipli tensör için uygun bir  ( )mT p
q  tensör uzayı vardır. 

2.2.3. Tanım: ,  nM C∞ sınıfından bir manifold ve ( ) ,p
qT m

nm M

 her  noktasındaki 

(p,q) tipli tensör uzayı olsun.  manifoldunun her 

nm M∈

nM ∈  noktasına   tensör 

uzayından bir   tensörü karşılık getiren  T  fonksiyonuna (p,q) tipli tensör alanı 

denir (Bishop and Goldberg 1968). 

( )mT p
q

( )mt p
q

Eğer  ise vektör alanı elde edilir. Yani,  tipli tensör alanı bir vektör 

alanıdır. 

1,  0p q= = (1,0)

Eğer  ise her 0== qp nMm∈  noktasına bir skaler değer karşılık gelir. Bu yüzden  

 tipli tensör alanı reel değerli bir fonksiyondur.  (0,0)

Eğer  bölgesinde  f  fonksiyonu   sınıfından ise her nMU ⊂ ∞C x U∈  için ( )xTdf x
0

1∈  

olur. Böylece  f  fonksiyonunun diferensiyeli olan  df  operatörü (  tipli bir tensör 

alanıdır. 

0,1)
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Herhangi bir  m  noktasındaki   tensörü simetrik tensör ise  T  tensör alanına  simetrik 

tensör alanı denir. Eğer herhangi bir m  noktasındaki   tensörü antisimetrik tensör ise  

T  tensör alanına  antisimetrik tensör alanı denir.  

mT

mT

T, ( p,q ) tipli tensör alanı olsun. pθθ ,...,1   tipli tensör alanları ve  vektör 

alanları olmak üzere  

(0,1) qXX ,...,1

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )mXmXmmTmXXT qpmqp ,...,,,...,,...,,,..., 1111 θθθθ =  

ifadesi reel değerli fonksiyon tanımlar. Özelikle  koordinatlarına göre T tensör 

alanının bileşenleri  

ix

( )1 1

1 1

...
... ,..., , ,...,p q

q p

i i ii
j j j jT T dx dx= ∂ ∂  

biçiminde reel değerli fonksiyonlardır (Bishop and Goldberg 1968). 

T  tensör alanının bileşenleri   sınıfından fonksiyonlar ise T  tensör alanına  

sınıfındandır denir.  sınıfından olan  tipli tensör alanına 1-form (Pfaffian form) 

denir. 

∞C ∞C
∞C (0,1)

(p,q) tipli T tensör alanının  sınıfından olması için gerek ve yeter şart her bir  ∞C

pθθ ,...,1   1-formları ve her bir   sınıfından   vektör alanları için  ∞C qXX ,...,1

( )qp XX ,...,, 1T ,...,1 θθ   fonksiyonunun  sınıfından olmasıdır. ∞C

2.2.4. Tanım: ( )ijω ω= ,  (0,2) tipli bir tensör olsun. ( ij )ω ω=  tensöründe  

indislerine göre antisimetriklik varsa 

ve i j

( )ijω ω=  tensörüne 2-form veya dış form denir. 

Bir k-forma dış diferensiyel uygulanırsa sonuçta k+1-form elde edilir. Yani ω , k-form 

ise 1(kd T )nMω +∈  olup k+1-form oluşur. Böyle k+1 formlara tam form denir.  

2 ( ) 0d d dω ω= =  

olması exact formların en önemli özelliğidir. Yani tam formlara dış diferensiyel 

uygulanırsa sonuç sıfır olur. 
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2.3. Diferensiyellenebilir Manifold Üzerinde Afin (Levi-Civita) Konneksiyon  

nM  diferensiyellenebilir manifoldunun ( )tuu ii =:γ   eğrisi boyunca konneksiyon 

tanımlanması eğrinin noktalarına uygulanan vektörler arasında bağlantı oluşturma 

kuralıdır. Eğer γ  eğrisinin herhangi bir noktasındaki  vektörü  t  parametresine bağlı 

olarak değiştikçe verilen konneksiyona göre başlangıçtaki ile uygun kalırsa, bu durumda 

bu vektör verilen konneksiyona göre 

iv

γ   eğrisi boyunca paralel kaydırılmış olur. Eğer 

konneksiyon diferensiyellenebilirse, o zaman  paralel kaydırmayı ifade eden ( )tvv ii =  

fonksiyonları da diferensiyellenebilir fonksiyonlar olur. Eğer vektörlerin paralel 

kaydırılması halinde lineer bağımlılık korunursa verilen konneksiyona afin veya lineer 

konneksiyon adı verilir. 

Afin konneksiyonun γ  eğrisinin çeşitli noktalarına uygulanan vektörler arasında 

uygunluğu ifade eden şartı, yani vektörün eğri boyunca verilmiş afin konneksiyona göre 

paralel kaydırılması şartını bulalım. γ  eğrisinin başlangıç noktasındaki   

lokal bazını alalım ve farz edelim ki 

,  1,...i

k
a k n=

( )ta i

k
’nin lineer bağımlılığı, baz vektörlerin verilen 

eğri boyunca paralel kaydırılma kuralını ifade etmiş olsun. Keyfi   vektörünün 

verilen afin konneksiyona göre 

i

k

ki av λ=

γ  eğrisi boyunca paralel kaydırılması için gerek ve 

yeter şart  katsayılarının sabit olmasıdır. Bu nedenden istifade edilerek  kλ
i

k

ki addv λ=                                                           (2.6) 

ifadesi yazılabilir.  eşitliğinden  i

k

ki av λ=

i
i

k
k va=λ                                                             (2.7) 

eşitliği yazılır. Burada  baz vektörü olduğundan buna karşılık gelen kobaz vektörü  

ile gösterilir. Dolayısıyla  

i

k
a

k

ia

s
i s

i kk
a a δ=  olur. (2.7) ifadesi  (2.6) eşitliğinde kullanılırsa, 

                                                        (2.8) 0=+ ki
k

i vdv ω
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eşitliği elde edilir. (2.8) denkleminde k
iω , 

                                                                 (2.9) k

s
i

s
k
i ada−=ω

biçimindedir. (2.8) şartı   vektörünün verilen afin konneksiyona göre paralel 

kaydırılması şartıdır. (2.9)  biçiminde tanımlanan   objelerine  konneksiyon formları 

(bağlantı objeleri) denir. 

iv
k
iω

2.3.1. Teorem: 1. Konneksiyon formları  { }, 1,...,i

k
a k = n  bazının seçilişinden 

bağımsızdırlar.  

2. Konneksiyon formları, eğrisel koordinatların dönüştürülmesi durumunda tensör 

dönüşüm kuralına göre dönüşmezler. 

İspat: 1.  ve k
iω

k
iω  farklı iki baza karşılık gelen  konneksiyon formları olsun. Paralel 

kaydırılan  vektörü için, iv

0=+ ki
k

i vdv ω ,                                                      (2.10) 

0=+ ki
k

i vdv ω                                                       (2.11) 

şartlarını yazabiliriz. (2.10) ve (2.11) şartlarından ve  vektörünün başlangıç değerinin 

keyfiliği şartından  

iv
i

k
i
k ωω =  bulunur. 

2.  manifoldunda   eğrisel koordinatların değişmesi halinde baz vektörlerinin ve 

kovektörlerinin dönüşüm kuralı 

nM iu

'
'

i

k
i
ii

k
aAa = ,                                                  (2.12) '

'
i

k

i
i

i

k
aAa =

şeklinde yazılabilir. Burada  '' i

i

u
ui

iA
∂
∂= ,   i

i

u
ui

iA
∂
∂=

''   biçimindedir. (2.12) deki ikinci 

eşitliğin diferensiyelini alırsak, 
'

' '
i ii i

i ik k
da dA a A d a= + '                                                  (2.13)  i

k
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elde edilir. (2.9) denkleminde (2.12) nin birinci eşitliği ve (2.13) eşitliği göz önüne 

alınırsa, 

( )''
'

''
' i

k

i
i

i

k

i
ij

k
j
j

i

k
j

k
i
j adAadAaAada +−=−=ω  

ve gerekli işlemlerden sonra 
i
j

j
j

i
j

i
i

j
j

i
j dAAAA '

''
''

' −= ωω                                             (2.14) 

bulunur. (2.14) eşitliği,  konneksiyon formlarının, tensörün koordinatları olamadığını 

gösterir. 

i
jω

Şimdi ise kovektörün  γ  eğrisi boyunca verilen afin konneksiyona göre paralel  

kaydırılması şartını inceleyelim. 

2.3.1. Tanım: iω  kovektörünün  γ  eğrisi boyunca paralel kaydırılan keyfi  vektörü 

üzerindeki izi bu eğri boyunca sabit kalırsa, 

iv

iω  kovektörüne γ  eğrisi boyunca verilen 

afin konneksiyonuna göre paralel kaydırılmıştır denir. 

Bu tanıma göre 

 ( ) 0=+= i
i

i
i

i
i dvdvvd ωωω                                       (2.15) 

eşitliği yazılabilir.  vektörünün paralel kaydırılması şartından  iv
ki

k
i vdv ω−=                                                       (2.16) 

yazılır. (2.16) eşitliğini (2.15) ifadesinde kullanılırsa, 

( ) 0=− i
k

k
ii vd ωωω  

eşitliği bulunur.  vektörünün keyfiliğinden dolayı iv iω  kovektörün γ  eğrisi boyunca 

verilen afin konneksiyona göre paralel kaydırılma şartı  

0=− k
k
iid ωωω                                                   (2.17) 

biçiminde olur. Vektörün ve kovektörün (1-form) γ  eğrisi boyunca paralel kaydırılması 

şartını kullanarak, eğrinin çeşitli noktalarına uygulanmış keyfi tipli tensörün de paralel 

kaydırılmasını verebiliriz. γ  eğrisi boyunca  ( )qp,  tipli keyfi tensörün izi  
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p
qp

q
i

p

i
j

q

jii
jj vvtZ ωω ...... 1

11

1

1

1

...
...=  

şeklinde verilmiş olsun. Z  fonksiyonunun vektör ve kovektör değişkenlerinin γ  eğrisi 

boyunca paralel kaydırılması şartları dahilinde  diferensiyeli 

           p
qp

qp
qp

q
i

p

i
j

q

jii
jji

p

i
j

q

jii
jj vvdtvvdtdZ ωωωω ............ 1

11

11
11

1

1

1

...
...

1

1

...
... +=

                                                                               (2.18) p
qp

q
i

p

i
j

q

jii
jj dvvt ωω ......... 1

11

1

1

1

...
...++

               ( )si
jj

i
s

isi
jsj

i
s

ii
ssj

s
j

ii
jsj

s
j

ii
jj q

pp

q

p

q

p

q

p

q
ttttdt ...

...
...
...

...
...

...
...

...
...

1

1

2

2

11

2

1

21

1

1
... ωωωω ++−−−= p

q
i

p

i
j

q

j vv ωω ...... 1
1

1

1
                  

olarak yazılır. Bu eşitlikte  

 
si
jj

i
s

isi
jj

i
s

ii
ssj

s
j

ii
jsj

s
j

ii
jj

ii
jj q

pp

q

p

q

p

q

p

q

p

q
ttttdtt ...

...
...

...
...
...

...
...

...
...

...
...

1

1

2

1

11

2

1

21

1

1

1

1
... ωωωωδ ++−−−=                    (2.19) 

 
olarak alınırsa 

p
qp

q
i

p

i
j

q

jii
jj vvtdZ ωωδ ...... 1

11

1

1

1

...
...=                                         (2.20) 

elde edilir. γ  eğrisi boyunca verilen afin konneksiyona göre paralel kaydırılan vektör ve 

kovektör değişkenlerinin multilineer fonksiyonunun diferensiyeli de değişkenlerin 

multilineer fonksiyonu olur. O halde  dZ  multilineer fonksiyonuna belirli bir tensör 

karşılık gelecektir. Bu tensörün tipi   tensörünün tipi ile aynı olur. Koordinatları ise  

(2.19) eşitliği ile verilmiştir.  tensörüne  tensörünün mutlak diferensiyeli 

denir.  

p

q

ii
jjt ...

...
1

1

q

pii
jjt ...

...
1

1
δ p

q

ii
jjt ...

...
1

1

Tensörün mutlak diferensiyelinin tanımından çıkartılan sonuçlar şöyle ifade edilebilir: 

a. Vektörün ve kovektörün paralel kaydırılması şartları  

0=ivδ ,     0=iδω  

şeklinde olur. Dolayısıyla keyfi tipli bir tensörün paralel kaydırılması şartı  

0...
...

1

1
=p

q

ii
jjtδ  

olarak verilir. 
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b. Birim tensörün mutlak diferensiyeli sıfıra eşittir, yani 

( ) 0=j
iδδ  

olur. 

(2.19) eşitliğinden dolayı tensörlerin mutlak diferensiyelleri için aşağıdaki özellikleri 

yazabiliriz: 

1. ( ) 2121 tttt δδδ +=+ ,   ve  aynı tipli tensörlerdir, 1t 2t

2. ( ) ( ) ( )ttdt δλλλδ += , λ -skalerdir, 

3. ( ) ( ) ( )BABABA δδδ ⊗+⊗=⊗ , A ve B keyfi tipli tensörlerdir, - tensör çarpımını 

gösterir. 

⊗

4. Tensörlerin simetrikleştirme, alterneleştirme ve kontraksiyon işlemlerinin mutlak 

diferensiyelleme işlemine göre işlem öncelik sırası değişebilir. 

2.3.1. Afin konneksiyonlu uzaylar 

2.3.2. Tanım:  diferensiyellenebilir manifoldunun her bir eğrisi boyunca afin 

konneksiyonu verilmiş olsun. Lineerlik şartını sağlayan  diferensiyellenebilir 

manifolduna  n- boyutlu afin konneksiyonlu uzay denir. 

nX

nX

Bu tanımdaki lineerlik şartı şu şekilde ifade edilir: 

nX  manifoldunun  keyfi  M  noktası ve bu noktanın komşuluğunda keyfi vektör alanları 

verilmiş olsun.  Keyfi  vektör alanının  M   noktasından geçen keyfi bir eğri için 

hesaplanmış mutlak diferensiyeli, bu eğri boyunca elementer yer değişme  

vektörünün lineer fonksiyonudur, yani 

iv
idu

ki
k

i duvv =δ                                                       (2.21) 

olarak yazılır. Burada , ’ye ve noktaya bağlı fonksiyon,  ise her bir vektöre 

teğet vektörün koordinatlarıdır. Diğer taraftan   olduğundan  

i
kv iv kdu

ki
k

i duvdv ∂=
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ki
k

ki
k

ki
k

ii vduvvdvv ωωδ +∂=+=                                  (2.22) 

olur. (2.21) ve (2.22) eşitliklerinden 

( ) si
s

i
s

ki
k duvvv ∂−=ω                                            (2.23) 

ifadesi bulunur. , kv i
sv∂ ’nin ve ’ler ise ’lerin fonksiyonlarıdır.  formları  

vektör alanlarının seçilişine bağlı olmadığından  formları  nın lineer fonksiyonu 

olur, yani 

i
sv iu i

kω iv

i
kω kdu

=i
kω Γ                                                   (2.24) si

sk du

olarak yazılır. Burada Γ i  katsayıları afin uzayın bir noktasının fonksiyonlarıdır. 

Bunlara afin konneksiyonun katsayıları denir. Katsayıların verilmesi   de afin 

konneksiyonunu tayin eder. 

sk

nX

Şimdi  Γ i  afin konneksiyon  katsayılarının dönüşüm kuralını verelim. (2.24) eşitliği 

kullanılarak 

sk

='
'

i
jω Γ ''

''
ki

jk du =  Γ  kk
k

i
jk duA ''
''

eşitliği yazılabilir. Ayrıca 

( ) ki
jk

j
j

i
j

j
j duAAdAA '

'
'

' ∂=                                               (2.25) 

olduğundan ve diğer taraftan    eşitliğin her iki tarafının  kısmi 

diferensiyeli alındığında   

i
j

i
j

j
j AA δ='

'
k∂

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

'
'

' '
' '

' '
' '

0

0

j i i
k j j k j

j i j i
k j j j k j

j i j i
j k j k j j

A A

A A A A

A A A A

δ∂ = ∂ =

⇒ ∂ + ∂ =

⇒ ∂ = − ∂

 

olur. Bu son eşitlik  (2.25) denkleminde kullanılırsa  

( ) kj
jk

i
j

i
j

j
j duAAdAA '

''
' ∂−=                                                (2.26) 

elde edilir. (2.26) , (2.24) ve (2.14)  eşitlikleri kullanılarak konneksiyon katsayılarının 

dönüşüm kuralı  

Γ Γ                                             (2.27) ''
'

k
k

j
j

i
i

i
kj AAA= '

'
'

''
i
kj

i
i

i
jk AA+

olarak verilir. Burada   biçimindedir. '' i
jk

i
kj AA ∂=
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(2.24) denklemini kullanarak afin konneksiyonlu uzayda verilen keyfi vektör alanı  için 

mutlak diferensiyel 

=ivδ ( Γ  )                                           (2.28) +∂ i
k v si

ks v kdu

biçiminde olur. (2.28) denkleminin sol tarafı bir tensör ve   vektör olduğundan 

parantezin içindeki ifade bir tensörün koordinatları olur. Bu tensöre verilen   

tensörünün kovaryant türevi denir ve  

kdu
iv

+∂=∇ i
k

i
k vv Γ                                               (2.29) si

ks v

olarak gösterilir. Bu türevin sonucu  (1,1) tipinde  bir tensördür.  

Benzer şekilde  jω  kovektör alanının kovaryant türevi 

−∂=∇ jkjk ωω Γ                                            (2.30) s
s
kjω

olur ve sonuç (0,2) tipli bir tensördür.  

(2.24) eşitliğinden, (p,q) tipli   tensörünün mutlak diferensiyeli  p

q

ii
jjt ...

...
1

1

∑
=

+∂=
p

1

...
...

...
...

1

1

1

1
(

λ

δ p

q

p

q

ii
jjk

ii
jj tt Γ Γ                     (2.31) ∑

=

−
q

isi
jj

i
ks

p

q
t

1

......
...

1

1
μ

λ kii
jsj

s
kj dut p

q
)...

......
1

1μ

biçiminde olur. (2.31) denkleminin sol tarafı bir tensör ve   vektör olduğundan 

parantezin içindeki ifade bir tensörün koordinatlarıdır. Bu tensöre  verilen   

tensörünün kovaryant türevi denir ve  

kdu
p

q

ii
jjt ...

...
1

1

∑
=

+∂=∇
p

1

...
...

...
...

1

1

1

1
λ

p

q

p

q

ii
jjk

ii
jjk tt Γ Γ                        (2.32) ∑

=

−
q

isi
jj

i
ks

p

q
t

1

......
...

1

1
μ

λ p

q

ii
jsj

s
kj t ...

......
1

1μ

biçiminde gösterilir. Tensörün kovaryant türevi tanımından, (p,q) tipli  tensörün 

kovaryant türevi  (p,q+1) tipli  bir tensör olduğu görülür. Yani kovaryant türev, 

uygulanan tensörün kovaryantlık mertebesini bir artırır.  

Kovaryant türevin tanımından yararlanılarak aşağıdaki özelikleri yazabiliriz: 

1. 1 1 1 1

11 1

... ... ... ...
...... ... ...1 2 1 2

( )
1

p p p

qq q

i i i i i i i i
k kj jj j j j j jt t t t∇ =∇ ∇m m p

qk  

2. ( )1 1

1 1

... ... ...
... ... ...( ) 1

1

p p p

q q

i i i i i i
k j j k j j k j jt tλ λ λ∇ = ∂ ∇m

q
t ( )nF M,   λ∈  

 



 
 

17

3.  p

q

p

q

p

q

p

q

p

q

p

q

ll
ssk

ii
jj

ll
ss

ii
jjk

ll
ss

ii
jjk gtgtgt ...

...
...
...

...

...
...
...

...

...
...
...

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1
)( ∇⊗+⊗∇=⊗∇

4. Tensörlerin simetrikleştirme, alterneleştirme ve kontraksiyon işlemlerinin kovaryant 

diferensiyelleme  işlemine göre işlem öncelik sırası değişebilir. 

Afin (lineer) konneksiyonun invaryant tanımı aşağıdaki gibi verilir: 

2.3.3. Tanım:  manifoldu üzerinde nM ( )1
0 nT M  vektör alanlarının modülü olmak üzere  

( ) :,YXYX ∇=∇  ( )1
0 nT M × ( )1

0 nT M → ( )1
0 nT M  

dönüşümü  

 i. ,    ZgZfZ YXgYfX ∇+∇=∇ +

 ii.  ( ) ( ) ( ) YgYZgXfXZfgYfX ZZZ ∇++∇+=+∇  

şartlarını sağlıyorsa  ’ya afin konneksiyon denir. Burada  ∇

:X∇ ( )1
0 nT M → ( )1

0 nT M  

dönüşümüne de X vektör alanı boyunca kovaryant  diferensiyellenme denir (Bishop and 

Goldberg 1968). 

2.3.2. Eğrilik ve burulma tensörleri 

nA  afin konneksiyonlu uzayında  ( )nuuff ,...,1=  diferensiyellenebilir  fonksiyonu 

verilmiş olsun. Bu fonksiyonun tam diferensiyeli, yani   ifadesi, 

koordinatların dönüşümü halinde invaryant kalır ve df  fonksiyonu   vektörünün 

lineer fonksiyonu olur. Bu lineer fonksiyona karşılık gelen kovektörün koordinatları  

i
k fdudf ∂=

idu

fV ii ∂=                                                       (2.33) 

ile gösterilir. Bu kovektöre  f  fonksiyonunun gradienti,  f  fonksiyonuna ise bu kovektör 

alanın potansiyel fonksiyonu denir. Keyfi   kovektörünün herhangi bir skaler alanın 

gradienti olması için gerek ve yeter şart 

iV

[ ] 0=∂ ijV                                                     (2.34) 
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olmasıdır (Yano 1968). 

iV  gradient kovektörünün  kovaryant türevi  

−∂=∇ ijij VV Γ                                             (2.35) k
k
jiV

biçimindedir. (2.35) denkleminde  j ve  i  indislerine göre alterneleştirme işlemi yapılır 

ve (2.34) eşitliği kullanılırsa  

[ ] k
k
ijij VSV =∇                                                  (2.36) 

elde edilir. Burada  

=k
ijS Γ                                                     (2.37) [ ]

k
ij

olarak verilmiştir. (2.36)  denkleminin sol tarafındaki kovaryant türev (0,2) tipli tensör 

olduğundan   kemiyetleri aşağı indislerine göre antisimetrik  olan  (1,2)  tipli 

tensörün bileşenlerini ifade eder. Bu tensöre   uzayının burulma (torsion) tensörü 

denir.  manifoldundan alınmış keyfi  X , Y   vektör alanları için burulma tensörünün 

invariyant  formda yazılışı ise  

k
ijS

nA

nA

( ) [ ]YXXYYXS YX ,, −∇−∇=                                     (2.38) 

biçimindedir (Kobayashi and Nomizu 1963). Burada [ ]YX , , X  ve Y vektör alanlarının 

Lie parantezi olup 

[ ] ( ) ( )XfYYfXfYX −=,  

şeklindedir. 

Keyfi   vektörünün  Γ   kovaryant türevi  (1,1) tipli tensör belirtir. 

Bu tensörün kovaryant türevi ise  

iv +∂=∇ i
s

i
s vv mi

sm v

 
              Γ Γ  +∇∂=∇∇ i

sr
i

sr vv −∇ m
s

i
rm v i

m
m
rs v∇

                           Γ Γ Γ Γ  +∂∂= i
sr v( + ∂ m

s
i
rm v()ki

sk v + −)km
sk v i

m
m
rs v∇

                           Γ Γ Γ Γ i Γ Γ  2 i
rs rv= ∂ + ∂ +ki

sk v + ∂ m
s

i
rm v∂ k

r
i
sk v + rm −km

sk v i
m

m
rs v∇

biçiminde bulunur. Bu eşitlikte  r, s  indislerine göre alterneleştirme işlemi uygulanırsa,  

[ ]
i

k
k
rs

ki
rsk

i
sr vSvRv ∇−=∇∇ 22                                           (2.39) 
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denklemi elde edilir. (2.39) denkleminde  

r
i
rskR ∂= Γ −i

sk s∂ Γ +i
rk Γ i

rm Γ −Γ i Γ                                  (2.40) m
sk sm

m
rk

                                                    [r∂= (2 Γ Γ] +
i

ks [
i

mr Γ  ] )m
ks

olarak alınmıştır. (2.39) denkleminin sol tarafındaki terim ve sağ tarafındaki ikinci terim 

tensör ve  keyfi vektör olduğundan  ifadesi  (1,3)  tipli tensördür. Bu tensöre   

uzayının Eğrilik tensörü veya Riemannian- Christoffel tensörü denir. 

iv i
rskR nA

(2.39) formülüne benzer olarak aşağıdaki formüller yazılabilir: 

                                    ,                                       (2.41) [ ] km
m
rsm

m
rskksr SR ωωω ∇−−=∇∇ 22

                                   ,                             (2.42) [ ]
j

ik
k
rs

j
m

m
rsi

m
i

j
rsm

j
isr SRR ϕϕϕϕ ∇−−=∇∇ 22

                                                                  (2.43) [ ]
mi
jj

i
rsm

imi
jj

i
rsm

ii
jjsr q

pp

q

p

q
tRtRt ...

...
...

...
...
...

1

1

2

1

11

1
...2 ++=∇∇

                                                       .  p

q

p

q

p

q

ii
jjk

k
rs

ii
mj

m
rsj

ii
jmj

m
rsj tStRtR ...

...
...
...

...
...

1

1

1

1

1

21
2... ∇−−−−

(2.42) formülüne   afinorunun  Ricci özdeşliği denir.  j
iϕ

Keyfi   vektör alanları için eğrilik tensörünün  invaryant formda yazılışı ise nAZYX ∈,,

( ) [ ]ZZZZYXR YXXYYX ,, ∇−∇∇−∇∇=                               (2.44) 

biçimindedir (Kobayashi and Nomizu 1963). 

2.3.3. Konneksiyonların dönüşümü 

Keyfi iki afin konneksiyonlu uzayların  difeomorfizmine bakalım. Bu durumda, bu 

uzayların karşılıklı noktalarının koordinatları aynı olacak şekilde uygun eğrisel 

koordinat sistemi verilebilir. Bu tür karşılık getirme, aynı bir   differensiyellenebilir 

manifoldunda iki keyfi afin konneksiyonun verilmesiyle de oluşturulabilir. Bu duruma, 

konneksiyonların birinden diğerine geçmeye, konneksiyonların dönüştürülmesi veya 

paralel kaydırma kuralının dönüştürülmesi olarak bakılabilir. Aynı manifold üzerinde 

çeşitli konneksiyonlar dahil etmek mümkündür. 

nX

nM  manifoldu üzerinde Γ  vek
ij

k
ijΓ  
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konneksiyon katsayılarına sahip ∇  ve ∇  konneksiyonları verilmiş olsun. Keyfi   

vektör alanının bu konneksiyonlara göre kovaryant türevleri  

iv

mi
kmk

i
k vvv Γ∂=∇ i + ,    mi

km
i

k
i

k vvv Γ+∂=∇  

biçiminde olur. Bu iki eşitliği taraf tarafa çıkarırsak  
mi

km
i

k
i

k v vTv =∇−∇                                                (2.45) 

eşitliği elde edilir. Burada  
i
km

i
km

i
kmT Γ−Γ=                                                   (2.46) 

biçimindedir. (2.45) eşitliği ile verilen  ,  (1,2)  tipli tensör meydana getirir. Bu 

tensöre afin deformasyon (gerilme) tensörü denir.  

i
kmT

2.3.2. Teorem: , (1,2) tipli tensör ve  ise i
kmT i

kmΓ ∇  afin konneksiyonunun katsayıları 

olmak üzere  (2.46) eşitliği ile verilen i
km Γ  katsayıları da diğer bir afin konneksiyonun  

katsayıları olur.  

İspat: (2.46)  eşitliğinden  
k

ij
k

ij
k
ij T−Γ=Γ   

yazılır.  için konneksiyon katsayılarının dönüştürülmesi halinde  k
ijΓ 

( ) '
'

'
''

'
''

''
'

k
kA

k
ijT =

k
ij

k
k

k
ji

k
ji

j
j

i
i

k
ij

k
ij AATAAT +−Γ=−Γ                                 (2.47) 

olur. Burada   tensör olduğundan, k
ijT

'
''

''
'

k
ji

j
j

i
i

k
k TAAA                                                    (2.48) 

eşitliğini yazabiliriz. (2.48) eşitliği (2.47) eşitliğinde kullanılırsa 
'

'
'
''

''
'

k
ij

k
k

k
ji

j
j

i
i

k
k

k
ij AAAAA +Γ  Γ =

olduğu bulunur. Bu ise, k
ijΓ  katsayılarının, konneksiyonların dönüştürülmesi kuralına 

göre dönüştüğünü ifade eder. Dolayısıyla bir afin konneksiyondur. 

Bu teoremin bazı sonuçlarını ifade edelim; 
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Sonuç 1.  ve   afin konneksiyon katsayıları olmak üzere her 
1
Γ k

ij

2
Γ k

ij λ  skaleri için  

1 2

1

k k
ij ijk

ij

λ
λ

Γ + Γ
Γ =

+
                                                   (2.49) 

değeri de bir afin konneksiyonun katsayılarıdır. 

İspat: (2.49) eşitliği  
1 2

(
1

k k k k
ij ij ij ij

1
)λ

λ
Γ = Γ + Γ −Γ

+
                                        (2.50) 

biçiminde yazılabilir. (2.50) eşitliğinin sağ tarafındaki ikinci terim tensör olduğundan  

Teorem 2.3.2.’e göre  afin konneksiyon olur. Yani iki farklı konneksiyon 

kullanılarak yeni bir konneksiyon oluşturulmuş olur. 

k
ijΓ 

Özel halde  1=λ alırsak, 
1 2

2

k k
ij ijk

ij

Γ +Γ
Γ =
o

                                                    (2.51) 

bulunur.    konneksiyonuna  k
ij

o

Γ
1

k
ijΓ  ve  

2
k
ijΓ  konneksiyonlarına göre orta konneksiyon 

denir. 

Sonuç 2.  afin konneksiyonu verilmiş olsun. Bu taktirde,   katsayıları da 

afin konneksiyon tayin eder. 

 k
ijΓ k

ij
k

ij Γ=Γ~ 

İspat: Burulma tensörünün ifadesi 

[ ] ( )k
ji

k
ij

k
ij

k
ijS Γ−Γ=Γ=

2
1  

olduğundan 
k
ij

k
ji

k
ji S2~ +Γ=Γ ,     k

ji
k
ji Γ=Γ~                                            (2.52) 

yazılır.  2.3.2. Teorem’den dolayı  k
jiΓ~  katsayıları bir afin konneksiyon belirtir. k

jiΓ~  ve 

 konneksiyonlarına karşılıklı konneksiyon denir. k
jiΓ
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2.3.4. Burulması sıfır olan uzaylar 

Burulmasız afin konneksiyonlu uzayların burulma tensörü sıfıra eşit olduğundan bu 

uzayların konneksiyon katsayıları alt indislerine göre simetriktir, yani  

  k k k
ji ij ij= Γ = Γ%  Γ

olur. Burulmasız afin konneksiyonlu uzayın herhangi eğrisel koordinat sistemine göre 

koordinatları   olan  O  noktasını alalım ve konneksiyon katsayılarının 

verilmiş olduğu koordinat sistemine göre bu noktadaki değerlerinin   katsayıları ile 

verildiğini kabul edelim.  Kronecker sembolü olmak üzere  

nuu
oo

,...,1 )( iu
o

k
ij

o

Γ

'i
kδ

)})((
2
1){('' qqppk

pq
kki

k
i uuuuuuu

oooo

−−Γ+−= δ                           (2.53) 

biçiminde yeni koordinatları tanımlayalım. Bu ifade  den  ne bir dönüşümdür. 

(2.53) dönüşümü difereniyellenebilirdir ve  koordinatlarının  koordinatlarına göre 

kısmi türevleri  

iu iu ′

iu'iu

)(''' ppk
ip

i
k

i
i

i
i uuA

oo

−Γ+= δδ ,                                        (2.54) '' i
k

i
ijA δ= k

ij

o

Γ

biçiminde yazılır. (2.54) eşitliği O noktasında ve civarında  det ( ) 0' ≠i
iA  şartını sağlar. 

Yani, (2.53) dönüşümü diferensiyellenebilir manifoldun tanımındaki mümkün olan 

dönüşümler sınıfındandır. (2.54) türev fonksiyonları O noktasında yazılırsa, 

'' i
i

i
iA δ= ,                                                     (2.55) '' i

k
i
ijA δ= k

ij

o

Γ

olur.  

Şimdi ise konneksiyon katsayılarının yeni koordinat sistemine göre O noktasındaki 

değerlerini hesaplayalım. Bunun için (2.55) ve (2.27) eşitlikleri kullanılarak 

l
kj

i
l

i
i

i
kj

i
i

k
k

j
j

i
jk

ooo

Γ+Γ=Γ '
'

'
'''

'' δδδδδ  

veya 

0'
'' =Γ i

kj

o
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bulunur. Böylece burulmasız afin uzayın her bir noktasında öyle bir koordinat sistemi 

verilebilir ki, konneksiyon katsayıları bu sisteme göre bu noktadaki bütün değerleri sıfır 

olur. (2.53) ile verilen koordinatlara normal koordinat sistemi denir. 

Burulmasız afin konneksiyonlu uzaylarda 

1.  ( ) ,0=i
krsR

2.  [ ] ,0=i
rskR

3.  (Bianchi-Padov eşitliği), (Bianchi’nin 2. özdeşliği) [ ] 0=∇ i
krst R

eşitlikleri geçerlidir. 

Bu eşitliklerin her üçünün de invaryant (tensör) karakter taşıdığını dikkate alırsak, 

bunların ispatını normal koordinat sisteminde incelemek yeterli ve daha kolaydır. 

Burulmasız afin konneksiyonlu uzayda simetrik ve regüler   tensörü verilmiş olsun. 

Bu tensörün tersi 

ija

ija~  olmak üzere,  tensörünün kovaryant türevi  ija

kijijk aa =∇                                                        (2.56) 

şeklinde olsun. (2.56)  eşitliğinde indislerin yeri dairesel olarak değiştirilerek  

.

,

,

kijkm
m
jimi

m
jkkij

jkijm
m
ikmk

m
ijjki

ijkmi
m
kjmj

m
kiijk

aaaa

aaaa

aaaa

∇=Γ−Γ−∂

∇=Γ−Γ−∂

∇=Γ−Γ−∂

 

eşitlikleri yazılır. 

 

Sonuncu iki eşitlikten birinci eşitlik çıkartılırsa, 

( )kijjikijkijkikjjkimk
m
ij aaaaaaa −+−∂−∂+∂=Γ2                          (2.57) 

eşitliği bulunur. (2.57) eşitliğinin her iki tarafı  rka~   tensörü ile çarpılırsa  

{ } ( )kijjikijk
rkr

ij
r
ij aaaa −+−=Γ ~

2
1                                     (2.58) 

olur. Burada 
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{ } ( )ijkikjjki
rkr

ij aaaa ∂−∂+∂= ~
2
1                                    (2.59) 

biçimindedir. (2.59) ifadesine    tensörünün Riemannian konneksiyon katsayıları, 

Levi-Civita konneksiyonu veya Christoffel sembolü denir. Burulmasız afin 

konneksiyonlu uzayın konneksiyon katsayıları regüler ve simetrik   tensörünün 

Christoffel sembolü ve kovaryant türevleri yardımıyla ifade edilir. 

ija

ija

2.3.4. Tanım: Burulmasız afin konneksiyonlu  uzayında   ,  nA
1 2 0ni i ...i

e
e ⎧

= ⎨
⎩

m
12...ne e=     

n-vektörü olmak üzere     lineer bağımsız vektörleri üzerine kurulan 

paralelyüzün hacmi   

1 2
, ,...,

n
v v v

n

n

i

n

ii
iii vvveV ...21

21 21...=                                          (2.60) 

olsun.  vektörlerinin paralel taşınması sonucunda V hacmi korunursa, 

burulmasız  uzayına eş afin  (denk afin) uzay denir. 

1 2
, ,...,

n
v v v

nA

(2.60) denkleminden  

1... 0
ni ieδ =  veya  

1... 0
nk i ie∇ =                                    (2.61) 

olur. Eş afin uzayın konneksiyonu (2.61) denklemiyle belirlenir. (2.61) şartı 

1 1 2 1... ... ...... 0
n n n

s s
k i i ki si i ki i se e e∂ −Γ − −Γ =                               (2.62) 

biçiminde yazılabilir.  n-vektörün antisimetrikliğine göre (2.62) sisteminin bütün 

denklemleri  

0... ...12...21...12 =Γ−−Γ−∂ s
s
knns

s
knk eee                               (2.63)   

denklemine denk olur.  ee n =...12   olarak yazılırsa bu durumda (2.63) eşitliğinden  

ek
s
ks ln∂=Γ                                                    (2.64) 

yazılır. Eş afin uzay bu şart ile de karakterize edilebilir. (2.64) eşitliğindeki eş afin 

konneksiyonun katsayıları ile belirlenen   toplamı gradiyentdir. Bu gradiyentin 

potansiyel fonksiyonu ise   olur.  

s
ksΓ

eln
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k
lj

l
ki

l
ij ΓΓ−k

kl
k
kji

k
ijk

k
kijij RR ΓΓ+Γ∂−Γ∂==                                 (2.65) 

tensörüne Ricci tensörü denir. Eş afin konneksiyonu 

jiij RR =                                                           (2.66) 

şartı ile de karakterize edilebilir.  

da eğrilik tensörünün   ve 

şartlarını sağladığını göz önüne alırsak  

             (2.67) 

eşitliğini yazabiliriz. (2.66) ve (2.67) eşitlikleri e

şartı ile de karakterize edilebileceğini gösterir. 

as

uzaya m trik uzay denir. Burada simetrik, (0,2) tipli 

tensörüne metrik tensör denir. 

 u  tensörü regüler ise yani de

Burulmasız afin konneksiyonlu uzaylar [ ] 0i
rskR = ( ) 0=i

krsR  

srrs
k

rsk RRR −=                                        

ş afin konneksiyonunun  

0  =k
rskR

2.3.5. Tanım: Burulmasız afin konneksiyonlu uzayın her bir noktasındaki tanjant 

uzayında verilen simetrik, (0,2) tipli  g  tensörü, tanjant uzayın paralel kaydırılm ı 

durumunda korunuyorsa böyle e ijg  

2.3.6. Tanım: Metrik zayın g  metrik t ( ) 0≠ijg  ise uzaya 

Weyl uzayı denir ve  ile gösterilir.  

eyl uzayı eş-afin uzay olursa, bu uzaya Riemannian uzayı denir 

ve   ile gösterilir.  

asız konneksiyona sahip olan uzaydır ve bu uzayın 

Riemannian konneksiyonu  

nW

2.3.7. Tanım: Eğer W

nV

Riemannian uzayı burulm

0=∇ ijk g                                                       (2.68) 

şartı ile karekterize edilir.  Riemannian uzayının konneksiynV on katsayıları   
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{ } ( )1
2

k krg g g gΓ = = ∂ + ∂ − ∂%                                  (2.69) 

biçiminde verilir. Yani, nV  uzayının konneksiyon katsayıları  g  tensörünün Christoffel 

sembolleriyle çakışır. 9) katsayılarıyla verilen konneksiyona Riemannian 

konneksiyonu veya Levi-Civita konneksiyonu denir. Diğ

k
ij ij i rj j ir r ij

.6

er taraftan Riemannian 

manifoldu üzerinde  şartını sağlayan ama burulma  olan konneksiyonlar da 

me

Riemannian uzayında    olmak üzere  

1. 

2. , 

3. 

4. 

5. 

eşitlikleri geçerlidir. 

Her bir  noktasında her 

 (2

=g 0∇  sı

vardır. Bu tür konneksiyonlara ise trik konneksiyon denir.  

ijklsi
s

jkl RgR =

( ) 0=klijR , 

[ ] 0=lijkR

[ ] 0=∇ klijs R , 

( )klij 0=R , 

klijijkl RR =  

2.3.5. Riemannian manifoldu 

nMx∈ ( )x nY T M∈  ve (0,2) tipli simetrik g tensörü için 

ğinde ( ),YXg 0=  eşitli 0=X

şart 

 olursa  g ’ye nM üzerinde Riemannian metriği denir. 

Lokal koordinatlarda bu ( ) 0≠ijg  şartıDet na denktir. ’nin bileşenleri  olmak 

Eğer üzerinde Riemannian metriği verilmişse, o zaman 

g ijg

üzere g  için  
ji

ij dudugds =2  

ifadesi de kullanılır (Kobayashi and Nomizu 1963). 

nM ( )gM n ,  çiftine Riemannian 

manifoldu denir. 
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Burulmasız (1
2

k ks
ij i sj j is s ijg g g gΓ = ∂ + ∂ − ∂% )  konneksiyonuna ise Riemannian 

manifoldunun Riemannian veya Levi-Civita konneksiyonu denir. 
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3. MATERYAL ve YÖNTEM 

 

3.1. Tanjant Demet 

,nM  sınıfından n- boyutlu diferensiyellenebilir bir manifold ve  manifoldunun  

p  noktasındaki tanjant uzay 

C∞
nM

( )np MT  olmak üzere  

( ) ( )np
Mp

n MTMT
n

U
∈

=                                                    (3.1) 

ile tanımlanan  kümesine tanjant demet denir. ( nMT )

)( nMT ’ nin herhangi bir  p~  noktası, yani  ( )np MTp∈~  için   manifoldu üzerindeki  

 tabii demet yapısını tanımlayan  

nM

( nMT ) ( )n MMT →: nπ  demet  projeksiyonu pp a~  

karşılık getirir. Yani  ( ) = pp~π  olur.  ( ) ( )nMTp =−π 1  kümesine   temel uzayının  p 

noktasındaki fibre denir.  

nM

nM  temel uzayının  { }hxU ;  koordinat komşuluklar sistemiyle örtüldüğünü farzedelim. 

Burada  ( )  hx , U  komşuluğunda tanımlı lokal koordinat sistemidir. ( ) ( )nMTU ⊂−1π

n

 

açık kümesi   direk çarpımına diferensiyellenebilir homeomorfizmdir. nRU × R ,  R  

reel alan üzerindeki  n- boyutlu vektör uzayı olur. ( )np MTp∈~    noktası (p∈ )U ( )Xp,  

sıralı çifti ile gösterilir ve nRX ∈  vektörünün bileşenleri  T  tanjant uzayında  

, 

( np M )

{ }h∂ ( )hx
∂

h ∂
=∂   doğal bazına göre p~  nın ( ) ( )hh xy = , n2,...,1n +=h  kartezyen 

koordinatları ile verilir. U   komşuluğunda  ( )pp ~π=  nin koordinatları  ( )hx nh ,..,1,  =  

ile gösterilirse p~  noktası uygun ( ) ( )xh Up 1xh ~, −∈πa  ile verilmiş olur. Biz  

 açık kümesinde ( ) (T⊂ )nMU−1π ( )hh x,x  lokal koordinatlar sistemini elde ederiz. 

Burada  ( )hh xx ,  ya ( )hx  dan indirgenmiş (elde edilmiş)  ( )U1−π  da koordinatlar denir.  
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nM  manifoldunun ( )pp ~π=  noktasını ihtiva eden diğer bir koordinat komşuluğu  

{ }'hx' ,U  ise   koordinat komşuluğu  )'(1 U−π p~  ihtiva eder ve  ya göre  )( '1 U−π p~  nın 

indirgenmiş koordinatları  ( )'hy' ,hx  ile verilecektir. Burada 

( )
h'

h

h' h'

h' hx
x

x x x ,
y y∂

∂

⎧ =⎪
⎨ =⎪⎩

                                                          (3.2) 

olarak verilir. ,   p noktasındaki    değişkenlerinin   sınıfından olan 

diferensiyellenebilir fonksiyonlarıdır. 

( )xxh ' nxxx ,...,, 21 ∞C

  h h h ' h'x y , x y= =   ile gösterirsek (3.2) denklemi  

( )p' p'x x x= , np 2,...1' =                                                            (3.3) 

olarak yazılır. (3.2) denkleminin Jacobian matrisi 

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=

∂
∂

∂
∂

∂∂
∂

∂
∂

h

h

ih

h

h

h

x
xi

xx
x

x
x

p

p

yx
x

''2

' 0'

                                                     (3.4) 

şeklinde verilir. (3.2) denkleminin tersi ise 

( )
h

h'

h h

h x
x

h'

x x x' ,
y y∂

∂

⎧ =⎪
⎨ =⎪⎩

                                                           (3.5) 

veya 

( )'xxx pp = ,  np 2,...,1=                                                           (3.6) 

olarak yazılır. (3.5) denkleminin Jacobian matrisi 

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=

∂
∂

∂
∂

∂∂
∂

∂
∂

'''

2

'

''

0

h

h

ih

h

h

h

x
xi

xx
x

x
x

p

p

yx
x                                                      (3.7) 

şeklinde verilir. (3.4) ve (3.7) denklemleri  ( )nMT  tanjant demetin daima 

yönlendirilebilir olduğunu gösterir,  çünkü,  0
'

〉⎟
⎟
⎠

⎞
p

p

⎜
⎜
⎝

⎛

∂
∂

x
xDet  , ).0( ' 〉⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

∂

∂
p

p

x
xDet

)

   

nM

r

 manifoldu üzerindeki   sınıfında ( r,s ) tipli tüm tensör alanlarının kümesini     ∞C

(s nT M  ve  deki tüm tensör alanlarının kümesini ise  ile nM ( ) (
,

r
n s

r s

T M T M
∞

=

= ∑
0

)n
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göstereceğiz. Benzer olarak  ( )nMT

( ( nT T M

 tanjant demetindeki tensör alanlarının kümelerini 

ise sırasıyla   ve  olarak göstereceğiz .  ( )( )r
sT T M

nM

nM→

n ))

3.2. Vertical (Dikey) Lift 

3.2.1. Tanım:  manifoldu üzerinde   fonksiyonu verilmiş olsun.  RMf n →:

( )nMT:π  izdüşümü olmak üzere 

fV = πof                                                             (3.8) 

fonksiyonuna  f  fonksiyonunun tanjant demette dikey(vertical) lifti denir (Yano and 

Ishihara 1973). 

nM  manifoldunun  U  koordinat komşuluğunda lokal olarak  ω = i
i dxω  ile  ω , 1-formu 

verilmişse tanjant demetde  ( )U1−π inat komşuluğunda  ωı  ile sterilen  gö koord
i

i yω=                                                            (3.9) ı

)

ω

U

fonksiyonu tanımlanır. Bu tanıma göre eğer  f ,  manifoldu üzerinde  bir fonksiyon 

ise   fonksiyonu   koordinat komşuluğunda  lokal olarak  

nM

(dfi ) (1−π

( ) ( ) i
i yf∂=dfı                                                      (3.10) 

yazılır. 

3.2.2. Tanım:  manifoldu üzerinde herhangi bir nM ( )nMX 1
0ℑ∈  vektör alanı verilmiş 

olsun.  uzayında  (MT )n

( ) ( )( )XV ωω =ıXV                                                 (3.11) 

XVile tanımlanan   vektör alanına  X  vektör alanının dikey(vertical) lifti denir (Yano 

and Ishihara 1973). 

(3.11) denkleminden X vektör alanının dikey(vertical) lifti,  tanjant demetde 

indirgenmiş koordinatlara göre bileşenleri  

( nMT )
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⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= h

V

X
X

0
                                                       (3.12) 

biçiminde olur. (3.12) eşitliğinden her bir  ( )U1−π   açık kümesinde  

( ) iii
V

i

V

yx
∂=

∂
∂

=∂=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂                                           (3.13) 

olarak bulunur. 

( nMf 0
0ℑ∈ ) ) alalım.  vertical liftini (dfV ( ) fddf VV =  biçiminde tanımlayalım. 

 olmak üzere  1-formunun vertical liftini ise ( nMgf 0
0, ℑ∈

( )

) gdf

( ) gdV= fVdfggdf VVV =  şeklinde tanımlayalım. 

3.2.3. Tanım:  manifoldu üzerinde  nM ( )nM0
1ℑ∈ω   1-formu verilmiş olsun. ( )nMT  

uzayında  

( ) ( )iV
i

VV dxωω=                                                    (3.14) 

ile tanımlanan    1-formuna  ( )( n
V MT0

1ℑ∈ω ) ω  1-formunun dikey lifti denir (Yano and 

Ishihara 1973). 

ω  1-formunun dikey lifti, ( )nMT  tanjant demette indirgenmiş koordinatlara göre 

bileşenleri  

( )0,i
V ωω =                                                        (3.15) 

biçiminde olur. (3.15) eşitliğinden her bir ( )U1−π   açık kümesinde  

( ) hhV dxdx =                                                        (3.16) 

olarak bulunur. 

nM  manifoldu üzerinde  S  tensör alanı  

q

p

p

q

jjl
ii

ii
jlj dxdxdxSS ⊗⊗⊗∂⊗⊗∂= ...... 1

1

1

1

...
...                              (3.17) 
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olarak verilmiş olsun.  komşuluğunda  (U1−π ) ( )hh xx ,  indirgenmiş koordinatlarına göre 

SXγ  ve Sγ   tensör alanları sırasıyla 

( ) jk
hi

hi
jlk

l
X dxdxSXS ⊗⊗⊗∂⊗⊗∂= .........

...γ                              (3.18) 

ve 

( ) jk
hi

hi
jlk

l dxdxSyS ⊗⊗⊗∂⊗⊗∂= .........
...γ                                (3.19)  

ile tanımlanır (Yano and Ishihara 1973). Eğer S bir fonksiyon ise  SXγ  ve Sγ  sıfır 

olarak kabul ediliyor. 

Keyfi ∈X ( )1
0 nMℑ  ve ∈S ( )0

s nMℑ  veya ∈S ( )1
s nMℑ   için (3.18) denkleminden 

( )X
V

X SS=γ                                                       (3.20) 

elde edilir. Burada ∈XS ( )0
1s nM−ℑ veya ∈XS ( )1

1s nM−ℑ   

( ) ( )1111 ,...,,,..., XXXSXXS ssX −− =                                      (3.21) 

ile tanımlanmıştır (Yano and Ishihara 1973). 

3.3. Complete (Tam )Lift 

3.3.1. Tanım:  manifoldu üzerinde     fonksiyonu verilmiş olsun.  

 tanjant demette 

nM RMf n →:

( nMT )

( )dfıfC =                                                          (3.22) 

ile tanımlanan   fonksiyonuna  f  fonksiyonunun tam(complete) lifti denir (Yano and 

Ishihara 1973). 

fC

3.3.2. Tanım:  manifoldu üzerinde  nM ∈X ( )1
0 nMℑ  vektör alanı verilmiş olsun. f, 

 manifoldu üzerinde keyfi bir fonksiyon olmak üzere,  nM ( )nMT  uzayında  

( )XffX CCC =                                                       (3.23) 
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ile tanımlanan  ∈XC ( )(1
0 nT Mℑ )  vektör alanına X  vektör alanının tam lifti denir 

(Yano and Ishihara 1973). 

(3.23) denkleminden X  vektör alanının tam liftinin  ( )nMT  tanjant demette indirgenmiş 

koordinatlara göre bileşenleri  

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

∂
= h

s
s

h
C

Xy
X

X                                                       (3.24) 

olur. (3.24) eşitliğinden her bir ( )U1−π   açık kümesinde  

( ) ii
C ∂=∂                                                          (3.25) 

olarak bulunur. 

 

3.3.3. Tanım:  manifoldu üzerinde  nM ∈ω ( )0
1 nMℑ  1-formu verilmiş olsun. ( )nMT  

uzayında  

( ) ( )( )XX CCC ωω =                                                    (3.26) 

ile tanımlanan , 1-formuna  ωC ∈ω ( )( )0
1 nT Mℑ  1-formunun tam lifti denir (Yano and 

Ishihara 1973). 

(3.26) denkleminden ω , 1-formunun tam lifti ( )nMT  tanjant demette indirgenmiş 

koordinatlara göre bileşenleri  

( )iis
sC y ωωω ,∂=                                                      (3.27) 

biçimindedir. (3.27) eşitliğinden her bir ( )U1−π   açık kümesinde 

( ) hhhC dxdydx ==                                                   (3.28) 

olarak bulunur. 

 

Keyfi  ∈RQP ,, (p
q n )Mℑ  alalım. Keyfi tipli tensörün vertical ve tam lifti aşağıdaki 

şartları sağlayacak şekilde tanımlanıyor. 

 
Vertical lift: 
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( )
( ) ,

,

RPRP

QPQP
VVV

VVV

+=+

⊗=⊗

    

Tam lift:                                                                      (3.39) ( )
( ) .

,

RPRP

QPQPQP
CCC

CVVCC

+=+

⊗+⊗=⊗

3.4. (0,2) Tipli Tensör Alanların Complete (Tam) Lifti 

nM  manifoldu üzerinde  ∈G (0

2 n )Mℑ  tensör alanının   tam lifti   tanjant 

demette indirgenmiş koordinatlara göre bileşenleri;  

GC ( nMT )

                 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )C V CC VC j i j i j
ji ji jiG G dx dx G dx dx G dx dx= ⊗ = ⊗ + ⊗ i  

                       ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( iCjV
ji

ViVjC
ji

VijV
ji

C dxdxGdxdxGdxdxG ⊗+⊗+⊗= ) 
                      ij

ji
ij

ji
ij

jis
s dxdxGdxdxGdxdxGy ⊗+⊗+⊗∂=                                 (*) 

ayrıca 

                C C J I C j i C j
JI ji jiG G dx dx G dx dx G dx dx= ⊗ = ⊗ + ⊗ i         

                      ij
ij

Cij
ij

C dxdxGdxdxG ⊗+⊗+                                                             (**) 

olur. (*) ve (**)  taraf tarafa eşitlenerek  

( ) ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ ∂
=

0ji

jijis
s

C

G
GGy

G  

şeklinde elde edilir. 

 

3.4.1. Teorem:   de   şeklinde verilen  g  Riemannian metriği için, 

 de  Riemannian metriği,  

nM ij
ji dxdxgds =2

( nMT ) gC

ij
ji

C dxygg δ2=  

şeklinde tarif edilir.  Burada { } klj
lk

jj ydxdyy +=δ   ve  { }j
lk   Christoffel sembolleridir. 
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İspat:             IJ
JI

C dxdxgg = ij
ji

ij
ji

ij
jik

k dydxgdxdygdxdxgy ++∂= )(

                                                                  (*) ij
ji

ij
jik

k dydxgdxdxgy 2)( +∂=

şeklindedir. { } { }h h
k ji jk hi ki jhg g∂ = + g  ,  (*)  eşitliğinde kullanılırsa 

                                                        ij
ji

ij
jis

sC dydxgdxdxgyg 2)( +∂=

                             { } { } ij
ji

ij
jh

h
kihi

h
kj

k dydxgdxdxggy 2)( ++=      

                             { } ij
ji

iklj
lkji dydxgdxydxg 22 +=     

                             { } iklj
lk

j
ji dxydxdyg )(2 +=     

                              ij
ji dxyg δ2=

olduğu görülür. 

3.5. Afin Konneksiyonun Complete (Tam) Lifti 

( nMT )  de  konneksiyonun tam lifti, ∇

( )YY X
CC

X
C

C ∇=∇                                                 (3.40) 

şartını sağlayan tek bir konneksiyondur.   Γ ,   de k
ij nM ( )hx  yerel koordinatlara göre ∇  

nın bileşenleri ve Γ , C k
ij ( )nMT  de ( )h

h

h yx ,  indirgenmiş koordinatlara göre  nin 

bileşenleridir.  X  ve Y ,  de sırasıyla 

∇C

nM X  ve hY  bileşenli vektör alanları olsun. Buna 

göre  de ( nMT ) ( )hh y,x  indirgenmiş koordinatlara göre XC  ve YC   

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

∂ h

h
C

X
X

X : ,     ,  ,    ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

∂ h

h
C

Y
Y

Y : h
s

sh Xyx ∂=∂ h
s

sh YyY ∂=∂

şeklinde bileşenlere sahiptir. (3.40)  eşitliğini açık şekilde yazarsak 

+∂ JC
I

IC YX C Γ ( )J
X

CICMCJ
IM YXY ∇=  

1)  J = j  için  

+∂ jC
I

IC YX C Γ Γ  = +∂ j
i

i YXICMCj
IM XY imj

im XY

C i C j
iX Y⇒ ∂ + +∂ jC

i
iC YX C Γ Γ+iCmCj

im XY C iCmCj
mi XY + C Γ j C m C i

im Y X +  
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                        + C iCmCj
mi XY = Γ  +∂ j

i
i YX imj

im XY

i j
iX Y⇒ ∂ + C Γ Γ +imj

im XY C i
s

smj
mi XyY ∂ + ΓC i

s
sm

s
sj

mi XyYy ∂∂  

                  + C Γ im
s

sj
mi XYy ∂ = Γ  +∂ j

i
i YX imj

im XY

olur. Bu son eşitlikten 

C Γ = Γ ,  Γj
im

j
im

C j
mi = ΓC j

mi = Γ C j
mi 0=                                  (3.41) 

elde edilir. 

 

2) jJ =  için aynı şekilde hareket edilerek, 

C Γ j
im = Γ ,  Γ∂ j

im
C j

mi = Γ  ,  Γj
im

C j
mi = Γ ,  Γj

im
C j

mi 0=                       (3.42) 

elde edilir. 

 

 (3.41) ve (3.42)  ile tanımlanan  Γ ,  C J
IM ( )nMT  de bir afin konneksiyon belirtir. ∇  

afin konneksiyonun complete (tam) lifti denir ve  ile gösterilir. ∇C

 

3.5.1. Teorem: Herhangi bir ∈X (1

0 n )Mℑ   ve f ∈ ℑ ( )nM0
0  için 

0=∇ fV
X

C
V ,                ( )ff x

VC
X

C
V ∇=∇ , 

                                    ( )ff x
VV

X
C

C ∇=∇ ,        ( )ff x
CC

X
C

C ∇=∇  

şeklindedir. 

 

3.5.2. Teorem: Herhangi bir ∈YX , (1

0 n )Mℑ   için 

                                   ,                0=∇ YV
X

C
V ( )YY X

VC
X

C
V ∇=∇ , 

( )YY X
VV

X
C

C ∇=∇ ,       ( )YY X
CC

X
C

C ∇=∇ . 
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İspat:  de  nM hX  ve hY , ( )hx  lokal koordinatlara göre sırasıyla  X ve Y  nin 

bileşenleri olsun. O zaman X ve Y nin liftleri ( )nMT  de ( )hh yx ,  indirgenmiş 

koordinatlara göre sırasıyla 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= h

V

X
X

0
,          ,      ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= h

V

Y
Y

0

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

∂
=

h

h
C

X
X

X ,         ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

∂
=

h

h
C

Y
Y

Y

şeklindedir. Böylece (3.41) ve (3.42) de dolayı    nin  ilk  n bileşenleri YV
X

C
V∇

( ) 0=Γ ih
ij

Cj YX   

ve son   n  bileşenleri 

( ) 0=Γ+∂ ih
ij

Ch
j

j YYX   

şeklindedir. Böylece  elde ederiz. 0=∇ YV
X

C
V

 

(3.41) ve (3.42) de dolayı  nin ilk  n  bileşenleri YC
X

C
V∇

( ) 0=∂Γ+Γ+∂ ih
ij

Cih
ij

Ch
j

j YYYX  

ve son  n  bileşenleri 

 
( ) ( )ih

ji
h

j
jih

ij
Cih

ij
Ch

j
j YYXYYYX Γ+∂=∂Γ+Γ+∂∂  

 
olduğundan   elde edilir. Benzer şekilde  olduğu 

görülür. 

( YY X
VC

X
C

V ∇=∇ ) )( YY X
VV

X
C

C ∇=∇

3.5.3. Teorem:  Herhangi bir ∈X (1

0 n )Mℑ   ve ∈ω (0

1 n )Mℑ   için 

                                   ,                0=∇ ωV
X

C
V ( )ωω X

VC
X

C
V ∇=∇ , 

( )ωω X
VV

X
C

C ∇=∇ ,       ( )ωω X
CC

X
C

C ∇=∇  

olur. 
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Teorem 3.5.1, Teorem 3.5.2 ve Teorem 3.5.3 den aşağıdaki teorem elde edilir; 

 

3.5.4. Teorem:  de herhangi bir K  tensör alanı ve nM ∈X (1

0 n )Mℑ   için  

                                  ,                 0=∇ KV
X

C
V ( )KK X

VC
X

C
V ∇=∇ , 

( )KK X
VV

X
C

C ∇=∇ ,       ( )KK X
CC

X
C

C ∇=∇  

ve  

                                  ( )KK VVC ∇=∇ ,   ( )KK CCC ∇=∇  

olur. 

3.6.  Fonksiyonların ve Vektör Alanların Horizontal (Yatay) Liftleri 

nM  manifoldu üzerinde ∇  afin konneksiyonu verilsin. f  fonksiyonunun gradiyenti f∇  

ile gösterilir. γ  operatörü  gradiyentine uygulanırsa f∇

( )ff ∇=∇ γγ  

olur.  de f  nin  horizontal (yatay)  lifti nM fH ( )nMT  de 

( )fff CH ∇−= γ                                                    (3.43) 

şeklindedir. Ayrıca  nin tanımından fC

0=fH  

olur. Yani tanjant demette fonksiyonun horizontal (yatay)  lifti sıfırdır. 

 

nM  diferensiyellenebilir manifoldu üzerinde ∇  afin konneksiyonu verilmiş olsun.   

Her ∈X (1

0 n )Mℑ  için 

XXX CH
γ∇−=                                                           (3.44) 

ile tanımlanan  ∈XH ( )(1

0 nT Mℑ )  vektör alanına,  X  vektör alanının horizontal (yatay)  

lifti denir. Burada ( )XX ∇=∇ γγ  olarak gösterilmiştir (Yano and Ishihara 1973). 
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Farzedelim ki  X , hX  lokal bileşenlere ve ∇ , Γ  bileşenlerine sahip olsun. Bu 

taktirde,  de 

h
ji

( nMT ) ( )hh yx ,  indirgenmiş koordinatlara göre XC  ve  Xγ∇

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

∂
=

h

h
C

X
X

X ,           ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∇

=∇ h
j

j Xy
X

0
γ

lokal bileşenlerine sahiptir ve şeklinde olup X in   X ih
ji

h
j

h
j XX Γ+∂=∇ XH  

horizontal (yatay)  lifti  de indirgenmiş koordinatlara göre ( nMT )

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

Γ−
= ih

si
s

h
H

Xy
X

X                                                     (3.45) 

bileşenlerine sahiptir.  

3.7.  (0,2) Tipli Tensör Alanların Horizontal (Yatay) Lifti 

∇  afin konneksiyonlu  manifoldu üzerinde herhangi bir  tensör alanı  nM

jk
hi

hi
jk dxdx

xx
SS ⊗⊗⊗

∂
∂

⊗⊗
∂
∂

= .........
...  

şeklinde verilsin.  de bir ( nMT ) Sγ∇  tensör alanı ( )U1−π  de ( )hh yx ,  indirgenmiş 

koordinatlara göre  

jk
hi

hi
jkl

l dxdx
yy

SyS ⊗⊗⊗
∂
∂

⊗⊗
∂
∂

∇=∇ ......)( ...
...γ  

şeklinde tanımlanır. f ∈ ( )0
0 nMℑ  için   olup  P,Qff C=∇γ ∈   için ( nMT )

 
( ) ( ) ( )QPQPQP VV

γγγ ∇⊗+⊗∇=⊗∇                                  (3.46) 

 
elde edilir. de keyfi tipli bir S  tensör alanının nM ( )nMT  de  horizontal (yatay)  lifti  SH

SSS CH
γ∇−=                                                         (3.47) 

olarak tanımlanır. Buradan 0=∇S  için   olur. SS CH = 0=∇S  olması için gerek ve 

yeter şart  konneksiyonuna göre  S  nin paralel olmasıdır. Buna göre  (3.46) dan  ∇
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( ) QPQPQP HVVHH ⊗+⊗=⊗                                             (3.48) 

elde edilir. (3.47) eşitliği kullanılarak de  bileşenli (0,2) tipli g tensör alanının 

 liftinin bileşenleri  de indirgenmiş koordinatlara göre 

nM jig

gH ( nMT )

)

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ Γ+Γ
=

0ji

jijt
t
iti

t
jH

g
ggg

g                                             (3.49) 

olur. 

3.8.  Afin Konneksiyonun Horizontal (Yatay) Lifti 

nM

YX ,

 de bir ∇  afin konneksiyonu verilsin. (3.44) kullanarak Teorem 3.5.4 den herhangi 

∈ ( n
1

0
Mℑ  için 

                                       ( ) ((RYY X
HH

X
C

H γ+∇=∇     , )), YX

( ) ((RYY X
HH

X
C

C γ+∇=∇     ,                                  (3.50) )), YX

                                       ( ) ( )( )( )XYYY X
CC

X
C

H ∇∇−∇=∇ γ    

elde ederiz. Burada     de (1,1) tipli bir tensör alanı ((R )), YX nM ( ) ( )YXZRZW ,= ,    

∈Z (1

0 n )Mℑ

∈ (1

0

, R ise ∇  afin konneksiyonunun eğrilik tensörüdür. Ayrıca herhangi     

YX , )nMℑ  için 

0=∇ YV
X

C
V ,   ,                                (3.51) 0=∇ YH

X
C

V

                                                     ( )YY X
VV

X
C

H ∇=∇  

şeklindedir. Şimdi herhangi ∈YX , (1

0 n )Mℑ  için ( )nMT  de   yatay  liftini  ∇H

                                              ,    ,                                   (3.52) 0=∇ YV
X

H
V 0=∇ YH

X
H

V

( )YY X
VV

X
H

H ∇=∇ ,    ( )YY X
HH

X
H

H ∇=∇  

eşitlikleriyle tanımlayacağız. Bu durumda (3.50), (3.51) ve (3.52) den herhangi 

∈YX , (1

0 n )Mℑ  için  
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0 =∇=∇ YY V
X

CV
X

H
VV ,           ,                                   (3.53) 0=∇=∇ YY H

X
CH

X
H

VV

   ,                        ,  YY V
X

CV
X

H
HH ∇=∇ ((RYY H

X
CH

X
H

HH γ−∇=∇ ))YX

elde edilir. Böylece eğer herhangi  için  ∈YX ~,~ ( )1

0
( )nT Mℑ

( ) YYYXS X
C

X
H ~~~,~~

~~ ∇−∇=                                              (3.54) 

yazılırsa  de (1,2) tipli ( nMT ) S~  tensörü  

,0),(~
=YXS VV                                                 (3.55) ,0),(~

=YXS HV

                                            ,0),(~
=YXS VH −=),(~ YXS HH ((Rγ      ,  ))YX

eşitliklerini sağlar. Bundan dolayı  
h
kji

kh
ji RyS −=

~ ,                                                       (3.56) 

ve diğer bileşenleri sıfırdır. (3.54) , (3.56) , (3.41) ve (3.42) eşitliklerinden  nın  

horizontal (yatay)  lifti  de indirgenmiş koordinatlara göre 

∇ ∇H

( nMT )

h
ji

h
ji

H Γ=Γ ,       0=Γ h
ij

H ,      0=Γ h
ij

H ,       0=Γ h
ij

H , 

h
kji

kh
ji

h
ji

H Ry−Γ∂=Γ ,  h
ji

h
ij

H Γ=Γ ,   h
ji

h
ij

H Γ=Γ ,   0=Γ h
ij

H                    (3.57) 

bileşenlerine sahiptir. 

3.9.  Riemannian Manifoldunun Tanjant Demetinde Metrikler 

 nM , g  metriği ile verilen bir Riemannian manifoldu olsun. g metriğinin bileşenleri 

herhangi bir U  koordinat komşuluğunda  ve Christoffel sembolleri ise  ile 

gösterilir. U,  nin bir komşuluğu olmak üzere, eğer  nin 

jig h
jiΓ

nM ( nMT ) ( )U1−π  

koşuluğunda ( )hh y,x  indirgenmiş koordinatlara göre  
ih

i
hh dxdyy Γ+=δ , ( ) h

ji
jh

i y Γ=Γ

yazılırsa, 
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2

j i
ji

j i
ji

j i
ji

I : g dx dx ,

II : g dx y ,

III : g y y

δ

δ δ

 

şeklinde de global olarak tanımlanan ikinci dereceden diferensiyel formlar elde 

edilir. Ayrıca, 

( nMT )

i

2

2

2

j i
ji

j i j i
ji ji

j i j i
ji ji

j i j
ji ji

II : g dx y ,

I II : g dx dx g dx y ,

I III : g dx dx g y y ,

II III : g dx y g y y

δ

δ

δ δ

δ δ δ

+ +

+ +

+ +

 

diferensiyel formlarının hepsi singüler değildirler ve sonuç olarak  üzerinde 

Riemannian veya pseudo- Riemannian metrikleri olarak bakılabilirler (Yano and 

Ishihara 1966). 

( nMT )

)

)

)

II  metriği  de indirgenmiş koordinatlara göre  ( nMT

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛∂
0

:
ji

jiji

g
gg

II  

şeklinde bileşenlere sahiptir ayrıca Teorem 3.4.1 den dolayı  II  metriği   ile 

çakışır.  

gg HC =

( nMT  de indirgenmiş koordinatlara göre  I+II  metriği  

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ∂+
+

0
:

ji

jijiji

g
ggg

III  

bileşenlerine sahiptir. Ayrıca Teorem 3.4.1 den dolayı  I+II  metriği  ile çakışır. 

Burada 

gg CV +

∈g (0
2 nMℑ  nin vertical (dikey) lifti 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
00
0

: jiV g
g  

şeklinde lokal bileşenlere sahiptir.  
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3.9.1. Riemannian manifoldunun tanjant demetinde II metriği 

nM

(MT

, lokal bileşenleri  olan g metriğine sahip bir Riemannian manifoldu olsun. 

 de indirgenmiş  

jig

)n ( )Ax , yani ( )hh yx ,  koordinatlarına göre lokal ifadesi 

ij
ji

BC
CB ydxgg δ2dxdx~ =  

şeklinde olan g~  Riemannian metriği verilsin. Burada  
ih

i
hh dxdyy Γ+=δ ,       h

ji
jh

i y Γ=Γ

şeklindedir. Bu metriğe II  metriği denir ve CBg~ ,  metriğinin bileşenleridir olup,   gC

                                                                                                   (3.58) ( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛∂
=

0
~

ji

jiji
CB g

gg
g

şeklinde tarif edilir ve kontravaryant bileşenleri ( )nMT  de indirgenmiş koordinatlara 

göre 

( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

∂
= jiji

ji
CB

gg
g

g
0~                                              (3.59) 

şeklindedir. Burada , g  nin kontravaryant bileşenleri olup  şartını sağlar. 

Ayrıca  X,  de bir vektör alanı ise, 

jig h
i

ihg δ=jig

nM XV  dikey lifti, XC  tam lifti ve XH  yatay lifti  

 de indirgenmiş koordinatlara göre  sırasıyla    ( nMT )

( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= h

A

X
X

0' ,       ,      ( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

∂
= h

h
A

X
X

X~ ( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

Γ−
= hh

i

h

X
X

X                       (3.60) 

bileşenlerine sahiptir. (3.58) ve (3.60) eşitliklerinden  

0~ '' =BC
CB XXg ,          0~ =BC

CB XXg  

elde edilir. Burada   değeri kullanılmıştır. Bu da 

gösteriyor ki  II  metriğine göre  X  vektör alanının 

0 - =ΓΓ−∂=∇ jh
h
kihi

h
kjjikjik gggg

XV  dikey lifti ve XH  yatay lifti 

sıfır olur. 
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nM  de hX  ve hY  bileşenlerine sahip X ve Y  vektör alanlarının X~  ve Y~  tam liftlerinin 

iç çarpımı,  ( ) ( )( YXgYg CC ,= )XC ,C  kullanılarak 

( ) ( )ij
ji YXgYXg ∂=~,~~  

şeklinde elde edilir. Böylece  de iki vektör alanının nM ( )nMT  de tam liftlerinin iç 

çarpımının sıfır olması için gerek ve yeter şart   de iç çarpımlarının sabit olmasıdır. 

Bu da verilen vektörün sabit uzunluğa sahip olması demektir. 

nM

 

II  metriğinin  de tanımlı ( nMT ) ∇~  konneksiyonu ile  de tanımlı  g  metriğinin nM ∇  

Riemannian konneksiyonunun   tam lifti  çakışır. Böylece (3.41) ve (3.42) den 

dolayı   de indirgenmiş koordinatlara göre  II  metriğinin  

∇C

(MT )n
A

CBΓ~  Christoffel  

sembolleri  
h
ji

h
ji Γ=Γ~ ,          0~ =Γ h

ij ,        0~ =Γ h
ij ,          0~ =Γ h

ij  

                           h
ji

h
ji Γ∂=Γ~ ,          h

ji
h
ij Γ=Γ~ ,      h

ji
h
ij Γ=Γ~ ,      0~ =Γ h

ij                      (3.61) 

elde edilir. ∈X (1
0 n )Mℑ  vektör alanının XV  dikey lifti için  

( )XXX Y
VV

Y
CV

Y CC ∇=∇=∇~  

olduğundan  XV
YC∇~  konneksiyonu ( )nMT  de 

XV
YC∇~ ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∇

= h
k

k Xy
0

                                             (3.62) 

bileşenlerine sahiptir. Fibrenin teğet düzlemleri ( )nMT  de dikey dağılım adı verilen bir 

dağılım oluşturur. Buna göre (3.62) den şu teoremi verebiliriz. 

 3.9.1. Teorem:  de dikey dağılım Levi-Civita konneksiyonuna göre 

paraleldir(Yano and Ishihara 1973).  

( nMT )
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( nMT )  de 0 =+Γ hih
i XX  şartını sağlayan AX  lokal bileşenlerine sahip X   yatay 

vektör alanını gözönüne alalım. (3.61) den herhangi bir  ∈Y (1
0 n )Mℑ  için indirgenmiş 

koordinatlara göre X
YC∇~ , 

X
YC∇~ =

( )
( ) ⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

+Γ+∂Γ−
Γ+∂

ijh
kji

kki
jk

i
j

jh
i

ih
ji

h
j

j

XYKyXXY
XXY

                       (3.63) 

şeklinde bileşenlere sahiptir. Burada  ,  deki eğrilik tensörünün bileşenleridir. 

Böylece şu teoremi elde ederiz, 

h
kjiK nM

 

3.9.2. Teorem: Yatay dağılımın  II  metriğinin Levi-Civita konneksiyonuna göre paralel 

olması için gerek ve yeter şart   deki  metriğinin lokal olarak Euclidiyen olmasıdır 

(Yano and Ishihara 1973). 

nM g

ij
ji

BC
CB ydxgdxdxg δ2~ =  

eşitliğinden,  ile temsil edilen fibrenin II  metriğine göre  de bir boş alt 

manifold  ve  ile tanımlanan yatay dağılımın ise sıfır olduğu görülür.  

0=hdx

0=hyδ

( nMT )

)

 

( nMT  de bir X~  vektör alanı verilsin. Y~ ∈ (1

0
( )nT Mℑ )  olmak üzere  ( ) ( )YXgY ~,~~~~ =ω  

ile tanımlanan ω~  1-formu, X~  ile birlikte kovektör alanı olarak tanımlanır ve ∗X~  ile 

gösterilir. Eğer X~  vektör alanı AX~  lokal bileşenlere sahip ise ∗X~  kovektör alanı da 
B

CB XC gX ~~~ =  şeklinde lokal bileşenlere sahiptir. 

 

ω ,   de  nM iω  bileşenli 1-form olsun. Bu taktirde ω  nın   de dikey, tam ve 

yatay liftleri sırasıyla  

( nMT )

)( ) ( 0'
B i ,ω ω= ,        ( ) ( )B i , iω ω ω= ∂% ,        ( ) ( )h

i h i,ω ω ω= −Γ                (3.64) 

şeklinde indirgenmiş koordinatlara sahiptir. 

 

Bir   X   vektör alanının dikey, tam ve yatay liftleri sırasıyla  
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( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= h

A

X
X

0' ,      ,                       (3.65) ( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

∂
= h

h
A

X
X

X~ ( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

Γ−
= ih

i

h
A

X
X

X~

şeklinde verilmişti. Buna göre ( )nMT  de II metriğine göre XV , XC  ve XH  ile  

tanımlanan kovektör alanlarının bileşenleri sırasıyla  

),        ( )ii XX ,∂ ,        ( )ih
h
i XX ,Γ−                               (3.66) ( 0,iX

şeklindedir. Burada , i
jij XgX = ∗X  kovektör alanının bileşenleridir. (3.64) ün 

sırasıyla  ∗X   nın dikey, tam ve yatay liftleri olduğunu görürüz. Buradan şu teoremi 

elde ederiz, 

3.9.3. Teorem:  Herhangi  bir X ∈ 1
0 ( n )Mℑ  için,  ( )nMT  de  II  metriğine göre  

( ) ( ∗∗
= XX VV ),       ( ) ( )∗∗

= XX CC ,          ( ) ( ∗∗
= XX HH ) 

şeklindedir (Yano and Ishihara 1973). 

 

İspat:     ve     şeklinde olduğunu biliyoruz. Buna göre  B
AB

C
A XgX =∗ ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= i

V

X
X

0

                                         ( ) ( )( ) ( )( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

∗∗∗ i
V

i
VV XXX ,  

                                                     ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ ∂
= j

ij

ijijs
s

Xg
ggy 0
0

                                                    ( ),0j
ijg X=  

 
ve  ,  ( )( ) i

iXX ∂= ∗∗ ( )j
ij

i XgX =∗   ifadelerinden   ( ) ( )0,j
ij

V XgX =∗   elde edilir. 

Buradan 

( ) ( )∗∗
= XX VV  

olduğu görülür. Aynı şekilde 

                                      ( ) ( )( ) ( )( )( )i
C

i
CC XXX ∗∗∗

= ,  

  ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

∂⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ ∂
= j

s
s

j

ij

ijijs
s

Xy
X

g
ggy
0
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                                                 = ( )j
ij

j
s

s
ij

j
ijs

s XgXygXgy ,∂+∂  

                                                 = ( )j
ij

j
ijs

s XgXgy ),(∂  

ve  ( ) ( )j
iji XgX =∗   olduğundan   ( )∗XC = ( )j

ij
j

ijs
s XgXgy ),(∂   elde edilir. Buradan  

( ) ( )∗∗
= XX CC  

olur. Benzer şekilde  

                                      ( ) ( )( ) ( )( )( )i
H

i
HH XXX ∗∗∗

= ,  

                                                  ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

Γ−⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ ∂
= lj

sl
s

j

ij

ijijs
s

Xy
X

g
ggy
0

                                                  = ( )j
ijij

lj
sl

sj
ijs

s XggXyXgy ,Γ−∂  

                                                  = ( )j
ijij

j
slils

ls XgggXy ),( Γ−∂  

elde edilir.  

       ij
j

sljl
j

siilsils gggg Γ−Γ−∂=∇=0

eşitliğinden 

jl
j

siij
j

slils ggg Γ=Γ−∂  

yazılır. Buradan  

                                      ( ) ( )j
ijjl

j
si

lsH XggXyX ,Γ=
∗  

                                                 ( )j
ijlj

l
si

js XggXy ,Γ=  

olur. Diğer yandan  

                                        ( ) ( )j
ij

HH XgX =
∗  

                                                  ( )j
ijlj

l
si

js XggXy ,Γ=  

şeklinde olup buradan  

( ) ( )∗∗
= XX HH  

olduğu görülür. 
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3.9.2. Tanjant demette I+II metriği 

g  Riemannian metriğine sahip  Riemannian manifoldu üzerinde tanımlanan nM ( )nMT  

deki Riemannian metriğinin  
ij

ji
ij

ji
BC

CB ydxgdxdxgdxdxg δ2~ +=                                     (3.67) 

şeklinde verildiğini farzedelim. Bu metriğe   I+II   metriği adı verilir. ( )AX  indirgenmiş 

koordinatlara göre  I+II   metriği   

( ) ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ ∂+
=

0
~

ij

ijijs
s

ij
CB g

ggyg
g                                          (3.68) 

bileşenlere sahiptir. Şimdi ABg~  metriğinin bileşenlerini ( )AX , yani ( )hh yx ,  

indirgenmiş koordinatlara göre bulalım. 
B
A

MB
AM gg δ=~~  

tensörünü açık şekilde yazarsak  nj ,...,1=    ve  nni 2,...,1+=  için, 

1)  j
i

jm
mi

mj
im gggg δ=+ ~~~~ , 

2)  0~~~~ ==+ j
i

jm
mi

mj
mi gggg δ , 

3)  0~~~~ ==+ j
i

jm
mi

jm
im gggg δ ,                                                                                   (

4)  

3.70) 

j
i

j
i

jm
mi

jm
mi gggg ~~ δδ ==+ ~ ~  

i elde edilir. Bu sistemin çözümünden    

                                           (3.71) 

elde edilir. Burada   de  g  nin kontravaryant bileşenleridir. 

le v  de bir sıfır alt 

  metriğine göre   de  X  ve  Y  vektör alanlarının 

sistem

( ) ⎛BA g0~
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝ ∂+−

= jijiji

ji

ggg
g

jig , nM

(3.67) eşitliği,  hdx  i erilen fibrenin,  I+II  metriğine göre  ( )T0=

nu göst

nM

ğılım smanifold olduğu erir. Fakat  0=hyδ  ile tanımlanan yatay da ıfır değildir. 

 

( )nMT XC  ve YCI+II  tam liftlerinin 

yı  iç çarpımlarından dola
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( )ij
ji

ij
ji

BC
CB YXgYXgYXg ∂+=~~~  

elde edilir. Burada BX~  ve BY~  sırasıyla XC   ve  YC  bileşenleri ve hX  ve hY  sırasıyla  

X  ve  Y  nin lokal bileşenleridir. Böylece  I+II  metriğine göre  T  de alınan bir  X 

vektör alanının 

( )nM

XC  tam liftinin birim vektör olması için gerek ve yeter şart  X  in  

de birim vektör olmasıdır. 

nM

( )nMT  de X ve Y vektör alanlarının sırasıyla XC   ve  YC  

tam liftlerinin ortagonal olması için gerek ve yeter şart ise  deki  X  ve  Y  vektör 

alanlarının ortagonal olmasıdır. 

nM

Teorem 3.5.4 den dolayı  

( ) ,0=∇=∇ gg X
VV

X
C

C           ( ) 0=∇=∇ gg X
CC

X
C

C  

yazılır. Sonuç olarak herhangi bir  X ∈ 1
0 ( n )Mℑ  için 0=∇ gX  olduğundan  

( ) 0=+∇ gg CV
X

C
C  

elde edilir. Buna göre   şeklindeki  I+II  metriği,  g  metriğinin  Levi-Civita 

konneksiyonunun   tam liftine göre  kovaryant olarak sabittir. Diğer yandan  

burulmasızdır. Buradan şu teoremi elde ederiz, 

gg CV + ∇

∇C ∇C

 

3.9.4. Teorem: II  metriği ve  I+II  metriğinin Levi-Civita konneksiyonu aynıdır (Yano 

and Ishihara 1973). 

 

nM  de hX  lokal bileşenlerine göre X vektör alanının  (3.65) ile verilen dikey, tam ve 

yatay liftlerini dikkate alarak  I+II  metriğine göre  ∗X  vektör alanının bileşenlerini 

hesaplarsak, indirgenmiş koordinatlara göre sırasıyla  

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

' , 0 ,

, ,0 ,

, ,0 ,

B i

B i i i i i i

h h
B i i h i i i h i

X X

X X X X X X X ,

X X X X X X XΓ Γ

=

= + ∂ = + ∂

= + = +

%                            (3.72) 

elde ederiz. Burada   ve i
jij XgX = hX  lar sırasıyla,  deki  nM ∗X  ve X vektör 

alanlarının lokal bileşenleridir. 
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3.9.5. Teorem: Herhangi bir X ∈ 1
0 ( n )Mℑ  için,  ( )nMT  de  I+II  metriğine göre  

( ) ( )∗∗
= XX VV ,   ( ) ( ) ( )∗∗∗

+= XXX CVC , 

( ) ( ) ( )∗∗∗
+= XXX HVH  

lur (Yano and Ishihara 1973). 

3.9.3. Riemannian manifoldunun tanjant demetinde   metriği agg VCS +=

 nM , C∞  sınıfından n-boyutlu diferensiyellenebilir bir manifold ve  manifoldunun nM

p  noktasındaki tanjant uzay  olmak üzere )( np MT

( ) ( )np
Mp

n MTMT
n∈

= U  

ile tanımlanan  T (  kümesine tanjant demetine bakalım. )nM

 

nM

 U ,

,  metriği ile verilen bir Riemannian manifoldu olsun. g metriğinin herhangi bir U 

koordinat komşuluğunda bileşenleri  olur ve Christoffel sembolleri  ile gösterilir. 

 nin bir komşuluğu olmak üzere T 

g

nM

jig h
jiΓ

( )nM  nin  komşuluğunda 

 de 

(U1−π )

( )U ( )nMT⊂−1π ( )hh yx ,  indirgenmiş koordinatlara göre  

ih
i

hh dxdyy Γ+=δ  

şeklindedir. Burada  
h
ji

jh
i y Γ=Γ  

biçimindedir. 

 

Farzedelim ki g metriği ile birlikte verilen  Riemannian manifoldunun nM ( )nMT  

tanjant demetinde  

                                                                    (3.73) ij
ji

ij
ji

BC
CB

S ydxgdxdxadxdxg δ2~ +=
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şeklinde Riemannian metriği verilsin. Burada jia  ler nM  deki  (0,2) tipli bir simetrik 

tensör alanının bileşenleridir. Bu metriğe synectic metrik denir ve  

                                      

( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ∂+
==

0
~

ji

jijiji
CB

SS

g
gga

gg                                             (3.74) 

şeklinde bileşenlere sahiptir (Talantova and Shirokov  1975). 

 

 (3.74) eşitliği,  ile belirtilen fibrenin  metriğine göre de boş 

altmanifold olduğunu gösterir.  

0=hdx gS ( nMT )

 

( )nMT 1
0  ,  sınıfından bütün vektör alanların kümesi olmak üzere ∞C ( )nMTX 1

0∈  

verilsin. O zaman  de  X  in ( nMT ) XH   yatay lifti  

XXX CH
γ∇−=  

ile tanımlanır (Yano and Ishahara 1973). Burada  

( )XX ∇=∇ γγ  

şeklindedir. 

 

Farzedelim ki  X ,  de nM hX  yerel bileşenlere sahiptir. O zaman XC  ve Xγ∇  

sırasıyla  de  ( nMT )

                                ,                                          (3.75) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

∂
=

h

h
C

X
X

X ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∇

=∇ h
j

j Xy
X

0
γ

şeklinde yerel bileşenlere sahiptir. Burada  ın kovaryant türevi olur ve hh
j XX ,∇

ih
ji

h
j

h
j XXX Γ+∂=∇  

şeklindedir. ( )nMT  de indirgenmiş koordinatlara göre  X  in XH  yatay lifti  

                                                                                                    (3.76) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

Γ−
= ih

i

h
H

X
X

X

bileşenlerine sahiptir. Burada  
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h
ji

jh
i y Γ=Γ  

şeklindedir. 

 

(3.76) eşitliğinden (1
0 n )Mℑ  nin keyfi bir X elemanının XH  yatay lifti daima ( )nMT  de  

( )hh yx ,  indirgenmiş koordinatlara göre  

0=Γ+= ijh
ji

hh dydxdyyδ  

eşitliği ile tanımlı D dağılım üzerinedir. Biz D yi yatay  dağılım olarak adlandırıyoruz. 

 

(3.73) eşitliğinde,  ile tanımlı yatay dağılım,  metrikli  de boş alt 

manifold değildir. 

0=hyδ gS ( nMT )

)

 

gS  metrğine göre  de  X  ve Y  vektör alanlarının ( nMT XC  ve YC  tam liftlerinin iç 

çarpımı  

( )ij
ji

ij
ji

BC
CB YXgYXaYXg ∂+=~~~  

şeklindedir. Burada BX~  ve  sırasıyla X ve Y nin yerel bileşenleridir. Böylece 

aşağıdaki teoremleri elde ederiz. 

BY~

 

3.9.6. Teorem:  metriği ile birlikte  deki bir  X   vektör alanının,  de  gS
nM ( nMT ) XC  

tam liftinin birim vektör olması için gerek ve yeter şart  X  vektör alanının  de birim 

vektör ve  olmasıdır. 

nM

1ji Xa =ijY

 

3.9.7. Teorem:  metriği ile birlikte  de  X  ve Y   vektör alanlarının gS
nM ( )nMT  de 

XC  ve YC  tam liftlerinin ortagonel olması için gerek ve yeter şart  de verilen  X  ve  

Y  vektör alanlarının ortagonel olması ve  olmasıdır. 

nM

0=ijYXjia
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nM  de herhangi bir  K  tensör alanı ve  ∈X ( )1
0 nMℑ  için 

                                                              (3.77) 
( )

( ) ( )

0, ,

,

V V

C C

VC V C C
XX X

VC V C C
X XX X

K K

K K K

∇ = ∇ = ∇

∇ = ∇ ∇ = ∇

            
C

K

K

olur. Burada  ye göre  C C, g∇ ( )nMT  nin Riemannian konneksiyonudur (Yano and 

Ishahara 1973).  (3.77) eşitliklerinden dolayı     

( ) ( )ggaa X
CC

X
C

X
VV

X
C

CC ∇=∇∇=∇ ,  

yazılır. Sonuç olarak  olduğundan herhangi bir 0=∇ gX ∈X (1
0 n )Mℑ  için  

( ) ( )aga X
VCV

X
C

C ∇=+∇  

elde edilir. Böylece  ise o zaman  nin 0=∇ aX
S g , g ∇  Levi-Civita konneksiyonunun 

 tam liftine göre kovaryant olarak sabittir. Diğer yandan  burulmasızdır. Bundan 

dolayı şu teoremi elde ederiz. 

∇C ∇C

 

3.9.8. Teorem: Eğer herhangi bir ∈X ( )1
0 nMℑ  için 0=∇ aX  ise o zaman  

metriğinin ve  metriğinin Levi –Civita konneksiyonu aynıdır (Aras 2005).  

gC

gS

 

X ,  de bir vektör alanı olsun. nM ( )nMT  de  X   in XV  dikey lifti,  XC  tam lifti ve 

XH yatay lifti indirgenmiş koordinatlara göre sırasıyla 

( ) ( ) ( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

Γ−
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

∂
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= ih

i

h
AH

h

h
AC

h
AV

X
X

X
X
X

X
X

X ,,
0

                        (3.78) 

şeklinde bileşenlere sahiptir. 

 

∈XY ~,~ (1
0 n )Mℑ olmak üzere ( ) ( )YXgYw ~,~~~~ =  ile tanımlı w~ , 1-form X~  ile birlikte 

kovektör alan adını alır ve *~X  ile gösterilir. Eğer X~  in yerel bileşenleri AX~  ise *~X  

kovektör alanı  
B

CBC XgX ~~~ =  

şeklinde yerel bileşenlere sahiptir. 
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nMw   ,  de  bileşenli bir 1-form olsun.  nın iw w ( )nMT  de indirgenmiş koordinatlara 

göre dikey, tam ve yatay liftleri sırasıyla  

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )ih

h
iB

H
iiB

C
iB

V wwwwwwww ,,,,0, Γ−=∂==                                (3.79) 

bileşenlerine sahiptir (Yano and Ishahara 1973). 

 

nM  de hX  bileşenleri sahip bir X  vektör alanının dikey, tam ve yatay liftleri (3.78), 

(3.75) ve (3.76) ile verilmiştir. Buna göre (3.74) eşitliğinden indirgenmiş koordinatlara 

XV , XC  ve XH  kovektör alanlarının bileşenlerini bulalım; 

                                                  BV
CB

s
C

V XgX ~=  

eşitliğinden 
jV

ji
SjV

ij
S

i
V XgXgX +=  

                                                           j
ij Xg=

                                                          iX=  

ve 

                                                   jV
ji

SjV
ji

S
i

V XgXgX += 0=  

                                                           

elde edilir. Buna göre  

( ) ( 0,i
V XX =∗ )                                                        (3.80) 

şeklindedir. Aynı şekilde hareketle 

 
jC

ji
SjC

ij
S

i
C XgXgX +=  

                                                         ( ) j
ij

j
ijij XgXga ∂+∂+=  

                                                         ( )j
ij

j
ij XgXa ∂+=  

                                                          i
j

ij XXa ∂+=

ve 
jC

ji
SjC

ji
S

i
C XgXgX +=  
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                                                          j
ij Xg=

                                                         iX=  

olup buradan 
( ) ( )ii

j
ij

C XXXaX ,∂+=∗                                            (3.81) 

elde edilir. Son olarak  
 
                                            jH

ji
SjH

ij
S

i
H XgXgX +=  

                                                   ( ) ( )sj
sij

j
ijij XgXga Γ−+∂+=  

                                                    sj
sij

j
ij

j
ij XgXgXa Γ−∂+=

                                                   ( ) sj
sij

j
ih

h
jhj

h
i

j
ij XgXggXa Γ−Γ+Γ+=  

                                                    j
s

s
ij

h
j

j
ih

h
i

j
hj

j
ij XgXgXgXa Γ−Γ+Γ+=

                                                    j
s

s
ij

j
h

h
ij

h
i

j
hj

j
ij XgXgXgXa Γ−Γ+Γ+=

                                                    h
h
i

j
ij XXa Γ+=

ve  

                                             jH
ji

SjH
ji

S
i

H XgXgX +=  

                                                     j
ij Xg=

                                                    jX=  

olmak üzere  

                                           ( ) ( )jh
h
i

j
ij

H XXXaX ,Γ+=∗                                           (3.82) 

 
bulunur.  (3.78) ve (3.79) eşitliklerinde şu teoremi elde ederiz. 

3.9.9. Teorem: Herhangi bir ( )nMTX 1
0∈  için ( )nMT de  metriğine göre gS

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )  
V * C * H *V V* V * C * HX X , X X a X , X X a X= = + = +  

 
şeklidedir. Burada , ( )Xa ( )nMT de  bileşenli bir 1-formdur (Aras 2005). j

ji Xa
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3.9.4.    metriğinin  Riemannian  konneksiyonu agg VCS +=

nM , -boyutlu  sınıfından diferensiyellenebilir bir manifold olsun. n C∞
Q nT Q M− ∈  

noktasında tanjant uzay olmak üzere nM  nin tanjant demeti 

şeklindedir. ( )
n

n
Q M

T
∈

= U QT M ( )p
q nMℑ  ile nM  üzerindeki ( , )p q  tipinde tüm tensör 

alanlarının kümesini ve : n n( )T M Mπ →

1 ( )U Tπ − ⊂

 ile  nin doğal izdüşümünü gösterelim.  

 olmak üzere  komşuluğunda 

(T M

)nM

)n

nMU ⊂ ( ( , ),i i 1,...x x i n=  ve 

1,..., 2ix n n= +  şeklinde lokal koordinatlar mevcuttur. Burada  ix ,  

komşuluğundaki lokal koordinatlar, 

nU M⊂

ix  ise i i
xx Tυ= ∈  dir. Yani o noktadaki herhangi 

bir vektördür. ix  koordinatlarının 
' '

( )i i ix x x=  dönüşümü  deki ( )nT M ( , )i ix x  

koordinatlarının aşağıdaki dönüşümünü meydana getirecektir  
'

' '
' '

' ( ),

.

i i i

i i
i i i i

i i

x x x

x xx x
x x

υ υ

=

∂ ∂
= = =

∂ ∂

 

Bu dönüşümün Jacobiyen Matrisi   
' ' '

'

' ' ' '2

0
i i i

I i i i

I i i s i i

i s i ii

x x x
x x x xA
x x x x x x

x x x xx

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂⎜ ⎟ ⎜ ⎟= = =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠∂⎝ ⎠

 

şeklindedir.  

∈f ( )0
0 nMℑ , 

∈v ( )1
0 nMℑ , 

∈w  ( )0
1 nMℑ  

şeklindeki fonksiyon, vektör ve kovektörün dikey liftleri sırasıyla aşağıdaki gibi 

tanımlanır: 
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οπffV =  

( ) ( )( ) ( ) ∈== wwxwvwwv s
sVV ,,ιι ( ) ( )0

1 ,nM w vℑ ∈ ( )0
0 nMℑ  

                         ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( οποπ iiViV
ii

ViV
i

VV xdxddxwwdxww ==== ,,  )

V f  nin ( ,i i )x x  üzerindeki değeri 

( ) ( )( ) ( ) ( ), , ,V i i i i i i i if x x f x x f x x f x f xοπ οπ ο= = = =  

şeklindedir. Yani V f , ( )1
xx Tπ − =  fibre boyunca yalnız ( )if x  değerini alır. Vektör ve 

kovektörün dikey liftinin tanımından, bunların ( ), , ,i i ii i ix x
∂

∂ ∂ ∂ = ∂ =
∂ ∂

∂  doğal 

çatıdaki koordinatları  

  
0V

iυ
υ
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

                 (3.83) 

0
iV w

w ⎛ ⎞
= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

                                     (3.84) 

şeklinde bulunur.  (3.83) ve (3.84) den  ( )V
i i
∂ = ∂  ve ( )V idx dx= i

)

 elde edilir. 

 

∈a (0
2 nMℑ  simetrik tensörünü alalım. Bu tensörün dikey lifti aşağıdaki şekilde 

tanımlanır: 

( ) ( ) ( ) ( )V V VVV i j i j i
ij ij ija a dx dx a dx dx a dx dx= ⊗ = ⊗ = ⊗ j  

 
ve  nin V a ( , )i i

∂ ∂  çatısındaki koordinatları 

0
0 0
ijV a

a ⎛ ⎞
= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

şeklinde olur. Buradan görülüyor ki  simetrikse V  de simetriktir. Eğer a a a g=  

Riemannian  metrik tensörü olursa  

0
0 0

ijV g
g ⎛ ⎞
= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

formülünden, V  tanjant demette bir Riemannian metriği tanımlamadığı görülür. Çünkü  g
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0VDet g =  

olur. 

Şimdi ∈H (1
2 n )Mℑ  tensörünün dikey liftini bulalım: 

V
V k i

ij kH H dx dx
x
∂⎛ ⎞= ⊗ ⊗⎜ ⎟∂⎝ ⎠

j  

                 
V

k i V
ij kH dx

x
∂⎛ ⎞= ⊗ ⊗⎜ ⎟∂⎝ ⎠

jdx  

     ji
k

k
ij

V

dxdx
x

H ⊗⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⊗

∂
∂

=  

                                                    ( ) jiV

k
k
ij

V

dxdx
x

H ⊗⊗⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

=  

                                                    ( ) ji
k

V
k
ij

V dxdx
x

H ⊗⊗⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

=  

                                                    ji
k

k
ij dxdx

x
H ⊗⊗

∂
∂

=  

buradan görülüyor ki  nın sıfırdan farklı koordinatı yalnız V H V k k
ij ijH H=  olur.  

∈f ( )0
0 nMℑ , 

∈v ( )1
0 nMℑ , 

∈w ( )0
1 nMℑ , 

şeklindeki fonksiyon, vektör ve kovektörün tam liftleri sırasıyla aşağıdaki gibi 

tanımlanır: 

( )
( )

( ) ( )( )

C s
s

CC C

CC C

f ı df x f ,

v f vf ,

w w w v

= = ∂

=

= .

 

Buradan bu objelerin ( ,i i
∂ ∂ )  doğal çatıdaki koordinatları aşağıdaki biçimde bulunur: 
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⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

∂
= i

s
s

i
C

vx
v

v ,       ( )iis
sC wwxw ,∂= . 

  ∈a (0
2 n )Mℑ  simetrik tensörünü alalım. Bu tensörün tam lifti aşağıdaki şekilde 

tanımlanır: 

         ( ) ( ) ( ) ( ) (C C V VC i j i j i
ij ij ija a dx dx a dx dx a dx dx= ⊗ = ⊗ + ⊗ )C j  

              ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( jCiV
ij

VjViC
ij

VjViV
ij

C dxdxadxdxadxdxa ⊗+⊗+⊗= ) 
              ( ) .ji

ij
ji

ij
ji

ijs
s dxdxadxdxadxdxax ⊗+⊗+⊗∂=  

 
Burada ( )C idx dx= i  şeklindedir. Bu son formülden C  nin doğal çatıdaki koordinatları  a

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ ∂
=

0ij

ijijs
s

C

a
aax

a  

 
şeklindedir. Bu formülden görülüyor ki eğer  simetrikse C  de simetriktir. Özel 

durumda eğer  ise (  Riemannian metrik tensörüdür )   de Riemannian metrik 

tensörü olur. Çünkü 

ija a

ga g= g

C g

C

( )2 0Det Detg= ≠  şeklindedir.  

 

Şimdi aşağıdaki metriklere bakalım: 

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ +∂
=+=

0
'

ij

ijijijs
s

VCS

g
gggx

ggg  

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ +∂
=+=

0ij

ijijijs
s

VCS

g
gagx

agg  

  
Birinci metrik  (Yano and Ishıhara1973) çalışmasında, 2. metrik yani S C  ise Vg g= + a

(Talantova and Shirokov 1975) çalışmasında incelenmiştir.  

 

( ) ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ +∂
==

0ij

ijijijs
s

IJ
SS

g
gagx

gg     (3.85) 
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Riemannian  metrik tensörünün  S K

IJΓ  Riemannian  konneksiyonunu  bulalım. Burada  

( )IJ
S
SIS

S
JSJ

S
I

KSK
IJ

S gggg ∂−∂+∂=Γ ~
2
1 , 

olup KSg~ ,  (3.85)   tensörünün  ters tensörüdür  yani  

⎩
⎨
⎧

=
≠

==
JI
JI

gg J
I

MJ
IM

S

1
,0~ δ                                            (3.86) 

şeklindedir. (3.85) ve (3.86) eşitliklerini kullanarak g~  tensörünün koordinatlarını 

bulalım: 

 

1) ,I i J j= =  için 

( )
S mj S mj j

im im i

s mj mj j
s im im im i

g g g g

x g a g g g

+ =

∂ + + =

δ

δ

% %

% %
                                                                                (3.87) 

2) ,I i J j= =  için 

0

0 0 

S mj S mj j
im im i

mj mj
im

g g g g

g g g

δ+ =

= ⇒ =

% % %

% %

=
                                                                                     (3.88) 

3) ,I i J j= =  için 

( ) 0~~
0~~

=++∂

==+
jm

im
jm

imims
s

j
i

jm
mi

Sjm
im

S

gggagx

gggg δ
                                                                               (3.89) 

4) ,I i J j= =  için 

 

S mj S mj j
iim im i

mj j
im i

g g g g

g g

jδ δ

δ

+ = =

=

% % %

%
                                                                                     (3.90) 

 
olur.  (3.90) eşitliğinden  

sjjsjsisj
i

jms
m ggggg ==⇒= ~~ δδ                                                                              (3.91) 

elde edilir. (3.87) ve (3.88) den   j
i

jm
im gg δ=~  elde edilir. Buradan da  mjjm gg =~  

bulunur. Buna göre (3.89) eşitliğinde (3.91) eşitliği kullanılırsa 
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( ) 0~ =++∂ jm
im

mj
imims

s gggagx  

olur, eşitliğin her iki tarafını  ile çarpalım  itg

( ) 0it s it mj t mj
s im im mg x g g a g gδ∂ + + % =  

( )tj it s it mj
s im img g x g g a= − ∂ +% g  

                                                    tjit
s

s
im

mj agxgg ..−∂=

                                                    tjjt
s

s agx ..−∂=

olur. Böylece IJgg ~~ =  matrisinin koordinatları aşağıdaki şekildedir; 

tjsj
is

it
ijij

s
sij

ij
IJ agag

agxg
g

gg ..
..

,
0~~ =⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

−∂
==  .                         (3.92) 

 (3.85) ve (3.92) eşitliklerini S K
IJΓ  formülünde yerine yazalım: 

 

1)    ,K k= ,I i=    için J = j

( )ij
S

SiS
S

jSj
S

i
kSk

ij
S gggg ∂−∂+∂=Γ ~

2
1  

        ( )1
2

ks S S S
i sj j is s ijg g g g= ∂ + ∂ − ∂%  

           ( )1
2

ks S S S
i sj j is s ijg g g g+ ∂ + ∂ −∂%  

        ( )( )ijijs
s

sis
S

jsj
S

i
ks agxggg +∂∂−∂+∂= ~

2
1  

        ( )ijsis
S

jsj
S

i
ks gggg ∂−∂+∂= ~

2
1  

         k
ijΓ=

olur. Benzer yolla  

 

2)   s k
ijijΓ = Γk  ,     
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3)   s k
ijijΓ = Γk  ,    

4)   0s k s k s k s k
ij ij ij ijΓ = Γ = Γ = Γ = , 

5)   ( )ij
S

SiS
S

jSj
S

i
Skk

ij
S gggg ∂−∂+∂=Γ ~

2
1  

              ( ) ( )ij
S

ssi
S

jjs
S

i
sk

ij
S

sis
S

jsj
S

i
sk gggggggg ∂−∂+∂+∂−∂+∂= ~

2
1~

2
1  

              ( ) ( ) ( )( )ijijt
t

sisist
t

jsjsjt
t

i
ks agxagxagxg +∂∂−+∂∂++∂∂=

2
1  

                  ( ) ( )( )ijijt
t

sisjsji
ksks

t
t agxggagx +∂∂−∂+∂−∂+ ..2

1    

              ( ) ( )ijsisjsji
ks

ijsisjsjit
tks aaaggggxg ∂−∂+∂+∂−∂+∂∂=

2
1

2
1  

                  ( ) ( )ijsisjsji
ks

ijsisjsji
ks

t
t gggaggggx ∂−∂+∂−∂−∂+∂∂+ ..2

1
2
1  

              +Γ∂= k
ijt

tx ( )ijsisjsji
ks aaag ∂−∂+∂

2
1 ( )ijsisjsji

ks ggga ∂−∂+∂− ..2
1    

              +Γ∂= k
ijt

tx ( )ijsisjsji
ks aaag ∂−∂+∂

2
1 ls

ml
km gag

2
1

− ( )ijsisjsji ggg ∂−∂+∂    

              +Γ∂= k
ijt

tx ( )ijsisjsji
ks aaag ∂−∂+∂

2
1

ml
km ag− Γ l    ij

              +Γ∂= k
ijt

tx ( ) ijijsisjsji
ks aaag ∂−∂+∂

2
1

sl
ks ag− Γ l ksg

2
1

m  Γ mli
l
js a ksg

2
1  Γ   lj

l
is a

              +Γ∂= k
ijt

tx ( )ijsisjsji
ks aaag ∇−∇+∇

2
1              

elde edilir. Burada   kullanılmıştır. Buradan k ija∇ l l
k ij ki lj kj ila a= ∂ − Γ − Γ a

      +Γ∂=Γ k
ijt

tk
ij

S x ( )ijsisjsji
ks aaag ∇−∇+∇

2
1 k

ij
k
ijt

t Hx +Γ∂=  

yazılır ve (1
2

k ks
ij i sj j is s ijH g a a a= ∇ +∇ −∇ ) , (1,2) tipli tensördür (Vishnevsky et al. 

1985). 
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3.9.11. Teorem:  Eğer    ise, o zaman C0a∇ = SΓ = Γ  dir. Burada    nin 

Riemannian konneksiyonudur (Yano and Ishihara1973). 

,  C C gΓ

 

3.9.12. Teorem:   Eğer  ij ija g=   ise, o zaman C SΓ = Γ   olur. 

SΓ   nın yukarıda bulduğumuz formüllerinden görülüyor ki, aşağıdaki teorem doğrudur. 

 

3.9.13. Teorem : dir. Burada S C V HΓ = Γ + ( )1
2,V

nH H T M∈  tensörünün vertical 

liftidir (Talantova and Shirokov  1975). 

3.10.  Lie Türevi 

 
nM  diferensiyellenebilir bir manifold olsun. nM  üzerindeki ( , )U ϕ  lokal koordinat 

sisteminde ,X Y vektör alanları 

i i
iiX X X

x
∂

= = ∂
∂

, 

                                                       i i
iiY Y Y

y
∂

= = ∂
∂

 

şeklindedir. Burada ( )i i iX X x= ler  koordinat komşuluğundaki U ix  lokal 

koordinatlarının fonksiyonlarıdır. iX  lere X  vektör alanının i∂  çatısındaki koordinatları 

denir. nM  üzerindeki ( , )U ϕ  koordinat sisteminde ( )nf M0
0∈ℑ  fonksiyonu için 

2

2

( ) , ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

i i
i i

i i j j
i i j

i j i i
i j i

X f X f Y f Y f

ji

ij

XY f X Y f X Y f Y f

YX f Y X f Y X f X f

= ∂ = ∂

= ∂ = ∂ ∂ + ∂

= ∂ = ∂ ∂ + ∂

 

bulunur. Buradan da  

( ) ( ) ( )i j i j
i i jXY f YX f X Y Y X f− = ∂ − ∂ ∂  

yazılır. Böylece biz  

[ , ]XY YX X Y− =  
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biçiminde tanımlanan yeni bir vektör alanı tanımlamış olduk. Bu vektör alanının i∂  

doğal çatısı cinsinden ifadesi 

 [ , ] ( )i j i j
i iX Y XY YX X Y Y X j= − = ∂ − ∂ ∂  (3.93) 

biçiminde olur.  

(3.93) eşitliği ile tanımlanan [ , ]X Y  vektör alanına X  ve Y  vektör alanlarının Lie 

parantezi denir. 

 

Özel olarak  ,k
i i k j jδ k

kδ∂ = ∂ ∂ = ∂   vektör alanları alınırsa, (3.93) formülünden  

[ , ] 0i j∂ ∂ =  

olduğu görülür. (3.93) formülünün yardımıyla Lie parantezinin aşağıdaki özelliklere 

sahip olduğu gösterilebilir (Salimov ve Mağden  2008). 

 
1. [ , ] [ , ] [ , ],X Y Z X Y X Z+ = +  

2. [ , ] ( ) [ , ],
3. [ , ] [ , ],
4. [ ,[ , ]] [ ,[ , ]] [ ,[ , ]] 0.

X fY X f Y f X Y
X Y Y X
X Y Z Y Z X Z X Y

= +
= −

+ + =
 

 

3.10.1. Tanım:   manifoldunda nM ∇  afin konneksiyonu ve 1
0 ( )nX M∈ℑ  vektör alanı 

verilsin. Her  için1, ∈ℑ0 ( nY Z M ) X  vektör alanının ∇  afin konneksiyonuna göre Lie 

türevi, 

[ ] [ ] [ ], ,( )( , ) ( ) ( ) ,X X Y Y X X YX Y X Y
Z ZL Y Z L Z L Z L Z∇ = ∇ −∇ −∇ = ∇ −∇

 
şeklinde tarif edilmektedir.  

3.11. İnfinitesimal Afin Dönüşümler 

 

3.11.1. Tanım: , n- boyutlu bir manifold nM 1
0 ( )nX M∈ℑ  olsun. Eğer  ise0XL ∇ = X  

vektör alanına  afin konneksiyonuna göre infinitesimal afin dönüşüm denir ve 

koordinatlarla 
 

∇

0X X X X Xα λ α λ α α λ α λ
γ β λ γ β γ β λ λ β γ γ λ β∂ ∂ + ∂ Γ −Γ ∂ + Γ ∂ + Γ ∂ =  
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şekilde ifade edilir.  Burada , ,... 1,...,nα β =  dir. 

 
 
3.11.2. Tanım: nM  manifoldu üzerinde ∇  afin konneksiyonu verilmiş olsun. Eğer 

her 1
0, ( )X Y ∈ℑ M  için  

( )( , ) ( ) ( )VL X Y X Y Y X∇ = Ω +Ω  

şartını sağlayan nM  üzerinde bir Ω  1-formu varsa V  vectör alanına nM  üzerinde 

infinitesimal projective dönüşüm denir. Burada Ω  ya nin associated 1-formu denir. 

Özel olarak eğer =0 ise V  vectör alanına 

V

Ω nM  üzerinde infinitesimal afin dönüşüm 

denir. 

 
 
3.11.3. Tanım: ( ,n )M J , ∇  afin konneksiyonu ile birlikte bir almost kompleks 

manifold olsun. Eğer her 1
0 (, )X Y M∈ℑ  için  

 

 
( )( , ) ( ) ( ) ( )VL X Y X Y Y X JX J∇ = Ω +Ω −Ω ( )Y JY JX−Ω

şartını sağlayan nM  üzerinde bir Ω  1-formu varsa V  vectör alanına nM  üzerinde 

infinitesimal projective dönüşüm denir. Burada Ω  ya nin associated 1-formu denir. 

Özel olarak eğer =0 ise V  vectör alanına 

V

Ω nM  üzerinde infinitesimal afin dönüşüm 

denir. 

3.12. İnfinitesimal İzometri (Killing Vektör Alanları) 

 

3.12.1. Tanım: ,  metriğine sahip Riemannian manifold venM g 1
0 ( n )X M∈ℑ  olsun. 

Eğer  ise 0XL g = X  vektör alanına infinitesimal izometri (Killing Vektör Alanı) denir. 

ijg  ler   metriğinin ve g X α  lar da X vektör alanının bileşenleri olmak üzere koordinatlarla  

X ij ij j i i j j i i jL g X g g X g X X Xα α α
α α α= ∇ + ∇ + ∇ = ∇ +∇

 
şartını sağlayan X  vektör alanına infinitesimal izometri denir (Yano 1957). 
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4. ARAŞTIRMA BULGULARI ve TARTIŞMA 

 

4.1. Tanjant Demette Afin Konneksiyonun Synectic Liftine Göre Dikey 

İnfinitesimal Afin Dönüşümler 

α
γ βΓ  lar ∇  konneksiyonunun konneksiyon katsayıları olmak üzere Lie türevinin 

tanımından, X  vektör alanının n-boyutlu nM  manifoldunda bir infinitesimal afin 

dönüşüm olması için gerek ve yeter şart   

 ,    0X X X X Xα λ α λ α α λ α λ
γ β λ γ β γ β λ λ β γ γ λ β∂ ∂ + ∂ Γ −Γ ∂ + Γ ∂ + Γ ∂ = , ,... 1,...,mα β =          (4.1) 

olmasıdır. 

nM  de  metriği ile tanımlanan Riemannian konneksiyonu  ve konneksiyon 

katsayıları ise  olsun. Ayrıca  de 

g ∇

k
ijΓ ( )nT M i i

i iX X X= ∂ + ∂% % %  vektör alanı verilmiş 

olsun. Burada   , ii i ix y
,i x

∂ ∂ ∂
∂ = =

∂ ∂
∂ =

∂
 1,...,2ni n= + ,   şeklinde tarif edilir. 

s kΓ = k
i j i jΓ   ,   s k

i jΓ = s k
i jΓ = s k

i jΓ = s k
i jΓ = 0  ,  s k s s k k

i j i j i jy HΓ + ,   s k
i jΓ = s k

i jΓ = k
i jΓ  Γ = ∂

eşitlikleri ve (4.1) denklemi dikkate alınırsa,  vektör alanının 1
0 ( ( ))nX X T Mα

α= ∂ ∈ℑ% %

s∇  konneksiyonuna göre  de bir infinitesimal afin dönüşüm olması için gerek ve 

yeter şart aşağıdaki (4.2)- (4.9) şartlarını sağlamasıdır: 

( )nT M

( )h k h k h k h k h h k h k
j i k j i j i k j i j i k i j jk ik kX X X X H X X X∂ ∂ + ∂ Γ − Γ ∂ + ∂Γ ∂ − ∂ +Γ ∂ + Γ ∂ =% % % % % % % 0 ,       (4.2) 

0h k h h k
j j i jki kX X X∂ ∂ −Γ ∂ + Γ ∂ =% % %

i ,                                                                               (4.3) 

0h k h h k
i j i k ij kX X X∂ ∂ −Γ ∂ +Γ ∂ =% % %

j ,                                                                               (4.4) 

0h
j i X∂ ∂ =%  ,                                                                                                                (4.5) 

( ) ( ) (

( )

h k h k h k h k h h k h
j i k j i k j i j i k j i k i j k i jk

h k h k k h k h h k h k
jk i jk i k ji j i j k i k i jk

)

0

kX X X X X X

X X X H H X H X H X

∂ ∂ + ∂ ∂Γ + ∂ Γ − Γ ∂ + ∂Γ ∂ + ∂Γ ∂ + Γ ∂

+ ∂Γ ∂ + Γ ∂ + ∂ − ∂ + ∂ + ∂ =

% % % % % % %

% % % % % %

X
 ,  (4.6) 
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( )h k h k h h k h k h k h k
j k j i j i k i j jk jk jki ikX X X X X X H X∂ ∂ + ∂ Γ −Γ ∂ +Γ ∂ + ∂Γ ∂ +Γ ∂ + ∂ =% % % % % % % 0i i ,    (4.7) 

( )h k h k h h k h k h k h k
i k j i j i k i k i jk i k ij j jkX X X X X X H X∂ ∂ + ∂ Γ −Γ ∂ + ∂Γ ∂ +Γ ∂ +Γ ∂ + ∂ =% % % % % % % 0j ,      (4.8)                

0h h k h k
k i jkj i j iX X X∂ ∂ −Γ ∂ +Γ ∂ =% % % .                                                                              (4.9) 

X% ,  de bir dikey infinitesimal afin dönüşüm  olsun. Bu durumda  indirgenmiş 

koordinatlara göre 

( )nT M

X%  nın bileşenleri 
0

hX
⎛ ⎞
⎜
⎝ ⎠% ⎟  dır. Böylece (4.9) denkleminden 

h
j i X∂ ∂ % =0 bulunur. Buradan   

                                h h i
i

hX C y D= +%                             (4.10) 

yazılır. Burada  ve  bileşenleri sadece h
iC hD hX%  değişkenlerine bağlıdır. X% ,  de 

bir vektör alanı olduğundan  ve 

( )nT M

h idxi hC C= ∂ ⊗ h
hD D= ∂ , sırasıyla, 1

1( )nMℑ  ve 

1
0 ( n )Mℑ  nin elemanları olarak tanımlanır. 

4.1.1. Teorem:  Eğer X% ,  de ( )nT M s∇  konneksiyonuna göre bir dikey infinitesimal 

afin dönüşüm ise, bu durumda  

a) ,X Y ∈ 1
0 ( )Mℑ  ve  ( )( , ) ( ( , ))C H X Y C H X Y=o  için DL C H∇ = o dır. 

b)  C , ∇  ya göre paraleldir, yani 0C∇ =  dır. 

c)   nın ∇ R  eğrilik tensörü  ye göre pürdür ve her C , ,X Y Z ∈ 1
0 ( )Mℑ için 

( , ) ( , ) ( , ) ( ,CR X Y Z R CX Y Z R X CY Z R X Y Z)= = =  

şeklindedir. 

Tersine, eğer  C  ve   (a) , (b) ve (c) şartlarını sağlıyor ise                  D

                   ( ) vh i h
i hX C y D C D

y
γ∂

= + =
∂

% +  

vektör alanı, s∇  konneksiyonuna göre de bir infinitesimal afin dönüşümdür, 

burada 

( )nT M

Cγ
0
i h

iy C
⎛
⎜

⎞
⎟=

⎝ ⎠
 bir dikey vektör alanıdır. 
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İspat: (a) (4.10) denkleminden ve 0hX =%  eşitliğinin (4.6) denkleminde 

kullanılmasıyla,  

0h k h k h k h h k h k
j i s s k j i j i k s s j i k ki j s jk i sC C C C C C∂ ∂ + ∂ Γ −Γ ∂ − ∂ Γ +Γ ∂ +Γ ∂ =                (4.11) 

ve koordinatlarla ifadesi 

0h k h k h h k h k k h
j i k j i j i k ki j j k i j i kD D D D D H C∂ ∂ + ∂ Γ −Γ ∂ +Γ ∂ +Γ ∂ − =                (4.12) 

şeklinde olan eşitliği bulunur. DL C∇ = oH

(b)  (4.10) denkleminden ve 0hX =%  eşitliğinin (4.8) denkleminde kullanılmasıyla 

                     (4.13) 0h k h h k
i j j i k ki jC C C∂ −Γ +Γ =

elde edilir.  

(4.7) denkleminde  alınması ve (4.10) denkleminin kullanılmasıyla, 0hX =%

0h k h h k
j i j i k jk iC C C∂ −Γ +Γ =                     (4.14) 

bulunur ki, bu da C  nin nM  de paralel olması demektir. 

 (4.13) ve (4.14) denklemlerindeki kısmi türevleri  (4.11) denkleminde yerine yazarsak, 

 nin tüm kısmi türevleri yok olur. Böylece herhangi  h
jC , ,X Y Z ∈ 1

0 ( )Mℑ  için 

 veya h l h l
l kji k li jR C=C R ( , ) ( , )CR X Y Z R X CY Z=  elde edilir. ( , ) ( , )R X Y Z R Y= − X Z  

eşitliği dikkate alınırsa  

( , ) ( , ) ( , ) ( , )CR X Y Z CR Y X Z R Y CX Z R CX Y Z= − = − =  
 
eşitliği elde edilir.  ve 0C∇ = ∇  burulmasız olduğundan Ricci formülüne göre  

 
( , ) ( , )CR X Y Z R X Y CZ=                     (4.15) 

yazılır. Böylece (c) şartı sağlanır. 

 

Tersine, eğer  (a), (b) ve  (c) şartları mevcut ise, X%  in bir infinitesimal afin dönüşüm 

olduğu görülür. Böylece Teorem 4.1.1 ispatlanmış olur. 
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4.2.  Tanjant Demette  Konneksiyonuna Göre Fibre-Koruyan İnfinitesimal 

Afin Dönüşümler 

s∇

)

( )nT M

( nT M  nin her bir fibresini yine bir fibreye dönüştüren  dönüşüme fibre-koruyan 

dönüşüm denir. Ayrıca,  deki bir infinitesimal afin dönüşüm fibre-koruyan 

dönüşümlerin bir lokal bir parametreli grubunu üretiyorsa,  yine bu dönüşüme fibre-

koruyan infinitesimal afin dönüşüm denir. 

 
h

h

X

X

⎛ ⎞
⎜⎜
⎝ ⎠

%

%
⎟⎟  bileşenlerine sahip bir X%

1, 2

 infinitesimal dönüşümünün fibre-koruyan olması için 

gerek ve yeter şart  ( ,..., )hX h = n%  bileşenlerinin sadece  deki (( )nT M , )h hx y  
indirgenmiş koordinatlara göre 1,..., nx x  değişkenlerine bağlı olmasıdır. 
 

    
'

'

1

1 1 2

( ,..., )

( ,..., , ,..., )

h h h h

h h h h h h

x x X x x t

x x X x x x x+

⎧ = + Δ⎪
⎨

= + Δ⎪⎩

%

% t
    (4.16) 

ifadesinden görülür ki, 
h

h

X

X

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

%

%
 bileşenlerine sahip bir X%  fibre-koruyan infinitesimal 

dönüşüm  nM  baz uzayında hX%  bileşenli bir X  infinitesimal dönüşüm indirger. Ayrıca 
 

k
j i k

hX∂Γ ∂ % =0 ve k
j i kH X∂ % h =0 olduğundan ve (4.2) den aşağıdaki teoremi ifade edebiliriz: 

4.2.1. Teorem: Eğer X% , s∇  konneksiyonuna göre  de fibre koruyan 

infinitesimal afin dönüşümü ise  

( )nT M

X%  den nM  üzerine indirgenen X  infinitesimal 

dönüşümü de ∇ konneksiyonuna göre afin dönüşümdür. 

4.2.2. Teorem: , ∇ nM  de bir Riemannian konneksiyonu olmak üzere her 1
0 ( )nX M∈ℑ  

için ( ) ( )c
s c

X∇
v

XX
L L L∇= + H

)

c
c

 dir. 

İspat:  Her  için, 1
0, ( nY Z M∈ℑ

           
[ , ]

( ) ( , ) ( ) ( )c cc c c c
cc c s c ss s

X X Y Y X
L Y Z L Z L Z∇ = ∇ − ∇ − ∇

X Y
Z  
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[ , ]

( ( , )) [ , ]c c c c

cc c c sv c s

X Y Y X Y
L Z H Y Z X Z= ∇ + − ∇ − ∇ cZ

Z

))

)
cZ

                                     ( , ) [ , ]c c c c

c c cv c cc
X Y X Y

L Z L H Y Z X= ∇ + − ∇

                                     
[ , ]

( , [ , ]) ( [ , ], )c

cc c c c v cv

X Y
H Y X Z Z H X Y Z− − ∇ −

                                     ( )( , ) ( ( ,c
c cc v

X X
L Y Z L H Y Z= ∇ +

                                     ( ( , )) ( ( ,[ , ])) ( ([ , ], ))vv v
XL H Y Z H Y X Z H X Y Z= − −

                                     ( )( , ) (( )( , ))cc vc
X XL Y Z L H Y Z= ∇ +

                                     ( )( , ) ( )( ,c c v c cc
X XL Y Z L H Y Z= ∇ +

                                    . ( ( ) ( ))( , )v cc
X XL L H Y= ∇ +

X%  ve X , Teorem 4.2.1  de verildiği gibi olsun. Teorem 4.2.2 den görürüz ki, eğer 

=0  ise XL H cX , s∇  konneksiyonuna göre   de bir infinitesimal afin 

dönüşümdür. 

( )nT M

cX  nin bileşenleri 
h

h

X
X

⎛ ⎞
⎜
∂⎝ ⎠

⎟  olduğundan cX X−%  nin, s∇  konneksiyonuna 

göre   de bir dikey infinitesimal afin dönüşüm olduğu görülür. (T M )n

Böylece aşağıdaki teoremi ifade edebiliriz: 

4.2.3. Teorem: Eğer X% , s∇  konneksiyonuna göre  de bir fibre-koruyan 

infinitesimal afin dönüşüm  ve =0  ise bu durumda  

( )nT M

XL H X% = cX + vD Cγ+   Teorem 

4.1.1 deki (a), (b) ve (c) şartlarını sağlar. Burada  ve , sırasıyla, (1,0) ve (1,1) tipli  

tensörlerdir. 

D C

sX , 1
0 ( n )X M∈ℑ  nin synectic lifti (Talantova and Shirokov, 1975) ve , a nM  de 

herhangi bir vektör alanı olmak üzere s c vX X a= +  olsun. Bu durumda   

  

[ , ]
( )( , ) ( ) ( ) cs s sc c s

s c c ss sc c
X X Y Y X

L Y Z L Z L Z∇ = ∇ − ∇ − ∇ c
X Y

Z  
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[ , ]
( ( , )) [ , ]c cc ss

c v c c s s cc

X Y Y X Y
L Z H Y Z X Z= ∇ + − ∇ − ∇  cs Z

c

             

[ , ] [ , ]
( ) ( ( , )) ([ , ] [ , ])c cs c c vs

sc c v c c s c v c cc

X Y X Y X Y a Y
L Z L H Y Z X Z a Z Z

+
= ∇ + − ∇ + − ∇               

             c c

[ , ] [ , ]
( ) ( ( , )) [ , ] [ , ] c vs c cs

cc vv s s s s
YX X Y Y X Y a Y

L Z L H Y Z X Z a Z Z Z= ∇ + − ∇ − ∇ − ∇ − ∇         

)][ , ( )] [ , ( ( , ))] [ ,[ , ] ( ,c
c cv c v v c c c cv

Y Y
ZX a Z X a H Y Z XX Z H Y= + ∇ + + − −∇  

[ , ] [ , ]
, ][ [[ , ] ( , ) ( , )( , )[ , ] cc v

cc c c c v cc v v vv c cv
X Y a YY

Za Z X Y Z aa Z H HH Y Z − − − −− −∇ ∇ ∇

( ) ( [ , ]))[ , ( )] [ , ( , )] [ , ] ( ,
c c vv

Y Y

, ]Y Z

X ZX Z X H Y Z YX Z H= + − −∇ ∇  

[ , ]( ) ( ([ , ], )) [ , ( )] [ , ( ( , ))]c v vc vv
X Y YX Y ZZ a Z a H Y ZH− − + +∇∇

[ , ]
,[ , ] [ , ] [ , ]( , ) ( )vc

cc v c v c c vv v

a YY
Ya Z a Z Z a ZH Y H− − − −∇∇  

( ) ( [ ,[ , ( )] [ , ( , )] [ , ] ( ,
c c vv

Y Y ]))X ZX Z X H Y Z YX Z H= + − −∇ ∇  

[ , ] [ , ]( ) ( ([ , ], )) , ( ) ( )[ ] [ , ]c v v vv
X Y Y aYX Y Z YZ a Z a Z ZH− − + − −∇ ∇∇ ∇  

[ , ] [ , ]( ) (( )( , )) (c c v
X Y Y X X Y a Y Y a a YXL Z L Z Z Y Z Z L Z ZL H= ∇ −∇ −∇ + + ∇ −∇ −∇  )

cY Z

olur. Buradan 

L

( )( , ) ( )( , ) )( , )c c v c c v c cc
X X aL Y Z Y Z Y ZL H L= ∇ + + ∇  (

( (c XL= ) ( ) ( ))( , )v v c
X aL H L∇ + + ∇  

s
s

XL ∇ = ( ) ( ) ( )c v v
X X aL L H L∇ + + ∇                                                                          (4.17) 

eşitliği yazılır. Böylece aşağıdaki teoremi ifade edebiliriz.  

4.2 er.4. Teorem : ∇  konneksiyonuna göre bir infinitesimal afin dönüşüm a olsun. Eğ  
s∇ eksiyonuna göre  ( )T M  bi oru n i l afin dönüşü   konn de r fibre k ya nfinitesima mn X%  

L H =0 ise bu durumda  ve X  X% = sX + vD Cγ+  = cX + vva D Cγ+ + dir. Burada X  ve 

D , ∇  konneksiyonuna göre nM  de infinitesimal afin dönüşümler ve C , Teore

deki (a), (b) ve (c) şartlarını sağlayan  (1,1) tipli bir parallel tensör alanıdır. 

m 4.1.1 
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4.3.  s g  Metriği ile Ta lanan İnfinitesimal İzometrile ektör Alanları) 

g  metriğine sahip bir n

nım r (Killing V

M  Riemannian manifoldunda bir 1
0 ( )nX M∈ℑ  vektör alanı için 

eğer XL g = 0 ına infinitesimal izom illing vektör alanı 

denir (Mayers and Steenrod 1939). 

 ise bu vektör alan etri veya K

X  in bir Killing vektör alan ası için gerek ve 

olmasıdır. Burada  metriği ile tanımlanan Riemannian konneksiyonu , 

ı olm

yeter şart  

X ij ij i
α α α

α α j i j j i i jL g X g g X g X X Xα= ∇ + ∇ + ∇ = ∇ +∇  

g ∇ X  in 

bileşenleri X α  ve  nin bileşenleri  dir.  g ijg

X%  vektör alanı ( )T M  de indirgenmiş koordinatlara göre bileşenleri n ( )
h

A
h

X
X

X

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

%
%  ⎜ ⎟

⎝ ⎠%

 Bu durumda s X∇ %  olan bir vektör alanı olsun. in 

                       

kovaryant türevi, indirgenmiş 

koordinatlara göre,  
s J J s J

I
MX                         I IMX X∇ = + Γ                                          (4.18) ∂% %

 ler s K
I JΓ =

vc K KΓ +s J
IMΓbileşenlerine sahiptir, burada I J I JH   şeklindedir. 

h i s h i
i six y xΓ = Γ  olmak üzere ( )nT M  deki indirgenmiş koordinatlara göre bir 

1
0 ( )nX M∈ℑ

0 ( (H X T∈ℑ

 vektör alanının  dikey lifti,  tam lifti ve 

 yatay lif

                

1
0 ( (X T∈ℑ

şenleri, s

))V
nM

tinin bile ıras

1
0 ( ( ))C

nX T M∈ℑ

1 ))M ıyla,  n

0V
h

X
x

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 ,      
h

C
h

x
X

x

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟⎜ ⎟∂⎝ ⎠

 ,       
h

H
h i
i

x
X

x

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟⎜ ⎟−Γ⎝ ⎠

    (4.19)  

edir

Şimdi 

şeklind . 

V X , C X  ve H X  vektör alanlarının s g  metriğine göre Lie türevlerini, (4.19)  

denklemini kullanılarak hesaplarsak sırasıyla, 

V
V V 0 0

( )
0

s s J s I
i jI JX

j i

L g X X
X X

⎛ ⎞
= ∇ + ∇ = ⎜ ⎟∇ +∇⎝ ⎠
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( )

0
( ) ( )

c
s s c J s c I

I JX

j i
i j

s i j i j h j
s j i jh ih i j

L g X X

X X
iy X X H H X X X

= ∇ + ∇

⎛ ⎞∇ +∇
= ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∇ +∇ + + ∇ +∇⎝ ⎠

    (4.20)             

    

( )

0
( ) ( )

H
s s H J s H I

I JX

j i
i j

j h i h j i k h i j h
h i h j kih kjh jh ih

L g X X

X X
X X R R y x H H X

= ∇ + ∇

⎛ ⎞∇ +∇
= ⎜ ⎟⎜ ⎟−Γ ∇ −Γ ∇ + + + +⎝ ⎠0

 

denklemleri elde edilir.  olduğu dikkate alınırsa  ve 0h
i X∇ = 0j h

kihR X = 0i h
kjhR X =  

olur. Ayrıca eğer (0,2) tipli simetrik  tensörünün kovaryant türevi sıfır, yani a 0a∇ = , 

ise   olur. Buradan aşağıdaki teoremi ifade edebiliriz: ( )i j h
jh ihH H X+ 0=

4.3.1. Teorem: nM  deki bir X  vektör alanının s g  metriğine sahip  ye  ( )nT M

a)   dikey V 1
0 ( ( ))nX T M∈ℑ

b)   tam 1
0 ( ( ))c

nX T M∈ℑ

c)   yatay 1
0 ( ( ))H

nX T M∈ℑ

liftlerinin  de Killing vektör alanı olması için gerek ve yeter şart, sırasıyla,  ( )nT M

a)  X  in nM  de Killing vektör alanı olması, 

b)  X in  Killing vektör alanı ve (0,2) tipli simetrik  tensörünün kovaryant türevinin sıfır 

olması, 

c)  X in nM  de kovaryant türevi sıfır olan Killing vektör alanı ve (0,2) tipli simetrik  

tensörünün kovaryant türevinin sıfır olmasıdır. 

 

Eğer X  ve Y , nM  de Killing vektör alanları ise Killing vektörün tanımından   

[ ], ( ) ( )X Y Y Xx yL g L L g L L g 0= − = ,                                                                  (4.21) 

yani   [ ],X Y , nM  de Killing vektör alanıdır (Kobayashi ve Nomizu , 1963). 

 

Verilen her 1
0, ( n )X Y M∈ℑ  için (1,1)  tipinden  tensör alanı  XA Y

[ ] [ ],( ) ( )( , ) ,X X X Y X YA Y Z L Y Z L Z Z= ∇ = ∇ −∇ , 1
0 ( )nZ M∀ ∈ℑ      (4.22) 
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olarak tanımlanır. Bu durumda    

   [ ]VV , ,cX Y X⎡ ⎤ =⎣ ⎦ Y ,  [ ], ,cc cX Y X⎡ ⎤ =⎣ ⎦ Y ,  [ ], , (Hc H
X )X Y X Y Aγ⎡ ⎤ = −⎣ ⎦ Y

)n

        (4.23) 

şeklinde yazılır, burada 1
0( ) (XA Y Mγ ∈ℑ  nın bileşenleri 

      0
( )s h

X sy A Y
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 dır. 

 
Bir 1

0 ( n )X M∈ℑ  vektör alanı verilmiş olsun. Eğer X vektör alanı 0  şartını 

sağlıyor ise X vektör alanına 

XL ∇ =

∇  afin konneksiyonuna göre infinitesimal dönüşüm denir. 

Buna göre (4.22) ve  (4.23) den  

[ ], Hc H ,X Y X⎡ ⎤ =⎣ ⎦ Y                                                                                      (4.24) 

eşitliğini yazarız. s g  metriğinin [ ]V ,X Y  ve [ ],c X Y  ye göre Lie türevleri hesaplanırsa  

[ ] ,,
( ) (V V cV c

s s s
X Y Y XX YX Y

L g L g L L g L L⎡ ⎤
⎣ ⎦

= = − )c V
s g

)c c
s g

 

[ ] ,,
( ) (c c cc c

s s s
X Y Y XX YX Y

L g L g L L g L L⎡ ⎤
⎣ ⎦

= = −                               (4.25) 

elde edilir. Böylece (4.20) ve (4.25) den aşağıdaki teoremi ifade edebiliriz: 

 

4.3.2. Teorem : nM  deki [ ],X Y  vektör alanının dikey ve tam liftlerinin  de ( )nT M s g  

metriğine göre Killing vektör alanı olması için yeter şart X  ve Y  vektör alanlarının 

nM  de Killing vektör alanları olması ve (0,2) tipli simetrik  tensörünün kovaryant 

türevinin sıfır, yani , olmasıdır.  

a

0a∇ =

 

nM  de X  bir infinitesimal afin dönüşüm olsun. (4.3.4) ve (4.3.8) den  

[ ] ,,
( ) (H c Hc H

s s s
X Y Y XX YX Y

L g L g L L g L L⎡ ⎤
⎣ ⎦

= = − )H c
s g                                 (4.26) 

yazılır. Buna göre (4.21) ve (4.26) göz önüne alınırsa aşağıdaki teoremi ifade edebiliriz: 

 

4.3.3. Teorem: nM  deki [ ],X Y  vektör alanının yatay liftinin  de ( )nT M s g  metriğine 

göre Killing vektör alanı olması için yeter şart X  ve Y  vektör alanlarının nM  de 

Killing vektör alanları olması, Y vektör alanının kovaryant türevinin sıfır, yani 
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0h
iY∇ = , ve (0,2) tipli simetrik  tensörünün kovaryant türevinin sıfır, yani a 0a∇ = , 

olmasıdır. 

4.4. Tanjant Demette Afin Konneksiyonun Horizontal (Yatay) Liftine Göre 

İnfinitesimal Afin Dönüşümler 

nM  de  metriği ile tanımlanan Riemannian konneksiyonu  ve konneksiyon 

katsayıları ise  olsun. Ayrıca  de 

g ∇

k
ijΓ )nT M( i i

i iX X X= ∂ + ∂% % %  vektör alanı verilmiş 

olsun. Burada   , ii i ix y
,i x

∂ ∂ ∂
∂ = =

∂ ∂
∂ =

∂
 1,...,2ni n= + ,   şeklinde tarif edilir. 

= H k
i jΓ = H k

i jΓ = 0,  H k s k s kH k k
i j i jΓ = Γ , H k

i jΓ = H k
i jΓ i j s i j sijy y RΓ = ∂ Γ − , H k

ijΓ = H k
i jΓ = k

i jΓ , 

eşitlikleri ve  denklemi dikkate alınırsa,  vektör 

alanının  konneksiyonuna göre  de bir infinitesimal afin dönüşüm olması 

için gerek ve yeter şart aşağıdaki (4.27)-(4.34) şartlarını sağlamasıdır: 

0XL ∇ = 1
0 ( (Tℑ ))nMX X α

α= ∂ ∈% %

H∇ ( )nT M

( )h k h k h k h h k h k s k h 0k j i j i k j i k i j jk i sjik kX X X X X X y R X∂ Γ − Γ ∂ + ∂Γ ∂ + Γ ∂ +Γ ∂ + ∂ =% % % % % % % ,  (4.27) j i∂ ∂ +

0h k h h k
j j i jki kX X X∂ ∂ −Γ ∂ + Γ ∂ =% % %

i ,                                                                             (4.28) 

0h k h h k
i j i k ij kX X X∂ ∂ −Γ ∂ +Γ ∂ =% % %

j ,                                                                             (4.29) 

0h
j i X∂ ∂ =%  ,                                                                                                              (4.30) 

( ) ( ) (h k h k h k h k h h k h
j i k j i k j i j i k j i k i j k i jk )kX X X X X X∂ ∂ + ∂ ∂Γ + ∂ Γ − Γ ∂ + ∂Γ ∂ + ∂Γ ∂ +Γ ∂% % % % % % %X   (4.31) 

( )h k h k k h s k h s k h s h k s h k
jk i jk i kji k sji sji ski j sjk ikX X X R y X R y R X y R X y R X+ ∂Γ ∂ +Γ ∂ − − ∂ + ∂ − ∂ − ∂ =% % % % % % % 0

( ) 0,h k h k h h k h k h k s h k
j k j i j i k i j jk jk sjki i ikX X X X X X y R X∂ ∂ + ∂ Γ −Γ ∂ + Γ ∂ + ∂Γ ∂ + Γ ∂ − ∂ =% % % % % % %

i    (4.32) 

( )h k h k h h k h k h k s h k
i k j i j i k i k i jk i skij j jkX X X X X X y R X∂ ∂ + ∂ Γ −Γ ∂ + ∂Γ ∂ + Γ ∂ + Γ ∂ − ∂ =% % % % % % % 0,j     (4.33)  

0h h k h k
k i jkj i j iX X X∂ ∂ −Γ ∂ +Γ ∂ =% % % ,                                                                            (4.34) 
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X% ,  de bir dikey infinitesimal afin dönüşüm olsun. Bu durumda  indirgenmiş 

koordinatlara göre 

( )nT M

X%  nın bileşenleri 
0

hX
⎛ ⎞
⎜
⎝ ⎠% ⎟  dır. Böylece (4.34) denkleminden 

h
j i X∂ ∂ % =0 bulunur. Buradan   

                                h h i
i

hX C y D= +%        (4.35) 

yazılır. Burada  ve  bileşenleri sadece h
iC hD hX%  değişkenlerine bağlıdır. X% ,  de 

bir vektör alanı olduğundan  ve 

( )nT M

h idxi hC C= ∂ ⊗ h
hD D= ∂ , sırasıyla, 1

1( )nMℑ  ve 

1
0 ( n )Mℑ  nin elemanları olarak tanımlanır. 

 

4.4.1. Teorem: Eğer X% ,  de ( )nT M H∇  konneksiyonuna göre bir dikey infinitesimal 

afin dönüşüm ise, bu durumda  

a)  ,  ( )DL D R∇+ ⊗ =C 0 h
hD

x
∂

= ∂
∂

 ,  ve  dir. 1
0 ( nD M∈ℑ ) h( ) k

kjiD R D R⊗ =C

b) ,  ya göre paraleldir, yani C ∇ 0C∇ =  dır. 

c) ∇  nın T  torsion tensörü C  ye göre pürdür. Yani, her ,Y Z ∈ 1
0 ( n )Mℑ  için 

( ( , )) ( , ) ( , )C T Y Z T CY Z T Y CZ= = . 

    d)  Her , ,Y Z W ∈ 1
0 ( n )Mℑ  için ( )( , ) ( )( ,Z CZC T Y W T Y W )∇ = ∇ . 

Tersine, eğer  C  ve   (a) , (b) , (c) ve (d) şartlarını sağlıyor ise                  D

                   ( ) vh i h
i hX C y D C D

y
γ∂

= + =
∂

% +  

vektör alanı,  konneksiyonuna göre de bir infinitesimal afin dönüşümdür, 

burada 

H∇ ( )nT M

Cγ
0
i h

iy C
⎛
⎜

⎞
⎟=

⎝ ⎠
 bir dikey vektör alanıdır. 

İspat: (a) (4.35) denkleminden ve 0hX =%  eşitliğinin (4.31) denkleminde 

kullanılmasıyla,   

     , (4.36) 0h k h k h k h h k h k k h k h
j i s s k j i j i k s s j i k ki j s jk i s s kji sji kC C C C C C C R R C∂ ∂ + ∂ Γ −Γ ∂ − ∂ Γ +Γ ∂ +Γ ∂ − + =

ve    anlamına gelen  ( ) 0DL D R∇+ ⊗ =C
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       ,                          (4.37) 0h k h k h h k h k k h
j i k j i j i k ki j j k i kj iD D D D D D R∂ ∂ + ∂ Γ −Γ ∂ +Γ ∂ +Γ ∂ − =

eşitlikleri bulunur. 

(b)  (4.35) denkleminden ve 0hX =%  eşitliğinin (4.33) denkleminde kullanılmasıyla,              

      ,                                                                                    (4.38)                   0h k h h k
i j j i k ki jC C C∂ −Γ +Γ =

       (4.35) denkleminden ve 0hX =%  eşitliğinin (4.32) denkleminde kullanılmasıyla,       

      ,                                                                                    (4.39) 0h k h h k
j i j i k jk iC C C∂ −Γ +Γ =

bulunur ki, bu da C  nin nM  de paralel olmasıdır. 

 (c)  (4.39) denkleminde  ve i j , indislerinin yerleri değiştirilirse,  

      , 0h k h h k
i j i j k ik jC C C∂ −Γ +Γ =

ve (4.38) eşitliğinden çıkarılırsa, 

      k h h k
ji k ki jT C T C=  ,                                                                                                     (4.40) 

elde edilir. Burada her ,Y Z ∈  1
0 ( n )Mℑ  için 

                                                                                              (4.41)                   

(4.40) denkleminden 

( ( , )) ( , )C T Y Z T CY Z=

( ,T Y )) ( , ) ( ( , ))CZ T CZ X C T Z Y= − = = ( ( , ))C T Y Z    

ve    eşitlikleri elde edilir ( ( , )) ( , ) ( , )C T Y Z T CY Z T Y CZ= =

(d) (4.38) ve (4.39) denklemlerindeki kısmi türevleri (4.36) denkleminde yerine 

yazarsak,  nin tüm kısmi türevleri yok olur. Böylece herhangi  h
jC , ,X Y Z ∈ 1

0 ( )Mℑ  için  

     ,                                                                                               (4.42)                   

denklemi elde edilir. Burada T ,C  ye göre 

h k h
k j li k li jC T T C∇ =∇ k

φ - tensörüdür.                                             

Tersine, eğer  (a), (b), (c) ve (d) şartları mevcut ise, X%  in bir infinitesimal afin dönüşüm 

olduğu görülür. Böylece Teorem 4.4.1 ispatlanmış olur. 

 

4.5.  Tanjant Demette  Konneksiyonuna Göre Fibre-Koruyan İnfinitesimal 

Afin Dönüşümler 

H∇

( nT M )

( )nT M

 nin her bir fibresini yine bir fibreye dönüştüren dönüşüme fibre-koruyan 

dönüşüm denir. Ayrıca,  deki bir infinitesimal afin dönüşüm fibre-koruyan 
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dönüşümlerin bir lokal bir parametreli grubunu üretiyorsa,  yine bu dönüşüme fibre-

koruyan infinitesimal afin dönüşüm denir. 

h

h

X

X

⎛ ⎞
⎜⎜
⎝ ⎠

%

%
⎟⎟  bileşenlerine sahip bir X%

1, 2

 infinitesimal dönüşümünün fibre-koruyan olması için 

gerek ve yeter şart  ( ,..., )hX h = n%  bileşenlerinin sadece  deki (( )nT M , )h hx y  

indirgenmiş koordinatlara göre 1,..., nx x  değişkenlerine bağlı olmasıdır (Yano and 

Ishihara, 1973). 

  
'

'

1

1 1 2

( ,..., )

( ,..., , ,..., )

h h h n

h h h n n n

x x X x x t

x x X x x x x+

⎧ = + Δ⎪
⎨

t= + Δ⎪⎩

%

%
 

ifadesinden görülür ki, 
h

h

X

X

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

%

%
 bileşenlerine sahip bir X%  fibre-koruyan infinitesimal 

dönüşüm  nM  baz uzayında hX%  bileşenli bir X  infinitesimal dönüşüm indirger. Ayrıca 

(4.27) denkleminde k
j i k

hX∂Γ ∂ % =0 ve 0s k h
sji ky R X∂ =% , olduğundan aşağıdaki teoremi ifade 

edebiliriz: 

4.5.1. Teorem : Eğer X% , H∇  konneksiyonuna göre  de fibre koruyan 

infinitesimal afin dönüşümü ise

( )nT M

X%  den nM  üzerine indirgenen X  infinitesimal 

dönüşümü de ∇  konneksiyonuna göre afin dönüşümdür. 

 

4.5.2. Teorem: ∇ , nM  de bir Riemannian konneksiyonu olmak üzere her 1
0 ( )nX M∈ℑ  

için  

( )( ,C
H C C

X
L Y∇ )Z ( )( , ) ( )(  , ,C C C

X XL Y Z L R Yγ= ∇ + )Z

C X Y
Z

C
H C

X Y
Z

 

şeklindedir. 

İspat:    
[ , ]

( )( , ) ( ) ( ) CC C C C C
H C C H C H C H C

X X Y Y X
L Y Z L Z L Z∇ = ∇ − ∇ − ∇

                             
[ , ]

[ ( ) ( ( , ) )] ( )C C
C H C

Y XX Y
L Z R Y Z L Zγ= ∇ − − ∇ − ∇
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                            [ , ] [ , ( ( , ) )] ( ( )) ( (  , ) )C C C C
X Y X XX Y X R Y Z L Z R Y Lγ γ= ∇ − − ∇ + Z  

                             [ , ]( ) ([ , ] )]C
X Y Z R X Y Zγ− ∇ +  

                             [ , ]( ) ( ( )) ( ) ( ( , )C C C
X X Y X X Y XL Y L Z Z L R Y Zγ= ∇ − ∇ − ∇ − )

                            ( ( , ) ) ( (  , ) )X XR Y L Z R L Y Zγ γ+ +  

                             ( )( , ) ( (  , ) (  , ) (  , ) )C C C
X X XL Y Z L R Y Z R Y L Z R L Yγ= ∇ + − + + X Z

)Z                            . ( )( , ) ( )(  , ,C C C
X XL Y Z L R Yγ= ∇ +

Burada (  , )R X Y  her 1
0 ( n )Z M∈ℑ  için ( ) ( , )W Z R Z X Y=  şeklinde bir (1,1) tipli W  

tensörü tanımlar. 

 

X%  ve X , Teorem 4.5.1 de verildiği gibi olsun. Teorem 4.5.2 den görürüz ki, eğer X , 

 göre infinitesimal automorphism iseW cX , H ∇  konneksiyonuna göre   de bir 

infinitesimal afin dönüşümdür. 

( )nT M

cX  nin bileşenleri 
h

h

X
X

⎛
⎜
∂⎝ ⎠

⎞
⎟  olduğundan cX X−%  nin, H ∇  

konneksiyonuna göre   de bir dikey infinitesimal afin dönüşüm olduğu görülür. 

Böylece aşağıdaki teoremi ifade edebiliriz: 

( )nT M

Teorem 4.5.3. Eğer X% , H ∇  konneksiyonuna göre   de bir fibre-koruyan 

infinitesimal afin dönüşüm ve W  göre infinitesimal automorphism ise bu durumda   

( )nT M

X% = cX + vD Cγ+   Teorem 4.4.1 deki (a), (b) ve (c) şartlarını sağlar. Burada  ve , 

sırasıyla, (1,0) ve (1,1) tipli  tensörlerdir. 

D C

4.6  H g  Metriği ile Tanımlanan İnfinitesimal İzometriler (Killing Vektör Alanları) 

X%  vektör alanı ( )  de indirgenmiş koordinatlara göre bileşenleri nT M ( )
h

A
h

X
X

X

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

%
%

%
 

olan bir vektör alanı olsun. Bu durumda H X∇ %  in kovaryant türevi, indirgenmiş 

koordinatlara göre,  

 



 
 

80

                                                    H J J H J
I I IM

MX X∇ = ∂ + Γ% X%                                        (4.43) 

bileşenlerine sahiptir, burada H J
IMΓ  ler H∇  konneksiyonunun katsayılarıdır. 

 
h i s h i
i six y xΓ = Γ  olmak üzere ( )nT M  deki indirgenmiş koordinatlara göre bir 

1
0 ( )nX M∈ℑ

1
0 ( (H X T∈ℑ

 vektör alanının  dikey lifti,  tam lifti ve 

 yatay liftinin bileşenleri, sırasıyla,  

1
0 ( (X T∈ℑ ))V

nM 1
0 ( ( ))C

nX T M∈ℑ

))nM

                     
0V

h
X

x
⎛

= ⎜
⎝ ⎠

⎞
⎟  ,      

h
C

h

x
X

x

⎛ ⎞
= ⎜⎜∂⎝ ⎠

⎟⎟  ,       
h

H
h i
i

x
X

x

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟⎜ ⎟−Γ⎝ ⎠

    (4.44) 

 şeklindedir. 

 

Şimdi V X , C X  ve H X  vektör alanlarının  metriğine göre Lie türevlerini, (4.44)  

denklemi ve  konneksiyonunun katsayılarını  kullanılarak hesaplarsak sırasıyla, 

H g
H∇

V
V V

        

    

0 0
( )

0

0
( )

( ) ( )

0
( )

c

H

H H J H I
i jI JX

j i

j i
i jH H c J H c I

I J s i j s j i k j iX
s j i sik sjk i j

j i
i jH H H J H H I

I J j h i h j iX
h i h j i j

L g X X
X X

X X
L g X X

y X X y R R X X X

X X
L g X X

X X X X

⎫⎛ ⎞
= ∇ + ∇ = ⎜ ⎟∇ +∇⎝ ⎠

⎛ ⎞∇ +∇
= ∇ + ∇ = ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∇ +∇ − + ∇ +∇⎝ ⎠

⎛ ⎞∇ +∇
= ∇ + ∇ = ⎜ ⎟⎜ ⎟−Γ ∇ −Γ ∇ ∇ +∇⎝ ⎠

⎪
⎪
⎪
⎪
⎬
⎪
⎪
⎪
⎪
⎭

(4.45) 

 
denklemleri elde edilir. 

0k
i X∇ =  olduğu dikkate alınırsa     0j k

sikR X =  ve     0i k
sjkR X =  olur. Buradan aşağıdaki 

teoremi ifade edebiliriz: 

 

4.6.1. Teorem: nM  deki bir X  vektör alanının  metriğine sahip ye H g ( )nT M

a)   dikey V 1
0 ( ( ))nX T M∈ℑ

b)   tam 1
0 ( ( ))c

nX T M∈ℑ

c)   yatay 1
0 ( ( ))H

nX T M∈ℑ

liftlerinin yine  de Killing vektör alanı olması için gerek ve yeter şart, sırasıyla,  ( )nT M
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a)   X in nM  de Killing vektör alanı olması, 

b)   X in nM  de kovaryant türevi sıfır olan Killing vektör alanı olması, 

c)   X in nM  de kovaryant türevi sıfır olan Killing vektör alanı olmasıdır. 

Eğer X  ve Y , nM  de Killing vektör alanları ise Killing vektörün tanımından   

[ ], ( ) ( )X Y Y Xx yL g L L g L L g 0= − = ,                                                                  (4.46) 

yani   [ ],X Y , nM  de Killing vektör alanıdır (Kobayashi and Nomizu 1963). 

 

Verilen 1
0, ( n )X Y M∈ℑ  için (1,1)  tipinden  tensör alanını  XA Y

[ ] [ ],( ) ( )( , ) ,X X X Y X YA Y Z L Y Z L Z Z= ∇ = ∇ −∇ , 1
0 ( )nZ M∀ ∈ℑ       (4.47) 

olarak tanımlayalım. Bu durumda    

   [ ]VV , ,cX Y X⎡ ⎤ =⎣ ⎦ Y ,  [ ], ,cc cX Y X⎡ ⎤ =⎣ ⎦ Y ,  [ ], , (Hc H
X )X Y X Y Aγ⎡ ⎤ = −⎣ ⎦ Y

)n

         (4.48) 

şeklinde yazılır, burada 1
0( ) (XA Y Mγ ∈ℑ  nın bileşenleri 

      0
( )s h

X sy A Y
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 dır. 

Bir 1
0 ( n )X M∈ℑ  vektör alanı verilmiş olsun. Eğer X vektör alanı 0  şartını 

sağlıyor ise X vektör alanına 

XL ∇ =

∇  afin konneksiyonuna göre infinitesimal dönüşüm denir. 

Buna göre (4.47) ve  (4.48) den  

                                        [ ], Hc H ,X Y X⎡ ⎤ =⎣ ⎦ Y                                              (4.49) 

eşitliğini yazarız.  metriğinin H g [ ]V ,X Y  ve [ ],c X Y  ye göre Lie türevleri hesaplanırsa  

[ ] ,,
( ) (V V cV c

H H H
X Y Y XX YX Y

L g L g L L g L L⎡ ⎤
⎣ ⎦

= = − )c V
H g

)c c
H g

 

                                                       (4.50) 
[ ] ,,

( ) (c c cc c
H H H

X Y Y XX YX Y
L g L g L L g L L⎡ ⎤

⎣ ⎦
= = −

elde edilir. Böylece (4.45) ve (4.50) den aşağıdaki teoremi ifade edebiliriz: 

 

4.6.2. Teorem : nM  deki [ ],X Y  vektör alanının dikey ve tam liftlerinin  de  

metriğine göre Killing vektör alanı olması için yeter şart 

( )nT M H g

X  ve Y  vektör alanlarının 

nM  de kovaryant türevleri sıfır olan Killing vektör alanları olmasıdır.  
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nM  de X  bir infinitesimal afin dönüşüm olsun. (4.46) ve (4.50) den  

                                    (4.51) 
[ ] ,,

( ) (H c Hc H
H H H

X Y Y XX YX Y
L g L g L L g L L⎡ ⎤

⎣ ⎦
= = − )H c

H g

yazılır. Buna göre (4.45) ve (4.51) ifadeleri göz önüne alınırsa aşağıdaki teoremi ifade 

edebiliriz: 

 

4.6.3. Teorem: nM  deki [ ],X Y  vektör alanının yatay liftinin  de  metriğine 

göre Killing vektör alanı olması için yeter şart 

( )nT M H g

X  ve Y  vektör alanlarının nM  de 

kovaryant türevleri sıfır olan Killing vektör alanları olmasıdır.  

4.7.   İnfinitesimal Holomorphically Projective Dönüşümler 

 

( ,n )M g  bir Riemannian manifoldu, ∇ ,  metriği vasıtası ile tanımlanan Riemannian 

konneksiyonu ve  ler de 

g

a
jiΓ ∇  konneksiyonunun konneksiyon katsayıları olsun. 

{ }h∂ doğal çatısında  ve 
j

a
i∇ ∂ = Γ ji a∂∂ ∇  konneksiyonunun R  eğrilik tensörü h

kjiR  

şeklindedir. 

 

nM  üzerinde verilen  Riemannian konneksiyonu ile her  indirgenmiş 

koordinat komşuluğunda yeni bir çatı tanımlanır. 

∇ 1( )Uπ − ⊂ ( )T M

nM nin her  lokal haritasında ( )hU x

1
( ) 0 ( )h

j jj hX M
x x

δ∂ ∂
= = ∈ℑ
∂ ∂

 

eşitliği yazılır. Sayıları 2n tane olan bu ( )
H

jX  ve ( )
V

jX  local vektör alanları,  

tanjant uzayının her  noktasında bir baz oluşturur ve bileşenleri de  

deki 

( ( ))PT T M

( )T M1( )P π −=% P

,Hx xh hx
∂ ∂⎧ ⎫= ⎨ ⎬∂ ∂ ∂⎩ ⎭ ⎩ ⎭

∂⎧ ⎫
⎨ ⎬ doğal çatıya göre 

                                        ( )
H h s

j j h sj hX yδ h= ∂ − Γ ∂ ,                                          (4.52) 

                                                    ( )
V

jj hX δ h= ∂ ,                                                         (4.53) 
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şeklindedir. Burada j
iδ -Kronecker deltasıdır. ( )

H
jX  ve ( )

V
jX  local vektör alanları lineer 

bağımsızdır ve sırasıyla  konneksiyonunun yatay dağılımını ve nin dikey 

dağılımını üretir. 

∇ ( )T M

 
{ }( ) ( ),H V

j jX X  kümesine  de 1( ) ( )U T Mπ − ⊂ ∇  afin konneksiyonuna adapte olunmuş 

çatı denir.  Özel olarak eğer , ( )
H

j jE X= ( )
V

jE = jX   şeçilir ise adapte olunmuş çatı 

{ } { },j jE E Eβ =  şeklinde yazılır. Buradan aşağıdaki Lemma’ yı elde ederiz. 

 
 

4.7.1.  Lemma : de adapte olunmuş çatıda Lie parantezi aşağıdaki şartları sağlar: ( )T M
 

                           

  ,

,

, 0.

b a
j i ijb a

a
j ji ai

j i

E E y R E

E E E

E E

⎫⎡ ⎤ =⎣ ⎦ ⎪⎪⎡ ⎤ = Γ ⎬⎣ ⎦
⎪

⎡ ⎤ = ⎪⎣ ⎦ ⎭

                                             (4.54) 

g ,  bileşenlerine sahip Riemannian metriği olmak üzere jig

                             2j i j
ji jig a dx dx g dx yiδ= +%                                     (4.55) 

şeklinde tanımlanan  metriği  de singüler olmayan bir Pseudo-Riemannian 

metriğidir. Burada , 

g%

(a =

( )T M

n)jia M  de (0,2) tipli simetrik tensör alanıdır.  metriği 

de adapte olunmuş çatıda 

g%

( )T M

( ) 0
ji ji

ji

a g
g g

gβγ

⎛ ⎞
= = ⎜ ⎟

⎝ ⎠
% %  

şeklinde bileşenlere sahiptir. Buradan C Vg g a= +%  eşitliği elde edilir ve sırasıyla 

, metriğinin   ye tam, V  ise a  tensörünün  dikey liftleridir. C g g ( )T M a ( )T M

 
 
Şimdi  de    şeklinde tanımlanan 1( )Uπ −

   
B

Bdxα αω = %A αω  lokal 1-formunu gözönüne 
alalım. Burada  
 

                        
   

      

0h h h
j j j

B s h hh h
sj jj j y

α
⎛ ⎞ ⎛ ⎞δ

= =⎜ ⎟ ⎜⎜⎜ ⎟ ⎟⎟Γ δ⎝ ⎠⎝ ⎠

% %
%

% %

A A
A

A A
                                  (4.56) 
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matrisi  

                
    

   
    

0hh h
j j jA

s h hhh
sj jj j

⎟⎟yβ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞δ
= =⎜ ⎟ ⎜⎜⎜ ⎟ − Γ δ

AA
A

AA ⎝ ⎠⎝ ⎠
                              (4.57) 

matrisinin tersi olan matrisdir ve bu matrisin çatı (baz) değişimi ise    A
AEβ β= ∂A  

şeklinde tarif edilir. Sayıları 2n  tane olan bu  αω  1-formları lineer bağımsızdır ve { }αω  

kümesine de  de adapte olunmuş ko-çatı denir. ( )T M

 

Çeşitli indislerinin değişim aralığı , , , , , ,...a b c i j h { }1,..., n  ve , , , ,...α β λ μ  indislerinin 

ise { }1,..., ; 1,..., 2n n n+ olmak üzere 

                              
   

   

,  A s h
j j A j sj h

A
Aj j j

E y

E

⎫= ∂ = ∂ − Γ ∂ ⎪
⎬

= ∂ = ∂ ⎪⎭

A

A
                                          (4.58) 

ve  
 

                     

   

,  j j B j
B

j j B h
B

dx dx

dx y

⎫ω = = ⎪
⎬

ω = = δ ⎪⎭

%

%

A

A
                                                     (4.59)  

eşitlikleri elde edilir. Burada   şeklindedir. h h b h
bay dy y dxδ = + Γ a

 
{ }Eβ  adapte olunmuş çatısı non-holonomic olduğundan 

                                            ,E E Eγα β αβ⎡ ⎤ = Ω⎣ ⎦ γ  

eşitliği elde edilir. Burada   α
γβΩ  ya  non-holonomic obje denir ve  

                                       
  ( )A A
AE Eα α

γβ γ β β γΩ = − %A A A  

şeklinde ifade edilir.  

 

Böylece (4.56), (4.57) ve (4.58) eşitliklerinden  α
γβΩ  non-holonomic objelerinin 

bileşenleri adapte olunmuş çatıda 

                  
  r r r

jll j j l

 r   r
lj jl ljkR

⎫Ω = −Ω = Γ
r

⎪
⎬

Ω = −Ω = − ⎪⎭
                                                   (4.60) 

şeklinde olup diğer bileşenler sıfırdır. 

 

 



 
 

85

Eğer ∇ ,  metriği ile tanımlanan Levi-Civita konneksiyonu ise% g% 1
0, ( ( ))X Y T M∀ ∈ℑ% %  için 

                              ( , ) , 0X YT X Y Y X X Y⎡ ⎤= ∇ −∇ − =⎣ ⎦% %
% % % % % % % % %  

ifadesinden adapte olunmuş çatıda 

                   α α
γβ βγ γβΓ −Γ = Ω% % α                                                              (4.61) 

eşitliği elde edilir. Burada α
γβΓ%  lar ∇%  Levi-Civita konneksiyonunun katsayılarıdır. 

Her 1
0, , ( ( ))X Y Z T M∈ℑ% % %  için ( )( , )X g Y Z 0,∇ =%

% % %% eşitliği adapte olunmuş çatıda  

                  0E g g gε ε
δ γβ δγ εβ δβ γε− Γ −Γ =% %% % %                                               (4.62) 

şeklinde ifade edilir. Böylece (4.61) ve (4.62) eşitliklerinden  

  
   

1 1( ) (
2 2

g E g E g E gα αε α α α )βγ β εγ γ βε ε βγ βγ βγ γβΓ = + − + Ω +Ω +Ω% % % % % ,     (4.63) 

elde edilir. Burada   
α

γβΩ   lar   
  g gα αε δ
γβ δβ εγΩ = Ω% %  şeklinde ifade edilir. 

 

Adapte olunmuş çatıda  metriğinin g% gαε% kontravaryant bileşenleri 
 

                                                                          (4.64) 
0

( )
hr

hr hr

g
g

g a
αε ⎛ ⎞

= ⎜
−⎝ ⎠

% ⎟

şeklindedir. 
 
(4.62), (4.63) ve (4.64) denklemlerinden adapte olunmuş çatıda  
 

h h
ji jiΓ = Γ% ,   h b h h

ji bji jiy R H+%Γ = , 0h
jiΓ =% ,  

0h
jiΓ =% , h h

jijiΓ = Γ% , 0h
jiΓ =% , 0h

jiΓ =% , 0h
jiΓ =%                                   (4.65) 

şeklindedir. Burada lar {h
jiΓ }i∂ doğal çatısında  metriği ile tanımlanan Levi-Civita 

konneksiyonunun katsayıları ve  ise 

g

h
jiH nM  manifoldunda  

                                           1 ( )
2

h hr
ji j ri i jr r jiH g a a a= ∇ +∇ −∇   

şeklinde tarif edilen (1,2) tipli tensör alanıdır. 

 

Eğer X% , de ( )T M X α%  frame bileşenlerine sahip bir vektör alanı ise bu frame bileşenler 
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                       ( )X E X Xμ
λ α λ α λα μ∇ = −Γ% % % %%                                            (4.66) 

şeklinde tanımlanır. Buradaki   α
λμΓ%  ler (2.15)  de ifade edildiği gibidir. 

(4.65) ve (4.66) dan aşağıdaki Lemma’yı yazabiliz: 

4.7.2. Lemma:  de synectic lift metriği vasıtasıyla tanımlanan  Levi-Civita 

konneksiyonu aşağıdaki şekilde tanımlanır: 

( )T M ∇%

                  

( )  

0, 0.

j

j

j j

a b a a
E i ji a bji ji a

a
E ji ai

E i E i

E E y R H E

E E

E E

⎫∇ = Γ + +
⎪⎪∇ = Γ ⎬
⎪

∇ = ∇ = ⎪⎭

%

%

% %

                                (4.67) 

 

Şimdi  de her( )T M 1
0 ( ( ))X T M∈ℑ  için   

H VJ X X=% ,  V HJ X X= −%

                                                 i iJE E=% , iiJE E= −% . 

şeklinde tanımlanan (1,1) tipli  tensör alanını göz önüne alalım. Buradan J% 2J I= −%  

elde edilir. Böylece  tensor alanı ( )  de almost kompleks yapı olur. Bu yapıya 

adapte olunmuş almost kompleks yapı denir ve  tensör alanının integrallenmesi 

sadece ve sadece 

J% T M

J%

nM  manifoldunun lokal flat olması ile mümkündür. 

 4.7.1. Teorem: ( , )M g  Riemannian manifoldu ve almost kompleks yapı ile birlikte 

synectic lift metriği vasıtasıyla tanımlanan ∇%  Levi-Civita konneksiyonuna sahip  

tanjant demeti verilmiş olsun. V  vektör alanının de  associated 1-formu 

vasıtasıyla tanımlanan infinitesimal holomorphically projective dönüşüm olabilmesi  

sadece ve sadece aşağıdaki şartları sağlayan 

( )T M

% ( )T M Ω%

,  (0
0 )Mϕ ψ ∈ℑ , ( )hB B= , 

, , (  1
0( ) (hD D= ∈ℑ )M (= )h

iA A ) ( )h
iC C= 1

1 M∈ℑ  var olması ile mümkündür: 

1.  
2
2

h h a h h a h
a a

h a h h a hh
a a

V B y A y y y
D y C y y yV

ϕ
ψ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ + − Ψ
=⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ + + + Φ⎝ ⎠⎝ ⎠

%

%
, 
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2. ( , ) ( , ) ( ,i i i ii ψ ϕΩ Ω = ∂ ∂ )iΨ Φ% % , =
3. 0i j∇ Φ = , 0i j∇ Ψ = , 

a a
i j j i i jA aδ δ∇ = Φ −Φ , 4. 

  2a a a h a a h
i j j i i j hij hi j jiC B R H Aδ δ ϕ∇ = Ψ −Ψ − − − , aH

aH
h

5. 
  2a a h a a a h a

B ji j i hji j i i j ji h jiL B B R H Aδ δ ϕΓ = ∇ ∇ + = Ψ +Ψ + + , 6. 
7. j

  2a h a a a h a h a a a h a
D j i hji j i i j h ji ji h ji jh i hiL D D R B H H C H H B H Bδ δ ψ∇ = ∇ ∇ + = −Φ −Φ − ∇ + + − ∇ − ∇ , 

8. h R          ( ) 2h a h a a a h a h h a a
h bji bji h b hji bjh i bhi j b h ji j hi b jiB R R C C R B R B A H H Hϕ∇ = − − ∇ − ∇ − ∇ −∇ − ∇ , a

, 

, 

11. . 

9. A ϕ    2 0h a a
b hij bijR R+ =

10. Φ0a
l jiHΨ = , 0a

l jiH =
  0a

l kjiRΦ = ,   0a
l kjiRΨ =

 
h

a a
a ah

V
V V E V

V

⎛ ⎞
= = +⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

%
% %

%
E%   ve  ( , ) a a

i a ai dx yδΩ = Ω Ω = Ω +Ω% % % % %  Burada şeklindedir. 

 
 
İspat: V%  vektör alanı ( )T M de Ω%  associated 1-formu ımlanvasıtasıyla tan an 

infinitesimal holom şüm olsun. Yani orphically projective dönü 1, 0 ( ( ))X Y ∈ℑ% % T M için 

( )( , ) ( ) ( ) ( ) ( )VL X Y X Y Y X JX JY JY JX∇ = Ω +Ω −Ω −Ω%
% % % % % % % % % % % % % % % % % % %                  (4.68) 

olsun. ( )( , ) j i i jj i jVL E E∇ = Ω +%  eşitliğinden i i jE E E EΩ −Ω −Ω% % % %

                                     h h
j i i jj i V

hδ δ∂ ∂ = −Ω −Ω% % %                                                   (4.69)      
ve 

h h
i jj i j iV hδ δ∂ ∂ = Ω +Ω% % %                                           .                                                 (4.70) 

yazılır. (4.69) eşitliğinden  

                                                   a
ayψ ϕ= − + Ψ%  

 i iiψΩ = ∂ = Ψ% %                                                    
ve 
                                          h

a

şartlarını sağlayan 

 2h h a h h a
aV B y A y y yϕ= + + − Ψ%  

0 ( )n0 Mϕ∈ℑ , 1
0( ) (i n )MΨ = Ψ ∈ℑ , 1( ) (h

i n )1A A M= ∈ℑ , 

)1
0( ) (h

nB B M= ∈ℑ   vardır. Burada 1
1

a
aVn

ψ = − ∂
+

%%   şeklindedir. 

                                                  

 
Benzer şekilde (4.70) den  

a
ayϕ ψ= + Φ%                                                            (4.71)             
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                                                  ii iϕΩ = ∂ = Φ% %                                                          (4.72) 

ve  

                                                   2h h a h h a
aV D y C y y yψ= + + + Φ% h

a ,                         (4.73) 

 
şartlarını sağlayan 0

0 ( )nMψ ∈ℑ , 0
1( ) (i n )MΦ = Φ ∈ℑ , ( )hD D= ∈ 1

0 ( )nMℑ , 

vardır. Burada 1
1( ) (h

iC C M= ∈ℑ )n
1

1
a

aVn
ϕ = ∂

+
%%   şeklindedir. 

Ayrıca (4.68) eşitliğinden             

              ( )( , )i j i i j j ijV i jL E E E E E E∇ = Φ +Φ +Ψ +Ψ%
%                                     (4.74) 

veya 

( )( , )j j i i j jiVL E E E E E E∇ = Φ +Φ +Ψ +Ψ%
%

i ji  .                        

yazılır. (4.74) den 

            ( ) (a a a a
j i i j a j i i j aE Eδ δ δ δΦ +Φ + Ψ +Ψ ) =  

             { }( 2 ) ( )a a b a a
i j j i b i j j i b aA yδ ϕ δ δ= ∇ + ∂ − ∇ Ψ + ∇ Ψ E

aR

                                          (4.75) 

                         {        ( 2 2 ) ( 4a a h a a h a b h a h a
i j j i hij hi j ji b hij j bih bijC B R H A H y A R A Rδ ψ ϕ ϕ+ ∇ + ∂ + + + + + +

             }    ) ( 2 )b a a a b c a a
a i j j i b bi j ji b j icb c bij aH H y y R Rδ δ+ ∇ Φ + ∇ Φ − Ψ − Ψ + Ψ − Ψ E . 

eşitliği elde edilir. Bu eşitliğin her iki tarafı karşılaştırılırsa 

  j jϕΦ = ∂ ,  0i j∇ Φ =

  j jψΨ = ∂ ,  0i j∇ Ψ =
a a

i j j i i jA aδ δ∇ = Φ −Φ                                                                           (4.76) 
  2a a a h a a h

i j j i i j hij hi j jiC B R H Aδ δ ϕ∇ = Ψ −Ψ − − − aH                                                       
    2h a

b hij bijA R Rϕ= − a   0a
l kjiR, Ψ = , 0a

l jiHΨ =  

yazılır.  

 

Son olarak, ( )( , )j i j i i j j iiVL E E E E E E∇ = Ψ +Ψ −Φ −Φ%
%

j  eşitliğinden  
 
             { }( ) ( ) 2a a a a a h a a

j i i j a j i i j a B ji ji h ji aE E L H Aδ δ δ δ ϕΨ +Ψ − Φ +Φ = Γ − − H E            (4.77)                    

                    ( ){ 2a h a h a a a h a h
D ji h ji ji h ji jh i hi jL B H H C H H B H Bψ+ Γ + ∇ − − + ∇ + ∇  

                                       ( (b h a h a h a a h a h h
b hji h bji bji h bjh i bhi j b h jiy C R B R R C R B R B A H+ + ∇ − + ∇ + ∇ + ∇ a
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                    ) (       ) 2 3a a a a b c a a
j hi b ji i jb j bi c bji c bij j cibH H H H y y R R Rϕ−∇ + ∇ −Φ − Φ + Φ +Φ −Φ a                    

                    )}          2 2a a a h a h a
i cjb c bji j cib c h bji c j hib aR R R A R A Rϕ ϕ−Φ + ∇ + ∇ + ∇ + ∇ E

aH

h

, 

ifadesi yazılır ve buradan       
  2a a a h a a h a

B ji j i hji j i i j ji h jiL B R B H Aδ δ ϕΓ = ∇ ∇ + = Ψ +Ψ + +                           (4.78) 
                                                  

  
  

       2

a h a
D j i hji

a a h a h a a a h a
j i i j h ji ji h ji jh i hi j

L D D R

B H H C H H B H B

∇ =∇ ∇ +

= −Φ −Φ − ∇ + + − ∇ − ∇δ δ ψ
     (4.79) 

          

                   ( ) 2

h a h a h a a h a
h bji bji h b hji bjh i bhi j

h a a a
b h ji j hi b ji

hB R R C C R R B R

A H H Hϕ

∇ = − − ∇ − ∇

− ∇ −∇ − ∇

B

)

                              (4.80) 

ve 
 ,                                                                                  (4.81)                      0a

l bjiRΦ = 0a
l jiHΦ =

                                                                                                                                
eşitlikleri elde edilir. Böylece Teorem 4.7.1 in ispatı tamamlanmış olur. 
 
Teorem 4.7.1  in kullanılmasıyla aşağıdaki teoremi  yazabiliriz: 
 
 
4.7.2. Teorem : ( ,nM g  Riemannian manifoldu ve almost kompleks yapı ile birlikte 

synectic lift metriği vasıtasıyla tanımlanan ∇%

nT M

 Levi-Civita konneksiyonuna sahip 

 tanjant demeti verilmiş olsun. Eğer  tanjant demetinde afin olmayan bir 

infinitesimal holomorphically projective dönüşüm varsa 

( nT M ) ( )

nM manifoldu lokal flat ve (0,2) 

tipli  simetrik tensör alanının kovaryant türevi sıfırdır. ( jia )

İspat :  V , %
nM  manifoldunda afin olmayan bir infinitesimal holomorphically projective 

dönüşüm olsun. Teorem 4.7.1 de (3) denkleminin kullanılmasıyla 2 2 0i i∇ Φ =∇ Ψ =  

eşitliğini yazarız. Böylece Φ  ve Ψ  nM  manifoldunda sabit olur. Şimdi nM  

manifoldunun lokal flat ve (0,2) tipli  simetrik tensör alanının kovaryant türevinin 

sıfır olmadığını kabul edelim. Buradan Teorem 4.7.1 de (10) ve (11) denklemleri 

vasıtasıyla  yazılır ve bu da V  vektör alanının infinitesimal afin dönüşüm 

olması demektir. Bu bir çelişkidir. Dolayısıyla, 

( )jia

%0Ψ =Φ =

nM  manifoldu lokal flat ve (0,2) 

tipli  simetrik tensör alanının kovaryant türevi sıfırdır. ( jia )
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5. SONUÇ 

Sunulan bu tezde amaç tanjant demette alınan vektör alanlarının yine bu demette alınan 

özel liftlere (synectic lift, horizontal lift) göre infinitesimal afin dönüşüm ve 

infinitesimal izometri olma durumları incelemektir. 

Bu çalışmada ilk olarak tanjant demette  synectic metriği vasıtasıyla tanımlanan gS S∇  

konneksiyonuna göre bir X  vektör alanının infinitesimal afin dönüşüm olması için 

gerek ve yeter şart ispatlandı. Daha sonra yine  synectic metriğine göre bir gS X  vektör 

alanının infinitesimal izometri olması için gerek ve yeter şart ispatlandı.  

İkinci olarak, tanjant demette  metriği vasıtasıyla tanımlanan  konneksiyonuna 

göre bir 

H g H∇

X  vektör alanının infinitesimal afin dönüşüm olması için gerek ve yeter şart 

ispatlandı. Daha sonra yine  metriğine göre bir H g X  vektör alanının infinitesimal 

izometri olması için gerek ve yeter şart ispatlandı.  

Ayrıca, son olarak yine  synectic metriği vasıtasıyla tanımlanan  konneksiyonuna 

göre bir 

gS S∇

X  vektör alanının IHPT  (Infinitesimal Holomorphically Projective 

Transformation) olma durumları incelendi ve bu vektör alanın IHPT olması için gerek 

ve yeter şart ispatlandı.  

 
 
 
 
 
 
 
 

 

 



 
 

91

KAYNAKLAR 

Aras, M., 2005.  Metrikli Riemannian Manifoldu. Atatürk Üniversitesi, 
Yayınlanmamış Doktora Tezi, Erzurum. 

agg VCS +=

Bishop R.L. and Goldberg S.I., 1968. Tensor Analysis on Manifolds. The Mcmillan 
Company, New York, p.19-135. 

Cengiz N. and Salimov A.A., 2002. Complete lifts of Derivations to Tensor Bundles. 
Bol. Soc. Mat. Mexicana (3) vol. 8, 75-82. 

Davies, E.T., 1966. Some Applications of the Theory of Parallel Distributions, Hlavaty 
Testscript, 80-90. 

Davies, E.T., 1969. On the Curvature of the Tangent Bundle, Annali di Mat.,(I∇ ), 81, 
193-204. 

Hasegawa I. and Yamauchi K., 1979. On infinitesimal holomorphically projective 
transformations in compact Kaehlerian manifolds. Hokkaido Math. J. 8, 214-
219. 

Hasegawa I. and Yamauchi K., 2003. Infinitesimal holomorphically projective            
transformations on the tangent bundles with horizontal lift connection and 
adapted almost complex structure. Journal of Hokkaido Univ. of Education, 53, 
1-8. 

Hasegawa I. and Yamauchi K., 2003. Infinitesimal projective transformations on the 
tangent bundles with lift connections. Scientiae Mathematicae Japonicae 57, 3: 
e7, 489-503. 

Hasegawa I. and Yamauchi K., 2005. Infinitesimal holomorphically projective 
transformations on the tangent bundles with complete lift connection. 
Differential Geometry-Dynamical Systems, Vol. 7, 42-48. 

Ishihara S., 1957. Holomorphically projective changes and their groups in an almost 
complex manifold, Tôhoku Math. . J. 9, 273-297. 

Kobayashi S. and Nomızu K., 1963. Foundations of Differential Geometry. Interscience 
Publishers. 

Ledger, A.J., and Yano, K., 1965. The Tangent Bundle of a Locally Symmetric Space, 
Jour. London Math. Soc., 40, 487-492. 

Ledger, A.J., and.Yano, K, 1967. Almost Complex Structures on Tensör Bundles, Jour. 
Diff. Geom., 355-368. 

Magden  A. and Salimov A. A., 2001. Horizontal  lifts  of  tensor fields to sections of 
the tangent bundle. Izv. Vyssh. Uchebn. Zaved. Mat., Vol: 3, p.77- 80. 

Mağden, A., Cengiz, N. and Salimov, A.A., 2004. Horizontal lifts of affinor structures 
and its applications, Applied Mathematics and Computation, 156, 255-261. 

Mayers  S. B. and Steenrod  N. E., 1939. The group of  Isometries of  a  Riemannian 
manifold. Annals of  Math. 40, 400-416. 

Nomizu K. and Yano K., 1964.  On infinitesimal transformations preserving the 
curvature tensor field and its covariant differentials, Annales de l’institutFourier, 
tome 14, 2, 227-236. 

Pavlov  E., 1992. Conformal-holomorphic metrics. Tensor,  New Ser. 51, No.1, 26-32. 
Salimov A.A. and Mağden A., 2008. Diferensiyel Geometriye Giriş. Atatürk 

Üniversitesi. 

 



 
 

92

Sasaki S., 1958. On the differential geometry of tangent bundles of Riemannian 
manifolds, Tohoku Math. Jour. J., 10, 338-358. 

Tachibana S. and Ishihara S., 1960. On infinitesimal holomorphically projective 
transformations in Kählerian manifolds, Tôhoku Math. . J. 10, 77-101. 

Tachibana S., 1960. Some theorems on locally product Riemannian spaces. Tohoku 
Math. J., 12, 281-292. 

Tachibana, S. and Okumara M., 1962. On Almost-Complex Structure of Riemannian      
Spaces, Tohoku Math. Jour., 14,156-161. 

Talantova  N. V.  and  Shirokov A.P., 1975. A note on  a  metric in  the tangent  bundle.   
            Izv.Vyssh. Uchebu. Zaved. Math. 6: 143-146. 
Vishnevskii V.V., 1970. Affinor structures of affine connection spaces. Izv. Vuzov. 

Math., No 1, 12-23.   
Vishnevskii V.V., Shirokov A.P. and Shurygin V.V., 1985. Spaces over algebras. Kazan 

Gos. University, Kazan, Russian. 
Yano K., 1957. The Theory of Lie Derivatives and Its Applications, Amsterdam. 
Yano K., 1959. Affine connections in an almost product space. Kodai Math. Sem. Rep. 

11, 1-24. 
Yano, K. and Kobayashi S., 1966. Prolongations of Tensor fields and Connections to 

Tangent Bundles, I. General Theory, Jour. Math. Soc. Japan, 18, 194-210. 
Yano, K. and Ishahara, S., 1966. Differential Geometry in Tangent Bundle, Kodai 

Math. Sem. Rep., 18, 271-292 
Yano, K. and Ishahara, S., 1967. Almost complex structures induced in tangent bundles 

Kodai Math. Sem. Rep., 19, 1-27. 
Yano K. and Patterson E.M., 1967. Vertical and complete lifts from a manifold to its 

cotangent bundles, Jour. of Math. Soc., Japan. 
Yano K. and Ako M., 1968. On certain operators associated with tensor fields. Kodai 

Math. Sem. Rep., 20, 414-436. 
Yano K. and Ishihara S., 1973. Tangent and Cotangent Bundles. Marcel Dekker Inc., 

New York. 
Yano K. and Kon M., 1984. Structure on manifolds. World Scientific, Singapore. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 

 

 



 
 

 

93

ÖZGEÇMİŞ 

1977 yılında Erzurum’un Olur İlçesinde doğdu. İlk ve orta öğrenimini Erzurum’da 

tamamladı. Lise öğrenimini de Ankara Hasanoğlan Atatürk Anadolu Öğretmen 

Lisesi’nde tamamladı. 1996 yılında girdiği Atatürk Üniversitesi K. Karabekir Eğitim 

Fakültesi Matematik Bölümü’nden 2000 yılında mezun oldu. Aynı yıl Atatürk 

Üniversitesi K. Karabekir Eğitim Fakültesi Matematik Bölümü’nde yüksek lisans 

öğrenimine başlayıp bunun yanında Erzurum Nevzat Karabağ Anadolu Öğretmen 

Lisesinde matematik öğretmeni olarak görev yaptı. 2002 yılında Atatürk Üniversitesi 

Fen Bilimleri Enstitüsüne bağlı olarak Matematik Bölümünde araştırma görevlisi olarak 

göreve başladı. Halen bu görevine devam etmektedir. 

 
 


	1-08.02.2009 tümtez 2
	2-Kürşat
	3-08.02.2009 tümtez 1
	Ocak 2009


