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1. GİRİŞ 

Diferensiyel Geometri objelerinin tensör demetlere liftlerinin (genişlemelerinin) 

incelenmesi, geometrinin hızlı bir şekilde gelişen bölümlerinden birisidir. (1,0)  tipli 

tensör demeti olan tanjant demette lift problemlerine, Yano ve Kobayashi (1966) 

çalışmasıyla başlanmıştır. Daha sonra bu çalışma referans alınarak bu alanda birçok 

çalışma yapılmıştır. Ama “lift” kavramı “genişleme” anlamında Yano ve Kobayashi’den  

daha önce yapılan Sasaki (1958)’nin  çalışmalarında “devam” adı altında görülmektedir. 

Ayrıca Yano ve Petterson (1967) çalışmasında lift konusu, (0,1)  tipli bir tensör demeti 

olan kotanjant demet için de incelenmiştir. Yano ve Ishihara (1973) çalışmasında ise, 

hem tanjant hem de kotanjant demetlerdeki dikey, tam, yatay ve diagonal liftlerle ilgili 

elde edilmiş önemli sonuçlara yer verilmiştir. Ayrıca Talantova ve Shirokov (1975) 

çalışmasında, tanjant demet ile dual cebir üzerinde inşa edilmiş holomorf manifoldlar 

arasında bir bağlantı elde edilmiş ve bu bağlantı lift konusunda milad kabul edilebilecek 

yeni bir yaklaşım ortaya çıkarmıştır. Bu yaklaşımın sonucu olarak sinjektik lift denilen 

liftlerin incelenmesine başlanmıştır. Benzer liftler yarım tanjant demette yapılmıştır 

(Vishnevskii 1983). Yüksek mertebeli tanjant demetlerde lift konusu plyural cebir ile 

bağlantılı olarak Morimoto (1968) ve Vishnevskii, Shirokov ve Shurygin (1985) 

çalışmalarında incelenmiştir.  

( , )p q  tipli tensör demette lift konusunun araştırılmasına Ledger ve Yano (1967) 

çalışmasıyla başlanmıştır. Bu çalışmada vektör alanın yatay ve tam liftleri ile türevleme 

işlemlerinin liftleri arasındaki bağlantılar araştırılmıştır. (1,1) tipli tensör demetin 

diferensiyel geometrisini Lai and Mok (2002)’de çalışmışlardır. Ayrıca Cengiz ve 

Salimov (2002) çalışmalarında, ( , )p q  tipli tensör demette türevlemelerin liftleri ile γ -

operatör diye adlandırılan operatörler arasında bağlantı kurmuşlar ve vektör alanlarının 

lift teorisini daha da geliştirmişlerdir. ( , )p q  tipli tensör demette (1,1)  tipli tensör 

alanlarının liftleri araştırılmamıştır. Bu alanda yapılan diğer Salimov (1994), Mağden ve 

Salimov (2001) çalışmalarında da bu konu çözülmeye başlanmış ancak konu natural 

(doğal)  çatıda yapılmıştır. (1, )q  tipli tensör demette (1,1)  tipli ϕ  tensörünün Cϕ  tam 



 
 

 

2

liftinin vektör alanının tam lifti olan C X  ye etki etmesi sonucunda ortaya çıkan obje 

yine bir tam lift şeklindedir. Yani; 

( ) ( ( ))C C CX Xϕ ϕ=  

dir. Ayrıca Mağden ve Salimov (2007 ) çalışmalarında (0, )q  tipli tensör demette (1,1) 

tipli tensör alanının tam lifti araştırmışlar ve hemen hemen integrallenebilir cebirsel 

yapının kesit boyunca (0, )q  tipli tensör demette tam liftinin de cebirsel yapı olduğunu 

göstermişlerdir.  

Tensör demette lift alma probleminin çözümünde Tachibana operatörü kullanılmıştır. 

Tachibana operatör teorisi ilk olarak Tachibana (1960, 1962) hemen hemen kompleks 

yapı ve genel afinor yapı için kullanmıştır. Daha sonra bu operatörün uygulamasıyla 

Yano (1965, 1966, 1968, 1973), Koto (1960, 1969) ve Ako gibi matematikçiler 

çalışmıştır. Hemen hemen kompleks yapı için bu operatörü tanjant demette Sekizawa 

(1969), Sato (1966) tarafından verilmiştir. Ayrıca Tachibana operatörü ile ilgili olarak 

Shirokov et al. (1985), Slenbodzinski (1964), Willmore (1968), Salimov (1992), 

Mağden ve Salimov (2001) çalışmışlardır. 

Sunulan bu tezde (1,1)  tipli tensör alanlarının liftlerini ( , )p q  tipli tensör demetlere 

taşımak ve bu demette (1,1)  tipli tensör alanlarının tam liftini natural (doğal) olmayan 

çatılarda incelemektir. ( , )p q  tipli tensör demette lift sonucu elde edilmiş (1,1)  tipli 

tensör alanının hemen hemen kompleks yapı olabilmesini dikkate alırsak varacağımız 

sonuçların önemi görülmektedir. Bu amaçla ikinci ve üçüncü bölümlerde çalışmamızın 

anlaşılabilmesi için diferensiyellenebilir manifold, hemen hemen kompleks yapı, 

tanjant, kotanjant ve tensör demette liftler hakkında bilgiler verilmiştir. 

Dördüncü bölümde ise sırasıyla tensör demette özel tipli türevlerin liftleri araştırılmış ve 

bu liftlerle, bilinen liftler arasındaki ilişki incelenmiştir. Ayrıca (1,1) tipli tensör 

alanının sözde pür olarak adlandıracağımız kesit boyunca ( , )p q  tipli tensör demete tam 

lifti Tachibana operatörü vasıtasıyla hesaplanmıştır. Son olarak pür kesit boyunca 
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( , )p q  tipli tensör demete tam lifti alınan (1,1) tipli tensör alanının hemen hemen 

kompleks yapı olması için gerek ve yeter şart araştırılmıştır. 
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2. KURAMSAL TEMELLER 

2.1. Diferensiyellenebilir Manifoldlar 

2.1.1. Tanım: X , Hausdorff uzay olmak üzere herhangi bir XU ⊂  açık kümesinden 
nV ℜ⊂  bölgesine tanımlanan 

  VU →:ϕ   

homeomorfizmine X  de n -boyutlu koordinat sistemi veya harita, U  açık kümesine de 

ϕ  haritasının koordinat komşuluğu veya koordinat bölgesi denir ve harita ( )ϕ,U  

şeklinde gösterilir. 

 Eğer Ux∈  ise 

  1 2( ) ( , ,..., )n nx x x xϕ = ∈ℜ  

olur. Buradaki nxx ,...,1  reel sayılarına ϕ  haritasında x noktasının koordinatları denir. 

2.1.2. Tanım: Eğer X  Hausdorff uzayının n -boyutlu αϕ  haritalarının αU  bölgeleri bu 

uzayı örterse, yani 

  α
α

UX
A
∪
∈

=  ,     ( A-indisler kümesi ) 

ise, X  e n -boyutlu topolojik manifold veya sadece n -boyutlu manifold denir. 

2.1.3. Tanım: X , Hausdorff uzay ve k ise 0 k≤  şartını sağlayan tam sayı olsun. 

Aşağıdaki şartları sağlayan { }( , ) : ,U A U Xα α αϕ α ∈ ⊂  lokal koordinatlar ailesine X  

üzerinde kC  sınıfından n -boyutlu atlas adı verilir: 

1. Lokal haritaların αU  bölgesi X  i örter, yani X , n -boyutlu topolojik 

manifolddur.  

2. Keyfi , Aα β ∈  için U Uα β∩ ≠ ∅  ise  
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1 : ( ) ( )U U U Uβ α α α β β α βϕ ϕ ϕ ϕ− ∩ → ∩  

dönüşümü kC  sınıfındandır. Bu şarta bazen ( , )Uα αϕ  ve ( , )Uβ βϕ  haritalarının kC  

uzlaşması şartı da denir. 

1−
αβ ϕϕ  dönüşümüne koordinatların dönüşümü ( ( ), , 1,..., )i i ju u u i j nβ β α= =  denir. 

Burada iuβ , ( , )Uβ βϕ  haritasındaki ∈x βα UU ∩  noktasının koordinatları ve juα  ise 

( , )Uα αϕ  haritasındaki x  noktasının koordinatlarıdır. 

U Uα β∩ =∅  olması halinde, 1
β αϕ ϕ−  dönüşümünün kC  sınıfından olduğu kabul 

edilecektir. 2 şartı, 1
β αϕ ϕ−  dönüşümlerinin kC  sınıfından diffeomorfizmler olmasına 

denktir. Bu ise, 1−
αβ ϕϕ  koordinat dönüşümünün Jacobian matrisinin determinantının 

sıfırdan farklı olması demektir. 

2.1.4. Tanım: { }(U , )α αϕ  ve { }(U , )β βϕ , kC  sınıfından herhangi iki atlas olsun. Bu 

atlasların keyfi ( , )Uα αϕ  ve ( , )Uβ βϕ  haritaları kC  uzlaşmış ise yani { }(U , )α αϕ  ve  

{ }(U , )β βϕ  atlaslarının birleşimi kC  sınıfından atlas ise verilen atlaslara denk atlaslar 

denir. 

Haritaların kC  uzlaşması bir denklik bağıntısıdır. Bu bağıntı kC  atlaslar kümesini denk 

atlasların ayrık denklik sınıflarına ayırır. 

2.1.5. Tanım: X  Hausdorff uzayı üzerinde kC  atlaslarının denklik sınıfına kC -yapı 

denir. 

kC -yapısının tüm kC  atlaslarının birleşiminin oluşturduğu kC  atlasına maksimal kC  

atlas adı verilir. X  üzerindeki kC  atlaslarının her bir denklik sınıfı, kendisinin bir 

elemanı ile ifade edilir. Yani, kC -yapısı, onun keyfi kC  atlası yardımıyla 
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oluşturulabilir. Buradan da, X  üzerindeki her bir kC -yapısının bu yapıdan olan bir kC  

atlas ile verilebileceği sonucu çıkar. 

0C -yapıya topolojik yapı, kC , (1 )k≤  yapıya ise düzgün (smooth) yapı denir. Bundan 

sonra yalnız ∞C  yapılara bakılacaktır. 

2.1.6. Tanım: M , sayılabilir baza sahip Hausdorff uzay olsun. Eğer, M  üzerinde n -

boyutlu ∞C  atlaslarının ∞C -yapısı verilmişse M  uzayına n -boyutlu ∞C  sınıfından 

difernsiyellenebilir manifold veya düzgün manifold denir ve nM  ile gösterilir (Salimov 

ve Mağden 1999) . 

2.2. Tensör Alanları 

2.2.1. Tanım: nM , C∞  sınıfından bir manifold ve ( )p nT M , her np M∈  noktasındaki 

tanjant uzayı olsun. nM  manifoldunun her np M∈  noktasına ( )p nT M  uzayından bir 

pX  vektörü karşılık getiren X  vektör değerli fonksiyonuna vektör alanı denir. 

f , nM  manifoldunda bir dönüşüm ise Xf  de nM  manifoldunda 

  ( )( ) pXf p X f=  

ile tanımlanan bir dönüşümdür. nMU ⊂  koordinat komşuluğunda bir vektör alanı  

  i
iX ∂= ξ  

şeklinde yazılır. iξ  ler U  daki lokal koordinatlara bağlıdır. Yani,  

  1( ,..., )i i nx xξ ξ= ,  ni ,...,1=  

dır. 

2.2.2. Tanım: nB , n-boyutlu bir vektör uzayı ve nB ∗  ise onun dual uzayı olsun. 

, 1,...,j nx B j q∈ =  ve , 1,...,
i

nB i pξ ∗∈ =  kovektör değişkenlerinin 
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   t=ω
1 2

1 2( , ,..., , , ,..., )
p

qx x x ξ ξ ξ  

reel değerli fonksiyonunu göz önüne alalım. Eğer bu fonksiyon her bir değişkene göre 

lineerlik şartını sağlarsa, bu fonksiyona multilineer fonksiyon denir. Mesela birinci 

vektör değişkenine göre lineerlik şartı ,λ μ∈ℜ  olmak üzere 

1 2 1 2 1 2

2 2 2( , ,..., , , ,..., )  ( , ,..., , , ,..., ) ( , ,..., , , ,..., )
p p p

q q qt x y x x t x x x t y x xλ μ ξ ξ ξ λ ξ ξ ξ μ ξ ξ ξ+ = +  

biçiminde gösterilebilir. Bu multilineer fonksiyona karşılık gelen 

  ℜ→×××××× ∗∗

p

nn

q

nnn BBBBBt ......:  

operatörüne nB  uzayında p  dereceden kontravaryant, q  dereceden kovaryant tensör 

denir ve ( )p
q nT B  ile gösterilir. 0, 0p q≥ ≥  olmak üzere s p q= +  sayısına tensörün 

valentliği, ( , )p q  sembolüne ise tensörün tipi denir. ( ,0)p  tipli tensöre kontravaryant 

tensörler, (0, )q  tipli tensörlere ise kovaryant tensörler denir. 

C∞  sınıfından bir manifold nM  olmak üzere her nm M∈  noktasındaki her bir ( , )p q  

tipli tensör için uygun bir ( )p
qT m  tensör uzayı vardır.  

2.2.3. Tanım: nM , C∞  sınıfından bir manifold ve ( )p
qT m , her nm M∈  noktasındaki 

( , )p q  tipli tensör uzayı olsun. nM  manifoldunun her nm M∈  noktasına ( )p
qT m  tensör 

uzayından bir ( )p
qt m  tensörü karşılık getiren T  fonksiyonuna ( , )p q  tipli tensör alanı 

denir (Bishop and Goldberg 1968). 

Eğer 1, 0p q= =  ise vektör alanı elde edilir. Yani, (1,0) tipli tensör alanı bir vektör 

alanıdır. 

Eğer 0== qp  ise her nMm∈  noktasına bir skaler değer karşılık gelir. Bu yüzden  

(0,0) tipli tensör alanı reel değerli bir fonksiyondur. 
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Eğer nMU ⊂  bölgesinde f  fonksiyonu ∞C  sınıfından ise, her x U∈  için 

( )xTdf x
0

1∈  olur. Böylece f  fonksiyonunun diferensiyeli olan df  operatörü (0,1) tipli 

bir tensör alanıdır. 

Herhangi bir m  noktasındaki mT  tensörü simetrik tensör ise T  tensör alanına simetrik 

tensör alanı denir. Eğer herhangi bir m  noktasındaki mT  tensörü antisimetrik tensör ise 

T  tensör alanına antisimetrik tensör alanı denir. 

T , ( , )p q  tipli tensör alanı olsun. (0,1) tipli tensör alanları pθθ ,...,1  ve vektör alanları 

qXX ,...,1  olmak üzere  

  1 1 1 1( ,..., , ,..., )( ) ( ( ),..., ( ), ( ),..., ( ))p q m p qT X X m T m m X m X mθ θ θ θ=  

ifadesi reel değerli fonksiyon tanımlar. Özelikle ix  koordinatlarına göre T  tensör 

alanının bileşenleri  

  1 1

1 1

...
... ( ,..., , ,..., )p p

q q

i i ii
j j j jT T dx dx= ∂ ∂  

biçiminde reel değerli fonksiyonlardır (Bishop and Goldberg 1968). 

T  tensör alanının bileşenleri ∞C  sınıfından fonksiyonlar ise T  tensör alanına ∞C  

sınıfındandır denir. ∞C  sınıfından olan (0,1) tipli tensör alanına 1-form (Pfaffian form) 

denir. 

( , )p q  tipli T  tensör alanının ∞C  sınıfından olması için gerek ve yeter şart her pθθ ,...,1  

1-formları ve her ∞C  sınıfından qXX ,...,1  vektör alanları için 1 1( ,..., , ,..., )p qT X Xθ θ  

fonksiyonunun ∞C  sınıfından olmasıdır. 
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2.2.1. Pür tensörler 

2.2.4. Tanım: nM  manifoldu üzerinde 1
1( )nMϕ∈ℑ  tensör alanı verilmiş olsun. Eğer 

( )p
q nt M∈ℑ  tensör alanı için 

   1 1 2 1 21 1 2

1 2 1 2 1 1 1 2

... ... ... ......
... ... ... ... ...... ...p p p p p

q q q q q

h h h h mh h h h h hh h h mm m
k mk k k k k m m k k m k k k k kϕ ξ ϕ ξ ϕ ξ ϕ ξ ξ

∗

= = = = = =  

şartı sağlanıyorsa, t  ye ϕ  ye göre pürdür denir. Vektörler ve kovektörler pür tensör 

olarak kabul edilir. 

Pür tensörler aşağıdaki özelliklere sahiptir: 

a) i
jδ  birim tensörü keyfi yapıya göre pürdür. 

b) Pür tensörlerin toplamı pür tensördür. 

c) Pür tensörlerin skalerle çarpımı pür tensör olur. 

d) Pür tensörlerin simetrikleşme ve alterneleştirme işlemleri neticesinde bulunan 

tensörler de pür tensörlerdir. 

e) Pür tensörlerin kontraksiyon işlemi sonucu yine pür tensör verir. 

Diğer taraftan t  ve g  pür tensörlerse, t g⊗  çarpımı pür tensör olmayabilir. Ancak t , 

(0,0) tipli ise pür kabul edilir. Eğer bu çarpımda kontraksiyon varsa sonuç pür 

tensördür. Örneğin ijt , (0,2) tipli ve ksg , (2,0) tipli tensörlerini alalım. Kontraksiyon 

sonucu 

  ( ) ( ) ( ) ( )ks i ks i ik s ki s
ik j ji k ji k jk it g t g t g t gϕ ϕ ϕ ϕ= = =  

olarak bulunur yani pür tensördür. 

2.3. Diferensiyellenebilir Manifold Üzerinde Afin Konneksiyon 

nM  diferensiyellenebilir manifoldunun : ( )i iu u tγ =  eğrisi boyunca konneksiyon dahil 

edilmesi eğrinin noktalarına tatbik edilmiş vektörler arasında uygunluk oluşturma 

kuralıdır. Eğer γ  eğrisinin herhangi bir noktasındaki iv  vektörü t  parametresine bağlı 
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olarak değiştikçe verilen konneksiyona göre başlangıçtaki ile uygun kalırsa, bu durumda 

bu vektör verilmiş konneksiyona göre γ  eğrisi boyunca paralel kaydırılmış olur. Eğer 

konneksiyon diferensiyellenebilirse, o zaman paralel kaydırmayı ifade eden ( )i iv v t=  

fonksiyonları da diferensiyellenebilir fonksiyonlar olur. Eğer vektörlerin paralel 

kaydırılması halinde lineer bağımlılık korunursa verilen konneksiyona afin veya lineer 

konneksiyon adı verilir. 

Afin konneksiyonun invaryant tanımı aşağıdaki gibi verilir: 

2.3.1. Tanım: nM  manifoldu üzerinde vektör alanlarının modülü 1
0 ( )nMℑ  olmak üzere  

  1 1 1
0 0 0( , ) : ( ) ( ) ( )X n n nY X Y M M M∇ =∇ ℑ ×ℑ →ℑ   

dönüşümü  

1. ZgZfZ YXgYfX ∇+∇=∇ + , 

2.  ( ) ( ) ( )Z Z ZfX gY Zf X f X Zg Y g Y∇ + = + ∇ + + ∇  

şartlarını sağlıyorsa  ∇  ya afin konneksiyon denir. Burada  

  1 1
0 0: ( ) ( )X n nM M∇ ℑ →ℑ   

dönüşümüne de X  vektör alanı boyunca kovaryant diferensiyellenme denir (Bishop and 

Goldberg 1968). 

Afin konneksiyonu γ  eğrisinin çeşitli noktalarına tatbik edilmiş vektörler arasında 

uygunluğu ifade eden şartı, yani vektörün eğri boyunca verilmiş afin konneksiyona göre 

paralel kaydırılması şartını bulalım. γ  eğrisinin başlangıç noktasındaki , 1,...i

k
a k n=  

lokal bazını alalım ve farz edelim ki ( )i

k
a t  nin bağımlılığı baz vektörlerin verilmiş eğri 

boyunca paralel kaydırılması kuralını ifade etsin. Keyfi i

k

ki av λ=  vektörünün verilen 

afin konneksiyona göre γ  eğrisi boyunca paralel kaydırılması için gerek ve yeter şart 
kλ  katsayılarının sabit olmasıdır. Bu nedenden istifade edilerek  

  i

k

ki addv λ=                                                                                          (2.1)  
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ifadesi yazılabilir. i

k

ki av λ=  eşitliğinden 

  
k

k i
ia vλ =                                                                                               (2.2) 

yazılır. Burada i

k
a  baz vektörü olduğundan buna karşılık gelen kobaz vektörü 

k

ia  ile 

gösterilir. Dolayısıyla 
s

i s
i kk

a a δ=  olur. (2.2) ifadesi (2.1) da kullanılırsa, 

    0=+ ki
k

i vdv ω                                                                                      (2.3) 
 

eşitliği elde edilir. (2.3) denkleminde k
iω , 

  k

s
i

s
k
i ada−=ω                                                                                       (2.4) 

biçimindedir. (2.3) şartı iv  vektörünün verilen afin konneksiyona göre paralel 

kaydırılması şartıdır. (2.4) biçiminde dahil edilen k
iω  objelerine konneksiyon (bağlantı) 

formları denir. 

2.3.1. Teorem:  

1. Konneksiyon formları , 1,...,i

k
a k n=  bazının seçilişinden bağımsızdır.  

2. Konneksiyon formları, eğrisel koordinatların dönüştürülmesi durumunda tensör 

dönüşüm kuralına göre dönüşmez. 

İspat: 1. k
iω  ve k

iω  iki farklı baza karşılık gelen konneksiyon formları olsun. Paralel 

kaydırılan iv  vektörü için  

  0=+ ki
k

i vdv ω ,                                                                                    (2.5) 

  0=+ ki
k

i vdv ω .                                                                                    (2.6) 

şartlarını yazabiliriz. (2.5) ve (2.6) şartlarından, iv  vektörünün başlangıç değerinin 

keyfiliği şartından i
k

i
k ωω =  bulunur. 

2. nM  manifoldunda iu  eğrisel koordinatların değişmesi halinde baz vektörlerinin ve 

kovektörlerinin dönüşüm kuralını yazalım: 
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'

'

'
'

k k
i

i ii
i ii

ik k

a A a

a A a

=

=
                                                                                           (2.7) 

şeklinde yazılabilir. Burada  ' '

i
i
i i

uA
u
∂

=
∂

, 
'

'
i

i
i i

uA
u

∂
=
∂

  biçimindedir. (2.7) deki ikinci 

eşitliğin diferensiyelini alırsak, 

  ' '
' '

i i ii i
i ik k k

da dA a A d a= +                                                                            (2.8) 

 elde edilir. (2.4) denkleminde (2.7) nin birinci eşitliği ve (2.8) eşitliği göz önüne 

alınırsa, 

  ' ''
' ' '( )

k k
i i ii j i i

j jj j i ik k k
a d a A a dA a A d aω = − = − +  

veya 

  i
j

j
j

i
j

i
i

j
j

i
j dAAAA '

''
''

' −= ωω                                                                        (2.9) 

bulunur. (2.9) eşitliği i
jω  konneksiyon formlarının, tensörün koordinatları olamadığını 

gösterir. 

Şimdi, kovektörün γ  eğrisi boyunca verilen afin konneksiyona göre paralel 

kaydırılması şartını inceleyelim. 

2.3.2. Tanım: iω  kovektörünün γ  eğrisi boyunca paralel kaydırılan keyfi iv  vektörü 

üzerindeki izi bu eğri boyunca sabit kalırsa iω  kovektörüne γ  eğrisi boyunca verilen 

afin konneksiyona göre paralel kaydırılmıştır denir. 

Bu tanıma göre 

   ( ) 0i i i
i i id v dv v dω ω ω= + =                                                                 (2.10) 

eşitliği yazılabilir. iv  vektörünün paralel kaydırılması şartından  

  ki
k

i vdv ω−=                                                                                        (2.11) 

yazılır. (2.11) eşitliğini (2.10) ifadesinde yerinde yazarsak, 

  ( ) 0k i
i i kd vω ω ω− =  
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bulunur. iv  vektörünün keyfiliğinden dolayı iω  kovektörün γ  eğrisi boyunca verilen 

afin konneksiyona göre paralel kaydırılma şartı  

  0=− k
k
iid ωωω                                                                                  (2.12) 

biçiminde olur. Vektörün ve kovektörün (1-form) γ  eğrisi boyunca paralel kaydırılması 

şartını kullanarak, eğrinin çeşitli noktalarına uygulanmış keyfi tipli tensörün de paralel 

kaydırılmasını verebiliriz. γ  eğrisi boyunca ( , )p q  tipli keyfi tensörün izi 

  1 1
11

1...
... 1

... ...p q
pq

p
i i j j

i ij j q
Z t v v ω ω=  

verilmiş olsun. Vektör ve kovektör değişkenlerinin γ  eğrisi boyunca paralel 

kaydırılması şartları dahilinde, Z  fonksiyonunun diferensiyeli 

  1 11 1
1 11 1

1 1... ...
... ...1 1

... ... ... ...p pq q
p pq q

p p
i i i ij j j j

i i i ij j j jq q
dZ dt v v t d v vω ω ω ω= +  

                                 p
qp

q
i

p

i
j

q

jii
jj dvvt ωω ......... 1

11

1

1

1

...
...++  

                             1 1 1 21

1 1 2 1 2

... ... ... ...
... ... ... ...( ...p p p p

q q q q

i i i i i i si iis s
j j j sj j j j s s sj jdt t t tω ω ω= − − − +  

                                11
11

1
...
... 1

) ... ...p q
pq

p
i j ji s

i is j j q
t v vω ω ω+                                                         (2.13) 

olarak yazılır. Bu eşitlikte  

  1 1 1 1 21 1

1 1 1 2 1 1 1

... ... ... ... ... ...
... ... ... ... ... ......p p p p p p

q q q q q q

i i i i i i i i si i ii i ss s
j j j j j sj j j j s s j j s j jt dt t t t tδ ω ω ω ω= − − − + +               (2.14) 

olarak alınırsa, 

p
qp

q
i

p

i
j

q

jii
jj vvtdZ ωωδ ...... 1

11

1

1

1

...
...=                                                             (2.15) 

elde edilir. γ  eğrisi boyunca verilen afin konneksiyona göre paralel kaydırılan vektör ve 

kovektör değişkenlerinin multilineer fonksiyonunun diferensiyeli de değişkenlerin 

multilineer fonksiyonu olur. O halde dZ  multilineer fonksiyonuna belirli tensör karşılık 

gelecektir. Bu tensörün tipi p

q

ii
jjt ...

...
1

1
 tensörünün tipi ile aynı olur. Koordinatları ise (2.14) 

eşitliği ile verilmiştir. p

q

ii
jjt ...

...
1

1
δ  tensörüne p

q

ii
jjt ...

...
1

1
 tensörünün mutlak diferensiyeli denir. 

Tensörün mutlak diferensiyeli ile tüm eğri boyunca keyfi noktalarda uygulanmış 

tensörler arasındaki eşleme (2.15) eşitliği ile verilir. 
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Tensörün mutlak diferensiyelinin tanımından çıkartılan sonuçlar şöyle ifade edilebilir: 

a) Vektörün ve kovektörün paralel kaydırılması şartları  

  0=ivδ , 0=iδω  

şeklinde olur. Dolayısıyla keyfi tipli bir tensörün paralel kaydırılması şartı  

  0...
...

1

1
=p

q

ii
jjtδ  

olarak verilir. 

b) Birim tensörün mutlak diferensiyeli sıfıra eşittir, yani 

  ( ) 0j
iδ δ =  

olur. 

(2.14) eşitliğinden dolayı tensörlerin mutlak diferensiyelleri için aşağıdaki özellikleri 

yazabiliriz: 

1) 1 2 1 2( )t t t tδ δ δ=∓ ∓ , 1t  ve 2t  aynı tipli tensörlerdir, 

2) ( ) ( ) ( )t d t tδ λ λ λ δ= + , λ -skalerdir, 

3) ( ) ( ) ( )A B A B A Bδ δ δ⊗ = ⊗ + ⊗ , A  ve B  keyfi tipli tensörlerdir, ⊗ -tensör 

çarpımını gösterir. 

4) Tensörlerin simetrikleştirme, alterleneştirme ve kontraksiyon işlemleri mutlak 

diferensiyelleme işlemi ile sıraları değişebilir 

2.3.1. Afin konneksiyonlu uzaylar 

2.3.3. Tanım: M  diferensiyellenebilir manifoldunun her bir eğrisi boyunca afin 

konneksiyon verilmiş olsun. Lineerlik şartını sağlayan M  diferensiyellenebilir 

manifolduna n - boyutlu afin konneksiyonlu uzay denir. 

Bu tanımdaki lineerlik şartı şu şekilde ifade edilir: M  manifoldunun keyfi X  noktası 

ve bu noktanın civarında keyfi vektör alanları verilmiş olsun. Keyfi iv  vektör alanının 

X  noktasından geçen keyfi bir eğri için hesaplanmış mutlak diferensiyeli, bu eğri 

boyunca elementer yer değişme idu  vektörünün lineer fonksiyonudur, yani 
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  ki
k

i duvv =δ                                                                                         (2.16) 

olarak yazılır. Burada i
kv , iv  ye ve noktaya bağlı fonksiyondur. Diğer taraftan  

ki
k

i duvdv ∂=  olduğundan  

  ki
k

ki
k

ki
k

ii vduvvdvv ωωδ +∂=+=                                                    (2.17) 

olur. (2.16) ve (2.17) eşitliklerinden 

  ( )i k i i s
k s sv v v duω = −∂                                                                           (2.18) 

ifadesi bulunur. kv , i
sv∂  ve i

sv , iu  lerin fonksiyonlarıdır. i
kω  formları iv  vektör 

alanlarının seçilişine bağlı olmadığından i
kω  formları kdu  nın lineer fonksiyonu olur. 

Yani, 

  i i s
k sk duω = Γ                                                                                         (2.19) 

olarak yazılır. Burada i
skΓ  katsayıları afin uzayın bir noktasının fonksiyonlarıdır. 

Bunlara afin konneksiyonun katsayıları denir. Katsayıların verilmesi M  de afin 

konneksiyonunu tayin eder. 

Şimdi i
skΓ  afin konneksiyon katsayılarının dönüşüm kuralını verelim. (2.19) eşitliği 

kullanılarak 

  ' ' ' ' '
' ' ' ' '

i i k i k k
j k j k j kdu A duω = Γ = Γ   

eşitliği yazılabilir . Ayrıca 

  ' '
' '( )j i j i k

j j j k jA dA A A du= ∂                                                                       (2.20) 

olduğundan ve i
j

i
j

j
j AA δ='

'   eşitliğinin her iki tarafının k∂  kısmi diferensiyeli 

alındığında   

  ' '
' '( ) ( ) 0j i j i

k j j j k jA A A A∂ + ∂ =  

  ' '
' '( ) ( )j i j i

j k j k j jA A A A⇒ ∂ = − ∂  

olur. Bu son eşitlik (2.20) denkleminde kullanılırsa  

  ' '
' ' ( )j i i j k

j j j k jA dA A A du= − ∂                                                                     (2.21) 

elde edilir. (2.21), (2.19) ve (2.9) eşitlikleri kullanılarak konneksiyon katsayılarının 

dönüşüm kuralı  



 
 

 

16

  ' ' ' '
' ' ' '

i i j k i i i
kj i j k k j i kjA A A A AΓ = Γ +                                                                   (2.22) 

olarak verilir. Burada '' i
jk

i
kj AA ∂=  biçimindedir. 

(2.19) denklemini kullanılarak afin konneksiyonlu uzayda verilen keyfi vektör alanı için 

mutlak diferensiyeli  

  ( )i i i s k
k ksv v v duδ = ∂ +Γ                                                                        (2.23) 

biçiminde olur. (2.23) denkleminin sol tarafı bir tensör ve kdu  vektör olduğundan 

parantezin içindeki ifade bir tensörün koordinatları olur. Bu tensöre verilen iv  

tensörünün kovaryant türevi denir ve  

  i i i s
k k ksv v v∇ = ∂ +Γ                                                                               (2.24) 

olarak gösterilir. Bu türevin sonucu (1,1) tipinde bir tensördür.  

Benzer şekilde jω  kovektör alanının kovaryant türevi 

  s
k j k j kj sω ω ω∇ = ∂ −Γ                                                                            (2.25) 

olur ve sonuç (0,2) tipli bir tensördür.  

(2,19) eşitliğinden, ( , )p q  tipli p

q

ii
jjt ...

...
1

1
 tensörünün mutlak diferensiyeli  

  1 1 1 1

1 1 1 1

p
... ... ... ... ...
... ... ... ... ...

1 1

( )p p p p

q q q q

q
i i i i i s i i ii s k
j j k j j ks j j kj j s jt t t t duλ

μ
λ μ

δ
= =

= ∂ + Γ − Γ∑ ∑                            (2.26) 

biçiminde olur. (2.26) denkleminin sol tarafı bir tensör ve kdu  vektör olduğundan 

parantezin içindeki ifade bir tensörün koordinatları olur. Bu tensöre verilen p

q

ii
jjt ...

...
1

1
 

tensörünün kovaryant türevi denir ve  

  1 1 1 1

1 1 1 1

p
... ... ... ... ...
... ... ... ... ...

1 1

p p p p

q q q q

q
i i i i i s i i ii s

k j j k j j ks j j kj j s jt t t tλ

μ
λ μ= =

∇ = ∂ + Γ − Γ∑ ∑                                  (2.27) 

biçiminde gösterilir. Tensörün kovaryant türev tanımından, ( , )p q  tipli tensörünün 

kovaryant türevi ( , 1)p q +  tipli bir tensör olduğu görülür. Yani kovaryant türev, 

uygulanan tensörün kovaryantlık mertebesini bir artırır. 



 
 

 

17

Kovaryant türevin tanımından yararlanılarak aşağıdaki özelikler yazılır: 

a) 1 1 1 1

1 1 1 1

... ... ... ...
... ... ... ...( )p p p p

q q q q

i i i i i i i i
k j j j j k j j k j jt g t g∇ =∇ ∇∓ ∓  

b) ( )1 1 1

1 1 1

... ... ...
... ... ...( )p p p

q q q

i i i i i i
k j j k j j k j jt t tλ λ λ∇ = ∂ ∇∓ , F∈λ  ( F  fonksiyonlar kümesi) 

c) p

q

p

q

p

q

p

q

p

q

p

q

ll
ssk

ii
jj

ll
ss

ii
jjk

ll
ss

ii
jjk gtgtgt ...

...
...
...

...

...
...
...

...

...
...
...

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1
)( ∇⊗+⊗∇=⊗∇  

d) Tensörlerin simetrikleştirme, alterleneştirme ve kontraksiyon işlemleri mutlak 

diferensiyelleme işlemi ile sıraları değişebilir. 

2.3.2. Eğrilik ve burulma tensörleri 

nA  afin konneksiyonlu uzayında 1( ,..., )nf f u u=  diferensiyellenebilir fonksiyonu 

verilmiş olsun. Bu fonksiyonun tam diferensiyeli, yani i
k fdudf ∂=  ifadesi, 

koordinatların dönüşümü halinde invaryant kalır ve df  fonksiyonunun idu  vektörünün 

lineer fonksiyonu olur. Bu lineer fonksiyona karşılık gelen kovektörün koordinatları  

  fV ii ∂=                                                                                              (2.28) 

ile gösterilir. Bu kovektöre, f  fonksiyonunun gradienti, f  fonksiyonuna ise bu 

kovektör alanın potansiyel fonksiyonu denir. Keyfi iV  kovektörünün herhangi bir skaler 

alanın gradienti olması için gerek ve yeter şart 

  [ ] 0=∂ ijV                                                                                             (2.29) 

olmasıdır (Yano 1965). 

Gradient kovektörü iV  nin kovaryant türevi  

  k
j i j i ji kV V V∇ = ∂ −Γ                                                                               (2.30) 

biçimindedir. (2.30) denkleminde j  ve i  indislerine göre alterneleştirme işlemi yapılır 

ve (2.29) eşitliği kullanılırsa  

  [ ] k
k
ijij VSV =∇                                                                                      (2.31) 

elde edilir. Burada  

  [ ]
k k
ij ijS = Γ                                                                                              (2.32) 
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olarak verilmiştir. (2.31) denkleminin sol tarafındaki kovaryant türev (0,2) tipli tensör 

olduğuna göre, k
ijS  kemiyetleri aşağı indislerine göre antisimetrik olan (1,2) tipli tensör 

ifade eder. (2.32) tensörüne, nA  uzayının burulma tensörü denir. nA  manifoldundan 

alınmış keyfi X , Y  vektör alanları için burulma tensörünün invaryant formda yazılışı 

ise  

  ( ) [ ]YXXYYXS YX ,, −∇−∇=                                                          (2.33) 

biçimindedir (Kobayashi and Nomizu 1963). Burada [ ]YX , , X  ve Y  vektör alanlarının 

Lie parantezi olup 

  [ ], ( ) ( )X Y f X Yf Y Xf= −  

şeklinde tanımlanır. 

Keyfi kv  vektörünün i i i m
s s smv v v∇ = ∂ +Γ  kovaryant türevi (1,1) tipli tensör belirtir. Bu 

tensörün kovaryant türevi ise  

  i i i m m i
r s r s rm s rs mv v v v∇ ∇ = ∂ ∇ +Γ ∇ −Γ ∇  

                                    ( ) ( )i i k i m m k m i
r s sk rm s sk rs mv v v v v= ∂ ∂ +Γ +Γ ∂ +Γ −Γ ∇  

                                    2 i i k i k i m i m k m i
rs r sk sk r rm s rm sk rs mv v v v v v= ∂ + ∂ Γ +Γ ∂ +Γ ∂ +Γ Γ −Γ ∇  

biçiminde bulunur. Bu eşitlikte r  ve s  indislerine göre alterneleştirme işlemi 

uygulanırsa,  

  [ ]
i

k
k
rs

ki
rsk

i
sr vSvRv ∇−=∇∇ 22                                                            (2.34) 

denklemi elde edilir. (2.34) denkleminde  

  i i i i m i m
rsk r sk s rk rm sk sm rkR = ∂ Γ −∂ Γ +Γ Γ −Γ Γ                                                  (2.35) 

               [ ] ]2( )i i m
r s k s kr m⎡⎣

= ∂ Γ +Γ  

olarak alınmıştır. (2.34) denkleminin sol tarafındaki terim ve sağ tarafındaki ikinci terim 

tensör ve iv  keyfi vektör olduğundan i
rskR  ifadesi (1,3) tipli tensördür. Bu tensöre nA  

uzayının eğrilik tensörü veya Riemannian-Christoffer tensörü denir. 

(2.34) formülüne benzer olarak aşağıdaki formüller yazılabilir: 

  [ ] km
m
rsm

m
rskksr SR ωωω ∇−−=∇∇ 22  ,                                                   (2.36) 
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[ ]
j

ik
k
rs

j
m

m
rsi

m
i

j
rsm

j
isr SRR ϕϕϕϕ ∇−−=∇∇ 22 ,                                        (2.37) 

                    [ ]
mi
jj

i
rsm

imi
jj

i
rsm

ii
jjsr q

pp

q

p

q
tRtRt ...

...
...

...
...
...

1

1

2

1

11

1
...2 ++=∇∇  

                                              p

q

p

q

p

q

ii
jjk

k
rs

ii
mj

m
rsj

ii
jmj

m
rsj tStRtR ...

...
...
...

...
...

1

1

1

1

1

21
2... ∇−−−− .                  (2.38) 

(2.37) formülüne j
iϕ  afinorunun Ricci özdeşliği denir.  

Keyfi  , , nX Y Z A∈  vektör alanları için eğrilik tensörünün invaryant formda yazılışı 

  ( ) [ ]ZZZZYXR YXXYYX ,, ∇−∇∇−∇∇=                                           (2.39) 

biçimindedir (Kobayashi and Nomizu 1963). 

2.3.3. Konneksiyonların dönüşümü 

Keyfi iki afin konneksiyonlu uzayların difeomorfizmine bakalım. Bu uzayların karşılıklı 

noktalarının koordinatları aynı olacak şekilde uygun eğrisel koordinat sistemi 

verilebilir. Bu tür karşılık getirme, aynı bir nX  diferensiyellenebilir manifoldunda iki 

keyfi afin konneksiyonun verilmesiyle de oluşturulabilir. Bu duruma, konneksiyonların 

birinden diğerine geçmeye, konneksiyonların dönüştürülmesi veya paralel kaydırma 

kuralının dönüştürülmesi olarak bakılabilir. Aynı manifold üzerinde çeşitli 

konneksiyonlar dahil etmek mümkündür. nX  manifoldu üzerinde k
ijΓ  ve k

ijΓ  

konneksiyon katsayılarına sahip ∇  ve ∇  konneksiyonları verilmiş olsun. Keyfi iv  

vektör alanının bu konneksiyonlara göre kovaryant türevleri  

  mi
km

i
k

i
k vvv Γ+∂=∇ , 

  mi
km

i
k

i
k vvv Γ+∂=∇ , 

biçiminde olur. Bu iki eşitliği taraf tarafa çıkarırsak 

  mi
km

i
k

i
k vTvv =∇−∇                                                                           (2.40) 

eşitliği elde edilir. Burada  

  i
km

i
km

i
kmT Γ−Γ=                                                                                    (2.41) 
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 biçimindedir. (2.40) eşitliği ile verilen i
kmT , (1,2) tipli tensör meydana getirir. Bu 

tensöre afin deformasyon (gerilme) tensörü denir.  

2.3.2. Teorem: i
kmT , (1,2) tipli tensör ve ∇  afin konneksiyonun katsayıları i

kmΓ  olmak 

üzere  (2.41) eşitliği ile verilen i
kmΓ  katsayıları da diğer bir afin konneksiyonun 

katsayıları olur. 

İspat: (2.41) eşitliğinden  

  k
ij

k
ij

k
ij T−Γ=Γ   

yazılır. k
ijΓ  için konneksiyon katsayılarının dönüştürülmesi halinde  

' ' ' ' '
' ' ' ' ' '( )k k k i j k k k k

ij ij k i j i j i j k ijT A A A T A AΓ − = Γ − +                                                (2.42) 

olur. Burada k
ijT  tensör olduğundan, 

'
''

''
'

k
ji

j
j

i
i

k
k

k
ij TAAAT =                                                                                (2.43) 

eşitliği yazılabilir. (2.43) eşitliği (2.42) eşitliğinde kullanılırsa 
'

'
'
''

''
'

k
ij

k
k

k
ji

j
j

i
i

k
k

k
ij AAAAA +Γ=Γ  

olduğu bulunur. Bu ise k
ijΓ  ler katsayılarının, konneksiyonların dönüştürülmesi kuralına 

dönüştüğünü ifade eder. Dolayısıyla bir afin konneksiyondur. 

Bu teoremin bazı sonuçlarını ifade edelim: 

2.3.1. Sonuç: 
1

k
ijΓ  ve 

2
k
ijΓ  afin konneksiyon katsayıları olmak üzere her λ  skaler için  

1 2

1

k k
ij ijk

ij

λ
λ

Γ + Γ
Γ =

+
                                                                                  (2.44) 

değeri de bir afin konneksiyonun katsayılarıdır. 

İspat: (2.44) eşitliği  
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1 2 1
( )

1
k k k k
ij ij ij ij

λ
λ

Γ =Γ + Γ −Γ
+

                                                                     (2.45) 

biçiminde yazılabilir. (2.45) eşitliğinin sağ tarafındaki ikinci terim tensör olduğundan 

2.3.1.Teoremine göre k
ijΓ  afin konneksiyon olur. 

Özel halde 1=λ alırsak, 
1 2

2

k k
ij ijk

ij

Γ +Γ
Γ =                                                                                        (2.46) 

bulunur. k
ijΓ  konneksiyonuna, 

1
k
ijΓ  ve 

2
k
ijΓ  konneksiyonlarına göre orta konneksiyon 

denir. 

2.3.2. Sonuç: k
ijΓ  afin konneksiyon verilmiş olsun. Bu durumda, k k

ij ijΓ = Γ  katsayıları da 

afin konneksiyon tayin eder. 

İspat: Burulma tensörünün ifadesi 

[ ]
1 ( )
2

k k k k
ij ij jiijS = Γ = Γ −Γ  

olduğundan 
k
ij

k
ji

k
ji S2~ +Γ=Γ , k

ji
k
ji Γ=Γ~                                                                    (2.47) 

yazılabilir. 2.3.1. Teorem’den dolayı k
jiΓ~  katsayıları bir afin konneksiyon belirtir. k

jiΓ~  ve 

k
jiΓ  konneksiyonlarına karşılıklı konneksiyon denir. 

2.3.4. Burulması sıfır olan uzaylar 

Burulmasız afin konneksiyonlu uzayların burulma tensörü sıfıra eşit olduğundan bu 

uzayların konneksiyon katsayıları alt indislerine göre simetriktir, yani  

  k k k
ij ji ijΓ = Γ = Γ  
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olur. Burulmasız afin konneksiyonlu uzayın herhangi eğrisel koordinat sistemine göre 

koordinatları nuu ,...,1  olan ( )iO u  noktasını alalım ve konneksiyon katsayılarının 

verilmiş olduğu koordinat sistemine göre bu noktadaki değerlerinin k
ijΓ  katsayıları ile 

verildiğini kabul edelim. 'i
kδ  kronecker sembolü olmak üzere  

' ' 1{( ) ( )( )}
2

i i k k k p p q q
k pqu u u u u u uδ= − + Γ − −                                     (2.48) 

biçiminde yeni koordinatları tanımlayalım. (2.48) dönüşümü difereniyellenebilirdir ve 
'iu  koordinatlarının iu  koordinatlarına göre kısmi türevleri  

)(''' ppk
ip

i
k

i
i

i
i uuA −Γ+= δδ , '' i

k
i
ijA δ= k

ijΓ                                           (2.49) 

biçiminde yazılır. (2.49) eşitliği O  noktasında ve civarında 'det( ) 0i
iA ≠  şartını sağlar. 

Yani, (2.48) dönüşümü diferensiyellenebilir manifoldun tanımındaki mümkün olan 

dönüşümler sınıfındandır. (2.49) türev fonksiyonları O  noktasında yazılırsa, 

'' i
i

i
iA δ= , '' i

k
i
ijA δ= k

ijΓ                                                                         (2.50) 

olur. Şimdi ise konneksiyon katsayılarının yeni koordinat sistemine göre O  

noktasındaki değerlerini hesaplayalım. Bunun için (2.50) ve (2.22) eşitlikleri 

kullanılarak 

l
kj

i
l

i
i

i
kj

i
i

k
k

j
j

i
jk Γ+Γ=Γ '

'
'

'''
'' δδδδδ  

veya 

'
' 0i

k j′Γ =  

bulunur. Böylece burulmasız afin uzayın her bir noktasında öyle koordinat sistemi 

verilebilir ki, konneksiyon katsayıları bu sisteme göre bu noktadaki bütün değerleri sıfır 

olur. (2.48) ile verilen koordinatlara normal koordinat sistemi denir. 

Burulmasız afin konneksiyonlu uzaylarda 

1. ( ) ,0=i
krsR  

2. [ ] ,0=i
rskR  
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3. [ ] 0=∇ i
krst R  (Bianci-Padov eşitliği). 

eşitlikleri geçerlidir. 

Bu eşitliklerin her üçünün de invaryant (tensör) karakter taşıdığını dikkate alırsak, 

bunların ispatını normal koordinat sisteminde incelemek yeterli ve daha kolaydır. 

Burulmasız afin konneksiyonlu uzayda simetrik ve regüler ija  tensörü verilmiş olsun. 

Bu tensörün tersi ija~  olmak üzere ija  tensörünün kovaryant türevi  

kijijk aa =∇                                                                                          (2.51) 

olarak gösterilsin. (2.51) eşitliğinde indislerin yeri dairesel olarak değiştirilerek 

aşağıdaki eşitlikler yazılır: 
m m

k ij ki mj kj mi k ija a a a∂ −Γ −Γ = ∇ , 

m m
i jk ij mk ik jm i jka a a a∂ −Γ −Γ = ∇ , 

m m
j ki jk mi ji km j kia a a a∂ −Γ −Γ = ∇ . 

eşitlikleri yazılır.  Sonuncu iki eşitlikten birinci eşitlik çıkartılırsa, 

2 ( )m
ij mk i jk j ik k ij ijk jik kija a a a a a aΓ = ∂ + ∂ − ∂ − + −                                  (2.52) 

bulunur. (2.52) eşitliğinin her iki tarafı rka~  tensörü ile çarpılırsa  

{ } 1 ( )
2

r r rk
ij ij ijk jik kija a a aΓ = − + −                                                          (2.53) 

olur. Burada 

{ } 1 ( )
2

r rk
ij i jk j ik k ija a a a= ∂ + ∂ − ∂                                                          (2.54) 

biçimindedir. (2.54) ifadesine ija  tensörünün Christoffer sembolü denir. Burulmasız 

afin konneksiyonlu uzayın konneksiyon katsayıları regüler ve simetrik ija  tensörünün 

Christoffer sembolü ve kovaryant türevleri yardımıyla ifade edilir. 

2.3.4. Tanım: Burulmasız afin konneksiyonlu nA  uzayında 
1 2 ... 0n

s n
i i i

s n

e e e
e

e e
≠⎧

= ⎨ =⎩

∓
, 
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n -vektörü olmak üzere 
1 2
, ,...,

n
v v v  lineer bağımsız vektörleri üzerine kurulan 

paralelyüzün hacmi  
1 2

1 2 ... 1 2
... n

n

i i i
i i i n

V e v v v=                                                                           (2.55) 

olsun. 
1 2
, ,...,

n
v v v  vektörlerinin paralel taşınması sonucunda V  hacmi korunursa, 

burulmasız nA  uzayına eş afin (denk afin) uzay denir. 

(2.55) denkleminden  

0... =
ni iieδ  veya  0... =∇

ni iik e                                                               (2.56) 

olur. Eş afin uzayın konneksiyonu (2.56) denklemiyle belirlenir. (2.56) şartı 

0... ......... 121
=Γ−−Γ−∂ si

s
kiisi

s
kiiik eee

nnni
                                                  (2.57) 

biçiminde yazılabilir. n –vektörün antisimetrikliğine göre (2.57) sisteminin bütün 

denklemleri  

0... ...12...21...12 =Γ−−Γ−∂ s
s
knns

s
knk eee                                                    (2.58)   

denklemine denk olur. ee n =...12  olarak yazılırsa bu durumda (2.58) eşitliğinden  

ek
s
ks ln∂=Γ                                                                                         (2.59) 

yazılabilir. Eş afin uzay bu şart ile de karakterize edilebilir. (2.59) eşitliği eş afin 

konneksiyonun katsayıları ile belirlenen s
ksΓ  toplamı gradiyenttir ve potansiyel 

fonksiyonu ise eln  olur. 
k
lj

l
ki

l
ij

k
kl

k
kji

k
ijk

k
kijij RR ΓΓ−ΓΓ+Γ∂−Γ∂==                                           (2.60) 

tensörüne Ricci tensörü denir. Eş afin konneksiyonu 

jiij RR =                                                                                              (2.61) 

şart ile de karakterize edebiliriz. 

Burulmasız afin konneksiyonlu uzaylarda eğrilik tensörünün  [ ] ,0=i
rskR  ( ) 0=i

krsR  

şartlarını sağladığını göz önüne alırsak 

srrs
k

rsk RRR −=                                                                                  (2.62) 

yazabiliriz. (2.61) ve (2.62) eşitlikleri eş afin konneksiyonun 
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0=k
rskR  

şartı ile karakterize edilebileceğini gösterir. 

2.3.5. Tanım: Burulmasız afin konneksiyonlu uzayın her bir noktasındaki tanjant 

uzayında verilen simetrik (0,2) tipli g  tensörü tanjant uzayın paralel kaydırılması 

durumunda korunduğu uzaylara metrik uzay denir. Burada simetrik (0,2) tipli g  

tensörüne metrik tensör de denir. 

2.3.6. Tanım: Metrik uzayın g  metrik tensörü regüler ise yani det( ) 0ijg ≠  ise böyle 

uzaya Weyl uzayı denir ve nW  ile gösterilir. 

2.3.7. Tanım: Eğer Weyl uzay eş-afin uzay olursa bu uzaya Riemannian uzayı denir ve 

nV  ile gösterilir. 

Riemannian uzayı burulmasız konneksiyona sahip olan uzaydır ve bu uzayın 

Riemannian konneksiyonu 

0=∇ ijk g                                                                                            (2.63) 

şartı ile karakterize edilir. nV  Riemannian uzayın konneksiyon katsayıları  

{ } ( )ijrirjrji
krk

ij
k
ij gggg ∂−∂+∂==Γ

2
1                                               (2.64) 

biçiminde verilir. Yani, nV  uzayının konneksiyon katsayıları g  tensörünün Christoffel 

sembolleriyle çakışır. (2.64) katsayılarıyla verilen konneksiyona Riemannian 

konneksiyonu veya Levi-Civita konneksiyonu denir. Diğer taraftan Riemannian 

manifoldu üzerinde 0=∇g  şartını sağlayan ama burulması olan konneksiyonlar da 

vardır. Bu tür konneksiyonlara ise metrik konneksiyon denir.  

Riemannian uzayında ijklsi
s

jkl RgR =  olmak üzere 

1. ( ) 0=klijR  
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2. [ ] 0=lijkR  

3. [ ] 0=∇ klijs R  

4. ( ) 0=klijR  

5. klijijkl RR =  

eşitlikleri geçerlidir. 

2.3.5. Riemannian manifoldu 

Her bir nMx∈  noktasında her ( )x nY T M∈  ve (0,2) tipli simetrik g  tensörü için 

( , ) 0g X Y =  eşitliğinde 0=X  olursa g  ye nM  üzerinde Riemannian metriği denir. 

Lokal koordinatlarda bu şart ( ) 0ijdet g ≠  şartına denktir. g  nin bileşenleri ijg  olmak 

üzere g  için  
ji

ij dudugds =2  

ifadesi de kullanılır (Kobayashi and Nomizu 1963). 

Eğer nM  üzerinde Riemannian metriği verilmişse, o zaman ( )gM n ,  çiftine Riemannian 

manifoldu denir. 

Burulmasız ( )ijsisjsji
ksk

ij gggg ∂−∂+∂=Γ
2
1  konneksiyonuna ise Riemannian 

manifoldunun Riemannian konneksiyonu denir. 

2.4. Hemen Hemen Kompleks Yapı 

nM  diferensiyellenebilir bir manifold olsun. nM  üzerinde (1,1) tipli ϕ  tensör alanı için 

2 Iϕ = −  olan tensör alanına hemen hemen kompleks yapı denir. ( , )nM ϕ  ise hemen 

hemen kompleks manifold olarak adlandırılır. Eğer ϕ  hemen hemen kompleks yapısı 

vasıtasıyla tanımlanan 
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[ ] [ ] [ ] [ ]( , ) , , , ,N X Y X Y X Y X Y X Yϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ= − − −  

Nijenhuis tensörü sıfır olursa, ϕ  hemen hemen kompleks yapı integrallenebilir yapı 

olur ve ona kompleks yapı denir. 

Bir hemen hemen kompleks manifoldunda   

( , ) ( , )g X Y g X Yϕ ϕ =  

şartını sağlayan g  Riemannian metriğine Hermitian metrik denir. Hermitian metrikli 

hemen hemen kompleks manifolda hemen hemen Hermitian manifold denir. 

Bir hemen hemen Hermitian manifoldunda 

( , ) ( , ) ( )( , )X Y g X Y g X Yϕ ϕΩ = =  

esas 2-form olmak üzere 

0dΩ =  

olan hemen hemen Hermitian manifolduna hemen hemen Kahler manifold denir. 
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3. MATERYAL VE YÖNTEM 

3.1. Tanjant Demet 

C∞  sınıfından n -boyutlu diferensiyellenebilir bir nM  manifoldunun P  noktasındaki 

tanjant uzay ( )p nT M  olmak üzere  

( ) ( )
n

n p n
P M

T M T M
∈

= ∪                                                                            (3.1) 

ile tanımlanan ( )nT M  kümesine tanjant demet denir. 

( )nT M  nin herhangi bir ( )p nP T M∈  noktası için nM  manifoldu üzerindeki ( )nT M  

tabii demet yapısını tanımlayan : ( )n nT M Mπ →  demet izdüşümü P P→  karşılık 

getirir. Yani ( )P Pπ =  olur. 1( ) ( )p nP P T Mπ − = ∈  kümesine nM  baz uzayının P  

noktasındaki fibre denir. Doğal olarak nM  de vektör alanı veya ( )nT M  in kesiti 

tanımlanır: : ( )n nf M T M→  dönüşümü 
nMf Iπ =  (

nMI , nM  de özdeşlik 

dönüşümüdür) şartını sağlarsa f  e ( )nT M  in kesiti veya nM  üzerinde vektör alanı 

denir. Sıfır kesit nM  temel uzayı ile aynıdır ve bu nedenle nM  manifoldunun kendisi 

( )nT M  de diferensiyellenebilir imbedding olmuş altmanifolddur. 

U  koordinat komşuluğunda lokal koordinatlar ( )hx  olmak üzere nM  baz uzayı { }; hU x  

koordinat komşuluk sistemiyle örtülmüş olsun. 1( ) ( )nU T Mπ − ⊂  açık kümesi için 

1: ( ) nU U Rψ π − → ×  dönüşümü diferensiyellenebilir bir homeomorfizm olur. Burada 

nR , R  üzerindeki n− boyutlu vektör uzayıdır. ( )p nP T M∈  ( )P U∈  noktası ( , )P X  

sıralı çifti ile gösterilir ve nX R∈  vektörünün bileşenleri ( )p nT M  tanjant uzayında 

{ }h∂ ( )h hx
∂

∂ =
∂

 doğal bazında P  nin ( ) ( )h hy x= , 1,..., 2h n n= +  kartezyen  
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koordinatları ile verilir. U  komşuluğunda ( )P Pπ=  nin koordinatları ( )hx , 1,...,h n=  

ile gösterilirse P  noktası uygun 1( , ) ( )h hx x P Uπ −→ ∈  ile verilmiş olur. Böylelikle 

1( ) ( )nU T Mπ − ⊂  açık kümesinde ( , )h hx x  lokal koordinatlar sistemini elde ederiz. 

Buradaki ( , )h hx x  ya, 1( )Uπ −  da ( )hx  dan indirgenmiş (elde edilmiş) koordinatlar 

denir.  

nM  manifoldunun ( )P Pπ=  noktasını ihtiva eden diğer bir koordinat komşuluğu 

{ }, hU x ′′  ise 1( )Uπ − ′  koordinat komşuluğu P  noktasını ihtiva eder. 1( )Uπ − ′  ne göre P  

noktasının indirgenmiş koordinatları ( , )h hx y′ ′  ile verilir. Koordinatlar arasındaki 

dönüşüm 

   
( )h h h

h
h h

h

x x x
xy y
x

′ ′

′
′

⎧ =
⎪
⎨ ∂

=⎪ ∂⎩

                                                                                       (3.2) 

şeklindedir. ( )h hx x′ , P  noktasındaki 1 2, ,..., nx x x  değişkenlerinin C∞  sınıfından olan 

diferensiyellenebilir fonksiyonlarıdır. h hx y= , h hx y′ ′=  ile gösterirsek  (3.2) denklemi  

           ( )H H Hx x x′ ′= , 1,..., 2H n= , ( , )H h h= , 1,...,h n= , 1,..., 2h n n= +              (3.3) 

olarak yazılır. (3.2) denkleminin Jacobianı 

2

0
h

H h

H h h

h i h

x
x x
x x x

x x x

′

′

′ ′

⎛ ⎞∂
⎜ ⎟∂ ∂⎜ ⎟=

∂ ⎜ ⎟∂ ∂
⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠

                                                                        (3.4) 

matrisi ile verilir. (3.2) denkleminin tersi ise  

( )h h h

h
h h

h

x x x
xy y
x

′

′
′

⎧ =
⎪
⎨ ∂

=⎪ ∂⎩

                                                                                       (3.5) 

veya 

   ( )H H Hx x x ′=                                                                                        (3.6) 

olarak yazılır. (3.5) denkleminin Jacobianı 
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2

0
h

H h

H h h

h i h

x
x x
x x x

x x x

′

′ ′ ′

⎛ ⎞∂
⎜ ⎟∂ ∂⎜ ⎟=

∂ ⎜ ⎟∂ ∂
⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠

                                                                        (3.7) 

matrisi ile verilir. (3.4) ve (3.7) denklemleri ( )nT M  tanjant demetin daima 

yönlendirilebilir olduğunu gösterir. 

nM  manifoldu üzerindeki C∞  sınıfından ( , )r s  tipli tüm tensör alanlarının kümesinin 

( )r
s nMℑ  ve nM  deki tüm tensör alanlarının kümesini 

, 0
( ) ( )r

n s n
r s

M M
∞

=

ℑ = ℑ∑  ile 

göstereceğiz. Benzer olarak ( )nT M  tanjant demetindeki tensör alanlarının kümelerini 

de  ( ( ))r
s nT Mℑ  şeklinde göstereceğiz. 

f , nM  de bir fonksiyon olsun. ( )nT M  tanjant demette V f  fonksiyonuna bakalım. 

: nf M R→  ve : ( )n nT M Mπ →  olmak üzere V f f π= , : ( )V
nf T M R→  

fonksiyonuna f  fonksiyonunun dikey lifti denir. 

( )1P Uπ −∈ ,  ( ) ( ), ,i i i iP x y x x= =  

 koordinatlarına sahiptir. 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ),V Vf P f x y f P f P f xπ= = = =  

olduğundan ( )V f P  değeri fibre boyunca sabittir ve ( )1
nP P Mπ −= ∈  noktasındaki 

( )f P  değerine eşit olur (Yano and Ishihara 1973). 

1
0 ( ( ))nX T M∈ℑ  alalım. Her 0

0 ( )nf M∈ℑ  için 0VX f =  ise buradaki X  e dikey vektör 

alanı denir. X  vektör alanının lokal koordinatlarda bileşenleri 
h

h

X

X

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 olsun. 

0V i i
i iX f X f X f= ∂ + ∂ =  

buradan da 

0iX =  ve 0iX ≠  
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bulunur. 

X , nM  manifoldunda bir vektör alanı olsun. ( )nT M  de i
iıw w dx=  olmak üzere 

( ) ( ( ))V VX ıw w X=  ile V X  bir vektör alanıdır. Bu vektör alanına nM  manifoldundan 

( )nT M  tanjant demete X vektör alanının dikey lifti denir. Şimdi V X  dikey liftinin 

bileşenlerini bulalım: 

   ( ) ( ( ))V VX ıw w X=  

                        ( )j j i
j i j iX w X w w X∂ + =  

   j i
j iX w w X= . 

Buradan da  

   j jX X=  

olur. 

0V
j

X
X

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

                                                                                           (3.8) 

şeklindedir (Yano and Ishihara 1973). 

0
0 ( )nf M∈ℑ  olmak üzere ( )nT M  de ( ) s C

sı df y f f f= ∂ = ∂ =  dir. Buradaki C f  

fonksiyonuna f  fonksiyonunun tanjant demette tam lifti denir (Yano and Ishihara 

1973). 

1
0 ( )nX M∈ℑ  olsun. ( )C C CX f Xf=  ile tanımlanan C X  ye, X  vektör alanının tam lifti 

denir. Şimdi 
C i

C
C i

X
X

X

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 bileşenlerini bulalım: 

   ( )C i C C i C s i
i s iiX f X f y X f∂ + ∂ = ∂ ∂  

( ) ( ) ( )C i s C i s s i s i
i s s s i s iiX y f X y f y X f y X f∂ ∂ + ∂ ∂ = ∂ ∂ + ∂ ∂  

   C i iX X= , C i s i
sX y X= ∂ . 

Buradan da 
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i

C
s i

s

X
X

y X
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
∂⎝ ⎠

                                                                                    (3.9) 

olur 

3.1.1. Kesit boyunca vektör alanının tam ve dikey liftleri 

nM  manifoldunda bir vektör alanı tanjant demette bir kesit tanımlar. Biz şimdi bir 

vektör alanının, tensör demette kesit boyunca tam ve dikey liflerini araştıracağız. 

nM  manifoldunda bir V vektör alanı verilsin. O zaman nP M∈  noktasındaki V  

vektörünün değeri pV  olmak üzere pP V→  karşı koyma işlemi bir ( ):V n nM T Mβ →  

dönüşümünü tanımlar ve n -boyutlu ( )V nMβ  alt manifoldu V vektör alanı tarafından 

tanımlanan kesit olarak adlandırılır. Eğer nM  manifoldunda V vektör alanlarının lokal 

bileşenleri hV  ise, o zaman ( )V nMβ  kesiti lokal olarak ( )nT M  deki indirgenmiş 

( ),A h hx x y=  koordinatlarına göre  

( )

h h

h h

x x
y V x

⎧ =⎪
⎨

=⎪⎩
                                                                               (3.10) 

şeklinde ifade edilir. (3.10) ifadelerini jx  ye göre diferansiyelini alırsak, ( )V nMβ  e 

teğet olan n tane ( )iB  vektörlerinin, ( )nT M  deki indirgenmiş koordinatlara göre 

bileşenleri 
A

A
i i

xB
x

∂
=
∂

 

veya 

( ) ( )
h
iA

ii h
i

B B
V

δ⎛ ⎞
= = ⎜ ⎟⎜ ⎟∂⎝ ⎠

 

şeklindedir. 

Lokal bileşenleri hX  olan X  vektör alanı için, lokal bileşenleri  
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( )
h

A i
i i h

i

X
BX X

X V
⎛ ⎞

= Β = ⎜ ⎟
∂⎝ ⎠

                                                              (3.11) 

olan tanjant demette bir BX  vektör alanı tanımlayabiliriz. Burada BX , ( )V nMβ  

kesitine teğettir ve global olarak ( )V nMβ  boyunca tanımlıdır. X BX→  karşı koyma 

işlemi, ( ) ( )1 1
0 0: ( )n V nB M Mβℑ →ℑ  dönüşümünü tanımlar. Buradaki B  dönüşümü, 

( ):V n nM T Mβ →  dönüşümünün diferensiyelidir ve 1
0 ( )nMℑ  den 1

0 ( ( ))V nMβℑ  üzerine 

bir izomorfizmdir. 

Diğer taraftan, hy  parametre olmak üzere, fibre lokal olarak 

h

h h

x sbt
y y

⎧ =⎪
⎨

=⎪⎩
 

ifade edildiği için, 

( ) ( )( ) 0A
i i h

i

C C
δ
⎛ ⎞

= = ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

vektör alanları fibreye teğettir. Lokal bileşenleri hX  olan ( )1
0 nX M∈ℑ  için, lokal 

bileşenleri 

( )( ) 0A i
i hCX C X

X
⎛ ⎞

= = ⎜ ⎟
⎝ ⎠

                                                   (3.12) 

olan ve fibreye teğet olan CX  vektör alanı tanımlanabilir. O zaman X CX→  karşı 

koyma işlemi, ( ) ( )( )1 1
0 0: n nC M T Mℑ →ℑ  izomorfizm dönüşümünü tanımlar. 

(3.11) ve (3.12) eşitliklerinden, ( )1
0, nX Y M∈ℑ  için, 

[ ] [ ], ,BX BY B X Y= , [ ], 0CX CY =  

olduğu kolayca görülür. 

nM  manifoldunda koordinat komşuluğu U olmak üzere, ( )1 Uπ −  koordinat 

komşuluğunda, ( )V nMβ  kesiti boyunca 2n - lokal vektör alanı ( )iB  ve ( )iC  
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( )i iB B
x
∂

=
∂

, ( )i iC C
x
∂

=
∂

 

şeklindedir. Burada 2n -lokal vektör alanları ( )V nMβ  kesiti boyunca ( ) ( ){ },i iB C  lokal 

çatı aileleri oluştururlar. Bu ( ) ( ){ },i iB C  çatı aileleri, ( )1 Uπ −  koordinat komşuluğunda 

( )V nMβ  kesitinde adapte olunmuş çatı olarak adlandırılır. 

Bir vektör alanının tam ve dikey liftlerinin tanımlarını dikkate alarak ve aynı zamanda 

(3.11) ve (3.2) den, kesit boyunca 

( )C
VX BX C L X= +  ve V X CX=                                                   (3.13) 

formülleri elde edilir. 

( ) ( )ii
B C=  alındığında, ( )V nMβ  kesitinde adapte olunmuş çatı ( ) ( ){ },i i

B B  şeklinde 

yazılabilir. (3.13) den X  vektör alanının ( )V nMβ  kesiti boyunca adapte olunmuş 

çatıya göre tam ve dikey liftleri sırasıyla 
h

C
h

V

X
X

L X

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

,  
0V

hX
X

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

şeklindedir (Yano and Ishihara 1973). 

3.2. Kotanjant Demet 

nM  diferensiyellenebilir n -boyutlu manifold ve ( )P nT M∗  ise nP M∈  noktasındaki 

kotanjant uzay yani P  noktasındaki ( )P nT M  tanjant uzayının dual uzayı olsun. 

( ) ( )P

n
n n

P M
T M T M∗ ∗

∈
= ∪  

kümesine kotanjant demet denir.  
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nM  baz uzayının { }; hU x  koordinat komşuluklar sistemiyle örtüldüğünü kabul edelim. 

Burada ( )hx , U  komşuluğunda tanımlı lokal koordinat sistemidir. nR , R  üzerinde 

n − boyutlu vektör uzayı olmak üzere 1( ) ( )nU T Mπ − ∗⊂  açık kümesi nU R×  direk 

çarpımına diferensiyellenebilir homeomorfizimdir. ( )P nP T M∗∈  ( )P U∈  noktası ( , )P p  

sıralı çifti ile gösterilir ve np R∈  kovektörünün bileşenleri  ( )p nT M∗  kotanjant uzayında 

hdx  doğal çatıya göre P  nın ( )ip  bileşenleri ile verilir. U  komşuluğunda ( )P Pπ=  

noktasının koordinatları ( )hx  1,...,h n=  ile gösterilirse, P  noktası uygun 
1( , ) ( )h

ix p P Uπ −→ ∈  ile verilmiş olur. Dolayısıyla 1( ) ( )nU T Mπ − ∗⊂  açık kümesinde 

( , )h
ix p  lokal koordinatlar sistemi elde edilmiş olur. Burada ( , )h

ix p  lokal koordinatlar 

sistemine  ( )hx  dan indirgenmiş (elde edilmiş) 1( )Uπ −  koordinat komşuluğunda 

koordinatlar denir. 

i
ip p dx=  1− formuna ( )nT M∗  kotanjant uzayın temel 1− formu denir. p  temel 

1− formunun dp  dış diferensiyeli 2− formdur ve 1( )Uπ −  komşuluğunda 
i

idp dp dx= ∧  

olarak yazılır. Bu nedenle  

1
2

C B
CBdp dx dx= ℑ ∧  

yazılırsa, 

( ) 0
0

j
i

CB j
i

δ
δ

⎛ ⎞
ℑ = ⎜ ⎟

−⎝ ⎠
                                                     (3.14) 

elde edilir. (3.14) matrisi regüler olduğundan  BA A
CB Cδℑ ℑ =  olacak şekilde BAℑ  ters 

matrisi vardır ve bu 

( ) 0
0

h
BA i

i
h

δ
δ
⎛ ⎞−

ℑ = ⎜ ⎟
⎝ ⎠

                                                 

 

biçimindedir (Yano and Ishihara 1973). 
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nM  manifoldu üzerinde : nf M R→  fonksiyonu verilmiş olsun. : ( )n nT M Mπ ∗ →  

izdüşümü olmak üzere  
V f f π=  

fonksiyonuna f  fonksiyonunun kotanjant demette dikey lifti denir. Böylece tanımdan 

( )p nP T M∗∈  olmak üzere  

( ) ( )V f P f P=  

elde edilir. 

( )0
1 nw M∈ℑ  olmak üzere lokal bileşenleri  

A BA
Bw w= L  

olan ( )nT M∗  kotanjant demetinde vektör alanı elde edilir. Bu vektör alanına nM  

manifoldunda w  1− formunun dikey lifti denir ve V w  ile gösterilir (Yano and Ishihara 

1973). 

V w  dikey lifti ( )nT M∗  kotanjant demette indirgenmiş koordinatlara göre 

0V

i

w
w
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 bileşenlerine sahiptir. Açıkça V w  bir dikey vektör alanıdır. 

Verilen 1
0 ( )nX M∈ℑ  için, i

iıX p X=  kotanjant demette bir fonksiyon tanımlar. hX , U  

koordinat komşuluğunda X  vektör alanının bileşenleri olmak üzere dış diferensiyel  

( ) ( )i a i
i a id ıX p X dx X dp= ∂ +  

ifadesi 1( )Uπ −  koordinat komşuluğuna göre bir 1-form tanımlar. Kotanjant demette bir 

vektör alanının tam lifti C X  
C A BA

BX X= ℑ  

şeklinde tanımlanır. Burada BX , ( )d ıX  in bileşenleridir. O zaman, 1( )Uπ −  deki 

( , )h
ix p  lokal koordinat sistemine göre tam lift C X  
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( )

h

i
i h

X
p X

⎛ ⎞
⎜ ⎟
− ∂⎝ ⎠

 

bileşenlerine sahiptir. 

3.2.1. Kesit boyunca kotanjant demette tensör alanlarının tam ve dikey lifti  

nM  manifoldunda θ  1-formu verildiğinde, bu 1-form vasıtasıyla ( )nT M∗  kotanjant 

demette bir kesit tanımlanabilir. Biz bu bölümde kotanjant demette kesit boyunca vektör 

alanının tam liftini ve 1-formun dikey liftini inceleyeceğiz. 

nM  manifoldunda θ  1-formu verilsin. pθ , nM  manifoldunda P  noktasındaki θ  1-

formunun değeri olmak üzere, pP θ→  karşı koyma işlemi, ( ): n nM T Mθβ
∗→  

dönüşümünü tanımlar. ( )nMθβ  kesiti, kotanjant demetin bir alt manifoldudur. Bu 

( )nMθβ  alt manifoldu, θ  tarafından tanımlanan kesit olarak adlandırılır. ( )nMθβ  

kesiti, kotanjant demetteki ( ),h
hx p  indirgenmiş koordinatlara göre lokal olarak 

( )

h h

h h

x x
p xθ

⎧ =⎪
⎨

=⎪⎩
                                                                          (3.15) 

şeklinde ifade edilir. (3.15) denkleminin hx  lara göre diferensiyeli alındığında 
A

A
i i

xB
x

∂
=
∂

  

bileşenlerine sahip n -lokal ( )iB  vektör alanları elde edilir. Buradaki ( )iB  vektör alanları 

( )nMθβ  kesitine teğettirler. Böylece ( )iB , kotanjant demetteki indirgenmiş 

koordinatlara göre  

( ) ( )( ):
h

A i
i i

i h

B B
δ
θ

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

∂⎝ ⎠
 

bileşenlerine sahiptir.  
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hX  bileşenlerine sahip herhangi bir X  vektör alanı için, ( )nMθβ  kesiti boyunca 

bileşenleri 

( )
h

A i
i i

i h

X
BX B X

X θ
⎛ ⎞

= = ⎜ ⎟
∂⎝ ⎠

                                                   (3.16) 

olan BX  vektör alanı tanımlanabilir. 

O zaman (3.16) eşitliğiyle ( ) ( )( )1 1
0 0: n nB M Mθβℑ → ℑ  dönüşümü tanımlıdır. Buradaki 

B  dönüşümü, ( ): n nM T Mθβ
∗→  dönüşümünün diferensiyelidir ve aynı zamanda bir 

izomorfizmdir. 

Diğer taraftan, fibre lokal olarak  
h

h h

x sbt
p p

⎧ =
⎨

=⎩
                                                                (3.17) 

şeklinde ifade edilir. (3.17) ifadesinin hp  lara göre diferensiyeli alınırsa, bileşenleri 

( ) ( ) 0A
ii i

h

C C
δ
⎛ ⎞

= = ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

olan n -lokal ( ) ( )V i
iC dx=  vektör alanını elde ederiz. Bu ( )iC  vektör alanları fibreye 

teğettir. Aynı zamanda fibreye teğet olan ve bileşenleri 

( ) 0
: A

i i
i

Cw C w
w
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

                                                               (3.18) 

şeklinde olan Cw  vektör alanları tanımlanabilir. O zaman (3.18) eşitliği 

( ) ( )( )0 1
1 0: n nC M T M∗ℑ → ℑ  dönüşümünü tanımlar. Bu C  dönüşümü ( )0

1 nMℑ  den 

( )( )1
0 nT M∗ℑ  üzerine bir izomorfizmdir. 

 (3.16) ve (3.18) eşitliklerinden, her ( )1
0, nX Y M∈ℑ  ve her ( )0

1, nw Mψ ∈ℑ  için  

[ ] [ ], ,BX BY B X Y= , [ ], 0C Cwψ =                                                   (3.19) 

ifadeleri kolayca yazılabilir. 
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Biz şimdi ( )1 Uπ −  koordinat komşuluğunda ( )nMθβ  kesiti boyunca ( )i iB B
x
∂

=
∂

 ve 

( )
i

iC Cdx=  2n -lokal vektör alanlarını düşünelim. Onlar ( )nMθβ  boyunca ( ) ( ){ },i iB C  

çatılarının bir lokal ailesi formundadırlar. ( ) ( ){ },i iB C  çatısı, ( )1 Uπ −  koordinat 

komşuluğunda ( )nMθβ  kesitinin adapte olunmuş çatısı olarak adlandırılır. 

X  vektör alanının tam lifti ve w  1-formun dikey lifti tanımlarından ve aynı zamanda 

(3.16) ve (3.18) den, ( )nMθβ  kesiti boyunca  

( )C
XX BX C L θ= + −  

 V w Cw=  

formüllerini elde ederiz. O zaman, X  vektör alanının ( )nMθβ  kesiti boyunca 

( ) ( ){ },i iB C  çatısına göre tam lifti ve w 1-formunun dikey lifti sırasıyla 

h
C

X h

X
X

L θ
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
−⎝ ⎠

, 
0V

i

w
w
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

şeklindedir (Yano and Ishihara 1973). 

3.3. Tensör Demet 

nM , C∞  sınıfından n− boyutlu diferensiyellenebilir bir manifold ve ( )p
qT Q , nM  

manifoldunun Q  noktasındaki ( , )p q  tipli tensör uzay olsun. 

( ) ( )
n

p p
q n q

Q M

T M T Q
∈

= ∪                                                                     

ile tanımlanan ( )p
q nT M  kümesine tensör demet denir. 

nM  manifoldu üzerinde : ( )p
q n nT M Mπ →  tabii izdüşümü verilsin. nM  manifoldunun 

bir Q  noktasının U  koordinat komşuluğundaki lokal koordinatları ,  1,...,jx j n=  olarak 
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verilir. nQ M∈  noktasına karşılık gelen ( )p
q nT M  demetinin elemanı olan 1( )Q Uπ −∈  

noktasının lokal ifadesi 
1 1

1 1

... ...
... ...( , ) ( , ),  ,  1,...,p p

q q

i i i ij j j j p q
j j j jx t x x x t j n n n += = = + +  

biçimindedir. Burada 1

1

...
...

p

q

i i
j jt , t  tensörünün j∂  tabii çatısına göre bileşenleridir. ( )p

q nT M  

nin 1( )Uπ −  koordinat komşuluğunda lokal koordinatlar olarak ( , )j jx x  ifadesini 

alabiliriz. 

nM  manifoldu üzerindeki koordinat dönüşümü ( )j j jx x x′ ′=  biçiminde olduğundan 

( )p
q nT M  demetinde karşılık gelen koordinat dönüşümü 

1 11 1

1 1 1 1

... ... ( ) ( )
... ... ( ) ( )

( ),

... ... ,p p q p

q p q q

j j j

i i i j i ii jj i j j
j j i i j j j j i j

x x x

x t A A A A t A A x

′ ′

′ ′ ′′′ ′
′ ′ ′ ′ ′

⎧ =⎪
⎨

= = =⎪⎩
                               (3.20) 

biçiminde olur. Burada 1 1 1 1

1 1 1 1

( ) ( )
( ) ( ) ... ... ,  ,  p q

p q

i j
i ji j i ji j

i j i i j j i ji j

x xA A A A A A A A
x x

′
′′ ′′

′ ′ ′ ′ ′

∂ ∂
= = =

∂ ∂
 olarak 

alınmıştır. 1

1

...( )
( ) ...( , ),  1,..., ,  p

q

i ip q i
k k kJ j j J n n t t+= = + =  olmak üzere, (3.20) denkleminin 

Jacobian matrisi 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0
( )

j j

jJ j j
j

i i k i jJ j j
k j i j i j

j j

x x
Ax x x

t A A A Ax x x
x x

′ ′

′′

′ ′′ ′
′ ′

⎛ ⎞∂ ∂
⎜ ⎟ ⎛ ⎞⎛ ⎞∂ ∂ ∂⎜ ⎟= = ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂∂ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

                       (3.21) 

olarak verilir. 

nM  manifoldu üzerinde C∞  sınıfından reel değerli fonksiyonların halkası ( )nF M  

olmak üzere, C∞  sınıfından ( , )p q  tipli tensör alanlarının ( )nF M  üzerindeki modülünü 

( )p
q nMℑ  ile gösterilir. 

Eğer ( )q
p nMα ∈ℑ  ise kontraksiyonla ( )p

q nT M  uzayında fonksiyon ıα  ile tanımlanır. 

Öyle ki, ( )i
nU x M⊂  koordinat komşuluğunda α  nın lokal ifadesi 
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1 1

1 1

...
... ... ...q p

p q

j j ii
i i j j dx dxα α= ∂ ⊗ ⊗∂ ⊗ ⊗ ⊗  

biçiminde ise ıα  nın 1( )Uπ −  koordinat komşuluğundaki ( , )j jx x  koordinatlara göre 

lokal ifadesi 
1 1

1 1

... ...
... ...

q p

p q

j j i i
i i j jı tα α=  

olur. 

3.3.1. Tensör alanların tensör demete dikey lifti ve γ − operatörü 

3.1. Yardımcı Teorem: , ( )p
q nX Y T M∈  olsun. Her ( )q

p nT Mα ∈  için ( ) ( )X ı Y ıα α=  ise 

X Y=  olur. 

İspat: Eğer ( ) ( )( )Z ı X Y ıα α= −  olarak yazılırsa 0Z =  olduğunu göstermek yeterli 

olur. Z  nın 1( )Uπ −  koordinat komşuluğunda ( , )j jx x  koordinatlarına göre jZ  

bileşenleri 
1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1

1 1 1

... ... ... ...
... ... ... ...

... ... ...
... ... ...

( ) ( ) ( )

         0

q p q p

p q p q

p q q

q p p

j j i i j j i ij j
j i i j j i i j jj

i i j j j jj j
j j j i i i i

Z ı Z t Z t

Z t Z

α α α

α α

= ∂ + ∂

= ∂ + =
                            

denklemini sağlar. ( )q
p nMα ∈ℑ  keyfi olarak alındığından dolayı, homojen lineer 

denklem sisteminden  
1

1

...
... 0p

q

i ij
j jZ t = , 0jZ =                                                                            (3.22) 

yazılır. (3.22) nin ilk denkleminde eğer ( )p
q nT M  tensör demetinin tüm noktalarında 

1

1

...
...

p

q

i i
j jt  nin tüm bileşenleri sıfır değil ise Z  bileşenleri sürekli olmasından dolayı nM  baz 

manifoldu üzerinde 0jZ =  olur. Böylece 1( )Uπ −  un tüm noktalarında 0jZ =  yazılır. 

(3.22) denkleminin ikincisi de dikkate alındığında 1( )Uπ −  komşuluğunda 0Z =  olduğu 

bulunur. Böylece ( )p
q nT M  tensör demetinde 0Z =  yazılır. 

( )p
q nA M∈ℑ  olsun. ( )q

p nMα ∈ℑ  olmak üzere 
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( ) ( ) ( ( ))V VA ı A Aα α π α= =                                                              (3.23) 

eşitliğini sağlayan 1
0 ( ( ))V p

q nA T M∈ℑ  vektör alanına A  vektör alanının ( )p
q nT M  tensör 

demette dikey lifti denir (Ledger and Yano 1967). Burada ( ( ))V Aα  ifadesi 

( ) ( )nA F Mα ∈  fonksiyonunun dikey liftidir. Diğer taraftan ( )nf F M∈  keyfi 

fonksiyonun V f f π=  dikey lifti 1( ) ( )p
qP T Pπ − =  fibresi boyunca sabittir. 

V V k V k
k kA A A= ∂ + ∂  olarak yazılırsa, 1

1

...
...

p

q

l lk
k kx t=  olmak üzere (3.23) eşitliğinden 

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

... ... ... ... ...
... ... ... ... ...

p q q q p

q p p p q

i i j j k k k k l lV k V k
j j k i i l l l l k kA t A Aα α α∂ + =  

sonucu elde edilir. 3.1 Yardımcı Teoremin ispatında kullanılan benzer yöntemle 

( )p
q nT M  nin ( , )j jx x  koordinatlarına göre V A  dikey liftinin bileşenleri 

1

1

...
...

   0
p

q

V j
V

i iV j
j j

A
A

AA

⎛ ⎞⎛ ⎞
= = ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠

                                                            (3.24) 

olarak elde edilir. 

1
1( )nMϕ ∈ℑ  tensör alanının lokal koordinatlarla ifadesi 

   i j
j i dx

x
ϕ ϕ ∂
= ⊗

∂
 

olarak verilmiş olsun. ( )p
q nT M  tensör demette 1( )Uπ −  komşuluğunda ( , )j jx x  

koordinatlarına göre γϕ  vektör alanı 

1

1

1

1

... ...
...

1

...
... ....

1

( ) , ( 1,  0)

( ) , ( 0,  1)

p

q

p

q

p
i m i i
j j m j

q
i i m
j m j j j

t p q
x

t p q
x

λ

μ

λ

μ

γϕ ϕ

γϕ ϕ

=

=

⎧ ∂
= ≥ ≥⎪ ∂⎪

⎨
∂⎪ = ≥ ≥

⎪ ∂⎩

∑

∑
                                     (3.25) 

olarak tanımlanır (Cengiz and Salimov 2002). 
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(3.21) den, γϕ , ( )p
q nT M  tensör demette dikey vektör alanıdır. Biz γϕ  ye 1

1( )nMϕ ∈ℑ  

afinorun  ( )p
q nT M  tensör demette dikey-vektör lifti olarak adlandıracağız. γϕ  dikey-

vektör liftinin lokal koordinatlarla ifadesi 

1

1

... ...
...

1

0

p

q

p
i m i i
j j mt λ

λ

γϕ
ϕ

=

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑

   

1

1

...
... ....

1

0

p

q

q
i i m
j m j jt

μ
μ

γϕ
ϕ

=

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑

                                                                     (3.26) 

olarak bulunur. 

3.3.2. Türevlerin tam liftleri 

nM  diferensiyellenebilir manifoldu üzerinde tüm tensör modüllerinin direkt toplamını 

, 0
( ) ( )p

n q n
p q

M M
∞

=

ℑ = ℑ∑  ile gösterelim. Aşağıdaki özellikleri sağlayan 

: ( ) ( )n nD M Mℑ →ℑ  

dönüşümüne nM  manifoldu üzerinde türev operatörü denir. 

a) ( ) , , ( ), ,p
q nD aS bT aDS bDT S T M a b R+ = + ∀ ∈ℑ ∈ , 

b) D  tensör alanının tipini korur. 

c) 1 2 1 2 2 1 2( ) ( ) ( ), , ( )nD T T DT T T DT T T M⊗ = ⊗ + ⊗ ∀ ∈ℑ , 

d) ( ) ( ),D cT c DT c= − kontraksiyon. 

Tensör türevinin tanımından, nM  üzerindeki (1,1)  tipli ( )i
jI δ=  birim tensör alanı için  

0DI =                                                                                                 (3.27) 

olur. 

nM  manifoldunda D  operatörü için 
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, ( )nPf Df f M= ∈ℑ                                                                          (3.28) 

olacak şekilde bir P  vektör alanı mevcuttur. 

Eğer nM  manifoldunun herhangi bir U  koordinat komşuluğunda 

( ) h
i i hD Q∂ = ∂                                                                                       (3.29) 

olarak alınırsa (3.27) eşitliğinden ve ( )i i
j jdx δ∂ =  olmasından dolayı 

( )h h i
iD dx Q dx= −                                                                                 (3.30) 

elde edilir. 

( )q
p nMℑ  modülünün α  elemanı 1 1

1 1

...
... ... ...q p

p q

j j ii
i i j j dx dxα α= ∂ ⊗ ⊗∂ ⊗ ⊗ ⊗  biçiminde 

ifade edilmiş olsun. (3.29) ve (3.30) denklemlerinden Dα  nın bileşenleri 

1 1 1

1 1 1

... ... ... ...
... ... ... ...

1 1

: ( )q q q

p p p

q p
j j j m j j jjm m

m i i i i m i m i iD p Q Qμ

λ
μ λ

α α α α
= =

∂ + −∑ ∑                            (3.31) 

olarak elde edilir. Burada mp , (3.28) ile verilen 1
0 ( )nP M∈ℑ  vektör alanının bileşenleri 

olur. ( , )h h
ip Q  çiftine ise U  koordinat komşuluğunda D  türevinin bileşenleri denir 

(Yano and Ishihara 1973). 

nM  manifoldu üzerinde türev operatörü D  olmak üzere ( )q
p nMα ∈ℑ  için 3.1 Yardımcı 

Teorem’e göre  

( ) ( )C D ı ı Dα α=                                                                                   (3.32) 

olacak şekilde bir tek 1
0 ( ( )C p

q nD T M∈ℑ  vektör alanı vardır. C D  vektör alanına ( )p
q nT M  

tensör demetinde D  nin tam lifti denir (Ledger and Yano 1967). 

(3.31), (3.32) ve 3.1. Yardımcı Teorem’den C D  vektör alanının ( , )j jx x  koordinatlarına 

göre bileşenleri: 

1 1

1 1

... ... ...
... ... ...

1 1

p p

q q

j

C q p
i i i m i im
j m j j j j m

p
D

Q Q λ

μ
μ λ

α α
= =

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟−⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑ ∑

.                                              (3.33) 
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şeklinde olur. 

nM  manifoldu üzerinde 1D  ve 2D  türevleri verilmiş olsun. (3.33) kullanarak 

                                          [ ]1 2 1 2, ,CC CD D D D⎡ ⎤ =⎣ ⎦  

elde edilir (Cengiz and Salimov 2001). 

3.3.3. Lie türevinin tam lifti 

1
0 ( )nV M∈ℑ  olsun. ( )p

q nT M  tensör demette V  vektör alanının CV  tam liftinin 

bileşenleri 

1 1

1 1

... ... ...
... ... ...

1 1

p p

q q

j
C j

C p q
i m i i ii mC j
j j m j m j j

V
V

V
t V t VV λ

μ
λ μ= =

⎛ ⎞
⎛ ⎞ ⎜ ⎟= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ∂ − ∂⎝ ⎠ ⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ∑

                           (3.34) 

biçiminde verilmiştir (Salimov 1994). 

VL , V  vektör alanına göre Lie türevi olsun. VL , 

, ( )V nL f Vf f F M= ∀ ∈  

[ ] 1
0, , , ( )V nL W V W V W M= ∀ ∈ℑ  

eşitliklerini sağlar. Burada [ ],V W , V  ve W  vektör alanlarının Lie parantezidir. 

[ ], h i h i h
i iV W V W W V= ∂ − ∂  olduğu göz önüne alınarak Lie türevi koordinatlarla  

( ),h h
V iL V V= −∂                                                                                 (3.35) 

şeklinde yazılabilir. 

VL  nin tam lifti ise (3.32), (3.33) ve (3.35) eşitliklerinden  

( )C C
VL V=  

sonucu elde edilir (Cengiz and Salimov 2001). 
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3.3.4. Kovaryant türevin tam lifti 

nM  manifoldu üzerinde ∇  afin konneksiyonu ve V  vektör alanına göre V∇  kovaryant 

türevi tanımlanmış olsun. V∇  

V f Vf∇ =  

1
0, , ( ), , , ( )fV gW V W n nX f X g X f g F M V W X M+∇ = ∇ + ∇ ∀ ∈ ∀ ∈ℑ  

şartlarını sağlayan bir tensör türevidir. V∇  kovaryant türevi nM  manifoldu üzerinde 

( , )h j h
V jiV V∇ = Γ                                                                                 (3.36) 

bileşenlerine sahiptir. (3.33) ve (3.36) kullanılarak ( )C
V∇  tam liftinin bileşenleri 

1 1

1 1

... ... ...
... ... ...

1 1

( )
p p

q q

j

C q p
i i i m iV ij m j
j m j jj j j jm

V

t V t V λ

μ
μ λ= =

⎛ ⎞
⎜ ⎟∇ = ⎜ ⎟Γ − Γ⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑ ∑

                                   (3.37) 

olur. 

Şimdi nM  manifoldu üzerinde yeni bir ∇  afin konneksiyonun 

[ ]( , ) ( , )X X X X YY Y S X Y Y Y X X Y∇ = ∇ − = ∇ − ∇ −∇ −  

        [ ],Y X X Y= ∇ +                                                                           (3.38) 

denklemiyle verildiğini kabul edelim. Burada ( , )S X Y , ∇  afin konneksiyonun burulma 

tensörüdür. (3.38) eşitliğinden  
h h
ji ijΓ = Γ  

elde edilir. Burada h
jiΓ , ∇  yeni afin konneksiyonun bileşenleridir. 

(3.26), (3.34) ve (3.37) formüllerinden 

1 1

1 1

... ... ...
... ... ...

1 1

0
( )

( ) ( )p p

q q

C C p q
i m i i iV i i j m m j
j j m jm j m j j jj

V
t V V t V Vλ λ

μ μ
λ μ= =

⎛ ⎞
⎜ ⎟− ∇ = ⎜ ⎟∂ + Γ − ∂ + Γ⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑ ∑
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1 1

1 1

... ... ...
... ... ...

1 1

0

( ) ( )p p

q q

p q
i m i i ii i j m m j
j j m mj j m j j j jt V V t V Vλ λ

μ μ
λ μ= =

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟∂ + Γ − ∂ +Γ⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑ ∑

 

1 1

1 1

... ... ...
... ... ...

1 1

0

( ) ( )p p

q q

p q
i m i i ij m
j j m j m j jt V t V

μ
λ μ= =

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟∇ − ∇⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑ ∑

 

( ) ( )V Vγ γ= ∇ − ∇  

sonucu bulunur. Böylece 

( ) ( ) ( )C C
V V V Vγ γ∇ = − ∇ + ∇                                                            (3.39) 

elde edilir. (3.39) denkleminde eğer 0V∇ =  olursa  

( ) ( )C C C
V VV L∇ = =  

bulunur. 

∇  simetrik afin konneksiyonu verilmiş olsun. Bu takdirde V V∇ =∇  olur. (3.39) 

denkleminden  

( ) ( ) ( )C C
V V V Vγ γ∇ = − ∇ + ∇  

                                   
1 1

1 1

... ... ...
... ... ...

1 1

                           

( )p p

q q

j

q p
i i i m iis m

sj j m j sm j j

V

V t tλ

μ
μ λ= =

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟Γ − Γ⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ∑
 

                                    HV=                                                                                       (3.40) 

eşitliği elde edilir. Burada HV , ( )p
q nT M  tensör demette V  vektör alanının yatay liftidir 

(Salimov 1994). 
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4. ARAŞTIRMA BULGULARI 

Bu kısımda, çalışmamızda elde ettiğimiz bulgulara yer verilecektir. 

4.1. 
XK YD  Operatörü Tarafından Belirlenmiş Türevleme ve Onun Uygulamaları 

nM  manifoldu üzerinde D  türev operatörü her ( )nf M∈ℑ  için 0Df =  şartını sağlasın. 

D  türevini her 1
0 ( )nX M∈ℑ  ve 1

1( )nMϕ∈ℑ  için DX Xϕ=  ile tanımlanan türeve ϕ  ile 

tayin edilmiş türev denir ve Dϕ  ile gösterilir. 0D fϕ =  ve D X Xϕ ϕ=  eşitliklerinden 

Dϕ  türevinin bileşenleri 

: (0, ), 0,h h h h
i i iD p Qϕ ϕ ϕ= =                                                                 (4.1) 

şeklindedir. Burada h
iϕ , ϕ  afinorun lokal bileşenleridir. (3.26), (3.33) ve (4.1) 

eşitliklerinden 

1 1

1 1

... ... ...
... ... ...

1 1

0
( )

p p

q q

C q p
i i i m i im
j m j j j j m

D
λ

μ

ϕ

μ λ

α ϕ α ϕ
= =

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟−⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑ ∑

 

veya 

( )C Dϕ γϕ γϕ= −                                                                                    (4.2) 

eşitlikleri elde edilir (Cengiz and Salimov 2002). 

X  vektör alanına göre ∇  burulmasız afin konneksiyonun Lie türevi olan XL ∇ , (1,2) 

tipli bir tensör alanıdır ve herhangi 1
0, ( )nY Z M∈ℑ  için 

[ ],( )( , ) ( ) ( )X X Y Y X X YL Y Z L Z L Z Z∇ = ∇ −∇ −∇                                      (4.3) 

şeklinde tanımlanır. Şimdi biz (1,1) tipli XK Y  tensör alanını 

[ ] [ ],( ) ( )( , ) ,x X X Y X YK Y Z L Y Z L Z Z= ∇ = ∇ −∇                                      (4.4) 

olacak şekilde tanımlayalım. (4.4) eşitliğinde gerekli kısaltmaları yaptığımızda ve 

XK Yϕ =  olmak üzere 
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[ ] [ ],,
XK Y X Y X YD L= ∇ −∇                                                                        (4.5) 

Dϕ  türevlemesi verilmiş olur. Eğer (4.5) eşitliğinin her iki tarafının tam lifti alınırsa 

(4.2) denkleminden  

[ ] [ ],( ) ( ) ( ) , ( )
X

CC C
X X K Y X Y X YK Y K Y D Lγ γ− = = ∇ − ∇                          (4.6) 

eşitliği elde edilir. (3.40) ve (4.6) denklemlerinden  

[ ],( ) ( ) ( ) ( ), ( ) ( )
X

C C C C
X X K Y X Y X YK Y K Y D Lγ γ ⎡ ⎤− = = ∇ − ∇⎣ ⎦  

                                                     [ ], ,HC HX Y X Y⎡ ⎤= −⎣ ⎦                                             (4.7) 

olur. Buradan da aşağıdaki Teoremi ifade edebilir: 

4.1.1. Teorem: Her 1
0, ( )nX Y M∈ℑ  için 

[ ], , ( ) ( )HC H
X XX Y X Y K Y K Yγ γ⎡ ⎤ = + −⎣ ⎦                                            (4.8) 

dir. 

0XL ∇ =  ise 1
0 ( )nX M∈ℑ  vektör alanına infinitesimal afin dönüşüm denir. O zaman 

(4.3) ve (4.8) eşitliklerinden aşağıdaki Teorem ifade edilebilir: 

4.1.2. Teorem: 1
0 ( )nX M∈ℑ  infinitesimal afin dönişüm ise 

                             [ ], ,HC HX Y X Y⎡ ⎤ =⎣ ⎦                                                    (4.9) 

dir. 

(4.9) denkleminde, 0X∇ =  olması durumunda, C HX X=  olur. Bu durumda aşağıdaki 

Teoremi yazabiliriz. 

4.1.3. Teorem: X , Riemannian kovaryant türevi sıfır olan bir vektör alanı olsun. Bu 

durumda  

[ ], ,HH HX Y X Y⎡ ⎤ =⎣ ⎦  
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dır. Yani yatay lift alma işlemi 1 1
0 0: ( ) ( ( ))H p

n q nM T Mℑ →ℑ  bir homomorfizmdir. 

4.1.4. Teorem: 1
0, ( )nX Y M∈ℑ ve 1

1, ( )nF G M∈ℑ  için 

a) [ ] [ ] [ ], , ,F F G G F G F Gγ γ γ γ γ γ− − = −  

b) , ( ) ( )C
X XX F F L F L Fγ γ γ γ⎡ ⎤− = −⎣ ⎦  

c) , ( ( ) ( )) ( ( ) ( ))H
X XX F F L F X F F X L F X F F Xγ γ γ γ⎡ ⎤− = + ∇ − ∇ − + ∇ − ∇⎣ ⎦  

dır. 

İspat:  

a) 1
1, ( )nF G M∈ℑ  için  

[ ] [ ],,F G F GD D D=                                                                                 (4.10) 

türevlemesini tanımlayabiliriz. Burada [ ],F G F G G F= −  şeklinde tanımlanmıştır. 

Eğer (4.10) eşitliğinin her iki tarafının tam liftini alırsak,  

[ ] [ ] [ ],, ( ), ( ) , ( )CC C C
F G F G F GF F G G D D D D Dγ γ γ γ ⎡ ⎤− − = = =⎣ ⎦  

                                                        [ ] [ ], ,F G F Gγ γ= −  

olur. 

b) [ ],X F X F F XL D L D D L= −  türevlemesini düşünelim. Gerçekten, ( )nf F M∈   

için 

[ ], ( ) 0X F X F F X FL D f L D f D L f D Xf= − = − =  

olduğundan, [ ] 1
1, ( )X F nL D M∈ℑ  tarafından tanımlanan 

[ ] [ ],,
X FX F L DL D D=                                                                               (4.10) 

türevlemesi tanımlanabilir. (4.10) eşitliğinin her iki tarafının tam lifti alınırsa, 

[ ] [ ],, , ( )
X F

CC C
X F L DX F F L D Dγ γ⎡ ⎤− = =⎣ ⎦                                          (4.11) 

elde edilir. ( ) ( ) ( ) ( ) ( )X X F F X X XL F Y L D Y D L Y L FY F L Y= − = −  eşitliğinden, 

[ ],X X FL F L D=  eşitliği elde edilir. (4.11) denkleminden 
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[ ],, ( ) ( )
XX F

C C C
L FL DX F F D Dγ γ⎡ ⎤− = =⎣ ⎦  

                                                 ( ) ( )X XL F L Fγ γ= −  

sonucu elde edilir. 

c) (a), (b) ve (3.40) eşitliklerinden  

, ( ) ( ),H CX F F X X X F Fγ γ γ γ γ γ⎡ ⎤ ⎡ ⎤− = + ∇ − ∇ −⎣ ⎦ ⎣ ⎦  

                                                [ ], ( ) ( ),C X F F X X F Fγ γ γ γ γ γ⎡ ⎤= − + ∇ − ∇ −⎣ ⎦  

                                                ( ), ( ) ( ), ( )C C C C
F X FX D D D∇⎡ ⎤ ⎡ ⎤= +⎣ ⎦ ⎣ ⎦  

                                                [ ] [ ]( ) ( ) ( ), ( ),X XL F L F X F X Fγ γ γ γ= − + ∇ − ∇  
                                                ( ( ) ( )) ( ( ) ( ))X XL F X F F X L F X F F Xγ γ= + ∇ − ∇ − + ∇ − ∇  
olur. 

4.2. Tensör Demette Kesit 

4.2.1. Kesit boyunca tensör demete tam lift, dikey lift ve γ − operatörü 

nM  manifoldu üzerinde ( )p
q nMξ ∈ℑ  tensör alanı verilmiş olsun. 

nMidξπ σ =  olmak 

üzere : ( )p
n q nM T Mξσ →  dönüşümüne, ξ  ile verilmiş kesit denir. Burada π  tabii 

izdüşümüdür. 

ξσ  dönüşümü, nx M∈  noktasına xx ξ→  tensörünü karşılık getirir. ( )nMξσ  kesiti, 

( )p
q nT M  nün n − boyutlu bir altmanifoldudur. Diğer taraftan ξ  tensör alanı 1

1

...
... ( )p

q

h h k
k k xξ  

lokal birleşenlerine sahipse, ( )p
q nT M  tensör demetin ( )nMξσ  kesiti ( , )k kx x  

koordinatlarına göre lokal olarak 

1

1

...
... ( )p

q

k k

h hk k
k k

x x

x xξ

⎧ =⎪
⎨

=⎪⎩
                                                                                 (4.12) 
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şeklinde ifade edilir. (4.12) denkleminin jx  ye göre diferensiyeli, ( )nMξσ  kesitinde jB  

ile gösterilir ve n −  tanjant vektör alanını verir. jB  vektör alanı, ( )p
q nT M  demette 

{ },k k∂ ∂  tabii çatıya göre 

1

1

...
...

     
( ) ( )

p

q

kK jK
j j h h

j k k

xB
x

δ

ξ

⎛ ⎞∂ ⎜ ⎟= =
⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

                                                                 (4.13) 

bileşenlerine sahiptir. 

Diğer taraftan, fibre lokal olarak 

1 1

1 1

... ...
... ...

     ,

,p p

q q

k

h h h h
k k k k

x const

t t

⎧ =⎪
⎨

=⎪⎩
                                                                                  (4.14) 

biçiminde ifade edilir. Burada 1

1

...
...

p

q

h h
k kt  parametreler olarak göz önüne alınmıştır. Böylece 

(4.14) denkleminin 1

1

....
...

p

q

i ij
j jx t=  ye göre diferensiyeli, fibrenin jC  ile gösterilen p qn +  

tanjant vektör alanını verir ve ( )p
q nT M  demette { },k k∂ ∂  tabii çatıya göre 

1 1

1 1

         0
( ) ( )

... ...q p

q p

K
K

j hj j hj
k k i i

xC
x δ δ δ δ

⎛ ⎞∂
= = ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠

                                                    (4.15) 

şeklinde olur.  

1( ) ( )p
q nU T Mπ − ⊂  komşuluğunda ( )nMξσ  kesiti boyunca jB  ve jC , p qn n ++  lokal 

vektör alanlarını göz önüne alalım. Bu vektör alanları ( )nMξσ  kesiti boyunca { },j jB C  

ile gösterilen lokal bir çatı ailesi oluşturur. Bu çatıya 1( )Uπ −  koordinat komşuluğunda 

adapte olunmuş ( , )B C − çatısı denir. 

( )p
q nV T M⊂  vektör alanının ( , )p q  tipli tensör demetinin ( ) ( )p

n q nM T Mξσ ⊂  kesiti 

boyunca ( )p
q nT M  demetine CV  tam liftinin { },B C  çatısındaki koordinatlarının  

1

1

...
...

      
p

q

hC h
C

k kC h
V h h

VV
V

LV ξ

⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟= =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠ ⎝ ⎠

                                                                 (4.16) 
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biçiminde olduğunu gösterelim: Burada VL , V  vektör alanına göre Lie diferensiyelleme 

operatörüdür. 1,...,i n= , 1,..., p qi n n n += + +  olmak üzere { },i i∂ ∂  doğal çatısında 

1
0 ( )nV M∈ℑ  vektör alanının ( )p

q nT M  tensör demetine ( ) ( )p
n q nM T Mξσ ⊂  kesiti 

boyunca tam lifti 

1 1

1 1

... ... ...
... ... ...

1 1

p p

q q

h
C h

C A p q
k m k k kk mC h
h h m h m h h

V
V

V
V VV λ

μ
λ μ

ξ ξ
= =

⎛ ⎞
⎛ ⎞ ⎜ ⎟= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ∂ − ∂⎝ ⎠ ⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ∑

                      (4.17) 

biçimindedir (Salimov 1994). { },B C  çatısında CV   nin tam lifti  

C A C i A C i A
i iV V B V C= +                                                                       (4.18) 

olarak yazılabir. (4.18) eşitliğinde A h=  alındığında, 
C h C i h C h

iV V Vδ= =  

olur. (4.18) eşitliğinden C h hV V=  bulunur. A h=  olursa,                

1 1

1 1

... ... ...
... ... ...

1 1

p p

q q

p q
k m k k kk m C i h C i h
h h m h m h h i iV V V B V Cλ

μ
λ μ

ξ ξ
= =

∂ − ∂ = +∑ ∑  

                                                                                 1

1

...
...

p

q

k ki C h
i h hV Vξ= ∂ +  

elde edilir. Buradan 
1

1

...
...

p

q

k kC h
V h hV L ξ= −  

bulunur. Böylece CV  tam lifti 
1

1

...
...( )p

q

k kC i
i V h h iV V B L Cξ= + −                                                                   (4.19) 

biçiminde yazılabilir. Benzer şekilde, ( )p
q nA M∈ℑ  ve 1

1( )nMϕ∈ℑ  tensör alanlarının  

( ) ( )p
n q nM T Mξσ ⊂  kesiti boyunca ( )p

q nT M  demetine V A  dikey liftinin ve γϕ  dikey-

vektör liftinin { },B C  çatısındaki koordinatları sırasıyla 

1

1

... ....

...
1

           0

p

q

p
i m i i
j j m

λ

λ

γϕ
ξ ϕ

=

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑

,                                                                        (4.20) 

1

1

...

... ....
1

0

p

q

q
i i m
j m j jμ

μ

γϕ
ξ ϕ

=

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑

,                                                                        (4.21) 
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1

1

...
...

    0
p

q

V
i i
j j

A
A

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

                                                                                      (4.22) 

şeklindedir. 

 

S , nM  manifoldunda (1,2) tipli tensör alanı olsun. Bu durumda Sγ  ve ( )V S ξ  tensör 

alanları adapte olunmuş ( , )B C -çatıya göre ( )nMξσ  kesiti boyunca   

1

1

... ...
...

1

0 0
(( ) )

0p

q

I p
j m jJ j

jm i i

S S
S λ

λ

γ γ
ξ

=

⎛ ⎞
⎜ ⎟= = ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑

,                                                 (4.23) 

21

1

...
...

0 0
( ( ) )

0p

q

V I
mj jJ j

jm i i

S
S

ξ
ξ

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

                                                            (4.24) 

bileşenlerine sahip afinor alanlarıdır. Burada 1j
jmS , (1,2) tipli S  tensör alanının nM  

manifoldundaki lokal bileşenleridir. 

4.2.2. Afinor alanlarının pür kesit üzerine tam liftleri 

Her 1 0
1 2 0 1 2 1, ,..., ( ),  , ,..., ( )q n p nX X X M Mα α α∈ℑ ∈ℑ  elemanları için; 

1 2 1 2 1 2 1 2( , ,..., , , ,..., ) ( , ,..., , , ,..., ) ...q p q pX X X X X Xξ ϕ α α α ξ ϕ α α α= = =  

1 2 1 2 1 2 1 2( , ,..., , , ,..., ) ( , ,..., , , ,..., )q p q pX X X X X Xξ ϕ α α α ξ ϕ α α α′= = =          (4.25) 

1 2 1 2 1 2 1 2( , ,..., , , ,..., ) ... ( , ,..., , , ,..., )q p q pX X X X X Xξ α ϕ α α ξ α α ϕ α′ ′= = =  

şartını sağlayan ( )p
q nMξ ∈ℑ  tensör alanına, 1

1( )nMϕ∈ℑ  ye göre pürdür denir. Burada 

1
0 ( )nX M∈ℑ  , 0

1 ( )nMα ∈ℑ  için ( )( ) ( ) X Xϕ α α ϕ′ = şeklinde tanımlanmıştır (Tachibana 

1960). Özellikle, vektörlerin ve kovektörlerin pür olduğu düşünülecektir. 

ϕ  ye göre pür olan tüm ( )p
q nMξ ∈ℑ  tensör alanları bir modül tanımlar. Bu modülü 

( )p
q nM

∗

ℑ  ile gösterelim. Şimdi, ( )p
q nMξ

∗

∈ℑ , 1p > , 0q ≥  tarafından tanımlanan 

( )nMϕ
ξσ  pür kesitini düşünelim: 
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 Lokal vektör alanları 

( ) ( ) ( )
0

h
jC C C h

j jj hX
x x

δ
δ

⎛ ⎞∂ ∂
= = = ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ⎝ ⎠

 

ve 

1

1

( ) ( ... ... )q

p

iiV j V
j jX dx dx= ∂ ⊗ ⊗∂ ⊗ ⊗ ⊗  

1 1 1

1 1 1
( ... ... ... ... )q p q

q p p

i k hi k hV
h h j j k k dx dxδ δ δ δ= ∂ ⊗ ⊗∂ ⊗ ⊗ ⊗  

1 1

1 1

           0

... ...q p

q p

i ki k
h h j jδ δ δ δ

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

1,...,j n= , 1,..., p qj n n n += + + , 1( )Uπ −  deki vektör alanlarının modülünü örter. 

Böylece herhangi bir tensör alanı, lokal vektör alanları ( )
C

jX  ve ( )V jX  vasıtasıyla 

1( )Uπ −  da tanımlanabilir. O zaman, ( )nMϕ
ξσ  pür kesit boyunca 1

1( ( ))C p
q nT Mϕ∈ℑ  

tensör alanını 
1
0( ) ( ( )) ( ) (( ) ),  ( ),   ( )

( ) ( ( )),  ( ),                                       ( )

C C C V
V V n

C V V p
q n

V V L L V M i

A A A M ii

ϕ ϕ γ ϕ ϕ ξ

ϕ ϕ

⎧ = − + ∀ ∈ℑ⎪
⎨

= ∀ ∈ℑ⎪⎩
     (4.26) 

şeklinde tanımlayabiliriz. Burada ( ) ( )p
q nA Mϕ ∈ℑ , 1 1(( ) )( ,..., ; ,..., )V q pL X Xϕ ξ α α  

1 1( ,..., ; ( ) ,..., )q V pX X Lξ ϕ α α′=  şeklindedir ve Cϕ  tensör alanı, 1
1( )nMϕ∈ℑ  tensör 

alanının ( )nMϕ
ξσ  boyunca ( )p

q nT M , 1p > , 0q ≥  tensör demete tam lifti olarak 

adlandırılır. Özellikle, 1p = , 0q >  alınırsa, o zaman 

( ) (( ) )V
V VL Lγ ϕ ϕ ξ=  

olur. Bu eşitlik (4.26) de yerine yazılırsa, 

( ) ( ( )),  ( ) ( ( ))C C C C V VV V A Aϕ ϕ ϕ ϕ= =  

elde eldir (Salimov and Mağden 1998). 

4.2.1. Sonuç: (4.26) denklemi ( )nMϕ
ξσ  pür kesiti boyunca ( ) ( )C

VL ı ı Lα α=  

denkleminin afinor alanlarına bir genişlemesidir. 

( )nMϕ
ξσ  pür kesitinin adapte olunmuş ( , )B C -çatısına göre, Cϕ  tensör alanının 
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bileşenleri C K
Lϕ  olsun. (4.21), (4.22), (4.23) ve (4.25) den 

V

( ( )) ( ( )) (( ) ) ,     ( )

( ( )) ,                                                 ( )

C K C L C K K V K
L V V

C K L V K
L

V V L L i

A A ii

ϕ ϕ γ ϕ ϕ ξ

ϕ ϕ

⎧ = − +⎪
⎨

=⎪⎩
               (4.27) 

elde edilir. Burada  
1 2

1

...
...

       0
( ( ( )) )

p

q

V K
h
m

mh h
k k

A
A

ϕ
ϕ

⎛ ⎞
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎝ ⎠

, 
1 1

1

...
...

          0
(( ) )

( ) p

q

V K
V i

V m
mh h
k k

L
L

ϕ ξ
ϕ ξ

⎛ ⎞
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 ve 

1

1
1

... ...
...

               0
( )

(( ) ) p

q

K p
V h

V m
h m h
k k

L
L λ

λ

γ ϕ
ϕ ξ

=

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑

 şeklindedir. 

İlk olarak, K k=  olması durumunu düşünelim. Bu durumda (4.27) denklemlerindeki 

( )i  eşitliği 

( ( )) ( ( ))C k C l C k C l C k k k l
l llV V V V Vϕ ϕ ϕ ϕ ϕ+ = = =                                (4.28) 

şekline dönüşür. (4.28) eşitliğinin sağ tarafı sadece ix  baz koordinatlarına bağlı 

fonksiyonlar olduğu için, (4.28) eşitliğinin sol tarafı da ix  baz koordinatlarına bağlı 

fonksiyonlar olmalıdır. Bu durumda, C lV  fibre koordinatlara bağlıdır. (4.28) den 

0C k
lϕ =                                                                                                (4.29) 

sonucu bulunur. (4.28) ve (4.29) den, 
C k C l C k l k l

l l lV V Vϕ ϕ ϕ= =  

elde eldir. Burada iV , keyfi seçilmiş bir elemandır. Bu da  
C k k

l lϕ ϕ=                                                                                              (4.30) 

olduğunu gösterir. 

K k=  olduğunda, (4.27) denkleminin ( )ii  eşitliği, (4.22) ve (4.29) vasıtasıyla yeniden 

yazıldığında sağlandığı görülür. 

K k=  olduğunda, (4.27) denkleminin ( )ii  eşitliği, her ( )p
q nA M∈ℑ  için, 

( ( ))C k V l C k V l V k
l lA A Aϕ ϕ ϕ+ =  

veya 
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1 2 1 21 1 1 2

1 1 1 1 2 1 2

... ... ...
... ... ...... ...p p q p p

q q q p q

s s mh h r h s s sh r h hC k
r r m k k k k s s s r r rl A A Aϕ ϕ δ δ ϕ δ δ= =  

şeklinde yazılır. Buradan da 

1 1 2

1 1 2
... ...q p

q p

r hr h hC k
k k s s slϕ δ δ ϕ δ δ=                                                                     (4.31) 

sonucu elde edilir. Burada 1
1

...
...

p

q

l s s
r rx t= , 1

1

...
...

p

q

h hk
k kx t=  şeklindedir. 

K k=  olduğunda, (4.27) denkleminin ( )i  eşitliği, 

1

1

... ...
...

2
( ( )) ( ) p

q

p
h l hhC k C l C k C l C k

l V l k klV V V L λ

λ

ϕ ϕ ϕ ϕ ξ
=

+ = −∑                            (4.32) 

veya 

1 21 2 1

1 2 1 1

... ...
...

2
... ... ( ) ( ( ))p q p

p q q

p
h r h h l hhh h rC k C l C l C k

l s s s k k V l k kV V L Vλ

λ

ϕ ϕ δ δ δ δ ϕ ξ ϕ
=

+ + =∑   (4.33) 

şekline dönüşür. 

Şimdi, Tachibana operatörünü kullanarak, 1
1( ( ))C p

q nT Mϕ∈ℑ  tensör alanının C k
lϕ  

bileşenini bulmaya çalışacağız. Tachibana operatörü pür modül ( )p
q nM

∗

ℑ  üzerinde 

 ( ) [ ]
1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

... ... ... ... ... ...
... ... ... ... ... ...

1 1
( ) 2p p p p p

q q q a q q

q p
h h h h h h h h h m hhm m
lk k l m k k l k k k l k m k k kl m

a

λ
ϕ

λ

ξ ϕ ξ ξ ϕ ξ ϕ ξ
∗

= =

Φ = ∂ − ∂ + ∂ + ∂∑ ∑ ,          (4.34) 

şeklinde tanımlanmıştır (Tachibana 1960; Mağden 2004). Burada  

 1 1 1 2 1 1 21 2 1 2

1 2 2 1 1 2 1 1 1 1 2

... ... ... ... ... ......
... ... ... ... ... ... ...... ...p p p p p p p

q q q q q q q

h h h h h h mh h h m h h h h hh h h h mm m m
k mk k k k m k k k k m m k k m k k m k k k k kϕ ξ ϕ ξ ϕ ξ ϕ ξ ϕ ξ ϕ ξ ξ

∗

= = = = = = = =  

dır. 

Birkaç hesaplamadan sonra, herhangi 1
0 ( )nV M∈ℑ  için, 

1 1 1 1

1 1 1 1

... ... ... ... ...
... ... ... ...

1

( ) ( ) ( ) ( )p p p p

q q q q

p
h h h h h h h m hhl
lk k V k k V k k V m k kV L L L λ

ϕ ϕ
λ

ξ ξ ξ ϕ ξ
∗

=

Φ = − +∑             (4.35) 

veya 

1 2 2 11 1

1 1 1 1

... ... ... ... ...
... ... ... ...

1
( ) ( ) ( ) ( )p p p p

q q q q

p
h h mh h mh h h m hhh hl
lk k m V k k k k V m V m k kV L L L λ

ϕ
λ

ξ ϕ ξ ξ ϕ ϕ ξ
=

Φ + + − =∑   

1

1

...

...( ) p

q

h h
V k kLϕ ξ=                                                                                        (4.36) 
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elde edilir. 

 (4.16) eşitliğini kullanarak, (4.36) den  

1 2 2 11 1

1 1 1 1

... ... ... ... ...
... ... ... ...

1
( ) ( ) ( ) ( )p p p p

q q q q

p
h h mh h mh h h m hhh hl
lk k m V k k k k V m V m k kV L L L λ

ϕ
λ

ξ ϕ ξ ξ ϕ ϕ ξ
=

Φ + + − =∑  

 1 1 11 2 1

1 1 2 1 1 1

... ... ... ...
... ... ...

2

( ) ... ... ( ) ( )p p q p p

q p q q q

p
h h h r s s h m hhh h rl
lk k s s s k k V r r V m k kV L L λ

ϕ
λ

ξ ϕ δ δ δ δ ξ ϕ
=

= Φ + − =∑  

1 11 2 1

1 1 2 1 1

... ... ...
... ...

2
( ) ... ... ( ) ( ( ))p p q p

q p q q

p
h h h r h m hhh h rC l C l C l
lk k s s s k k V m k kV V L Vλ

ϕ
λ

ξ ϕ δ δ δ δ ϕ ξ ϕ
=

= Φ − − = −∑
 

veya 

1 1 21 2 1

1 1 2 1 1

... ... ...
... ...

2
( ) ... ... ( ) ( ( ))p p q p

q p q q

p
h h h r h h m hhh h rc l C l C l
lk k s s s k k V m k kV V L Vλ

ϕ
λ

ξ ϕ δ δ δ δ ϕ ξ ϕ
=

Φ − − = −∑  (4.37) 

elde edilir. 

 (4.33) ve (4.37) karşılaştırdığımızda  
1

1

...
...( ) p

q

h hC k
l lk kϕϕ ξ= − Φ  

olduğu görülür. 

Böylece aşağıdaki teoremi yazabiliriz:  

4.2.1. Teorem: 1
1( )nMϕ∈ℑ  olmak üzere ( )p

q nT M  tensör demetinin ϕ  ye göre 

tanımlanmış pür kesiti ϕ
ξσ  olsun. Bu durumda ( )nMϕ

ξσ  pür kesiti boyunca adapte 

olunmuş ( , )B C -çatıya göre ϕ  afinorun 1
1( ( ))C p

q nT Mϕ∈ℑ  tam lifti,  

1

1

1 2 1

1 2 1

...
...,  0,  ( ) ,

... ...

p

q

p q

p q

h hC k k C k C k
l l l lk kl

h rh h rC k
s s s k kl

ϕϕ ϕ ϕ ϕ ξ

ϕ ϕ δ δ δ δ

⎧ = = = − Φ⎪
⎨

=⎪⎩
                                          (4.38) 

şeklindeki bileşenlere sahiptir. Burada ϕξΦ  Tachibana operatörüdür ve 1

1

...
...

p

q

h hk
k kx t= , 

1

1

...
...

p

q

s sl
r rx t=  dır. 
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4.2.2. Sonuç: (4.38) formundaki Cϕ , (4.26) denkleminin tek çözümüdür. Böylece 

( ) ( ) ( ( )) ( ) (( ) )C C C C V
V VV V V L Lϕ ϕ ϕ γ ϕ ϕ οξ

∗

= = − + , ( ) ( ) ( ( ))V C V VA A Aϕ ϕ ϕ
∗

= =  

şartlarını sağlayan 1
1( ( ))p

qT Mϕ
∗

∈ℑ  için Cϕ ϕ
∗

=  dir. 

Şimdi, 1
1( ( ))C p

q nT Mϕ∈ℑ  tensör alanının bileşenlerini doğal çatıya göre ifade edelim: 

j jB C=  aldığımızda,  ( )nMϕ
ξσ  pür kesitinin adapte olunmuş ( , )B C -çatısını 

{ },J j jB B B=  şeklinde yazabiliriz. ( )I I
J JB B δ=  eşitliğiyle ( )nMϕ

ξσ  pür kesitinin JB  

koçatısını tanımlayalım. (4.13), (4.15), eşitliklerinden ve K I I
J K JB B δ=  olduğundan IB  

kovektör alanlarının ( , )k kdx dx  doğal koçatıya göre 

( ) ( ,0)i i i
K kB B δ= =  

1 1 1

1 1 1

...
...( ) ( ,  ... ... )p q p

q q p

j j k jk ji i
K k i i i i h hB B ξ δ δ δ δ= = −∂                                          (4.39) 

bileşenlerine sahip olduğu kolayca görülebilir. Tensör demette (1,1) tipli tensör alanı 
Cϕ  tam liftinin doğal çatıya göre bileşenlerini bulmak için gerekli formül 

( , ) ( , )C K C k C J I k
L L I J Ldx B B dxϕ ϕ ϕ= ∂ = ⊗ ∂  

( ) ( ) ( )C J K I C J K H I
I J L I J H Ldx B B dx B Bϕ ϕ= ∂ = ∂  

C J H K I C J K I
I J H L I J LB B B Bϕ δ ϕ= = , 

şeklindedir. Bu dönüşüm formülünden ve aynı zamanda (4.13), (4.20), (4.21), (4.23), 

(4.24) ve (4.39) den, Cϕ  afinorunun  ( )p
q nT M  tensör demetinin ( )nMϕ

ξσ  pür kesitinde 

{ },h h∂ ∂  doğal çatısına göre bileşenleri 

,  =0,C k k C k
l l lϕ ϕ ϕ=  

1 2 1

1 2 1
... ... ,p q

p q

h rh h rC k
s s s k klϕ ϕ δ δ δ δ=                                                                   (4.40) 

2 1 11

1 1 1

... ... ... ...
... ... ... ...

1 1

( ) ( ) ( )p p p

q q q

q p
mh h h h h m hh hhC k m

l l m k k k l k m k l m m l k k
λ λ

μ
μ λ

ϕ ϕ ξ ϕ ξ ϕ ϕ ξ
= =

= ∂ − ∂ − ∂ −∂∑ ∑  

şeklindedir  (Salimov 1994). 
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4.2.3. Tensör demette hemen hemen kompleks yapılar 

4.2.2. Teorem: ϕ , nM  manifoldu üzerinde kompleks yapı ise, ϕ  afinorunun ( )nMϕ
ξσ  

pür kesiti boyunca ( )p
q nT M  tensör demete Cϕ  tam lifti de bir hemen hemen kompleks 

yapıdır. 

İspat: 1
1( )nMϕ∈ℑ  ve 1

2 ( )nS M∈ℑ  tensör alanları olsun. (4.16), (4.5), (4.6) ve (4.38) 

eşitliklerini kullanarak, 

( ) ,  ( ) ( ) ( ),  ( )C C
VS V Sγ ϕ ψ γϕ γψ ϕ γψ γ ϕ ψ γ ψ ϕ γ γ± = ± = = =   (4.41) 

eşitliklerini elde ederiz. Burada VS , her 1
0 ( )nW M∈ℑ için ( ) ( , )VS W S V W=  şeklinde 

tanımlı nM  manifoldu üzerinde (1,1) tipli tensör alanıdır. 

1
0 ( )V M∈ℑ  olsun. (4.26) ve (4.41) eşitliklerinden 

     2( ) ( ) ( ) ( ( )) ( ( ( ))) ( ) (( ) )C C C C C C C C C C V
V VV V V V L Lϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ γ ϕ ϕ ξ= = = − +   

                      ( ( ( ))) ( ( )) ( (( ) ))C C C C V
V VV L Lϕ ϕ ϕ γ ϕ ϕ ϕ ξ= − +  

                      ( ) ( )( ( ( ))) ( ) ( ( )) ( (( ) )) (( ) )C C C V V
V V V VV L L L Lϕ ϕϕ ϕ γ ϕ ϕ γ ϕ ϕ ϕ ξ ϕ ξ= − − + +  

                      ( ) ( )(( )( )) ( ) (( ) ) ( (( ) ) ( ) )C V
V V V VV L L L Lϕ ϕϕ ϕ γ ϕ γ ϕ ϕ ϕ ϕ ξ ϕ ξ= − − + +  

                      ( ) ( )(( )( )) ( ( ) ) (( )C V
V V VV L L Lϕ ϕϕ ϕ γ ϕ ϕ ϕ ϕ= − + +  

                            ( ) ) (( ( )) )V
V VL Lϕ ξ ϕ ϕ ξ+ +  

                      ( )( )( ) ( ( )) ( ( ) )C C
V V VV L L Lϕϕ ϕ γ ϕ ϕ γ ϕ ϕ ϕ= + − +  

                      ( ) ( )( )( ) ( ( )) (( ) ( ) )C C V
V V V VV L L L Lϕ ϕϕ ϕ γ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ξ= − − + −  

                      ( )( ) ( )C c V
V VV N Nϕ ϕ γ ξ= − +  

                      ( )( ) ( )( ) ( )( )C C C V CV N V N Vϕ ϕ γ ξ= − +  
                      2( ( ) ( ))( )C V CN N Vϕ γ ξ= − +                                                             (4.42) 
elde ederiz. Burada ( ) ( )V V VN L Lϕ ϕ ϕ ϕ= −  ve ( )( )( , ) ( ( ))V VV W L L Wϕ ϕϕ ϕ ϕ ϕΦ = − =  

[ ] [ ] [ ] [ ]2, , , , VV W V W V W V W N Wϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ= − − + =  eşitliği ϕ  afinoru vasıtasıyla 

belirlenen Tachibana operatörü veya Nijenhuis-Shirokov tensörü 1
2( , ) ( )nN V W M∈ℑ  

den başka bir şey değildir (Yano and Ako 1968; Kruchkovich 1972). 
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Benzer şekilde eğer ( )p
q nA M∈ℑ  ise bu durumda (4.26) eşitliğinden 

2( ) ( ) ( ) ( ) ( ( ( ))) ( ( ( )))C V C C V C C V C V VA A A A Aϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ= = = = =  
2(( )( )) ( ) ( )V C V C VA A Aϕ ϕ ϕ ϕ ϕ= = =                                            (4.43) 

elde edilir. 

ϕ  hemen hemen kompleks yapısının integrallenebilme şartı, Nijenhuis tensörünün sıfır 

olmasıdır. Eğer ϕ  nin integrallenebilme şartından dolayı Nijenhuis tensörü 0N =  

alınırsa, o zaman 4.2.2. Sonuç’dan, (4.42), (4.43) ve tam liftin lineerliğinden 
2 2( ) ( ) ( )C C C I Iϕ ϕ= = − = −  

elde edilir. Böylece ispat tamamlanmış olur. 

nM  ve mN , ϕ  ve ψ  kompleks yapılarına sahip iki manifold olsunlar. Her bir nP M∈  

noktası için 

( )p p f p pdf dfϕ ψ=                                                                            (4.44) 

şartı sağlanıyorsa, : nf M mN  diferensiyellenebilir dönüşümü holomorfik dönüşüm 

olarak adlandırılır (Salimov 1992).  

: n mf M N→ ( )p qm n n += +  dönüşümünü, ϕ − yapıya göre pür tensör alanı olan 

( )p
q nMξ ∈ℑ  tarafından tanımlanan bir : ( )p

n q nM T Mϕ
ξσ →  kesitini alalım. Bir 

: ( )p
n q nM T Mϕ

ξσ →  pür kesiti lokal olarak (4.12) ile ifade edilir. (4.44) eşitliğinde, eğer 

ψ , Cϕ  hemen hemen kompleks yapı ise (bakınız 4.2.2. Teorem), ξ  pür kesitinin 

holomorfik tensör alanı olma şartı lokal olarak  

  m K C K M
l m M lx xϕ ϕ∂ = ∂ ,                                                                     (4.45) 

şeklindedir. Burada  C K
Mϕ , { , }k k∂ ∂ doğal çatısına göre ( )nMϕ

ξσ  pür kesiti boyunca Cϕ  

tam liftinin bileşenleridir. 

K k=  durumunda, (4.12) ve (4.40) eşitliklerinden k k
l lϕ ϕ=  elde ederiz. K k=  

olduğunda, (4.12), (4.25) ve (4.40) eşitliklerinden (4.45) eşitliği 
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( ) [ ]
1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

... ... ... ... ... ...
... ... ... ... ... ...

1 1
( ) 2 0p p p p p

q q q a q q

q p
h h h h h h h h h m hhm m
lk k l m k k l k k k l k m k k kl m

a

λ
ϕ

λ

ξ ϕ ξ ξ ϕ ξ ϕ ξ
∗

= =

Φ = ∂ −∂ + ∂ + ∂ =∑ ∑ ,    (4.46) 

olur. Burada ϕξΦ , Tachibana operatörüdür. Böylece ξ  holomorfik tensör alanı { },i i∂ ∂  

doğal çatısına göre (4.46) eşitliği ile verilir. 
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5. SONUÇLAR 

Sunulan bu tezde (1,1) tipli tensör alanının pür kesit boyunca tensör demete tam lifti 

Tachibana operatörü vasıtasıyla tanımlanmış ve (1,1) tipli tensör alanının tam liftinin 

( , )p q , 1, 0p q> ≥  tipli tensör demetlerde hemen hemen kompleks yapı olması 

incelenmiştir. 

Bu çalışmada ilk olarak, [ ],( ) ( ) ( )X X Y Y X X YK Y Z L Z L Z Z= ∇ −∇ −∇  şeklinde tanımlı (1,1) 

tipli tensör alanı XK Y  tarafından tanımlanan 
XK YD  türevlemesi tanımlandı ve tensör 

demette zaten bilinen liftlerle 
XK YD  türevlemesinin liftleri arasındaki ilişkiler araştırıldı. 

İkinci olarak, 1
1( )Mϕ∈ℑ  afinorun pür kesit boyunca ( )p

q nT M , 1, 0p q> ≥  tensör 

demetine tam lifti 
1
0( ) ( ( )) ( ) (( ) ),  ( ),  ( )

( ) ( ( )),  ( ),                                       ( )

C C C V
V V n

C V V p
q n

V V L L V M i

A A A M ii

ϕ ϕ γ ϕ ϕ ξ

ϕ ϕ

⎧ = − + ∀ ∈ℑ⎪
⎨

= ∀ ∈ℑ⎪⎩
 

 şeklinde tanımlandı. Burada  ( ) ( )p
q nA Mϕ ∈ℑ , 1 1(( ) )( ,..., ; ,..., )V q pL X Xϕ ξ α α  

1 1( ,..., ; ( ) ,..., )q V pX X Lξ ϕ α α′=  şeklindedir. Pür kesit boyunca adapte olmuş ( , )B C -

çatıya göre 1
1( ( ))C p

q nT Mϕ∈ℑ  afinorun bileşenleri Tachibana operatörü kullanılarak 

bulundu. 

Üçüncü olarak, 1
1( )nMϕ∈ℑ  afinorunun pür kesit boyunca ( )p

q nT M , 1, 0p q> ≥  tensör 

demetine Cϕ  tam liftinin tensör demette hemen hemen kompleks yapı olması için gerek 

ve yeter şartın ϕ  afinorun nM  manifoldu üzerinde kompleks yapı olması gerektiği 

bulundu. 

Son olarak, ξ  pür kesitinin holomorfik tensör alanı olma şartı araştırıldı ve ξ  

holomorfik tensör alanı { },i i∂ ∂  doğal çatısına göre 
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( ) [ ]
1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

... ... ... ... ... ...
... ... ... ... ... ...

1 1
( ) 2 0p p p p p

q q q a q q

q p
h h h h h h h h h m hhm m
lk k l m k k l k k k l k m k k kl m

a

λ
ϕ

λ

ξ ϕ ξ ξ ϕ ξ ϕ ξ
∗

= =

Φ = ∂ −∂ + ∂ + ∂ =∑ ∑  

eşitliği ile verildiği bulundu. Burada ϕξΦ , Tachibana operatörüdür. 
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