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OZET

Bu ¢aliymada w -uzaklik fonksiyonlar ile olugturulan sabit nokta teoremleri ve
bunlar arasindaki iligkiler incelenmis, ayrica, fonksiyonlarin sabit noktalariyla metrik
yapisi arasinda karakterizasyonlar belirlenmigtir.

Bes boliimden olusan bu galigmanin,

Birinci boliimde, sabit noktanin tamimu ve ornekleriyle birlikte sabit nokta
teorisinde ne tiir problemlerle karsilagilabilecegine dair bir takim bilgiler verilmigtir.

Ikinci boliimde, literatiirdeki 6nemli bazi sabit nokta teoremleri incelenmisgtir.

Ugiincii boliimde, w - uzaklik fonksiyonunun tanimi ve bunlarin baz: ézellikleri
verilmigtir.

Dérdiincti bolumde, w - uzaklik fonksiyonuyla genellestirilmis baz1 sabit nokta
teoremleri verilmis ve bunlarla ilgili bazi sonuglar ¢ikarilmustir.

Son boliimde, zayif daraltan ve zayif Kannan déniigiimlerinin sabit noktalariyla

uzayin karakterizasyonu verilmistir.



SUMMARY

In this study, fixed point theorems formed by w-distance functions and their
relations were examined and characteristics between fixed points of the functions and
their metric structure were also studied.

The study has five chapters.

In the first chapter, definition of the fixed point was made along with examples
and some information was provided as to what problems are likely to arise related to the
fixed theory.

In the second chapter, some important fixed point theorems in the literature were
studied.

In the third chapter, the definition of w-distance function and some
characteristics of this were provided.

In the fourth chapter, some fixed point theorems generalized by w-distance
function were given and some conclusions were drawn from the related information. .

In the last chapter characterization of the space was provided with fixed points

of weak contractive and weak Kannan mappings.
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L. BOLUM

GIRIS

1.1. FONKSIiYONLARIN SABIiT NOKTASI

1.1.1 Tamm : Bos olmayan bir X kiimesiyle, X ’ten X ’e tammli bir 7T

donisimii verilsin. Eger bir xe X igin Tx=x ise bu x noktasina T ’nin bir sabit

noktast denir.

1.1.2 Ornekler:

@

@)

(iii)

@)

)

a#0 olmak iizere, f : R > R ; f(x)=x+a bi¢iminde tammlanan

oteleme doniigiimlerinin higbir sabit noktast yoktur.
g:R->R ,; gx)= er— +x—arctanx  bigiminde tanimlanan

fonksiyonun higbir sabit noktas: yoktur.

0<a <2x olmak iizere,

h:R*=R* ; h(z,p)=[°,°s“ 'sma](l)
sing cosa |\u

bigiminde tammlanan fonksiyonun tek bir sabit noktasi vardir, o da
(0,0)’dsr.

t:R> - R?*; t(A, u)=(A,—u) bigiminde tammlanan fonksiyon
i¢in{(4,0) : A€ R } kiimesinin her bir eleman: ¢ i¢in sabit noktadur.
u:R —> R ; u(x)=x" biciminde tammlanan fonksiyonun iki tane

sabit noktasi vardir. Bu noktalar x =0 , x =1 noktalandir.

Verilen 6rneklerden de goriildiigi gibi, bazi doniigiimlerin sabit noktas: olmadig:

halde bazilarinin sabit noktasi var ve hatta bunlarin sayilar birden fazla olabilmektedir.



1.2 SABIT NOKTA TEORIiSi VE TEMEL PROBLEMLER

1.1.2 Ornek’teki fonksiyonlar incelendiginde, dogal olarak “hangi dowiigiimlerin
sabit noktalar: var, eger sabit noktalar var ise hangi tiir déniigiimler igin bu noktalar
tek olabilir?” sorusu akla gelebilir.

Bu tirden problemlerin ¢ozimii, matematigin pek ¢ok dalinda, o6zellikle
analizde, varlik ve teklik problemlerinin ¢6ziimlerinde 6nemli rol oynamuglardir.
Guntimiizde pek ¢ok matematikgi, sabit nokta ile ilgili problemleri genisleterek, degisik
uygulama alanlari bulmaya caligmaktadirlar. Bu da matematiin gelisimine 6nemli
katkilar saglamaktadir.

Yukarida belirtilen sabit nokta ile ilgili problemleri agagidaki bigimde ¢ogaltmak
mimkiindiir.

(@) Verilenbir T doniigiimiiniin, en az bir sabit noktasinin var olmasi veya

bu noktanin tek olmast igin 7" ne tiir kogullar saglamalidir?

()  Bir T doniigimiiniin sabit noktasinin varlifini garanti etmek igin, taniml

oldugu X kiimesi {izerine ne tiir kosullar yiiklenebilir?

(¢)  Verilenbir T donigimuniin biitiin noktalarinin kiimesi ne tiir bir

yapidadir?

(d) T ’nin iterasyonlart durumu hakkinda ne séylenebilir?

()  Verilenbir 7' doniigimiiniin sabit noktasinin varhig ile fonksiyonun

tanuml1 oldugu uzayin yapisi hakkinda ne séylenebilir?

Bu c¢aligmada, yukarida verilen problemlerden bir kismina, déniigiimlere ve

tamiml olduklar: uzaylara bagli olarak kismi ¢oéziimler getirilecektir.



I1. BOLUM

BANACH DARALMA iLKESIi VE BAZI SABIT NOKTA
TEOREMLERI

Bu béliimde ilk olarak daraltan doniigiim tanitimiyla birlikte, literatiirde Banach
Daralma Ilkesi olarak da bilinen Banach’in sabit nokta teoremi verilecek ,daha sonra

da degigik tiirden baz1 sabit nokta teoremleri incelenecektir.

2.1 BANACH DARALMA iLKESI

2.1.1 Tanmm : (X,d) bir metrik uzay ve 7, X ’ten X ’e herhangi bir

déniigiim olsun. Eger her x,y € X igin
d(Tx,Iy) < a d(x,y) 2.1.1)

bagintisini saglayan bir 0 < <1 sayisi varsa T ’ye daraltan doniisiim denir.

Omegin; T :[a,b]—{[a,b] siirekli fonksiyonu (a,b)’de tiirevlenebilir ve her
x €(a,b) igin |T'(x)| < @ <1 ise T daraltan bir doniisimdiir.

1922°de Banach, daraltan déniigiimleri kullanarak tam metrik uzaylar iizerinde
agagidaki teoremi vermigtir.

2.1.2 Teorem (Banach Daralma flkesi) : (X,d) bir tam metrik uzay ve
T : X > X bir daraltan doniisim ise 7 ’nin X ’te bir # sabit noktas: vardir ve bu
nokta tektir.

Kamt : x,, X ’te herhangi bir nokta olmak iizere bir {x,} dizisi tiimevarimsal
olarak,

x, =T(x)), x, =T(x)=T>(x,), .., X, =T(x,,)=T"(x,)

bigiminde tanimlansin. Her n e N igin (2.1.1) esitsizligi kullanildiginda,



d(x,,%,,)=d{T(x,,),T(x,,)) < ad(x,,x,,)
=ad(T(x,,),T(x,;)) <a’*d(x,,,x,,;)
<..<a™d(x,x,)
yani her ne N igin,
d(x,,x, ) <a"d(x,x,) (2.1.2)
oldugu gorulir.
m > n olmak uzere tiggen esitsizligi kullanildifinda,

d(x,,x,) <d(x,,x, ) +d(x,_,x,,)+..+d(x,,.x,)
olup, buna (2.1.2) esitsizligi uygulandiginda

d(x,,x,)< @ +a™ + .. +a")d(x,x,)

=a"(@""" " +a"" 7 + .. +1)d(x,,x,)

= a”(l_a _ ).d(xl,xo)

l-a

(24

< d(x;,x,)
l-a

bulunur. 0 <@ <1 oldugundan n— o iken a” — 0 dir. Dolayisiyla {x,}, X te bir
Cauchy dizisidir. X' tam oldugundan {x,}, X ’te bir » noktasina yakinsar. 7" stirekli
oldugundan,

u= Li_r)nwxm = Liian(xn) = T(}j_r)r;x,, )= Tu ,
yani, # = Tu olur. T nin bu u noktasi tektir. Gergekten, 7v = v olacak bi¢gimde 7 ’nin
bagka bir ve X sabit noktasi olsaydi,

du,v)=d(T(u),T(v)) < ad(u,v)
olurdu ki, ¢ <1 oldugundan, bunun olmasi1 ancak d(u,v)=0, yani, « =v olmas: ile
miimkiin olacaktir.

Gergekte bu teorem Euler ve Cauchy (1844)’nin “f sirekli tiirevienebilir

fonksiyon olmatk iizere

% = F(%.7)

¥(%) =Y,



W

diferansiyel denklemin varlig1 ve tekligi” tuzerindeki g¢aligmalarinda kullamlmgtir.
1922’de Banach bu galigmalan bir formiil altinda toplayarak matematikteki varlik ve
teklik problemlerinin ¢éziimiinde énemli sonuglarin bulunmasina 6nciilik etmisgtir.
Sonraki ¢aligmalarda, Banach’in c¢aligmasi esas alinarak bu alanda birgok
genellemeler yapilmigtir. Dikkat edilirse verilen bir 7 daraltan déniigiimi ayn1 zamanda
sirekli, hatta, diizgiin stirekli bir déniigiimdir. Su halde eger 7 siirekli degil ise o

zaman daraltan doniisiim de olamaz.
2.2 KANNAN SABIT NOKTA TEOREMLERi

Banach sabit nokta teoreminden, X metrik uzay: izerindeki bazi kogullar
zayiflatilip, T tlizerine de yeni baz1 daralma kosullan eklenerek yeni sonuglar iretmek
miimkiindiir.

Asagida verilen teoremlerde uzayin tamlik kogulu kaldinlmig olup, farkl
kosullar altinda Banach teoremindeki gibi benzer sonuglar elde edilmigtir.

2.2.1 Teorem : (X,d) bir metrik uzay, 7 : X —» X asagidaki kogullar

saglayan bir doniigiim olsun.

() OSa<% ve her p,ge X igin
dT(p),T(9) < a{d(p,T(p))+d(q,1(q)) }
(i) T, bir £ € X noktasinda siirekli ,
(#ii) Enazbir x € X vardir, oyle ki, {7"(x)} iterasyon dizisinin & ye
yakinsayan bir {T" (x)} alt dizisi vardur.
O zaman T ’nin X ’te tek bir £ sabit noktast vardur.
(Kannan, R., 1969)
Kamt : T, £ noktasinda siirekli ve {T" (x)}— & oldugundan,
fim 77" () = lim 7™ (9) = 7 {im 77 ())=T¢)

yani, {T"" (x)}- T() olur.



Bir an i¢in T'(£) # £ oldugu varsayilsin. 7>0 ve <% d(&,T(&)) olmak tizere,

sirastyla & ve T(E) merkezli  yarigaph B, = B,(£,n) ve B, = B,(T(£),n7) yuvarlan
g0z Oniine alinsin.

(o), {TH@}> & ve (T (@)} TE)
oldugundan 3 N, eN > Vi>N, igin T"(x)eB, ve T™"(x)eB, dir. Boylece
(i>N,);

d(T" (x),T"" (x)) > n (2.2.1)

olur. Diger taraftan (7)’den,

d(T™ (x), T (x)) < @ {d(T"™ (x), 7" () +d(T"" (x), 77" (x))}
olup, gerekli diizenlemeler yapildiginda,

d(I™ (0,7 () < = 2_ A" (x), 7" (x))
-
bulunur. Béylece / > j > N, igin

AT (x), T (x)) < %;.d(T"’"‘ (), T" (x))

-«

< (L) AT (), T (x))

= (Lj d(T"™ (x),T"" (x))

l-a

bulunur. O<a <% oldugundan IL <1 olup, / > igin bu son ifade sifira
-a

yaklagir. Bu ise (2.2.1) ile gelisir. Su halde T'(£)=¢ , yani, &, T ’nin bir sabit noktasi

olur. Ayrica T ’'nin bu & sabit noktasi tektir. Gergekten, § € X , 6§ = T(J) ise (§)’den
d(6,5)=d(T(6),T(5)) < a{d(6,T(8))+d(5,T(5)}

olup, buradan d(5,£) <0 bulunur. Bu ise ancak d(5,£)=0 olmas: ile miimkiindir.

Bu durumda 6 =&, yani, sabit nokta tektir.

Eger uzay tam ise, bu tirden doénigimler igin benzer bir sonug 2.1.2

Teorem’indeki yontem kullanilarak kanitlanabilir. U



222 Teorem : (X,d) bir tam metrik uzay ve T :X — X donisiimi

O<a <% olmak tizere her x,y € X igin

d(T(x),T() < a.{d(x, T(0)+d(y, TG)) 222)
kosulu saglamiyorsa, 7 ’nin X uzayinda tek bir sabit noktasi vardur.

(Kannan, R., 1968)

2.2.3 Not: Dikkat edilirse, burada T iizerine herhangi bir siireklilik kosulu
konmamugtir. 2.2.2 Teorem’inde Banach sabit nokta teoreminden farkli olarak x = 7'(x)
oldugu gosterilirken, asagidaki metot kullamlabilir. 2.1.2 Teorem’deki gibi, benzer
metotla {x,} nin bir Cauchy dizisi oldugu gosterilebilir. Uzay tam oldugundan, x, = x
olacak bigimde bir x € X vardir. (2.2.2) esitsizliginden,

A%, T(0) = AT (x,),T() S @.{d(x,, T(x,) +d(xT(x)}
= a.{d(x,,%,.)+d(x,T(x))}
olup, esitsizligin her iki tarafindan n — oo igin limite gegildiginde,
d(x,T(x)) £ ad(x,T(x))

olur. a < % oldugundan, x = T(x) olmak zorundadir.

2.2.4 Uyar : 2.2.1 ve 2.2.2 Teorem’leri kargilagtirildiginda, 2.2.1 Teorem’inde
uzaymn tamligt kaldirilmig olup, (i) ve (iii) kosullart varsayilmigtir. Fakat (ii) ve (iif)

kosullar1 uzayin tamligin1 garanti etmez.

Omegin, X =[0,1) ve T: X=X , T(x)=§ olsun. X {izerinde

d(x,y) =|x—y| mutlak defer metrigi goz 6niine alindiginda; T, (ii) ve (jii) kosullarin
sagladigi halde, X, d’ye gore tam degildir.

Banach sabit nokta teoremi ile Kannan’imn bu iki teoremi kargilagtirildiginda,
(2.1.1) esitsizliginin verilen doniigiimiin stirekli olmasini garanti etmesine karsin, (2.2.2)
esitsizliginin donistimin sirekli olmasini garanti etmeyecegi gozlemlenebilir. Bu
nedenle (2.1.1) ve (2.2.2) bagimsiz kogullardir. Bu durum asagidaki orneklerle

gbzlemlenebilir.



2.2.5 Ornekler :
1- X=[0,1] ve d(x,y)=|x-y| olsun.

;xe[O,l)
T: XX ,T(x)= 2

wnix %

1
; xel —,1
[2 ]
olarak tanimlansin.

T, x =% noktasinda stirekli olmadigindan (2.1.1) esitsizligi saglanamaz. Yani

T, X uzerinde daraltan bir dontgiim degildir. Fakat o =g icin (2.2.2) esitsizligi
saglanir.

2- X=[0,1] ve d(xy)=|x-y| olsun. T:X>X, T(x)=§ olarak

tanimlansin. Her x,y € X igin,

L4
3

d(T(x),TQ)) = ;

=3lx-y]
3
oldugundan (2.1.1) esitsizligi saglanir. Yani 7" daraltan bir déniigiimdir. Buna kargin,
x= % , ¥y =0 secildiginde (2.2.2) egitsizligi saglanmaz.
2.2.6 Teorem : (X,d) bir metrik uzay ve 7 : X — X asagidaki kosullar
saglayan stirekli bir déniigiim olsun.

@) O<a< % olmak {izere, X ’in yoZun bir M alt kiimesi iizerinde her

x,yeM igin
d(T(x), T7(y) < a{d(xT(x)+d(y, T(y)}
saglaniyor,
(#)) En az bir xe X vardrr, 6yle ki, {T"(x)} iterasyon dizisinin &’ye
yakinsayan bir {T" (x)} alt dizisi vardr.
O zaman T ’nin X ’tetek bir £ sabit noktast vardir.

(Kannan, R., 1969)



Kamit : (i) kosulunu her x,y e X nokta ¢ifti i¢in gergeklendigi gosterilirse,
2.2.1 Teorem’inden sonug dogrudan elde edilir.
x ve y, X’in herhangi iki elemam olsun. Eger xe M ve ye X\M ise o
zaman, y € M olup, M "de z, — y olacak bigimde bir {z,} dizisi vardr.
Ucggen esitsizligi ve (7/)’den,
dT(x),T(y)) <d(T(x),T(z,))+d(I(z,).T(y))
<a{d(xT(x)+d(z,,T(z,))}+d(T(z,).7()
<af{dxT(x)+d(z,,y)+d,TON+dT (), T(z,)) }+d(T(z,),T(y)
=a{dxTx)+dy.T() }+1+a)d(T(z,),T(¥)+ad(z,,y)

bulunur.
n—oo igin limit alindifinda, z, — y olduundan, yukandaki esitsizlik; her
xeM ve ye X\M igin,
dT(x),T(y) <a{dxTx)+dy,T()} (2.2.3)
olur.

Benzer durum xe X\M ve y e M igin de gosterilebilir.
Eger xe X\M ve ye X\M ise o zaman M ’de x, — x olacak bigimde bir
{x,} dizisi vardur.
Ucgen esitsizliginden,
d(T(x).,T(y) < AT (), T(x,N+d(T(x,).T() }
olup, x, e M ve y e X\M oldugundan, (2.2.3)’ten
d(T(x),T(y) <d(T(x),T(x,)+a.{d(x, T(x,)+d(y,T()}
olur. »— o igin egitsizligin her iki yanindan limite gegildiginde,
d(T(x),7(y) < a{d(x,T(x)+d(y, T() }
olur.
Boylece, her x,ye X igin
d(T(x),T() < a{d(x,T(x)+d(,T()}

bulunur. O
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2.2.7 Teorem : (X,d) bir metrik uzay ve 7: X — X bir déniigim olsun.
T ’nin bir x, € X noktasinda siirekli oldugu varsayilsin. Eger {7"(x)} iterasyon dizisi
x, noktasina yakinsayacak bi¢imde bir x< X noktas: varsa, o zaman x,, I ’nin bir
sabit noktasidir. Ayrica, £ € X ve 0<a <1 olmak lizere
d(T(x,),T(&)) < ad(x,,£) (2.2.4)
ise, x,, I ’nin tek bir sabit noktasi olur.
(Kannan, R., 1969)
Kamt : x,=7"(x) olsun, o zaman n-—>o igin x, »>x, dr. Uggen
esitsizliginden,
d(T(x,),x,) <d(T(x,),x,)+d(x,,x,)
=d(T(x,), T(x,,))+d(x,,%,)

olup, n— o igin limite gegildiginde, d(T'(x,),x,) <0 olur ki, bu ise ancak x, =T(x,)
olmasi ile mimkindiir.
Simdi (2.2.4) esitsizliginin saglandi1g: kabul edilsin.
Eger bir ze X igin z=T(z) ve z #x, ise (2.2.4)’ten
d(x,,z)=d(T(x,),T(2)) < a.d(x,,z)
olur ki, bu bir geligkidir. Su halde x, tektir. [

2.3 CIRIC SABIT NOKTA TEOREMLERI

Ciric, 1974’te Banach’in ve Kannan’in teoremlerinde kullandiklar1 fonksiyonlar
i¢in vermis olduklar1 baglantilari, biraz daha genigleterek ve uzaydaki tamlik tanimini,
teoreminde kullandifi doniigiimlere gore tammlayarak sabit nokta teorisine yeni bir
yorum katmgtir.

2.3.1 Tammm : (X,d) bir metrik uzay ve 7 : X — X bir doniigiim olsun.

Ac X olmak iizere;

6(4)=sup{d(a,b):a,bc A} ,
OGx,n)={x,Tx,T?x,..,T"x} (n=12.),
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O(x,0)={x,Tx,T’x, ... }
olarak tamimlansin.
Eger bir x€ X igin, O(x,) *daki her Cauchy dizisi X ’te yakinsak ise X ’e T -
yoriingesel tamdir denir.
2.3.2 Not: Eger (X,d) uzayi tam ise bunun 7T -yoriingesel tam oldugu agiktir.

Fakat (X,d) uzay1 T -y6riingesel tam ise bu, uzayin tamhiin1 vermez.

Omegin, X =(0,1] kimesi ve d(x,y)=|x—-y| metrigi verilsin. X ’in d’ye

gore tam olmadig agiktir. Yine 7: X > X , T (x)=-;- alindiginda X, T -yoriingesel

tam degildir. Buna kargin §: X > X , S(x)= xTH alindiginda X, § -yoriingesel tam

uzay olur.

23.3 Tamm : (X,d) bir metrik uzay ve 7:X — X doniisimi verilsin.

0< g <1 olmak iizere eger T, her x,y € X igin
d(Ix,Ty) < q.max {d(x,y),d(x,Tx),d(y,1y),d(y,Tx),d(x,1y) } (23.1)
kosulunu sagliyorsa 7" ’ye quasi-daraltan doniisiim denir.

(Ciric, 1974)

23.4 Not: Eger T, (2.1.1) veya (2.2.2) esitsizliklerinden herhangi birini
sagliyorsa, o zaman T ’nin (2.3.1) esitsizligini sagladifi, yani, bir quasi-daraltan
doniigiim olacag: agiktir. Fakat bunun tersi dogru degildir. (2.3.1) esitsizligi, (2.1.1) ve
(2.2.2) esitsizliklerini gerektirmez. Bunu agagidaki érnekte gérmek mimkiindiir.

2.3.5 Ornek:

X1={ﬂ;m=o,1,3,9,... ;n=1,4,...,3k+1,...}
n

X, :{ B om=13,9,27,.. ;n=2,5,..3k+2,.. }
n

X=X 0X, ve d(x,y)=|x-y| olsun,
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; xe X,
T'X—>X , T(x)=

olx w|¥

; xe X,

olarak tanimlansin. q=% olarak alinirsa, 7 ’nin bir quasi-daraltan doéniigim oldugu

gorilir. Gergekten;
x ve y ’nin her ikisi X, de ise,

T2 aey)=2d(x )

d(T(x),T()=|T(x)-T()|= S

x ve y ’nin her ikisi X, de ise,

AT (), T =|Tx)-TW)|= ———I-—l -y|< —lx yl——d(xy)

xeX, ve yelX, ise,

S | i TN 00 O T WA T
x> T d(T(x),T(y))—S( 24}'J 5( Sy) d(x,1y)

3 3 i il e,
x<§Zy icin d(T(x),T(y))—5(24y x)<5(y )_ d(y,x)

Benzer olarak diger durumlar: da gérmek mimkiindiir. Béylece
3
d(T(x),T(y) < gmax{ d(x,y),d(x,1y),d(y,Ix) }
olur ki, buise d’nin X tuzerinde bir quasi-daraltan déniigiim oldugunu gésterir.

Ozel olarak x=1 ve y =% icin; a <1 olmak izere,

1 43
a.d(x,y)= %<z =d(T(x),7(»))

olur ki, bu ise T ’nin (2.1.1) esitsizligini saglamadigim gosterir.

Yine benzer bigimde, a < % olmak iizere,

2 l76 } a8l B arw.10))

a{d(x,T(x)+d(y,T(»)}= “{ 80 80

oldugundan 7', (2.2.2) egitsizligini saglamaz.



13

2.3.6 On Teorem : (X,d) bir metrik uzay ve T, X iizerinde quasi-daraltan
donisiim olsun. O zaman ne N olmak iizere her xe X ve her i, j{1,2, ,n} icin;
d(T’ (x),T7 (x)) < q.6[0(x,m)] (23.2)
esitsizligi saglanr.
(Ciric, 1974)
Kamit: xe X, neN ve i,je{l,2,...,n} olsun. O zaman,
T7(x), T (x), T (x),T’ (x) € O(x,n)
dir (burada 7°(x) = x dir).
T, quasi-daraltan bir doniigim oldugundan,
d(T" (x),T7 (x)) =d(IT" (x), TT " (x))
< g.max {d(T" (x),T77 (x)),d(T" (x),T" (x)),d(T"™ (x),T’ (x)),

AT (), T7 (x)),d(T" (), T (x))}
<q.6[0(x,n)]

olur. 0
2.3.7 Not: Eger T' quasi-daraltan bir dénigim ve x< X ise o zaman 2.3.6.
On Teorem’inden her bir ne N icin,
d(x,T* (x)) = 6[0(x,n)] (23.3)
kosulunu saglayan bir k¥ <n pozitif tamsayisinin varlif gosterilebilir.
2.3.8 On Teorem : Eger T, (X,d) metrik uzay: iizerinde bir quasi-daraltan

doniigiim ise o zaman xe X i¢in

STO(x,0)] € —— d(x,T(x))
l1-¢q

dir.
(Ciric, 1974)
Kamt: x, X ’te herhangi bir nokta olsun.
O[0(x, )1 < 8[0(x,2)] < ...
oldugundan

O[0(x,0)}=sup{d[O(x,n)] :neN}
dir. Dolayisityla her ne N igin
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5[0, )] < ﬁ d(x,T(x))

oldugunu gostermek kanit i¢in yeterli olacaktir. Herhangi bir neN alinsin. 2.3.7
Not’tan,
d(x, T (x)) = 6[0Cx,n)]
olacak bigimde 7*(x) € O(x,n) , (1< k <n) vardrr.
Uggen esitsizligi uygulandiginda ve 2.3.6. On Teorem’den;
d(x,T* (x)) < d(x,T(x))+d(T(x),T* (x))
<d(x,T(x))+q.6[0(x,n)]
=d(x,T(x))+q.d(x,T* (x))

olur. Boylece,

ST0(x,n)] = d(x,T* (x)) < 1_-%3 d(x,T(x))

bulunur. 0

2.3.9 Teorem : (X,d) bir metrik uzay ve 7T:X—X bir quasi-daraltan
donigim olsun. Eger, X, T -y6riingesel tam uzay ise o zaman,

@) T’nin X ’tetek bir # sabit noktasi vardir ,

(i) lim 7"x=u ,

n—w

(iii) Her xe X i¢in

d(T"(x), u) < (lf’_"q)d(x,r(x))

olur.
(Ciric, 1974)
Kamit : x, X ’te herhangi bir nokta olsun. Bu durumda {7'"(x)} iterasyonlar
dizisi bir Cauchy dizisidir. Gergekten;
n<m olmak tzere, n,meN olsun. T, quasi-daraltan oldugundan, 2.3.6 On
Teorem’inden
d(T"(x),T"(x))=d(IT™ (x),T" "™ T"(x)) < .6[O(T" " (x),m—n+1)]

olur.
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2.3.7 Not’tan,
S[OT™ (x),m—n+1)]=d(T"" (x),T5T"" (x))
olacak bigimde 1<k <m-n+1 kosulunu saglayan bir & €N vardir. 2.3.6 On
Teorem’ine uygulandiginda,
d(T™ (), THT™ (x)) = d(TT™ (), TH T (x)
< qo[0(T "2 (x),k +1)]
< qS[O0(T"*(x),m—n+2)]
bulunur. Boylece,
d(T"(x),T™(x)) < q.6[O(T" (x),m—-n+1)]
=d(T™ (x),T"T™ (x))
< qq8[0("?(x),m—-n+2)]
olur. Bu bigimde devam edildiginde,
d(T"(x), T" (x)) s gS[0T ™ (x),m—n+D]1< > S[OT"*(x),m—n+2) < ...
.2 q"0[0(x,m)]
olur.
2.3.7. On Teorem’inden,
d(T" (%), T" (x))< 1‘{; d(x,T(x)) (2.3.4)
bulunur. 0 <¢q <1 oldugundan }}_t)ne0 q"=0 dir. Buise {7"(x)} nin bir Cauchy dizisi

oldugunu goésterir.
X, T -yoringesel tam oldugundan {7"(x)}, X ’te bir u noktasina yakinsar,
Uggen esitsizligi ve T ’nin quasi-daraltan olmasi kullamldiginda,
A, T(w)) < d(u,T™ (x))+d(TT"(x),T(w))
<d@,T™ (x))+q.max { d(T"(x),u),d(T" (x),T™ (x)),du,T(u)),
d(T" (), T(w)),d(T" (x),u) }
<d@,T™ (x)+q.{ d(T"(x),T"" (x))+d(T" (x),u) + d(,T(u))+
+d(T™ (x),u) }

ve buradan,

d(u, T(u)) < ﬁ [+ q)d(u, T™ (0)) + g d(w, T (2)) + gd(T"(x), T" (x))]
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olur. }‘1_1310o T"(x)=u oldugundan, esitsizligin her iki yanindan »n-—c igin limit
alindiginda,
du,T(u))<0
bulunur. Bunun gergeklegmesi ancak d(u,7(#))=0 durumunda miimkindir. O halde
T(u)=u ’dur.
u’nun tekligi, 7 ’nin quasi-daraltanlifi kullanularak kolayca gosterilebilir.

Boylece (i) ve (i) kamtlanmig olur. (iii) i¢in; (2.3.4) esitsizliinde m — oo igin limite

gecildiginde,

lim d("(x),7" (x)) < lim 1‘{; d(x, T(x)
ve boylelikle

d(T" (x),u)) < l‘i"q d(x, T(x))
bulunur. O

2.3.9 Teorem’inin ardindan hemen asagidaki sonucu vermek miimkiindiir.

2.3.10 Teorem : (X,d) bir metrik uzay, ' : X — X bir doniigiim olsun. Eger
(X,d), T -yoriingesel tam ve bir £ N igin T* bir quasi-daraltan déniisiim ise,

@) T ’nin X ’te tek bir » sabit noktas: vardir.

@) }lx_r’nm T"(x)=u

@)  a(x)=max{d(T' (x),T**(x)):i=0,1,2,...k—-1} ve m= E(%J
(m, % ’y1 gegmeyen en biiyiik tamsay1)

olmak tuzere her bir x € X igin;

AT o)) <L ax)
1-q

olur.

(Ciric, 1974)
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Kamt : Bir keN igin, T*, quasi-daraltan oldugundan, 2.3.9 Teorem’den
T*’min tek bir u sabit noktas: vardur.
T*(Tu) =T(T*u) = Tu
oldugundan, 7 da T*’nin bir sabit noktas: olur. # ’nun tekliginden, # = T'() olur. T
i¢in z *nun tek olmasi agiktir.
(#ii) ve (i) igin;
neN olsun. O zaman n=mk+j ,0< j<k ,m>0 ve her bir xe X igin;
T"(x)=(T*)".T (x)
dir. T* quasi-daraltan oldugundan ve 2.3.9 Teorem’inin (jii) sikkindan;
AT (x),u) =d(T*)" T’ (x),u)
< l—q_m—q d(T’ (x),T*T’ (x))

< 1q max. {d(T"(x),T"*(x)): i=0,1,2, ...k-1}

T _ a(x)
l-¢q

olur. Yani

m

9 a(x)
q

1-

d(T" (x),u) <

olur. Buradan da (i) ve (i) ’nin kanit1 goriilir. [
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III. BOLUM

w- UZAKLIK FONKSIYONU

Ikinci bsliimde verilen teoremlerde, fonksiyonlarin sabit noktalarinin var ve tek
oldugunu belirlerken fonksiyonlara ve onlarin tanimli olduklari kiimelere baz 6zellikler
yiiklenmigti.

Bir sonraki bolimde, bu bolimde verilecek olan w-uzakhk fonksiyonu
yardimiyla uzay ve fonksiyonlar iizerine degisik Ozellikler yiiklenerek bazi 6énemli
sonuglar elde edilmeye galigilacaktir. Bu nedenle bu boliimde, w -uzaklik fonksiyonuna
bir giriy yapilacak ve bu fonksiyonun, degisik Orneklerle birlikte, baz1 Ozellikleri

incelenecektir.
3.1 w-UZAKLIK FONKSIYONUNUN TANIMI VE BAZI ORNEKLER

w -uzaklik fonksiyonu kavramu ilk olarak, Kada, Suzuki ve Takahashi’nin
1996’da ortak olarak yapmis olduklart konveks olmayan minimizasyon problemleri
caligmalar1 sirasinda tammlanmis ve daha sonra bu tamimi sabit nokta teorisinde
kullanarak 6nemli bir takim sonuglar elde etmiglerdir.

3.1.1 Tanmm : (X,d) bir metrik uzay ve p: XxX —[0,0) fonksiyonu

verilsin. Eger p fonksiyonu;
@) Her x,y,ze X igin
p(x,2) < p(x,y)+ p(y,2)
(#])  Herhangi bir xe X igin;
p(x,-): X —>[0,o)

alttan yan stireklidir. (Yani p ikinci degiskene gore alttan yan siirekli)
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(i) Her £ >0 igin en az bir § >0 vardir 6yleki p(z,x)< 6 ve p(z,y)<é
iken d(x,y)< ¢ ’dur
kosullarim sagliyorsa, p’ye X izerinde bir w -uzakhk denir.
3.1.2 Ornekler :
1- (X,d) bir metrik uzay olsun. Eger p=d altmrsa, p, X tzerine bir w-
uzaklik olur.
Kamt : (i) ve (ii) agiktir.

(iii) Herhangi bir £ >0 verilsin. =-§ alindiginda,

d(z,x)<d ve d(z,y)<d

ise,
d(x,y)<d(x,z)+d(z,y)<d+d=¢
olur.
2- (X - ), normlu lineer uzay ve p: XxX —[0,0) fonksiyonu, her
x,ye X igin;

p(xy)=|x|+]»|
bigiminde tammlansin. Bu durumda, p, X iizerinde bir w -uzakhktir.
Kamt :
() Her x,y,ze X igin;

per.2)=|x|+| 2| <[ +|y |+ v |+ z|=PCx. )+ PO 2)

olur.
@) Normlu uzaylar siirekli oldugundan p(x,-): X —[0,0) alttan yan
stireklidir.
(iii) Her ¢>0 igin & =§ alindiginda
p(z,x)<8 ve p(z,y)<d
ise

dx,p)=|x-y|<|x|+|y| < pz.¥)+ p(z,y) <6 +6 =¢

olur.
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3- (X , l), normlu lineer uzay ve p:XxX —[0,0) fonksiyonu, her

x,ye X igin;
pxy)=|y|
bigiminde tanimlansin. Bu durumda p, X tzerinde bir w -uzakliktir.
Kamit :

6)) Her x,y,z€ X igin;

p(x.2)=|z|<|y|+]z]=pC )+ P(3.2)

olur.
(i) Normlu uzaylar siirekli oldugundan p(x,"): X —[0,0) alttan yar
stireklidir.
(fii) Her £>0 i¢in 6 =§ alindiginda p(z,x) <& ve p(z,y)< 9 ise
d(x,y)=|x-y| <[ x| +] ]
=p(z,x)+p(z,y)<d+5=¢
olur.

4- (X,d) bir metrik uzay ve 7:X — X sirekli bir doniisim olsun.
P XxX —[0,0) fonksiyonu her x,y e X igin;
p(x,y)=max{ d(T(x),y),d(T(x),T(y)) }
bigiminde tarumlansin. Bu durumda p, X tzerinde bir w -uzakliktir.

Kanit :

@ x,y,z€ X olsun.

d(T(x),z) 2d(T(x),1(2))

ise,
p(x,z)=d(T(x),z) <d(T(x),T()+d(T(y),z)
< max{ d(Z'(x),y),d(T(x),T(y)) }+max{d(T(y),2),d(T (), T(2)) }
= p(x,»)+p(y,2)
olur.

Eger d(T(x),T(2)) 2 d(T(x),z) ise,
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p(x,z)=d(T(x),T(2)) <d(T(x), TN +d (T (y),1(2))
< max{ d(T(x),y),d(T(x),T(»)) } + max {d(T(y),2),d(T(¥),T(2)) }
=p(x,y)+p(y,2)

bulunur. Béylece her x,y,ze X igin
p(x,2) < p(x,y)+p(y,2)
saglanur.
(@) T sirekli oldugundan, p(x,-) : X —[0,) alttan yan sireklidir.

(7iiy Her £>0 igin & =< alindiginda
2

p(z,x) <8 ve p(z,y)<é
yani,

p(x,2)=max{ d(T(2),x),d(T(x),T(x)) } <6

p(z,y)= max{d(T(2),y),d(T(x),T(y)) } < 6
ise,

d(T(z),x) <6 ve d(T(z),y)<d
olacagindan, d(x,y) ’ve li¢gen esitsizlifi uygulandiinda,

d(x,y) <d(I(z),x)+d(T(z),y)
<d+d=¢

olur.
5- X=R ve d(x,y)=|x-y| mutlak deger metrigi almsin. f:X —[0,],

r >0 olmak lizere

X+r

inf [ fayau >0

kosulunu saglayan siirekli bir fonksiyon olsun. O zaman, her x,y € X igin

p(x,y)=

ff(u)du’

bigiminde tammlansin.

p:XxX —>[0,0) fonksiyonu X iizerinde bir w -uzaklik olur.
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Kanit :
@ Her x,y,ze X i¢in;

[ fadu +ff(u)du’

p(e2)=|] Fluru|=

if(u)du‘

< f fu)du|+

=p(x,y)+p(,2)

olur.
(if)  Integralin temel teoreminden p , ikinci bilesene gore siirekli, dolayistyla,

alttan yan sireklidir,
(@ii) Her £>0 verilsin. §,

&
x+—

0<8<inf sz(u)du (3.1.1)

bigiminde alinsin. p(z,x) <5 ve p(z,y) <6 ise
€ &
z—x|<= ve |z-y|<—
j-x|< ve |s-y| <

dir. Gergekten; z < x ise, (3.1.1) esitsizliginden

px2)=[ fduss < | fu)

bulunur. Buise x<z +§ oldugunu gosterir. Boylece x -2z < % olur.

x < z ise, benzer bigimde z—-x < g olup, buradan | z— x] < % oldugu gorilir.

Benzer iglemler takip edildiginde, ! z— y| < -;i oldugu gosterilebilir.

Buna gore;
d(x,y)=|x-y|<|x-z|+|z-y|<e

bulunur.
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6- (X,d) bir metrik uzay ve F de X ’in kapal1 ve sinirli bir alt kiimesi olsun.
¢ bir sabit say1 ve ¢ 26(F), ( S(F)=sup{d(a,b) :a,bcF }; F'nin ¢apt) olmak iizere
F, X ’in en az iki noktasindan olugsun. O zaman

d(x,y) ;x,yeF
p(x.y)= ,
¢ ;x¢kF veya ygF

bi¢iminde tanimlansin. p: X x X —[0,) fonksiyonu X iizerinde bir w -uzakhktr.
Kanit :

® Her x,y,ze X igin,
x,ze F alinrsa;
p(x,2)=d(x,z)<d(x,y)+d(y,2)
< p(y)+p(,2)
x¢F veya y¢ F alinrsa,

p(z,x)=c < p(x,y)+p(y,2)
oldugu agiktir. .
(i)  p’nin alttan yar siirekli oldugunu gérmek i¢gin
{x:pla,x)>s} ,(aeX,se€R)
kiimesinin X ’te agik oldugunu gostermek yeterli olacaktir.
c¢26(F) oldugundan, her x,yeF igin d(x,y)<c oldugu i¢in asagidaki iki
durumu incelemek yeterlidir.
s>c ise,
{x:p(a,x)>s}=C olduundan, X ’te agik;
s<c ise,

{x:p(a,x)>s}=2X oldugundan, X agik
olur.

(iiiy Her £>0 igin & =% olarak alindiginda, herhangi iki x,ye X igin

p(x,y) <8 ise, ozaman x,ye F olmak zorundadir.

Bu durumda,

p(z,x)=d(z,x) < %
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ve

N[O

p(z,y)=d(z,y)<
ise, x,y,z e F olup, buradan;
c ¢
d(x,y)<d(x,z)+d(z,y) < —2—+§- =c

olur.
3.2 w-UZAKLIGIN BAZI OZELLIKLERI

Bu kesimde, sabit nokta teoremlerinde kullamlacak olan w-uzakligin baz
ozellikleri incelenecektir.

3.2.1 Teorem : Bir (X,d) metrik uzay: ile, X iizerinde bir p—w- uzakhif
verilsin. {x,} ve {y,} X ’teikidizi, {a,} ve {f,} de [0,) da 0 ’a (sifir) yakinsayan
diziler ise her x,y,z € X i¢in agagidaki 6nermeler dogrudur.

@) Her neN i¢in p(x,,y)<a, ve p(x,,z)< B, ise, o zaman y =z olur.

Ozel olarak , p(x,¥)=0 ve p(x,z)=0 ise y =z dir.

(i) Her neN i¢in p(x,,y,)<a, ve p(x,,z)<pB, ise {y,} dizisi z’ye

yakinsar.

(i)  Eger p(x,,y,)<a, ve p(x,,z,) < B, ise {d(y,,z,)}, 0’ayakinsar.

@iv) m>n olmak lzere, her n,meN igin p(x,,x,) < @, ise, 0 zaman {x,}

bir Cauchy dizisi olur.

) Her ne N p(y,x,) < a, ise, 0 zaman {x,} bir Cauchy dizisidir.

(Kada, O., vd., 1996 ; Suzuki, T., 1997)
Kamt: (iii) = (i) = (i) gerektirmesinin dogrulugu agiktir.
Su halde (i), (i) ve (iii)’ nin kanit1 i¢in sadece (ii7)’yi kanitlamak yetecektir.
&> 0 verilsin. w -uzaklifin tammindan 3 6 >0 >
pu,v)<é ve p(u,z)<é ise d(v,z)<e¢ 3B.2.1)

olur.
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a,—0 oldugundan, 3N, eN > her n2 N, igin @, <9
ve benzer bigimde

B.—0 oldugundan, IN,eN > her n> N, i¢in B, <95
olur.

ny=max{N,,N,} olarak alindiginda, her n>n, i¢in @, <8 ve B,<d olur.
Boylece her n2 n, igin
px,y,) s @, <8 ve p(x,,2,)<f, <o
olur ki, o zaman (3.2.1)’den d(y,,z,)<¢&¢ bulunur. Bu ise {d(y,,z,)} ’nin 0’a
yakinsadifim gosterir.
(v)’nin kanit1 i¢in;
£>0 verilsin. (3.2.1)’de oldugu gibi &>0 secilsinn «o,—0 (7—>®)
oldugundan, yine 3n,€N 3 her n2n, igin a,<d dir. Boylece her n,m2=n, +1
igin;
plx,,,x,) Sa, <& ve p(xy . X,) S @y <6
olup, buradan d(x,,x,) < & bulunur. $u halde {x,} bir Cauchy dizisidir.
(v) igin;
£>0 verilsin. §>0 ve m, €N (ii)’nin kanitindaki gibi segildiinde, her
n,m 2 n, igin,
p(y,x)<a,<8 ve p(y,x,)Sa,<d
olup, buradan d(x,,x,) < & bulunur. [

Bir (X,d) metrik uzay: iizerinde tanumli olan w -uzakliklan ile baska w-

uzakliklar da tammlanabilir.

3.2.2 Teorem : (X,d) bir metrik uzay ve p,, p, de X uzerinde w -uzakiiklar
olsun.
() Herx,yelX igin;
p(x,y)=max{ p(x,), p,(x.y) }
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(i) Her x,ye X igin a ve B negatif olmayan gergel sayilar olmak lizere

(a#0 veya f+0)olur ki,
p(x,)’)=a-p1(x,y)+ﬁ-pz(xa)’)

bigiminde tamimlanan p fonksiyonlar1 X iizerinde w -uzakliktir.
(Kada, O., v.d., 1996)
Kamit :
03] Her x,y,ze X igin,
p(xaz)= max{pl (xaz)’p2(xaz)}
< max{p,(x,y)+p,(y,2), p,(x,3)+p,(),2)}
< max {max { p, (v, ), p, (%, y)} + max{ p,(,2),p, (3, 2)} »
max { p,(x,y), P, (%, y)} + max { p, (3, 2), p,(»,2)} }

=max{ p(x,y)+p(y.2), p(x,y)+p(¥,2) }
=p(x,y)+p0,2)

Her xe X igin
p(xa ')= max{pl(x’ ') apz(x’ ')}

olup, p, ve p,, X uzerinde w -uzaklik oldugundan, p(x,-) alttan yan sireklidir.

£>0 verilsin. p,, w-uzaklik oldugundan 36>0 > p(z,x)<é ve

D.(z,y)<8 ise d(x,y)<¢& dur

Eger p(z,x) <6 ve p(z,y) <0 ise o zaman, p ’nin tamm geredi, p,(z,x) <6

ve p,(z,y)<8 olacagindan d(x,y) <& bulunur.

olur.

Su halde p(x,y)=max{p,(x,y),p,(x,y)}, X tzerinde bir w -uzakliktir.
(@) a>0 oldugunu varsaymak genelligi bozmaz. Her x, y,z € X igin;
p(x,z)=a.p(x,z)+ B.p,(x,2)
<a(p,(x.y)+p(1.2)+ Blp,(x.3)+ p,(1,2)
=a.p(x,y)+p.p,(x.y)+a.p(,2)+B.p,(,2)
= p(x,»)+p(y,2)
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p, ve p,, alttan yan sirekli oldugundan, her xeX igin a.p(x,-),
B.p,(x, -)’de alttan yan siireklidir. Dolayistyla p(x, -)=a.p,(x, -)+ B.p,(x, -) alttan
yart stirekli olur.

€ >0 verilsin. p,, w-uzaklik oldufundan 3 §’>0 igin;

pi(z,x)<6" ve p(z,y)<d’ ise d(x,y)<e (3.2.2)
dur.
0 =a.d' olarak alinsin. p(z,x) <6 ve p(z,y)< 9 ise,
p(z,x)=a.p,(z,x)+B.p,(z,x) <6
ve

p(z,y)=a.p(2,Y)+B.p,(2,y)< 6
olup, buradan
ap(z,x)<d ise p/(z,x)<d’
ve
a.p(z,y)<8 ise p(z,y)<o’
bulunur. Boylece (3.2.2)’den d(x, y) < & olur.
Su halde p(x,y)=a.p,(x,y)+ B.p,(x,y), X uzerinde bir w -uzakliktir. O
3.2.3 Teorem : (X,d) bir metrik uzay, p, X tzerinde bir w-uzaklik ve
a: X —[0,0) bir fonksiyon olsun. O zaman q: X x X —[0,), her x,ye X igin;
q(x,y) = max {a(x), p(x,y)}
bigiminde tamimlanan ¢ fonksiyonu, X izerinde bir w -uzaklktir.
(Kada, O., v.d., 1996)
Kamt : Her x,y,ze X i¢in,

q(x,z) = max { a(¥), p(x,2)}
s max{a(x)+a(y), p(x,y)+p(,2)}
< max { max {a(x), p(x, y)} + max{a(y), p(»,2)} ,
max {a(x), p(r,y)} + max{a(y), p(y,2)} }
=max{q(x,y)+9(,2), q(x,y)+q(y,2)}
=q(x,y)+q(»,2)

bulunur.
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Her xe X igin ¢(x,-)=max{a(x),p(x,:)}, p bir w-uzaklik oldufundan
alttan yan sireklidir. x sabit tutuldufundan a(x)’i x’e gore sabit fonksiyon gibi
diiginildiigiinde g(x, -)’in alttan yar stirekli oldugu agiktir.

g >0 verilsin. p, w-uzaklik oldugundan 3 & >0 oyle ki,

p(z,x)<8 ve p(z,y)<d ise d(x,y)<¢ (3.2.3)
dur. Eger q(z,x) <6 ve q(z,y) <& ise g ’nun tammindan,

p(z,x)<é ve p(z,y) <o
olup, (3.2.3)’ten d(x, y) < & bulunur.

Su halde g(x,y)=max{a(x),p(x,y)}, X uzerinde bir w -uzakhiktir. (I

3.2.4 Teorem : (X,d) bir metrik uzay, p de X iizerinde bir w -uzaklik ve
f: X —[0,0) bir fonksiyon olsun. g: X xX —[0,0) fonksiyonu her (x,y)e X xX
icin,

q(x,y)=f(x)+ p(x,y)
bi¢iminde tanimlansin. Bu durumda ¢, X Uzerinde bir w -uzakliktir.
(Suzuki, T., 1997)

Kamit : 3.2.3 Teorem’in kanitinda oldugu gibi benzer bigimde kamtlanir.
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IV. BOLUM

w-UZAKLIK FONKSIYONU ILE GENELLESTIRILMIS
BAZI SABIT NOKTA TEOREMLERI VE SONUCLARI

Bu boliimde w -uzaklik kavramu kullamlarak, tam metrik uzay tizerinde, ikinci
boliimde verilen sabit nokta teoremlerinin baz1 genellemeleri verilecektir. Ug kesimden
olusacak bu boliimde ilk olarak 6n teoremler, ikinci olarak temel teoremler ve son

olarak da bunlarin sonuglar: incelenecektir.
4.1 ON TEOREMLER

Bu kesimde, bir sonraki kesimde verilecek olan teoremlere esas tegkil edecek 6n

teoremler verilecektir.
(X,d) ’deki bir p -uzaklifina gore bir 4 c X kiimesinin ¢api;
6(4)=sup {p(x,y):x,yc A}
bigiminde tammlanir.
4.1.1 On Teorem : (X,d) bir metrik uzay ve p de X iizerinde bir w -uzaklik
olsun, Eger bir 7 : X — X doniisimi, g €[0,1) olmak tizere her x,y € X igin;
p(Tx,1y) < g max{ p(x,y), p(x,T%), p(3, 1), p(x,Ty), p(y, T¥)}  (4.1.1)
kosulunu sagliyorsa, o zaman,
@) Her xe X ve neNigin i, j<n , i, je N olmak iizere
p(T'x,T'x) < q.6(0(x,n)) ,
(@) Her xe X ve neNigin
8(O(x,n)) = max{ p(x,x), p(x,T*x), p(T"x,x) }

olacak bigimde, k,/<n kosulunu saglayan %,/ N sayilar1 vardir.
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(fi)) Her xe X igin,
6 (0(x,»)) sl—_l—q{ p(x,x)+ p(x,Tx) + p(Tx,x) }

@(v) Her xe X igin, {T"x}, bir Cauchy dizisidir.
(Ume, J. S., 1998).
Kamt :
() xeX,neN ve i, jeN’de i, j<n igin; 2.3.6 On Teorem’in kanitinda
oldugu gibi tamamen benzer bigimde p w-uzaklif1 i¢in kanit yapildiginda (7) kantlamr.
(i)  Herhangi bir ne N alinsin. O zaman
5(0(x,n)) =max{ p(T’x,T’x) : 0<i,j<n}
olacagindan, 3 £,/<n >
8(0(x,n)) = p(T*x,T'x)
dir. Eger & ve ! sifirdan farkli ise 6n teorem’in (i) sikkindan,
5(0(x,n))=p(T*x,T'x) < q.5(0(x,n))
olur ki, 0<¢q <1 oldugundan bu durum bir geligkidir.
Suhalde k=/=0 veya k=0,/#0 veya k#0,/=0 dir. Boylece;
6(0(x,n)) = max { p(x,x), p(x,T*x), p(T"x,%) }
bulunur.
(@)  (ii)y’den xe X ve ne N igin,
max { p(x,x), p(x,T*x), p(T"x,x) } = 5(0(x,n))
olacak bigimde k,/<n , k,lecN sayilar1 vardir. Uggen esitsizligi ve 6n teoremin (7)
sikk: kullanildiginda;
p(x,T*x) < p(x,Tx)+ p(Tx,T*x)
< p(x,Ix)+ q.6(0(x,n))
< p(x,x)+ p(Tx,x) + p(x, Ix) + 9.6 (O(x, n))
ve benzer bi¢imde;
p(T'x,x) < p(T'x, Tx) + p(Tx, x)
< q.6(0(x,n))+ p(Tx,x)
< p(x, %) + p(Tx,x) + p(x, Tx) + q.5(0(x, n))
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olur. Ayrica,

p(x,x) < p(x,x)+ p(Tx,x) + p(x,Tx) + 9.6 (O(x,n))
dir. Boylece

8(0(x,n)< q.6(0(x,n))+ p(x,x)+ p(x,Ix) + p(Tx,x)

ve buradan

6(0(x,n)< T—l_q { p(x,x)+ p(x, ITx) + p(Tx, x)
bulunur. Bu her ne N i¢in dogru olacagindan,

5(0NS T (P05, 9)+ Pl T+ (05 1)

olur.
(iv)  x, X ’te herhangi bir nokta olmak iizere, her ne N igin x, =7"x dizisi
tanimlansin. (4.1.1) egitsizliginden;
p(x,,%,,) = p(Ix,,,Ix,)
< q.max { p(X,,%,), P(Xp1,%,), P(Xps Xp1)s P(X 15 %01 ), P(%,, %)}
(4.1.2)
olup,

p(xn—l’xn) = p(Txn—Z’ Txn—l)

< q.max{ p(X, 5, %, 1), P(X, 2, %), P(X,15%,), P(Xp 35 %,), P(X 15 %0 0)}
(4.1.3)
(x5 %) = p(Tx, 5, T,)
< q.max { p(¥, 5,%,), P(Xy2:%,1), Py, X1 ), DX, X ), P(Xp X5 1) }
4.1.4)
p(x,.x,)=p(Ix,,,Ix,)
< qmax{ p(x, ,,X, ), P(Xy15%,), DX 1%, ), P(Xp 1, %, ), DXy 15 %0)}
(4.1.5)
olacagindan; (4.1.3), (4.1.4) ve (4.1.5) esitsizlikleri (4.1.2)’de yerine yazilirsa ve bu

islemlere benzer bigimde devam edilirse,
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p(xn’erl) < qmax {q'max{p(xn—Z’xn—l)’p(xn-l’xn)ap(xn—Z’xn)sp(xn—l7xn—l)} ]
q~max{p(xn—2axn)ap(xn-vxn—l)>p(xmxnﬂ)’p(x —2=xn+l):p(xn’xn~l)} ?
qmax{p(x,,%,.), (X, 1,%,)} }

olup,
p(x,.%,,) <q’max { p(x,x,) : n-2<i<n ,n-1<j<n+1}

< ¢’ max { p(x,,x;) : n-3<i<n n-2<j<n+1}
<q"'max { p(x;,x,) : 1<i<n ,2<j<n+1}

<q™ ;_l—q (P(x, %)+ p(x,T%) + p(T%, %)

bulunur. a(x)= p(x,x)+ p(x,7x)+ p(Tx,x) denirse,

n-1
(%, %,0) S l"_q.a(x) (4.1.6)

olur. n<m igin, iggen esitsizligi ve (4.1.6)’dan,

p(xn:xm) 5 p(xn7xn+l)+p(xn+1’xn+2)+ +p(xm—l’xm)

m-n-1

= Z p(xn+k’xn+k+l)
k=0

m-n-1 ntk-1
q
<
Z o

n-1

< 4
(1~¢q)’

a(x)

.a(x)

olur. Yani n<m igin,
p(x,,x,) < —q—'lzaa(x) 4.1.7)
-9

olup, ¢€[0,1) oldugundan esitsizligin sag tarafi sifira yakinsar. 3.2.1 Teorem’in (v)
sikkindan {x,}={T"x} bir Cauchy dizisidir. [

412 On Teorem: (X,d) bir metrik uzay ve T: X — X bir donigiim olsun,
I' quasi-daraltan, yani, (2.3.1) esitsizligini saglayan bir doniisiim ise, o zaman y+1Iy
kogulunu saglayan her bir y e X igin, inf {d(x,y)+d(x,T%) : xe X } >0 dir.

(Kada, 0., v.d., 1996 ; Ume, J. S., 1998)
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Kamt : z# Tz olmak iizere, bir z€ X igin
inf {d(x,z)+d(x,Tx) : x€ X }=0
oldugu varsayilsin. O zaman
' },1_13; {d(z,,2)+d(z,,1z,)}=0

olacak bigimde X ’te bir {z,} dizisi vardir.
Boylece, d(z,,z) — 0 ve d(z,,7z,) —> 0 olacagindan, iggen esitsizlifinden
d(1z,,z)<d(z,,z,)+d(z,,2)
olup, esitsizligin sag tarafi sifira yakinsayacagindan, {7z,}, z ’ye yakinsar.
T quasi-daraltan oldugundan;
d(Tz,1z,) < q.max{d(z,z,),d(z,1z2),d(z,,1z,),d(z,1z,),d(z,,12) }
olup, n—> o limite gegildiginde,
d(1z,z) < qd(z,1z)
bulunur. Boylece,
d(1z,z) < qd(z,Tz) < d(z,1Tz)
olur ki, bu bir geligkidir.
O halde y # Ty kosulunu saglayan her bir y € X igin,
inf {d(x,y)+d(x,Tx) : xe X }>0
olur. U
4.1.3 On Teorem : (X,d) bir metrik uzay ve p de X iizerinde bir w-
uzaklik olsun. Eger T: X — X siirekli déniigiim ve g<€[0,1) olmak tizere, her xe X
icin;
p(Tx,T?x) < g.max { p(x,Tx), p(x,T°x)} (4.1.8)
kosulunu sagliyorsa, o zaman y # 7y kosulunu saglayan her y e X igin
inf { p(x, )+ p(x,Tx) : x€ X }>0
dir.
(Ume, J. S., 1998)
Kanit : 4.1.2 On Teorem’inin kanitinda kullamlan metot, p w -uzakhk icin
benzer bigimde uygulanarak yapilacaktir.
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z# Tz olmak iizere bir ze X i¢in
inf { p(x,2)+ p(x,Tx) : x€ X }=0
olsun. O zaman
lim {p(z,,2) + p(z,,12,)} =0
olacak bigimde X ’te bir {z,} dizisi vardir. Boylece p(z,,z) -0 ve p(z,,7z,) >0
olacagindan, 3.2.1 Teorem’inin (i) sikkindan, {7z,}, z ’ye yakinsar.
Ucgen esitsizligi ve (4.1.8) esitsizliginden,
p(z,,T"2,) < p(z,,T2,) + p(Iz,,T"z,)
< p(z,,Tz,) +qmax{p(z,,1z,), p(z,,T°z,) }
bulunur. Eger,
max { p(z,,12,), P(,,T°2,)} = p(2,,12,)
ise
p(z,,T°2,) < (1+9).p(z,,1z,)
olacagindan, n — o igin, p(z,,7°z,) — 0 olur. Eger,
max { p(z,,7z,), p(z,, T°2,)} = p(z,,T"z,)

ise,
Pz, T%2) < 1—1— p(2,,Tz,)
—q

olup, n— o i¢in yine p(z,,7%z,) — 0 bulunur.
Boylece, p(z,,z)—0 , p(z,,7°2,)—>0
oldugundan, 3.2.1 Teorem’in (i) sikkindan{7?z,}, z’ye yakmnsar. T siirekli
oldugundan,
Iz= T(yglw Iz, )=£1an T%z,=z2

yani, Tz = z olur ki, bu bir ¢eligkidir.
O halde, y # Ty kosulunu saglayan her bir y € X igin,
inf { p(x,y)+ p(x,ITx) : xe X }>0

olur,. O
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4.2 TEMEL TEOREMLER

Bu kesimde, 4.1 kesimde verilen 6n teoremler yardimiyla w -uzaklik fonksiyonu

kullanilarak bazi sabit nokta teoremleri verilecektir.

4.2.1 Teorem: (X,d) bir tam metrik uzay ve p de X iizerinde bir w -uzaklik
olsun. Eger bir 7: X — X donugumi (4.1.1 ) esitsizligini sagliyor ve u # Tu kosulunu
saglayan her bir # € X igin,

inf { p(x,u)+ p(x,ITx) : xe X } >0
oluyorsa, 0 zaman

@ 7%=y,

n—w

(#)  a(x)= p(x,x)+ p(x,Tx)+ p(Tx,x) olmak iizere, her x € X i¢in;

P(T"x,y) < [ (1‘1_";1)2 }.a(x) ,

(@ii)  T’nin X ’tetek bir y sabit noktas: vardir ve p(y,y)=0 dur.

(Ume, J. S., 1998)
Kamit :

() x, X ’te herhangi bir nokta olmak iizere, her ne N igin x, =7"x bigimde
bir {x,} dizisi tammlansin. 4.1.1 On Teorem’in (iv) sikkindan, {x,} bir Cauchy
dizisidir ve (X,d) tam metrik uzay oldugundan {x,} dizisi X ’te bir y noktasina
yakinsar.

{x,}, (4.1.7) esitsizligini sagladigindan, p’nin alttan yan sirekliligi
kullanildiginda,

n-1
p(x,,y) <lim inf p(x,,x,) < (lq % a(x) (4.2.1)
n—wo —_ q

olacagindan, (if) kamtlanmig olur.
(iii) igin,
y# Ty oldugu varsayilsin. (4.1.6) ve (4.1.7) esitsizliklerinden,



0 <inf { p(x,y)+ p(x,Tx) : xe X }
<inf { p(x,, )+ p(x,,Ix,) :ncN}

n-1

<inf {(—lg_%.a(xﬁ q_q.a(x) i ne N}

{nl()[ 2 ﬁj:nEN}
=i {q"”a(x)( q) neN}

(1-9)*
(1_ ) 229 4™ nGN}
=(£12T6;q)%,a(x).inf{ q"" :neNj}

olur ki, g€[0,1) oldugundan, inf { g"" : ne N} =0 dir. Bu ise bir geliski olur. Su halde
=Ty dir.
Eger v=1v ise, (4.1.1) esitsizliginden,
pv,v) = p(Iv,Tv) < g.max { p(v,v), p(v,IV), p(v,Tv), p(v,Tv), p(v,TV)}
olur ki, buradan,
p(v,v) < 4.p(v,V)
bulunur. g &[0,1) oldugundan, bu ancak p(v,v)=0 olmastyla miimkiindiir.
T ’nin sabit noktasinin tekligi i¢in, eger,
u=Tu vev=1y
ise, (4.1.1) esitsizligi kullanildiginda,
p(u,v) = p(Tu,1v) < q.max { p(u,v), p(v,u)}
ve
p(v,u) = p(Tv,Tu) < q. max{ p(u,v), p(v,u)}
olur ki, bu ancak
p(w,v)= p(v,u)=0
olmastyla miimkiindiir.

3.2.1 Teorem’in (7) sikkindan, # =v olur. [



37

422 Teorem : (X,d) bir tam metrik uzay ve p de X uzerinde bir w-
uzaklik olsun: 7: X —» X doniigiimii agagidaki kosullan saglasin.
@) Her xe X igin g[0,1) olmak iizere,
p(Tx,T*x) < g.max { p(x,Tx), p(x,T°x)} , (4.2.2)
0 g{%} <2 (p=0),
(i)  y# Ty kosulunu saglayan her bir y € X igin,
inf { p(x,y)+ p(x,Tx) :x€ X}>0
dir.

O zaman T ’nin X ’te bir sabit noktas: vardir. Eger v=1Tv ise p(u,v)=0 dur.

(Ume, J. S., 1998)
Kanit :

2
ﬂzsup{m} ve k=max{q,fq} olsun. O zaman k<[0,1) dir .

(f)’den her xe X igin

p(Tx,T*x) < q.max{ p(x, Tx), p(x,T*x)}
dir. Eger max { p(x,Tx), p(x,T%x)} = p(x,Tx) ise

p(Tx,T?x) < q. p(x,Tx) < k.p(x,Tx)

olur. Eger .max { p(x, Tx), p(x,T*x)} = p(x,T?x) ise, bu durumda,

p(Tx,T*x) < q. p(x,T*x)
olur. (if)’den
p(x,T%x) <
p(x,Ix)
oldugundan,
p(Tx,T*x) < B. p(x,Tx)
olup,

p(Tx,T*x) < q.p(x,T%x) < B.gq. p(x,Tx) < k.p(x,Tx)

bulunur.
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Béylece £<€[0,1) olmak lizere, her x € X igin,
p(Tx,T*x) < k.p(x,Tx) (4.2.3)
dir.
u, X ’te herhangi bir nokta olmak iizere, her ne N igin, u, =7T"u bigiminde

bir {u,} dizisi tammlansin. (4.2.3) esitsizliginden,

P, u,) Sk.p(u,u,) <. < K™ pluy,u,) (4.2.4)
bulunur. Eger m>n ise,

plu,,u,) < plu,,u,,)+pW, ,u,,)+. .. +p@,,.u,)

m—n~1

= 2 p(un+i aun+i+l)
i=0
m—n~1

s Z k’m—lp(ulauz)
i=0

n-1

k
< % pu,,u,) 4.2.5)

dir.

ke[0,]) oldugundan, »n— o limite gegildiginde, esitsizligin sag tarafi sifira
yakinsar. Boylece 3.2.1 Teorem’in (#v) sikkindan, {#,} bir Cauchy dizisidir ve (X,d)
tam metrik uzay oldugundan, {u,} dizisi X ’te bir y noktasina yakinsar.

p(u,, +) ’nin alttan yan siirekliligi ve (4.2.5) esitsizligi kullanildiginda,

n-1

1-k

p(un:y) < }nlinwlnf p(umum) < p(ulauz) (426)

bulunur.
y # Iy olsun. O zaman (4.2.4) ve (4.2.6) esitsizliklerinden,
0 <inf { p(x,y)+p(x,Ix) :xe X }
<inf { p(u,,y)+p(u,.u,,) :neN}

n-1
Slnf{lk k.p(ul,u2)+k"“.p(u,,u2) ; neN}

=inf { (—?_%.k”“p(ul,uz) : neN}

2-4)
1~k

Pluy,u,)inf { k™ :ne N}
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olur ki, k[0,1) oldugundan, inf { "' :neN}=0 dir. Bu ise bir geligkidir. Su halde
y=1y dir.
Eger v=1v ise,
pv,v)= p(Tv,T>) < k.p(v,TV) = k.p(v,v)
bulunur. £ €[0,1) oldugundan, bu ancak p(v,v)=0 olmasiyla miimkiindar. 0
4.2.3 Teorem : (X,d) bir tam metrik uzay ve p de X tzerinde bir w-
uzaklik olsun. Bir T: X — X déniigiimii # €[0,1) olmak iizere, her x e X igin,
p(T*x,Tx) <r.p(Tx,x) 4.2.7)
kosulunu saglasin. Eger
(@) {x.}, y’yeve {p(Tx,,x,)}, 0’ayakinstyorsa, o zaman p(7y,y)=0 dir.
@)  {x,} ve {Ix,}, y’ye yakinsiyorsa, o zaman y =Ty dir.
@) T sireklidir.
kosullarindan en az biri dogruysa, o zaman x, = Tx, olacak bigimde bir x, € X vardir
ve eger v=1Tv ise, p(v,v)=0 dir.
(Suzuki, T., 1996)
Kamt : p(Ty,y)=0 olmas1 Ty = y olmasi ile denktir. Gergekten, p(7y,y)=0
ise, (4.2.7)’den
p(T*y,Ty) <r.p(Ty,y) =0
ve liggen esitsizliginden,
Ty, 1y) < p(T*y, Ty)+ p(Ty,y) =0
bulunur. 3.2.1 Teorem’inin (§) stkkindan, 7y = y olur.
Tersine, Ty = y ise, (4.2.7) esitsizli§inden,
p(1y,y)=p(*y,Ty) <r.p(Iy,y)
olur ki, bu ise ancak p(7y,y)=0 olmasiyla miimkiindir.
Eger (iii) = (ii) ve (if) = (i) gerektirmeleri gosterilirse ve (7) gikki igin teoremi

kamitlamak yeterli olacaktir.
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@@= ;
{x,}, x,—>y ve p(Tx,,x,) = 0 olacak bigimde X ’te bir dizi olsun. O zaman
(4.3.7) esitsizligi uygulamp, » — o igin limite gegildiginde,
p(T%x,,Ix )< rp(Tx,,x,) >0
ve burada iiggen egitsizliginden, » — oo i¢in limite gegildiginde,
p(T’x,,x,) < p(T*x,,Tx,) + p(I%,,x,) >0
olur. 3.2.1 Teorem’in (iii) sikkindan, d(7x,,x,)—>0 olur. x,—y olduundan,
{Tx,} -y dir. Su halde (i{)’den y =Ty dir. Béylece p(7y,y)=0 dur.
(i) = (i) ;
T siirekli, {x,} ve {Tx,} de y ’ye yakinsasin. O zaman,
Ty=T(£i_r)nw xn)=£i_131wan=y

olur.
Sabit noktanin varlifs;

(i) kosulu dogru olsun. u, X ’te herhangi bir nokta olmak iizere, her ne N igin

u, =T"u bigiminde bir {u,} dizisi tamimlansin. Buradan her ne N igin,

p(u,..,u,) <r.p,u,,)s..<r".p(u,u)
bulunur. Eger m > n ise,

p(um’un) S p(um’um—l)+ M +p(un+l,un)
<r™ . plu,u)+...+r"p(u,,u)

r
< l p(ul au)

olur. 3.2.1 Teorem’in (i) sikkindan {u,} bir Cauchy dizisidir. X tam oldugundan,
{u,} bir x, € X noktasina yakinsar.

p(Tu,,u,) <r"p(u,u)
olupp n—>o igin limite gegildiginde, p(Tu,,u,)—>0 olur. Boylece (i)’den
p(Tx,,x,) =0 bulunur ve buradan Tx, = x, olur.

Eger v=1v ise p(v,v)=0 oldugu agiktrr. [
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4.3 SONUCLAR

42 Kesimde, tam metrik uzaylarda w-fonksiyonu kullamlarak sabit nokta
teoremleri verilmigti. Bu kesimde de bu teoremleri kullanarak degisik baz1 sonuglar elde
edilecektir. Bu sonuglar 2. Boliimde verilen bazi teoremlerin w-uzakligiyla
genellestirilmig bigimleri veya 6zel bigimleri olacaktur.

4.3.1 Sonug¢: (X,d) bir tam metrik uzay, p de X iizerinde w-uzaklik olsun.
Egerbir T: X — X siirekli doniisiimii 4.2.2 Teorem’inin (#) ve (i) kosullarint saglarsa,
o zaman T ’nin X ’te bir sabit noktas1 vardir. Eger v=1v ise p(v,v)=0 dir.

(Ume, J. S., 1998)
Kamt : 4.1.3 On Teorem’inden , y # Iy kosulunu saglayan her y € X i¢in

inf { p(x,y)+ p(x,Ix) : x€ X} >0
dir. Béylece 4.2.2 Teorem’inden 7 ’nin y =Ty olacak bigimde bir sabit noktas: vardir
ve eger v=1Tv i¢in p(v,v)=0 dir. [
p, (X,d) metrik uzayinda bir w-uzakhik olsun. Eger T:X — X donisumi
r€[0,1) olmak iizere her xe€ X igin,
p(Tx,T*x) < r.p(x,Tx) 4.3.1)
kosulunu sagliyorsa, o zaman g €[0,1) olmak {izere her xe X igin,
p(Tx, T*x) < q.max{ p(x,Tx), p(x,T*x)}
esitsizligi de saglanir. Ayrica x,y € X igin p(x,y)# p(y,x) oldugundan
p(T*x,Tx) < r.p(Tx,x)
esitsizligi saglanmayabilir.
Kada, O., v.d. (1996) ve Ume, J. S. (1998), (4.3.1) esitsizligini kullanarak

asagidaki sonucu elde etmiglerdir.

4.3.2 Sonu¢: (X,d) bir tam metrik uzay, p de X iizerinde w-uzaklik olsun.
Eger bir T: X — X doniisimi (4.3.1) esitsizligini ve y#7y kosulunu saSlayan her
ye X igin
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inf { p(x,y)+ p(x,Tx) : x€ X} >0
kosulunu sagliyorsa, o zaman 7 ’nin X ’te bit sabit noktasi vardir ve eger v=1v ise
p(v,v)=0 dur.

Kamt : 422 Teorem’inin (i) ve (i) kogullarinin (4.3.1) esitsizligini
gergekledigi aym teoremin kamitinda gésterilmisti. Buradan hareket edilerek 7" ’nin sabit .
noktasinin varligs ve diger ozellikler kamitlanmigts. Su halde sonugta (4.3.1) esitsizligi
hipotezde var oldugundan, istenenler 4.2.2 Teorem’inden kolayca goriliir. [

Eger T stirekli alinirsa, agagidaki sonug elde edilir. Bu sonug ayni zamanda

Subrahmanyam (1974)’mn (X,d) tam metrik uzayinda p -uzaklik ile bir genellemesi

olmaktadir.
4.3.3 Sonug: (X,d) bir tam metrik uzay, p de X iizerinde w-uzaklik olsun.

Eger bir T: X — X siirekli doniigimi, (4.3.1) esitsizligini saghyorsa o zaman z=1z
olacak bigimde bir z € X vardir. Eger v=1v ise p(v,v)=0 dir.
(Kada, O., v.d., 1996)
Kamt : y# Ty olmak iizere bir y € X igin
inf { p(x,y)+ p(x,Tx) : xe X} =0
olsun. O zaman,
lim { p(x,, )+ p(x,,I%,)} = 0
olacak bigimde X ’te bir {x,} dizisi vardir. Béylece p(x,,y) >0 ve p(x,,Tx,) —>0
olacagindan, 3.2.1 Teorem’in (i) sikkindan, {Tx,}, y ’ye yakinsar.
Uggen esitsizligi ve (4.3.1) esitsizliginden,
p(x,,T"x,) < p(x,,Tx,) + p(Tx,,T’x,)

< p(x,,Ix,)+r.p(x,,Tx,)
=(+r).p(x,,Tx,)

olup, 7 — o igin limite gegildiginde, p(x,,77x,) — 0 bulunur.
p(x,,y) >0 ve p(x,,T*x,) > 0 oldugundan 3.2.1 Teorem’in (i) sikkindan,

{T?x,} de y’ye yakinsar. T siirekli oldugundan,
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Ty=T(lmTx,)=lmI"x, =y ,
yani, y=71y olur ki, bu bir ¢eligkidir. O halde, y # Ty kosulunu saglayan her
ye X igin
inf { p(x,y)+ p(x,Tx): x€e X}>0
olur. Béylece 4.3.2 Sonug’tan istenenler elde edilir. O
4.3.4 Sonug: (X,d) bir tam metrik uzay ve p de X iizerinde bir w-uzaklik
olsun. Bir 7: X — X doniigiimii, » €[0,1) olmak lizere her x € X igin,
(@) max{p(T’x,Tx), p(Tx,T*x)} < r.max { p(Tx,x), p(x,Tx)}
veya
(B) p(T*x,Tx)+ p(Tx,T*x) < r.p(Tx,x) +r.p(x,Tx)
kosullarindan biri saglansin.
@) y # Ty olmak iizere inf { p(x,Tx)+ p(Tx,x)+ p(x,y) :xe X}>0,
(@) T sireklidir,
kosullarindan en az biri dogru ise, 0 zaman x, = Tx, olacak bigimde bir x, € X vardir
ve eger v=1v ise p(v,v)=0 dir.
(Suzuki, T., 1997)
Kanit :
g, X xX —>[0,00) , q(x,y)=max{p(Tx,x), p(x,y)}
ve
4, : X xX >[0,0) , q,(x,)=p(Tx,x)+ p(x,)
fonksiyonlar1 tanimlansin. 3.2.3 ve 3.2.4 Teorem’lerinden, ¢, ve g, birer w-uzaklik
fonksiyonlaridir.
Eger T, (a)’y1 sagliyorsa,
q,(Tx, T*x) = max { p(T*x,Tx), p(Tx,T’x)}

< r.max { p(Tx,x), p(x,Tx)}
<r.gq,(x,Ix)

olur.
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Benzer bigimde T, (5)’y1 sagliyorsa,
q,(Tx,T*x) = p(T*x,Tx) + p(Tx,T*x)

<r.(p(Tx,x)+ p(x,Tx))
<r.g,(x,Ix)

olur. Boylece her iki durum igin de, her xe X ve i=1,2 olmak lizere
q,(Tx,T*x) < r.q,(x,Tx)
olur. Eger T siirekli ise, 4.3.3 Sonug’tan istenen elde edilir.
T sadece (i) kosulunu saglasin. O zaman i=1,2 olmak iizere y # Ty kosulunu

saglayan her bir ye X igin,

0< % Anf { p(x, Tx) + p(Tx,x)+ p(x,y) : xe X }
<inf {q,(x,Tx)+q,(x,y) : xe€ X }
olur ki, 0 zaman 4.3.2 Sonug’tan x,=T¥, olacak bigimde bir x, X vardir. Eger
v=Tv ise p(v,v)=0 dir. O
4.3.5 Sonug : (X,d) bir tam metrik uzay ve p de X iizerinde w-uzaklik
olsun. Eger bir T : X — X déniigiimii, & €[0, 1/2) olmak iizere her x,y € X igin,

pIx,Ty) < a{pxITx)+p(y, 1)} 4.3.2)
ve y# Ty kosulunu saglayan her y € X igin
inf{p(x,y)+p(Tx,x) xeX}>0
kosulunu sagliyorsa, o0 zaman 7 ’nin X ’te tek bir sabit noktas1 vardir ve eer v=1Tv ise
p(v,v)=0 dur.
(Ume, J. 8., 1998)
Kamt : (4.3.2) esitsizliginde y = Tx alindifinda
p(Tx,T*x) < a.{ p(x,Tx) + p(Tx,T*x)}
olup, buradan,

p(Tx,T*x) < %.p(x,Tx)



45

bulunur. @<1/2 oldugundan, 1—9‘—— <1 dir. Béylece la =r alinirsa, 7 ’nin (4.3.1)
-a

-a
esitsizlifini sagladig1 goériliir. Béylece 4.3.2 Sonug¢’tan, 7 ’nin bir sabit noktas: vardir
ve v=T1v ise p(v,v)=0 du.
T ’nin sabit noktas: tektir. Gergekten, u=Tu ve v=17Tv ise, o zaman (4.3.2)
esitsizliginden,
0< p(u,v)=p(Tu,1v) < a.{ p(u,u)+ p(v,v)} =0
ve
0< pv,u)=p(Iv,Tu) < a.{p(v,v)+ p(u,u)}=0
oldugundan,
p(u,v)=p(v,u)=0
olur. 3.2.1 Teorem’inin () sikkindan, # =v bulunur. O
4.3.6 Sonug¢ : (X,d) bir tam metrik uzay ve p de X iizerinde w-uzaklik
olsun. Eger bir 7: X — X siirekli déniigiimii, (4.3.2) esitsizligini veya a<[0,1/2)
olmak iizere her x,y € X i¢in,
p(Tx,Iy) < a.{ p(x,Tx) + p(Ty, )} (43.3)
esitsizligini saghyorsa, o zaman 7 ’nin tek bir sabit noktasi vardir ve eger v=1v ise
p(v,v)=0 drr.
(Suzuki, T., 1997)
Kanit :
(4.3.2) esitsizligi i¢in,
4.3.3 Sonug’tan 7 ’nin bir sabit noktasi vardir ve v=1v igin p(v,v)=0 dir.
Sabit noktanin tekligi, 4.3.5 Sonucunun kamtinda oldugu gibi yapalir.
(4.3.3) esitsizligi icin; (4.3.3) esitsizliginde y yerine Tx alinirsa,
p(Tx,T?x) < a.p(x,Tx) +a.p(Tx,Tx) , 434
benzer bigimde, (4.3.3) esitsizliinde x yerine Tx ve y yerine x alinirsa,
(%, Tx) < a.p(Tx, T*x) + a.p(Tx, x) (4.3.5)
bulunur. (4.3.4) ve (4.3.5) esitsizlikleri taraf tarafa toplamp gerekli diizenlemeler
yapilirsa,
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(%, T2x) + p(T*x,Tx) < 1_2{ p(x, Tx)+-1—f;. 2(Tx,x)
bulunur. r=% alinirsa, » €[0,1) olup,
p(Tx, T*x)+ p(T?x, Tx) < r.p(x,Tx) + r.p(Tx, x)
olur. Boylece 4.3.4 Sonug’tan, 7 ’nin tek bir sabit noktas: vardir. [
4.3.7 Sonug : (X,d) bir tam metrik uzay ve p de X iizerinde w-uzakhik
olsun. Eger bir 7: X — X do6niigimii, @ €[0, 1/2) olmak iizere her x,y € X igin,
p(Ix,1y) < a.{ p(Ix,x)+ p(Iy,y)} (4.3.6)
veya
p(Tx,Iy) < a.{p(Tx,x)+ p(y,Iy)} (43.7)
kosullarindan birini sagliyorsa, o zaman 7 ’nin tek bir sabit noktasi vardir ve eger
v=Tv ise p(v,v)=0 dir.
(Suzuki, T., 1997)

Kamt : (4.3.6) esitsizlii goz Oniine alinsin. 7 =_1_a_ olarak alinirsa,
-

a [0, 1/2) oldugundan 7 €[0,1) olup, (4.3.6) esitsizliginden her x e X igin,
p(T?*x,Tx) < r.p(Tx,x)

zaman p , ikinci bilegene gore alttan yan siirekli oldugundan,

p(Iy,y) <liminf p(Ty,x,)
< liminf { p(7y,T,) + p(Tx,.x,)}
< liminf {@.p(Ty,y) +a.p(Tx,,x,) + p(T%,,x,)}
= a.p(y,y)

olur. Bu ise a€[0,1/2) oldugundan ancak p(7y,y)=0 olmast durumunda
miimkiindiir.
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Boylece 4.2.3 Teorem’inden x, =TXx, olacak bi¢gimde x, € X vardir ve v=T1v
ise p(v,v)=0 dur.
Ayrica T ’nin tek bir sabit noktas: vardir. Gergekten, z =171z ise p(z,z)=0 olup,
(4.3.6) esitsizliginden,-
p(x,y,2) = p(Ix,,T2) < a.p(Tx,,x,) +a.p(1z,z)
=a.p(x,,x,)+a.p(z,z)=0

olur. 3.2.1 Teorem’inin () syikkindan x, = z dir.
(4.3.7) esitsizligi goz oniine alindiginda, » = l—a— €[0,1) alinirsa,
-a

p(Tx,T*x) <r.p(Tx,x) ve p(T’x,Tx) <r.p(x,Tx)
bulunur. Burada gerekli diizenlemeler yapildiginda,
p(Tx,T*x)+ p(T?x,Tx) < r.p(Tx, x) +r.p(x, Tx)
bulunur.
p(x,,Tx,) >0 ve p(x,,y) >0 oldugu varsayilsin. 3.2.1 Teorem’inin (if)
sikkindan, {Tx,}, y ’ye yakinsar. Boylece p alttan yan siirekli oldugundan,
p(7y,y) <lim inf p(Ty,Tx,)
< lim inf {@.p(Ty,y) +a.p(x,.Tx,)}
=a.p(1y,y)
olur ki, buradan p(Ty,y) =0 oldugu goriiliir. Béylece
p(1y,T*y) <r.p(Iy,y)=0
ve 3.2.1 Teorem’in (i) sikkindan y =72y olur. Bu nedenle
P, Ty) = p(T*y,Ty) < r.p(3, 1)
olur ki, bu ancak p(y,Ty)=0 olmastyla miimkiindiir. Uggen esitsizliginden,

pB,y) = PO, TY) + p(1y, ) =0
olup, 3.2.1 Teorem’in (i) sikkindan y =7y dir.
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Buna gore y # Ty igin,

0<inf { p(x,Tx)+ p(x,y) : xe X }
<inf {(x,Tx%)+ p(Tx,x)+ p(x,y) : x€ X }

dir.

Gergekten,
inf { p(x,Tx)+ p(x,y) : xe X }=0

olsaydi, o zaman p(z,,7z,) > 0 ve p(z,,y) — 0 olacak bigimde X ’te bir {z,} dizisi
var oldugundan y =7y bulunurdu ki, bu ise y # Iy olmasiyla celigirdi. Béylece 4.3.4
Sonug’tan x, = Tx, olacak bigimde bir x, € X vardir ve v=1Tv ise p(v,v)=0 dir.
x, "1n tekligi ise (4.3.6) durumunda olduBu gibi gésterilir. [

p=d ise 4.3.2 sonucundan, ikinci boliimde verilen Kannan’in 2.2.2 Teorem’i
elde edilir.
4.3.8 Sonug: (X,d) bir tam metrik uzay, 7 : X — X bir doniigiim olsun. Eger T,
bir Kannan déniigiimii, yani (2.2.2) esitsizligini sagliyorsa, o zaman T ’nin X ’te tek bir

sabit noktasi vardir.

Kamt : 4.3.5 Sonucunun kanitinda oldugu gibi » = IL olarak alinirsa, her
-a

xe X igin,
d(Tx,T’x) < rd(x,Tx)
bulunur. y # Ty olmak {izere bir ye X i¢in
inf {d(x,y)+d(x,Tx): xe X }=0
olsun. O zaman,
lim {d(x,,y)+d(x,,T%,)} =0
olacak bigimde bir {x,} dizisi vardir. Buradan n — o igin,
d(x,,y)—>0 ve d(x,,Ix,) >0
olacagindan d(Tx,,y) — O olur. Diger taraftan (2.2.2) esitsizliginden her ne N igin,
d(Ix,,Ty) < e f{d(x,,Tx,) +d(y,Iy)}
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olup, n— o igin her iki taraftan limite ge¢ildiginde,
dy,y)<ad(y,Iy)
bulunur. & <1 oldugundan bu bir ¢eligkidir. Su halde, y # 7y kosulunu saglayan her
ye X igin,
inf {d(x,y)+d(x,Tx): xe X }>0
olur.
Boylece 4.3.2 Sonug’tan z =7z olacak sekilde bir z € X vardir ve bunun tekligi
de aciktir. [
Yine p=d alindiginda 4.2.1 Teorem’inden ve 4.1.2 On Teorem’inden Ciric’in
tam metrik uzaylar i¢in 2.3.9 Teorem’i elde edilir.
4.3.9 Sonug: (X,d) bir tam metrik uzay ve 7 de X ’ten X ’e bir doniigim
olsun. Eger T, quasi-daraltan yani, (2.3.1) esitsizligini saglayan bir doniigiim ise 7 nin
tek bir sabit noktas: vardir.

43.10 Not: p bir (X,d) metrik uzayi iizerinde tanimli bir w-uzaklik olsun.
T:X > X doénigiminde her x,ye X igin @ €[0,1) olmak tizere,
p(IxIy) < a.p(x,y)
kosulunu saglasin. Bu durumda her xe X igin
p(Tx,T?*x) < a.p(x,Tx)

olacagindan Banach sabit nokta teoremi i¢in de benzer sonuglar elde edilir.
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V. BOLUM

ZAYIF DARALTAN VE ZAYIF KANNAN
DONUSUMLERI VE UZAYIN TAMLIGI

Bu boliimde ilk olarak zayif daraltan dénigimleri ve zayif Kannan donisiimleri
arasindaki iliski incelenecek ve dontsiimler i¢in sabit noktamin varligiyla baglantili
olarak, uzayin tamlik karakterizasyonlarn verilecektir.

Once bunlarla ilgili baz: gosterim ve tammlari vermekte fayda olacaktr.

5.1 BAZI TANIM VE GOSTERIMLER
(X,d) bir metrik uzay ve T : X — X bir doniigiim olsun.

(I) X uzerindeki biitiin w-uzakliklarin kiimesi W (X)) ile gosterilsin.
()] X uzerindeki bir p -uzaklig, eger her x,y e X i¢in p(x,y)= p(y,x)
ozelligini sagliyorsa, p ’ye simetriktir denir.
X uzerindeki biitiin simetrik w-uzakliklarimin kiimesi Wy(X) ile gosterilsin.
(3 re[0,]) olmak iizere, her x,y € X igin,
p(Ix,Iy) < r.p(x,y)
kosulunu saglayan bir pe W(X) varsa, T ’ye zayif daraltan doniigiim denir.
(2.1.1 Tanim’indan eer p=d ise T ’ye daraltan doniigiim olur.)
Biitiin bu zayif daraltan donigimlerin kiimesi WC (X)) ile gosterilir.
(4) Her x,ye X igin,
p(Tx,Ty) < r.p(y,x)
kosulunu saglayan bir r €[0,1) ve peW(X) varsa T e WC,(X) tir denir.
(5) Herx,ye X igin,
p(Tx,Iy) < r.p(x,y)
kosulunu saglayan bir 7 €[0,1) ve peW,(X) varsa T € WC,(X) tir denir.
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(6) Her x,ye X i¢in,
p(Tx,1y) < ee.(p(Tx, x) + p(1y, )
veya
p(Tx,Ty) < a.(p(Tx,x)+ p(y, 1¥))
kosullarindan birini saglayabilecek bigimde bir pe W(X) ve a€[0,1/2) varsa T’ye
Zayif Kannan Déniisiimii denir.
(77 Her x,ye X igin,
p(Tx.Ty) < a(p(Tx,x)+ p(Iy, )
kosulunu saglayan bir & €[0,1/2) ve peW(X) varsa T e WK ,(X) tir denir.
(8) Her x,ye X i¢in,
p(Tx,1y) < a.( p(Ix,x) + p(3,1y))
kosulunu saglayan bir ¢ €[0,1/2) ve peW(X) varsa T € WK ,(X) tir denir.
(9) Her x,ye X igin,
p(Tx,Ty) < a.(p(Tx,x)+ p(Ty,y))
kosulunu saglayan bir @ €[0,1/2) ve pe W(X) varsa T € WK ,(X) ’tir denir.
Not : W (X)W (X) oldugu agiktir. Ayrica, eger T € WK, (X) VWK, (X) ise

T zayif Kannan doniisiim olur.

5.2 ZAYIF DARALTAN VE ZAYIF KANNAN DONUSUMLERI
ARASINDAKI BAGINTILAR

52.1 On Teorem : (X,d) bir metrik uzay ve p de X tizerinde bir w-uzaklik

olsun. 7: X — X bir doéniigiim olmak Uizere, eger bir # € X i¢in,
im p(T"u,T"u)=0

ise, 0 zaman her x€ X icin,
lim p(T*u,x) ve lim p(x,T “u)

limitleri vardir.
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Bundan bagka,
B,y:X—>[0,0)
B(x)=lim p(T*u,x) ve y(x)=lim p(x,T"u)
bi¢iminde tanimlanan fonksiyonlarsa, o zaman,

@ B, X iizerinde alttan yan siireklidir,

(@) Her £>0 igin, enaz bir 6 >0 vardir d6yle ki f(x)<5 ve B(¥)<J iken
d(x,y)<e dir. Aynica {xeX:B(x)=0} kimesinin en fazla bir
noktas1 vardir.

(@)  q,,9,: X xX —[0,0) fonksiyonlar,

9,(x)=Bx)+B() ve q,(x.y)=y(x)+p(1)
bigiminde tammlansin. Bu durumda ¢, ve ¢q,, X lizerinde w-uzakliktir.
(Shigji, N., v.d., 1998)
Kamit : xeX olsun. Herhangi iki m,neN igin, iliggen esitsizligi
kullanildiginda,
P(T"u,x) < p(T"u,T"u)+ p(T"u,x)
ve
P(T"u,x)— p(T"u,x)< p(T"u,T"u) < max { p(T"u,T"u), p(T"u,T"u)} (5.2.1)
olur. Benzer bigimde,
p(T"u,x) < p(T"u,T™u)+ p(T"u,x) ,
p(T"u,x)— p(T"u,x)s p(T"u,T"u) < max { p(T"u,T"u), p(T"u,T"u)} ,
—(p(T "u,x)— p(T ”u,x)) <max{ p(T"u,T"u), p(T"u,T™u)} ,
P(T"u,x)— p(T"u,x) 2 — max { p(T"u,T"u), p(T"u,T"u)} (5.22)
olup, (5.2.1) ve (5.2.2)’den
lp(T”‘u,x)—p(T”u,x)I <max{ p(T"u,T"u), p(T"u,T"u)}
bulunur.

lim p(T"u,T"u)=0

oldugundan { p(T*u,x)}, R’de bir Cauchy dizisi olur.
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Yine benzer bigimde,
‘ p(x,T"u)- p(x,T "u)‘ <smax { p(T"u,T"u), p(T"u,T"u)}
olacagindan { p(x,T*u)} de R’de bir Cauchy dizisidir.

R tam oldugundan, lim p(T “u,x) ve lim p(x,T *u) limitleri vardir.

Aynca, x=y ise lim p(T "u,x)=£i_r)nw p(T*u,y) dir ve boylece B(x)=B(»)
olur. Benzer bigimde x=y ise y(x)=y(y) dir. Bu ise f ve y ’'mn iyi tammh
oldugunu gosterir.

(#)’nin kanity;

Sabit bir xe X alinsin ve bir {x,} dizisi de x’e yakinsasin.

Jim p(T"u,T"u)=0 ve B(x)=lm p(T “u,x)
oldugundan & > 0 verildiginde her m > &, igin,

p(Thu,x) > f(x)-¢ ve p(T*u,T™u)<¢
olacak bigimde bir k£, € N vardir. Sabit bir ne N igin,

p(Thu,x) < B(x,)+&

olacak bigimde %, >k, se¢ildiginde, her ne N igin,

p(Thu,x,) < p(T*u,T"u)+ p(Thu,x,) < f(x,)+2¢
olur. Boylece,

B(x) < p(T™u,x)+& <lim p(T*u,x,)+&

n—yo

<lim B(x,)+36
bulunur. £ >0 keyfi oldugundan,
A <lim A(x,)

olur. Buise f’nin X iizerinde alttan yan siirekli oldugunu gosterir.
(ii)’nin kaniti;
>0 verilsin. p, X uzerinde bir w-uzaklik oldugundan, § > 0 ise,
p(z,v)<25 ve p(z,w)<26 =dv,w)<e
olacak bi¢imde segilebilir.



P(x)<6 ve B(y)<5 olsun
p(T*u,x) <28 ve p(T“u,y) <26
olacak bigimde bir &£, € N var oldugundan, d(x,y) < £ olur.
{xeX :p(x)=0} kimesi, xe6 X ve yeX gibi iki noktadan olugsun. O
Zaman,
p(x)=lim p(T*u,x)=0 ve f)=lm p(I*u,y)=0
olur. O zaman 3.2.1 Teorem’inin () sikkindan, x = y olur. Yani, en fazla tek bir eleman
bulundurur.
(iiiy’nin kanitz;
(?) ve (iiy’den g, : X x X —[0,0) , q,(x,y)=B(y) bigiminde tanimlansin. g,
fonksiyonu X tzerinde bir w-uzakliktir,
Boylece 3.2.4 Teorem’inden, g, ve g, X lizerinde birer w-uzaklik olurlar. 0
5.2.2 On Teorem : WC,(X)cWK,(X) ’tir.
(Shioji, N., v.d.,, 1998)
Kamt : T'eWC, (X) ise, her x,ye X igin,
p(Ix,Iy) <r.p(x,y)
kosulunu saglayan bir #€[0,1) ve peW(X) vardir. n,meN ve n>m olmak iizere,
liggen esitsizligi kullanilirsa,
p(T"u,T"u) < p(T"u, T u)+ p(T"™ u, T™*u)+ ... + p(T"'u,T"u)
<r"p,Tu)+r™ pu,Tu)+ ... +r"" p(u,Tu)
=" +r™ + L+ pu, Tu)
=r"(+r+..+r"" ) p(u, Tu)

Sr’”[i r Jp(u,Tu)

7
1-r

pu,Tu)

m

r
1-r

<

max { p(u,u), p(Tu,u), p(u,Tu)}

bulunur.
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Boylece her m,ne N igin,

min {n, m}

p(T"u,T"u) < ! max { p(u,u), p(Tu,u), p(u,Tu)}

olur. 0<r<1 oldugundan, hxlxw p(T"u,T"u)=0 dir. 5.2.1 On Teorem’inden,
,B(x):%im p(T*u,x) iyi tammhdir ve ¢ (x,y)=B(x)+B(y), X lzerinde bir w-

uzakliktir.
B(Tx) = lim p(T*u,Tx) < r.lim p(T*'u,x)

oldugundan, her xe X igin,
B(ITx) sr.p(x)
bulunur.

Boylece her x,ye X igin,

q,(Tx,Iy) = p(Ix) + f(Iy)
sr.px)+r.p(y)
=r(8(x)+B01))
=r.(B(Ix)- B(Ix)+ B(x)+ B(Ty) - B(Iy)+ B(»))
=r(q,(Tx, x) +¢,(Ty,y) - q,(Tx,1y))
ve boylece

(1+r)q1(TxaTy) S "~(q1(Tx,x)+q1(Ty,J’))
olur. Buradan,

r
q,(Tx,Ty) < H—r.(q, (Tx,x)+q,(1y,))

bulunur. 7 <1 oldugundan, LA 1 olur.
1+r 2

Su halde T e WK ,(X) dir. O

5.2.3 On Teorem : WK,(X)cWC,(X) dir.

(Shoiji, N., v.d., 1998)

Kamt : T €WK, (X) olsun. O halde her x,y e X igin,

p(Ix,1y) s a.(p(Tx, x) + p(Iy, y))
kosulunu saglayan @ €[0,1/2) ve pe W(X) vardir.
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Burada x yerine 7x ve y yerine x alindifinda, her xe X igin,
p(T*x,Tx) < a.p(T?x,Tx) + a.p(Tx, x)
(1-a)p(T*x,Tx) < a.p(Tx, x)

bulunur. = l—g—— alindifinda r <1 olup, bdylece her xe X igin,
-a

p(T*x,Tx) < r.p(Tx,x)
bulunur. Sabit bir # € X alinsin, m,ne N igin,

p(T"u,T") < a.p(T™u, T™ ' u)+a.p(T"u,T"u)
< a.(r™ p(Tu,u)+r™" p(Tu,u))
=a.(" +r"").p(Tu,u)

olup, r€[0,1) oldugundan lim p(T"u,T"u)=0 dir. 52.1 On Teorem’inden,

B(x)= ilinw p(T*u,x) iyi tammhdir ve q,(x,y)=p(x)+B(y), X iizerinde bir w-
uzakliktir.
Uggen esitsizligi ve T e WK, (X) oldugu goz oniine alindiginda,
p(Tx,x) < p(Tx, T*u) + p(T*u, x)
<a.p(Tx,x)+a.p(T*u,T*'u) + p(T*u, x)
ve buradan,
(1-a).p(Tx,x) < a.p(T*u, T 'u) + p(T*u, x)

olup,
p(Tx,x) < —— p(T"u T""u)+ (T u,x)

bulunur. Buradan,
p(T*u,Tx) < a.p(T*u,T* u) +a. p(Tx x)

<a.p(T*u T""u)+ p(Tk T* lu)+ p(T"u x)

= I_ D(T*u T""‘u)+ p(T “u,x)

olur ki, boylece,

P(T*u,Tx) < r.p(T*u, T u) +r.p(T*u, x)
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oldugu goriilir. Her iki taraftan £ — o igin limite gegildiginde,
lim p(T*u,Tx) < r.lim p(T"u,T""u)+r.}‘im p(T*u,x)

olur. lim p(T *u,T*'u) =0 oldugundan,
}imp(T"u,Tx) <rlim p(T*u,x)

bulunur. Buradan,
B(Tx)<r.B(x)
olur. Boylece her x,y e X igin,
q,(Tx,Ty) = B(Tx)+ B(1y)
<r.p(x)+rB(y)

= r.(B(x)+B(0))
= r'ql(x’y)

olur ki, bu ise T e WC (X) oldugunu gosterir. [
5.2.4 On Teorem : WC,(X)=WK,(X) dir.
(Shoiji, N., v.d., 1998)
Kamt : Kamt igin 6nce WC,(X) c WK,(X) ve sonra da WK, (X) c WC,(X)
oldugu gosterilirse bunlarin esitligi gorilmiis olur.
T eWC,(X) olsun. O zaman her x,y e X igin,
p(Ix.Ty)<r.p(y,x)
kosulunu saglayan bir »<[0,1) ve peW(X) vardir. Sabit bir ue X ve mneN
alinsin. Eger m>n ise,
p(T"u,T™u) £ p(T™u, T™'u)+ p(T™ 'u, T™*u) + ... + p(T""'u,T"u)
ve
p(T"u,T™u) < p(T"u, T™'u)+ p(T™u, T *u)+ ... + p(T™ 'u,T™u)
ifadeleri taraf tarafa toplanirsa,
p(T"u, T"u)+ p(T"u,T™u) < p(T""u,T"u)+ p(T"u, T™'u) + p(T"™*u, T""'u)
+p(T™'u, T u)+ ...+ p(T™u, T"'u)+ p(T™ 'u,T"u)
<r" { p(Tu,u)+ p(u,Tu)}+ "™ { p(Tu,u) + p(u,Tu) }
+ ...+ ™" p(Tu,u)+ p(u, Tu)}
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=r"A+r+r2 +.. +r"" ) {p(Tu,u) + p(u, Tu)}

< r”.(i r'){ p(Tu,u)+ p(u,Tu)}

n

— (p(Tu,)+ pu,Tu)}

1

bulunur.
Eger m=n ise, p(T"u,T"u) <r" p(u,u) dur. Béylece,

min{m,n}

p(T™u, T"u)+ p(T"u,T"u) <

-7 {p(u,u)+ p(u,Tu) + p(Tu,u)}

olur. r€[0,1) oldugundan, lim p(7"u,T"u)=0 dir.5.2.1 On Teorem’den,

) =lim p(T*u,x) ve y(x)=lim p(x,T*u)
iyi tammli olup, g, (x,y)=y(x)+B(y), X uzerinde w-uzakliktir.
Her x e Xigin,
B(Ix)=lim p(T u,Tx) < rlim p(x,T “uy=ry(x)
ve
y(Ix) =lim p(Tx,T wy<r. lim p(T "y, x)=r.B(x)
oldugundan, her x,y € X igin,

q,(Tx,Iy) = y(Ix) + B(Iy)
<r.(Bx)+y(y)

=r.(B(x)+y(Tx)-y(Ix) + B(Iy)- B(Ty) + ()
=r.(q,(Tx,x)+q,(v, 1) - q,(Tx,1y))

ve buradan

(1+7).q,(Tx, Iy) < 7.(q,(T%,x) +4, (¥, 1y))

bulunur. Boylece,
r
q, (Tx:T)’) < T_T_?'(qz(Txa x) +q2 (y,T.V))

olup 7 <1 oldugundan bu ise T € WK, (X) oldugunu gosterir.
Su halde WC,(X) c WK, (X) olur.
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T e WK,(X) olsun. O zaman her x,y € X igin,
p(Tx,1y) < a.p(Tx,x) + a.p(y,Iy)
kosulunu saglayan bir ¢ <[0,1/2) ve peW(X) vardir. Burada x yerine Tx ve y
yerine x alindifinda, her xe X igin,
p(T*x,Tx) < a.p(T*x, Tx) +a.p(x,Tx)
(1-a).p(T*x,Tx) < a.p(x,Tx)

bulunur. r = Tﬁ— alindifinda r <1 olup, her x € X igin,
-a

p(T%x,Tx) < r.p(x,Tx)
elde edilir. Benzer bigimde, her x € X i¢in,
p(Tx,T?x) < r.p(Tx, x)
bulunur. Sabit bir # € X alinsin. m,neN igin,
p(T"u,T"u) < a.p(T™u, T™'u) +a.p(T""u,T"u)
< p(T"u, T™'u)+ p(T"'u,T"u)
<r™ p(Tu,u) +r"" pu, Tu)
<™ +r™).(p(Tu,u)+ p(u, Tu))

olup, r€[0,1) oldugundan, lim p(T™u,T"u)=0 olur. 5.2.1 On Teorem’den,

B(x)=lim p(T*u,x) ve y(x)= lim p(x,T*u)
iyi tanimli ve g, (x,y) =y(x)+ B(y), X tizerinde bir w-uzakliktir. Her x € X igin,

p(x,Tx) < p(x,T*u)+ p(T*u,Tx)
< pGe, T u) +a.p(T u, T*'u) + a.p(x, Tx)

ve boylece,
(1-a).p(x,Tx) < p(x,T*u) +a.p(T*u, T*'u)
ve

p(x,Tx) < Il_ p(x, T"u)+1—“—. p(Tru, T )
-a hat 24

bulunur. Buradan,
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(T u,Tx) < a.p(T*u, T 'u) + a.p(x,Tx)

< a.p(T*u,T" 1u)+ p(x Tku)+ p(T"u T ')
= l———- pT*u,T ""u)+ p(x T*u)

oldugu goriiliir. Her iki taraftan k& — oo igin limite gegildiginde,
lim p(T*u,Tx) < r.lim p(T"u,T""‘u)+r.}rim p(x,T*u)

olur. lim p(7 *u,T*'u)=0 oldugundan,
lim p(T*u,Tx) < r.lim p(x,T*u)
k—w k—y0

bulunur. Béylece,
B(Ix)<ry(x)
olur.
Tamamen benzer bigimde,
y(Ix) <r.p(x)
oldugu da gosterilebilir. Béylece her x,y e X igin,
0,(Tx,Iy) = y(Tx) + B(Ty)
Sr.fpx)+ry(y)

=r(Bx)+r(»)
= r'%(y,x)

olur ki, bu ise 7€ WC,(X) oldugunu gosterir.

Su halde, WK,(X)cWC,(X) olup, boylece WC,(X)=WK,(X) oldugu
kamtlanmig olur. J

5.2.5 Teorem : X bir metrik uzay ise, o zaman

WC,(X)=WC,(X)=WK(X)=WK,(X) cWC,(X)=WK,(X)

dir.

(Shoiji, N., v.d., 1998)

Kamt : 522 On Teorem’den WC,(X)cWK,(X), 52.3 On Teorem’den
WK, (X) c WC,(X), 5.2.4 On Teorem’den WC,(X)=WK,(X) dir.
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Ayrica W, (X)cW(X) oldugu da agk ve WC,(X)cWC (X) ve
WK ,(X) c WK,(X) olduklar da agiktir.
WC,(X) c WC,(X) ’tir.
Gergekten;
WC,(X) c WK (X) c WK, (X) cWCy(X) dir.
O halde, WC,(X) =WC,(X) ’tir.
WK, (X) c WK, (X) ’tir. Gergekten,
WK, (X) cWC,(X) cWC,(X) c WK, (X)
dir. O halde, WK, (X) =WK,(X) ’tir.
WC,(X) c WK,(X) ’tir. Gergekten;
WC,(X) cWC,(X) c WK, (X) c WK, (X)
dir. O halde, WC,(X)=WK,(X) ’tir.
Bu durumda,
WC,(X)=WC,(X)=WK(X)=WK,(X)
bulunur. Boylece,
WC,(X)=WC,(X)=WK(X)=WK,(X) c WC,(X) =WK,(X)
dir. O

5.3 SABIT NOKTANIN VARLIGIYLA METRIK UZAYIN
KARAKTERIZASYONU

4. Bolaimde metrik uzaymn tam olmasi durumunda Kannan doniigimlerinin
degisik kosullar altinda sabit noktalarimin var oldugu gosterilmistir. Dogal olarak “Bir
fonksiyonun sabit noktastyla uzaym tamhig1 arasinda bir iligki var midir?” sorusu akla
gelebilir. Yani, Kannan déniigiimiiniin sabit noktasinin var olmasi, uzayin tam olmasini

garanti eder mi?
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5.3.1 Tanmmm : (X,d) bir metrik uzay olsun.
) Eger her daraltan doniligiimiin X ’te bir sabit noktast varsa, (X,d)

uzayina daraltan doniisiim igin sabit nokta 6zelligine sahiptir denir.

(#)  Eger her Kannan doniigiimiiniin X ’te bir sabit noktas: varsa, (X,d)

uzayina Kannan déniisimii i¢in sabit nokta 6zelliine sahiptir denir.

Hu, T. K. (1967), “Bir (X,d) metrik uzaymmn her bir kapali alt uzay: daraltan

domiigiim icin sabit nokta ozelligine sahipse, uzayin kendisinin tam oldugunu”
gostermigtir. Yine, Reich, S. (1971) “Bir metrik uzaymin her bir kapali alt uzay
Kannan doniigiimler igin sabit nokta ozelligine sahip ise uzaymn tam oldugunu”
gostermigtir.

Her ne kadar Hu ve Reich’in verdigi teoremler metrigin tamlifini karakterize
etseler de, uzayin tamam tizerine tanimlanan daraltan ya da Kannan déniigiimleri igin
uzayin karakterize edilmesi agik bir soru olarak kalmgtir.

Bununla ilgili teoremi vermeden 6nce birkag tanima ihtiyag vardir.

5§32 Tamm : (° izerinde tammh ve |u|=1= (1) kosulunu saglayan

stirekli bir dogrusal x fonksiyoneline N iizerinde bir ortalama (mean) denir. Boylece

u’nin N izerinde bir ortalama olmasi igin gerekli ve yeterli kosul her
a=(a,,a,,..)el” igin,
i"xelg a, < pa) < ilg a,
olmasidir. Burada duruma gore w(a) yerine u,(a,) kullamlacaktr.
Her bir a=(a,,a,,..)e£” i¢in u,(a,)=p,(a,,) oluyorsa, N iizerinde ortalamaya
bir Banach limiti denir. (Banach, S., 1932)
Eger u bir Banach limiti ise, o zaman her bir a=(a,,a,,...)€£” igin
lima, < u,(a,)<lim a,

dir.
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53.3 Teorem : (X,d) bir metrik uzay olsun. Bu durumda agafidaki

onermeler denk ifadelerdir.
()] X tamdir
(#) Herbir T: X — X Kannan doniigimii X ’te bir sabit noktaya sahiptir ,

(fi)) X ’teki her m£ K,d(x,,x)=0 kosulunu saglayan her bir {x,} sirh

dizisi ve N tzerindeki x4 ortalamasi ve w,d(x,,x,)=0 olacak bigimde bir x, e X

vardir,
(Shigji, N., v.d., 1998.)
Kanit :
(@) = (ii) : 2.2.2 Teorem’inde verilmigti.

@) = (i) : {x,}, X ’te simrh bir dizi ve y de m)f; . d(x,,x)=0 kosulunu
saglayan N iizerindeki bir ortalama olsun. Bir 7' : X — X doniigiimii, her x € X igin
o5, T5) S 1,5, 3)

kosulunu sagliyorsa bu 7' doniigiimii bir Kannan déniisimiidiir. Gergekten; x ve y,

X ’te keyfi noktalar olmak lizere, liggen egitsizlifinden,
ey ) S 1, d05,%) S 5 (i, 5 T+ 1, A (T5,5)

ve buradan,

(=YY, d(x,,Ts) < 5 1, d(T53)
olup, boylece

(5, ) < < 1, d(T5, %)
ve

u,d(x,,Ix) < % d(Tx,x)

bulunur.



Benzer bigimde,
1
1, d(x,, 1Y) < 2 p,d(13.)

olur. Boylece,
d(Ix,Iy) = p,d(Ix,Ty) < p, d(Ix,x,) + p,, d(x,,1y)
= ﬂn d(xn’ Tx) + ﬂn d(xn’ Ty)

< % d(Tx,x)-!-% d(1y,y)

bulunur ki, bu 7 ’nin Kannan déniigiimii oldugunu verir. (i1)’den Kannan déniigimleri

i¢in Tx, = x, olacak bigimde x, € X noktas: var oldugu bilinmektedir. O zaman,

1
lun d(xn’xo) = #n d(mexo) < Z:un d(xn’xo)

olur. Bu ise, ancak u,d(x,,x,) =0 olmasiyla miimkiindiir.

() =@ ;

{x,}, X i¢inde herhangi bir Cauchy dizisi ve u de bir Banach limit olsun. O
zaman her xe X igin,

p,d(x,,x) =lim d(,, %)

ve

inf 41, d(x,,) =0
dir. Boylece (iii)’den u,d(x,,x,)=0 olacak bigimde x,eX vardir. Buradan

limd(x,,x,)=0 olur. $u halde x, > x, olup, X tamdwr. [

5.3.4 Sonug¢: (X,d) bir metrik uzay olsun. Bu durumda agagidaki onermeler
denktir.

] X tamdir,

() Herbir T: X —» X zayif daraltan doniigiimii X ’te bir sabit noktaya
sahiptir ,

(iii) Herbir T: X — X zayif Kannan doniigtimii X ’te bir sabit noktaya
sahiptir.

(Shigji, N., v.d., 1998)
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Kanit :
4.3.10 Not’undan ({) = (i) oldugu agiktir. 5.2.5 Teorem’inden,
WC,(X) c WK, (X)) WK, (X)
oldugu agiktir. Bu ise (i7) = (#ii) oldugunu gosterir.
Yine 5.2.5 Teorem’inden,
WK,(X)=WC,(X) c WK,(X) VWK,(X)
oldugu bilinmektedir. WK,(X), X’ten X ’e tammh biitin Kannan déniigimlerini

temsil ettiginden, 5.3.3 Teorem’inden (iif) = (i) oldugu anlagilir. U
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