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ONSOZ
Istatistik, istatistiki verileri ¢esitli Matematiksel metodlarla inceler.O halde
Istatistik ciddi bir bicimde matematigi kullanmaktadir.Istatistik ve olasihk kuramlan
matematige dayanir. Bu sebepten dolay1 uyguiamah matematigin bir dal1 olarak da

kabul edilirler.

Istatistik, ilgilendigi olaylardan elde edilecek verilerin tesediifii olmasina yani
yansizlifa ¢ok 6nem vermektedir. Bu sebeplede matematigin Olasilik konusuyla cok
yakin bir iligkiye sahiptir. Olasilik dagilimlarindan faydalanilarak belirli bir model

bulunmaya caligilir.

Bu tezde, Tek Parametri Olasilik Dagilimlarinin Aileleri iizerinde
duruirnugtur..Bu Ailelirden biri olan Ustel Ailéden tiiretilebilen fonksiyonlar
incelenmigtir. Degiskenlerin siireklilik ve siireksizlik durumlarina goére; Olasilik
Yogunluk Fonksiyonlari, Birikimli Dagilim Fonksiyonlari, Moment Cikaran
Fonksi.yoltarl, Beklenen Degerleri ve Varyanslan,' Karekteristik Foksiyonlari
incelenmis ve bulunmugtur. Sézkonusﬁ dagilimlarin Diizenlilik Sartlarma haiz olup
olmadiklar1 incelenmigtir. Yapilan matematiksel iglemlerin 6zellikleri dipnotlarda

verilmigtir.

Bu galismada bana yardimci olan danisman hocam sayin Yrd. Dog¢. Dr. Murat

KARAGOZ'e tesekkiirii bir borg bilirim .

Zeki KASAP
Temmuz , 1997
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GIRIS
Olasilik teorisi rassal olaylara egemen olan kanunlar1 matematiksel ydntemlerle
inceler.Bir deney ayni kogullar altinda bir¢ok kez tekrar edildiginde sonuglar belli bir
kurala bagli olmaksizin her kez degigebiliyorsa, bu deneyin belirli bir sonucuna bagiml
olarak gergeklegen (yada gerceklesemeyen) bir olaya Rassal Olay denir.Birgok dogal
olay rassaldir.Rassal olaylara etki eden nedenlerin goklugu ve karmagiklig1 bunlarin

incelenmesi icin 6zel yontemleri gerekli kilmugtir.Bu yontemler Olasilik Teorisi iginde

gelistirilmigtirl.

Olasilik Teorisi uygulamasinda Olasilik Fonksiyonu veya Olasilik Yogunluk
Fonksiyonu'nun bulunmasi yapilacak arastirmanin en ©Onemli agamasini
olusturmaktadir.Her 6zel aragtirmada yeni bir fonksiyon arayis1 igine girmemenin,
bdylece arastirmada zaman ve kaynak kullanimini optimize etmenin gereklilifi
Aaglknr.B.u amagla bir taraftan belirli 6zelliklerin saglandig1 rassal deney veya gozlemler
i¢in aragtirmalar yapilarak genel modeller tiiretilmig, diger taraftan da 6zel aragtirmalar
icin bulunan modeller aym 6zellikteki rassal sistemlerde kullamlmak lizere

genellestirilmistir?.

Farkl: gartlar altinda tekrarlanan deneylere ait rassal degiskenler, birbirinden ¢ok
farkli boliinmelere sahip olabilirler. Teorik boliinmelerin tipik érneklerini olugturan bu
boliinmelerden (Dagilimlar) Bernoilli, Binom, Negatif,Binom,Geometrik, Poisson
dagilimlan1 Kesiklidir.Normal,Ustel, Gamma,Rayleigh,.....dagilimlan ise Siireklidir.Bu
aragtirmanin kapsami ise Ustel Aileden tiiretilebilen olasilik dagilimlar

olacaktir.Cesitli yollar ile gdzlemlenen veriler incelenerek bunlar hakkinda bazi yargilara

varilir. Verilerin arasindaki iliskilerin varligi veya yoklugu incelenir.

1IKOUTSOYIANNIS, A Ekonometri Kurami, ANKARA,1989,s.7
2K ARAGOZM. Istatistik Yéntemleri, MALATYA,1995, 5.162



Her tiirlii istatistiksel aragtrmanin temel meteryali veridir.Genel olarak bu verilere
rassal degiskenler denir.Rassal defiskenlerin (x.y, ....... ) olasilik dagilimlarinin
bilinmesi belirli teknik ve metodlarin uygulanmasinda son derece énemlidir.Bir rassal
degiskenin Aritmetik Ortalama, Varyans,Asimetri Ol¢iisii ve Basikhk Olciisii gibi
baz1 6nemli karakteristiklerinin belirlenmesinde Olasilik Fonksiyonu veya Olasilik
Yogunluk Fonksiyonu'nun bilinmesi gerekmektedir Rassal Degiskenler gergekte bir

dagilima sahip olmayip bazidagilimlarla benzerlik kurulmaktadir.

~ Rassal Degiskenlerin ger¢ek dafilimi bulunamadifindan olasilik teorisinde
gelistirilmis bir ¢ok dafilim model olarak kullanilir.Incelenen olay ile ilgili rassal
degiskenler olusturulabilir. Ilgilenile:n~ tiim olasiliklar rassal degiskenlere bagh olarak
herhangi bir dagilimin veya Matematiksel modelin kullanilmasiyla ifade edilebilir.Ne
varki yapilan her rassal deneyde ortaya ¢ikan sonuglar igin yeni bir fonksiyon arayist

icine girmenin hem para hemde zaman kaybina yol agacak bir davranis oldugu agiktir.

Rassal degiskenler ozelliklerine gore eger sayilabilirse kesikli, sayilamazsa
stirekli degigken ismini alirlar. Olasilik Teorisinde gelistirilmis ve en ¢ok kullanilan
dagilimlardan bazilari Binom, Normal, Ustel, Diizgiin, Geometrik, Bernoulli,
Hipergeometrik, Poisson v.b. dagilimlaridir .Bu dagilimlar incelendiginde aralarinda
bircok benzerlik oldugu ve bir klsminln ayn1 kiimenin farkli elemanlar1 oldugu
goriilmektedir. Bu calismada oncelikle Ustel Dagilim Ailesinden tiiretilebilen
dagilimlardan Olasilik Teorisinde engok kullanilanlar tespit edilecektir.Bu dagilimlar
hakkinda genis bir bilgi verilip hangi amaglar i¢cin kullanildiklan belirtilecektir.Esas

olarakta Diizenlilik Sartlarin1 saglayip saglamadig1 kontrol edilecektir?,

3SERPER,Ozer,L7)-'guIama11 Istatistik 2,ISTANBUL,1986,s.1



Belirli bir tanim araliginda hangi degeri alacag1 6nceden bilinmeyen ve bu degeri
Belli olasiliklarla alabilen degisken olarak tanimlayabiliriz. O halde tesadiifii degigke-
nin aldig: her deger igin belirli olasilik degeri vardir.Boylece tesadiifii degigskenin difer
degiskenlerden farkli, miimkiin degerleri belirli olasiliklarla almasidur.

X tasadiifii degisken ve X1-%2s X3secereene Xn bu tesadiifii degiskenin ala-

bilecegi degerler olsun.X tesadiifii degigskeninin herhangi bir x degerini alma olasihgl;

Pr {X =x}
seklinde g6sterilir.Bu olasilik x'in dagilim yada olasilik kanunu olarak adlandirilir.Su
halde bizi ilgilendiren sey x tesadiifii degiskeninin aldiklan degerlerle birlikte bu deger-
leri hangi olasihiklarla aldiklarinin bilinmesidir.Yani degigkenlerin olasiliklan toplami
1'e esittir. Tesadiifii Degiskenler alabilecekleri degerler bakimindan Siireksiz ve Siirekli
olarak adlandirihrlar. |

- Bir xtesadiifii degiskeni, yalniz sonlu veya sayilabilir sonsuzlukta degerler aliyor
sa, bunlara Siireksiz Tesadiifii Degisken denir.Genellikle bunlar tamsayilardir.Su se-

kilde gosterilir;

P(x1)+P(x2)+P(x3) +........... +P(xp)=), P(x})
i=1

M=

P(X=Xi)=1

—
Ul
—



Bir x tesadiifii degiskeni sonsuz degerler alabiliyor ise,bu degigkene Siirekli (Ke-
siksiz) Degisken denir.Bu degiskenlerin alabilecegi degerlerin sayisi sayilabilir cok-
lukta olmayip sonsuz tanedir.Bundan dolay: belirli bir dzellife gore aragtirilan bireylerin
elde edilen verileri simiflandirmadan simiflarin diizeylerini belirlemek gerekir.Boy,agir-

hik,yas, v.s. bunlardan sadece bazilaridir.

Bir tesadiifii degiskenin alabilecegi degerler ile bu degerleri alabilme olasiliklan .
arasindaki iligkiyi gosteren bagintilardir.Genellikle 'f(x) veya p(x)' ile gosterilir. p(x) bir

olasilik oldugundan dolay10ile 1 arasinda degisir.Ifade olarak ise;

0<p(x)<1
. seklindedir.

Kesikli rassal degigkenlerin olasilik yogunluk fonksiyonlari, p(x) ile gésterilir ve

tamsay1 karakterli degiskenlerdir.Yani X rassal degiskeni ancak ve ancak 0,1,2,3,... -

gibi sonlu veya sayilabilir sonsuzlukta tamsayilar alabilir.

Herhangi bir fonksiyonun kesikli bir x rassal degiskeni igin, olasilik fonksiyonu

olabilmesi x-0.1,2,..;.,n olmak lizere;

i) 0sp(x) <1 (Olasiliklar sifirdan kiiglik 1 den buyiik olmalidir.)

i) 2Zp(x)~1 (Bitln olasiliklar toplami 1 olmalidir.)

sartlarini saglamasi gerekmektedir.



Herhangi bir siirekli deiskenin olusturdugu olasilik' fonksiyonu Siirekli Olasilik
Fonksiyonu, Olasilik Yogunluk Fonksiyonu yada sadece Yo@unluk veya Siklik

Fonksiyonu gibi isimlerle adlandirlir.

Siirekli bir tesadiifii degiskenin; a ve b gibi sabit iki say1 arasinda kalan araliktaki
bir deger alma olasih, bu deiskenin olasilik yogunluk fonksiyonunun bu aralikta
integralinin alinmasiyle bulunmaktadir.

Siirekli bir tesadiifii degiskenin olasilik yogunluk fonksiyonu;

[ f(x).dx

seklinde ifade edilir.Bu fonksiyonun ¢esitli X degiskeninin x degerlerini alma olasilify;
Pr{X=x}=[f(x).dx
seklinde bulunur. a<x<b  aralif1ig¢in;

b
Pr{a<x<b)=[f(x).dx
a

olarak genellestirilmis olur.Bir Siirekli Rassal Degiskenin Olasilik Yogunluk

Fonksiyonu;
1. fx)=20
2. f Rf x).dx =1 Ozelliklerini saglamas: gerekmektedir.



Bir X tesadiifii degiskeninin , x'in verilen bir degere esit yada kiigiik ¢ikma

olasilifim veren fonksiyona Olasiik Dagilim Fonksiyonu denir.

Olasilik Dagilim Fonksiyonu F(x) ile gosterilir. Ayni zamanda bu fonksiyona
Birikimli Olasilik Fonksiyonu'da denir.Olasilik Dagilim veya Birikimli Olasilik
Fonks&yonunu;

F(x)=Pr{X<x}
seklinde ifade edilir.Bu olasihifin degeri x'e baghdir, x'in bir fonksiyonu olarak ortaya
cikar Birikimli Dagilim Fonksiyonu F(x) ilgilenilen olasiliklan verdiginden dolay:

alébﬂecegi deger 0 ile 1 arasinda degisecegi agiktir.Bunu ifade edecek olursak,

0<F(x) <1
seklindedir. F(x) Birikimli Olasilik Fonksiyonunu ile f(x) olasilik yada olasihk yvogunluk

fonksiyonu arasindaki baginti;

X
fz f(t) (x, sireksiz tesadufu degisken)
tm-co
F(x)=\ , ‘
l [ f(t).dt " (X, strekli tesadift degisken)
oo

seklindedir 4.Bu bafint sayesinde, olasilik veya olasihk yogunluk fonksiyonu verilmig °
bir tesadiifii degigkenin Olasilik Dagilim Fonksiyonunun nasil bulunabilecegini goster-

mektedir.

% SARACOGLU B. ve CEVIK F.Matematiksel Istatistik ANKARA,1995.5.157
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BOLUMI

FONKSIYONLAR VE AILELERI

1.1 Fonksiyon Aileleri

Olasilik dagilimlan g6zoniine :«ildaémda bazilarinin birbirine ¢ok benzedigi
goriilmektedir . Bu sebeple bu fonksiyonlarin bulunusunda bir berzerlik varmidir

sorusu akillara gelmektedir. Gergekten incelendifinde bazi fonksiyonlar aym aileden
tiiretildigi goriilmektedir .

Uygulamada en ¢ok kullamlan Bernoulli, Binom, Geometrik , Negatif Binom,
Poisson , Ustel, Normal, Gamma , Beta dagilimlandir.Bu dagilimlanin bazilan " Ustel
Aileye" aittir . Ustel aileden bagka " Couchy Dagihim Ailesi" gibi farkl ailelerde
vardir . '

1.2. Ustel Aile

Genel olarak iislii fonksiyonlar ;

fix) = h(x).a8®) . ,aeR

seklinde ifade edilebilir.Uvgun fonksiyon sec¢imiyle bir bagka fonksiyon tiiretebiliriz .

Omegin uygun segimiyle ;

h(x) gk f(x) fsmi

1 1 a Sabit fonksiyon

1 X a* Ustel fonksivon

1 Ine* eX Logaritmik fonksiyon



fonksiyonlarim: bulabiliriz . Bu fonksiyonlarin say:si arttinlabilir . Fakat bu yazilan

form parametresi olmayan basit iistel bir fonksiyonu gosterir . Goriildiigii gibi bu bir

olasilik dagilimi olmay1p sadece basit tistel fonksiyonlardir.

1.3. Ustel Aileden Tiretilebilecek Bazi Dagilimlar

Uygun fonksiyonlarin segilmesiyle;

f(x,0) = B(0).h(x).exp [Q(6).R(X)] (1.3)

formunda genel olarak yazilabilen tek parametreli dagilimlar ailesine " Ustel Dagilimlar
Ailesi"ne aittir denilir>.

Bu fonksiyonda " 8" parametre olup, herhangi bir iglem neticesinde bulunabilecegi

gibi ozel olarakta (X,p,,......) segilebilir.Ayrnica (1.3)te; B(8) ve Q(8) fonksiyonlar " 6"
parametresine bagli olarak bulunur.Orneklem degisikliklerinden higbir surette

etkilenmez. R(x) ve h(x) fonksiyonlar érneklem degerlerine gire degisken ifadelerdir.

Her bir x degeri icin farkli sonug verir.(1.3) teki B(6) ve Q(8) fonksiyonlan f(x;6)
ifadesinin bir olasilik fonksiyonu olmasi igin, yani 0-1 araliginda degisimini saglamak

lUzere genel fonksiyona dahil edilen 8lgeklendirme unsurlandir.

SLINDGREN B. W.,Statistical Theory NEW YORK,1976,5.197
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1.4, Ustel Aileden Tiretilebilen Dagilimlanin Genel Formu

Ustel yazilms sekli;

f(x.8) = B(8).h(x).exp[Q(6).R(x)]

olan Ustel Dagilim Ailesinin Fonksiyonun genel olarak ifadesi®;

f(x,0) = exp[In B(0) .h(x) + Q(6).R(x)]

f(x,8) = exp[In B(6) + Inh(x) + Q(6).R(x)] (1.4)

seklindedir”.

(1.4) te B (), Q(6), R(x) ve h(x) in uygun secilmesiyle elde edilebilen

dagilimlarin bazilan asagida tablo halinde verilmisgtir.

P
Genel formda kullanilan "exp™ matematik dilinde "e" ile ifade edilmektedir.Deferi ise;

oS
eX=3 bl genel formunda x=1 aliir ise;
n=0 n!
e= 3 1 ifadesi agilirsa
n=On!
=141 4141,  bulunurki yaklagik degeri e=2,71 dir
o 1 2t 3
7 Logaritmanin; log(a.b)-icga +logb ve In(a.b)-1na+Inb . &zelliklerinden hareketle

InB(8).h(x) = INB(6+Inhix} seklinde yazilabilir.



Tablo-1
Dagilimlarin Fonksiyon Olarak Ayngim Tablosu®

tsmi £(x;6) B(6) Q6) R(X) h(x)
P
1- Bernouilli PX(1-p)L™* 1-p g1 x 1
_ . n 1- X _ 1 p n
2- Binom ( X )p"( P) (1-p)* °Be15 X ( . |)
- M n}X
3- Geometrik p(1-p) P loge% X 1
4- Negaf Binom r+:~1 piap* P loge-ll_)B X (r+ > 1)
x 1
5- Poisson e e log.m X -
x! . X
6- Ustel lLe-Mx /8 - A X 1
) : a2 Tx2]  onin n )
7- Normal (0,6) (2%x8) "“exp Y (2n0) -(28) X 1
8- Normal (6,1) (2ne)‘1’2ex;{-%(x-e)2J (rey e 167 O X CXP(-%—XZ}
. L e A vy . -1
9- Gamma A xP oD S A X X
10-Rayleigh X exp 22| 1 X2 X S
0 .26 J e 26

8LINDGREN,B. W.,a.g.€..5.199
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Bu dagilimlarin nasil bulundugu, fonksiyonlarin yerlerine yazilmasiyla agtkca go-

rﬁlecéktir.@eﬁtli matematik kurallar uygulanarak bulunuglarn ileriki sayfalarda
gosterilmigtir.Her nekadar © parametresi indekslemek igin kullanilmig ise de &zel

durumlarda O, B, X,.... kullamlmaktadir.Bu fonksiyonlar hakkinda sonug gikanlacag za-
man neden bu kadar 6zelliklere sahip oldugunu gdstermekten ziyade, bu fonksiyonlarin
genel bir modelin 6zel durumlan oldugunu géstermektir.Aksi takdirde her bir fonksiyon
icin ayn ayn elde edilmesi gereken bir cok sonucu, bir detaya mahsus olarak ve tiimii igin

elde edilmesini miimkiin kilmaktadir.

Ayni zamanda 6=(01,064,........ ,9k%) gibi gok boyutlu bir parametre ile

indekslenen;
f(x;0)=B(8).h(x).e Xp Q1(6).R 1(X)+...crrr.... +Qg (8).R(x)]

bigiminde tarumlanan " Ustel Dagilim Aileleri"de vardir.

Genel sekliyle Normal Dagilim 9-(p,02) gibi iki parametre ile tanimlanan bir

yogunluk fonksiyonudur.
f(x:0)=B(8).h(x).e xp Q(8).R (x)]

genel formu Ustel halde yazilirsa elde edilecek asil iistel hal;

1
;
d

1(x;6)=exp InB(8).h(x)+Q(6).R (x)

1

f(x:8)=exp InB(6)+Inh(x)+Q(6).R(x)|

-4

seklinde ifade edilirki asil Gistel bigimdir.
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Tablo-2
Dagilimlann Genel Ustel Form Tablosu

Ismi Genel f(x;0) Genel Ustel f(x;0)
1.Bernoulli pX(1-p)¥ exp[xInp+(1-x)In(1-p)]
2.Binom (2 prapy explln{ ? Jxinp+(a-x)in(1-p)]
3.Geometrik p.(L-p)¥ exp[lnp+ xIn(1-p)]

+x-1 -
4 Negatif Binom (r : "(1-p)* exp[ln(ﬁil tinp+ Xln(l'P)}
m m*
S.Poisson 0 exp[-m+xlnp-Inx!]
6.Ustel A.eAx | exp[Ini-Ax]
7.Normal (0;0) (2ne)%.exp[-_xi} exp22 - In216 ]
. 26 26
-1 1 (x-6)2-Iny 27 |
8 Normal (6;1) @n)s. exp L. 0)’] exp L. (x-0)"-In27
n -A
9.Gamma X 1(:_1’;' | expl-Ax+aln+(n-1)Inx-In(n-1)!]
10.Rayleigh X exp exp—+lm\ 2In6
be” 26° ]

12



Normal Dagilimi érneklenirse;

f(x,1,0%)= —L_ .exp
2no

(x-p2

ifadesi Ustel fonksiyon ve logaritmanin ézelligine goie acilirsa;

2 ,
f(x,u,c? =1 ex (- as ‘ex lLx2 iy Ld
(x,1,0%) ot ) L e, 2

formu elde edilir.Genel ifadesi;

f(x,0) - exp[In B() + In h(x) + Q= ).R(x)]

olan bu form igin fonksiyonlari belirlersek;

u*

202

B(6)= ,_1_ .exp
“f2no?

Qw=--L . Q)=-

20?2

Wlw

Ri(x)=x2 , Ry(x)= x

olarak tesbit edilir.Oyleyse bu Normal Dagilim 1ki Parametreli Ustel Dagilim

Ailesinden tliretilebilen fonksiyonlardan biridir.

13



Eger X=(X1,X2,000.. Xn) rassal degiskenleri igin bir coklu dagilim
yazilmaya ¢alisilirsa;
X=(x1 1X2e0ens 9xll) ve e=(el 9623 ----- 9911)

icin elde edilebilecek olan fonksiyonun kalibi;

£(x:0)=B (8).h(x).exp/Q1(8) Ry (X) +......... +Qu(0) Ry (x)]

formuna sahipse " Ustel Dagilim Ailesine” Gyedir denilir.Dagilirmi Tekli Ustel Aileye ait
olan bir x rassal degiskeni Gizerindeki "n" tane bagimsiz gdzlemin "Birlesik Yogunluk
Fonksiyonu” yukandaki formdadir.

- Bunun igin x'in Tek Parametreli durumlarinda yogunluk fonksiyonu;
£(x:8)=C(8).g (x).exp Q(6) S (x)]

oldugundan, Xin n tane bagimsiz parametresi durumunda "Birlesik Yogunluk

Fonksiyonu” ;

f(x;0)=T1f (x1;0)=|C(8) " exp[Q(8) =8 (x;) Mg (x:)

olup burada toplam ve ¢arpim sembolleri i=1,2,3,....,n'e kadar uzanr.

Bu formdaki fonksiyonlarin bilesenleri;
B(©)=C@®)]
h(x)=IIg(xi)

R(x)=XS (x;)

14



seklinde distintiliirse ¢oklu yogunluk fonksiyonuda istel aileye ait olur.

Dagilimlar i‘ncelendiginde hepsinin Ustel Aileye ait olmadif1 agikca
gorilmektedir.Dagilimlarin ortak dzelliklerine bakllarék bir siniflandinimaya tabi tutul-
mus ve en belirgin dzelliklerinin adiyla anilmiglardir. Ayni aileye ait olan dagilimlarinda

birbirine dénigtiirtilebilmesi tizerinde gesitli ¢aligmalar yapilmugtr.

‘Bu farkl olan ailelerden bazilarinin Cauchy Dagilim Ailesini;

f(x)=— & -
x) (x-my +a?

f(x)= 2” -, (a=1 ve m=0 i¢in)
x4 +1

ozel olarak segilmesiyle seklinde gosterebiliriz. [0,6] aralifinda degisen Dizglin Dagilim

Cauchy Dagilim Ailesi'ndendir .

9 LINDGREN,B.W:,a.g.€.,5.200
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1.5.Ustel Dagilim Ailesinden Tiretilebilen Tek Pararnetreli
Dagililimlarin Fonksiyonlarina Aynstirilmasi

1.5.1. Bernoulli Dagilimu

f(x,8) = B(©).h(x).exp[Q(6).R(x)]

iistel genel formunda;

B@)=1-0 ve Q(0)=In-&-

R(x) - x ve h(x) -1

seklinde segilirse!%;

f(x;0) = (1-0).ex1n%
olarak bulunur!.Bu ifade de logaritmanin &zelligine gére agilir ise;

£(x,8) = (1-9).ex-(1n61n(1-6))
= (1-8).ex-1n6-x.In(1-6)

= (1-6).ex-1n6 ¢-x.1 n(1-8)

= (1-9) .l 0 gl n(-6)* elde edilir!2.

10
InxN-nlInx ‘e logaritmanin ézelliginden esittir.Dolayisiyle  x.Inp-InpX seklinde yazilakilir.
11

ln%:lnx -lny dir. ‘m® =1ng - In(1-8) olarak yazilr.
1-6

12 :
alogi=x ‘e esinir. el08eX=elnX irBuradan elMPX=pX ol

16



= (1-0).6%.-6)"

f(x;0)=0".a-0)""

fonksiyonuna Bernoilli Dagilimidir. 6=p olarak segilirse;

] f(x;p)=pX.(1-p)1*X
bilinen formu elde edilir.

1.5.2.Binom Dagilirm

f(x,8) = B(6).h(x).exp[Q(6).R(x)]

Ustel genel formunda;

B(0)=(1-0)"

R{x)=x

Q(6)=In-2-
1-0

h(x)=( Z |)

seklinde sec¢ilmis olsun.Yerlerine yazildiginda;

f(x,6)=(: }(1-9)“.e*(m—'{}?—m)

seklinde bulunur .Bu ifade iislii fonksiyonlarin 6zelligi kullanilarak basitleszrilirse;

f(x,8) = ( : )(1-9)n.ex.(l ns8-I n(1-8))

17



Buifadede usler garpilip ayn ayn yazilir ise;

—{P 1.0\ ex.In0-x.1n(1-6)

(x )(1 0)".e

= ( n )(l_e)n‘ex.lne.e-x.ln(l—e)
X

—_{M)1.0)" ln®" aln(-6)™
(x)(le) .elnd” gln

= ( ;‘ n).(1-e)“.e".<1-e>"‘

= ( ).1-0)" .o
v X )
olur ki bu ifadeye;
n n-x x
f(x:0)= . }(1-6)" .0
Binom Dagilimi denir.6 = p olarak segilmesiyle,

f(x;p)={ : l) p*.(t-pf*

ifadesi Binom Dagiliminin bilinen geklidir.

Ustel olarak Binom Dagiliminin genel ifadesi;

f(x;p):exp[ln(l; )+xlnp+(n-x)ln(l-p)ﬁ}

olarak ifade edilmig olur.
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1.5.3.Geometrik Dagilim

f(x,8 ) = B(6 ).h(x).exp[Q(6 ).R(x)]

Ustel genel formunda;
B(6 )-6

Q(6)=In(1-6)
R(x)=-x
h(x)=-1

olarak segilirerek;yerlerine yazilir larsa,

f(x,0 )-0 _exln(l-e)

bulunur. Bu ifadede slii sayilann ézellikleri kullamlarak agilirsa;

=0.eln@-oy

-0.(1-0 )X olur ki;
£(x,0 ) =6 .(1-6 )¥

seklinde bulunur.6 = p ve 0 < p< 1 olarak segilir ise;

f(x;p)= p(1-p)*

bulunan bu ifade ise Geometrik Dagilimdir.

Ustel olarak Geometrik Dagiliminin genel ifadesi;

f(x;p)=exp Inp+xIn(l-p).

olarak bulunur.
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1.5.4 Negatif Binom Dagilimi

f(x,6 ) = B(8 ).h(x).exp[Q(® ).R(x)]

genel formunda;
B )6

Q(6)=In(1-6)
R(x)-x

hooo{ 1 )
(X)=( 1
seklinde secilip genel formda yerlerine yazilirsa;
f(x,e)=9"_( X-ll )_ex.ln(l—e)
r-

olarak bulunwr. Bu ifade iislii sayilarin 6zelliklerine gére agilir ise;

. -0~ ( ::i 1} ¢l n(1-6)"

=e'.( X-1 ) 1.9y
r-1 )

f(x;9)=( ’lfll }e'.(l—e)’

ifadesi bulunur.6 = p ve 0< p< 1 olarak segilir ise Negatif Binom Dagilim;
f(x;p) X1 ) r.(1-py
( p)=( L fpnOe

bulunur.Ustel olarak Negatif Binom Dagiliminin genel ifadesi;

f(x;p)'=exp;rln( x-1 )+rln(l-p)+x.ln(1-p)-§
Lotrl i
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1.5.5.Poisson Dagilim

f(x,0 ) = B(0 ).h(x).exp[Q(0 ).R(x)]

genel tstel formunda fonksiyonlan tespit edelim.
B(6 )-e®
Q(6)=In6
R(x) = x
h(x) =1
x!

olarak segilirse!3;

f(x ,6)=e43.L. exné
x!

seklinde bulunur.Uslii sayilann 6zelliklerinden faydalanilarak basit hale indirgemeye

caligalim.

= L elne*
x!

e 1l g
x!

f(x;8,=e2 L o"
x!

ifadesine Poisson Dagilimi denir.

B3t - x.(x-1) ve X-1,23
=X(x-1).(x-2)1=-x.(%-1).(x-2)........2.1 seklindedir O halde;
1 1 . ifadesine esitr.
x! x.(x-1).(x-2).........2.1
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Bu fonksiyonda p=A ve0<ps<1 olarak segilir ise;
f(x:A)= et X
x!

bulunan buifade Negatif Binom Dagiliminin bilinen geklidir.

Ustel olarak Poisson Dagiliminin genel ifadesi;

f(x;A)=ex p[-?t-l»xlnl—lnx!]

formundadir.

1.5.6.Ustel Dagilim

f(x,8) = B(©)-h(x).exp[Q(6)-R(x)]

genel iistel formunda fonksiyonlan tespit edelim.
B(6)=0
Q(B)=-8

R(x)=x
h(x)=1

olarak secilmesiyle;
£(x,0) =9.1.e™°
bulunurki efer ©=2A alinrsa;

f(x,\) =1 1.e*

ifadesine Usteil Dagilim denir.Genel olarak iistel formu;

f(x,A) =exp(InA —A.x)

seklindedir.
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1.5.7.Normal (0,6) Dagilimt
f(x,0) = B(6).h(x).exp[Q(6).R(x)]
Normal Dagilimda pu=0 alinmugtir.Genel iistel formda fonksiyonlarn tespit edelim.
Q(6)=-(26)"!

R(x)=x2

B(6)={2n6)

h(x)=1

olarak secilmesiyle;’

1(x;0)={2n 07 e " x2

olarak bulunur.Ustel fonksiyonlarin 6zelliklerinden faydalanilarak basit hale indirgenir-

se,

ifadesine Normal (0,6) Dagihimi denir.



‘Normal dagilimin bu ifadesini genel iistel formda yazalim.

x2
f(x;0) =exp In—L__+ _"_}
V2ne 26

=exp | ln(21ce)"1/2+ x2
' 20

-1 In@no)+ X2

f(x;0)=exp 5 h”

seklinde ifade edilir.

Buradaki fikir, logaritmanin elnX_x ozelliginden haraketle;

f(x)=h(x) ifadesi tersden dﬁ§&nﬁli’1rse;
f(x)=-e!nh(x) seklinde yazilabilir,

Buform {stel olarak f(x)=-exp[lnh(x)] seklinde yazilabilir.
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1.5.8.Normal (6;1) Dagilim
f(x,0) = B(6)‘.h(x).exp[Q(6).R(x)]

Normal Dagihimda 0=0 alinmigtir.Genel iistel formunda forksiyonlar tespit edelim.

92

QB)=6 , B(9)=1,§17_t_ ez
R(x)=x * hx)=e¥

biiC§cnleﬂnin secilmesiyle;

f(x;6) = :L.e%z. eX o

2

bulunur.Ustel fonksiyonlarin &zellikleri kullanilarak basitlestirilirse,

’°é+“’i+ex
€3 "7

y
21

-1 (92 2
= 1 'ei(o 28.x4x%)

2

- 1 e.'zl(&x)z

: A2n
bulunur 4.0 halde;

f(x;0)= —1_ .eter?
(x:9) ax
ifadesine Normal (6;1) Dagilimi denir.Genel iistel formu;

f(x;0)=exp %(G-X)Z-lm’ﬁ]

seklindedir.

1422 235 +t? =(a-b?  oldufundan; 6226x+x%=(0-x?  olur.
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1.5.9.Gamma Dagilim

f(x,0) = B(G).h(x).exp[Q(G).R(x)]
genel iistel formunda fonksiyonlan tespit edelim.
Q) =-0
n
BO)=_8
©) (n-1)!

R(x)=x

h(x) = x®1

olarak se¢ilmesiyle;

f(x:0) = 9“ n-1 a-6x
(x:0) (n-l)"x .€e

ifadesi bulunur.Bu ifadede6=A alinmasiyle;

f(x;h)= —(H?t—llly.xﬂe"‘

olurki bu ifadeye Gamma Dagilim: denir.

Ustel olarak genel ifadest ise;

f(x;7g)=exp[-?»x+(n-l ).Inx+InA - ln(n-l)!}

seklindedir.
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1.5.10.Rayleigh Dagihimm
f(x,0) = B(0).h(x).exp[Q(6).R =z
genel tistel formunda fonksiyonlan belirleyelim.

=1
o=

Qe)=-L
262

R(x) = x2
h(x) =x

bilesenleri belirlenerek yerlerine yazilirsa;

t‘(x;e):élz—.Ji:.e"’”2

elde edilir. 6=A alinmasiyle;
f(x;?»)=5\12—.x.e"’z’Lz .
olurki bu ifadeye Rayleigh Dagihm denir.

Genel iistel olarek Ravleigh Dagiliminin sekli;

ir;zi_,_ Inx -2In’.

f(x;X)= exp 5
LA

formundadir.
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1.6.Birikimli Olasilik Fonksiyonunun Bulunmasi

x bir rassal de8isken (siirekli veya siireksiz) olsun, x'in F birikimli fonksiyonu;
FR ——» R seklinde olup gdyle tanimlanir,

F(x) = P(X<x)

1.6.1. X Siireksiz Degigkeninin Birikimli Olasiik Fonksiyonu
Eger X siireksiz bir degisken ve X'in olasilik fonksiyonu fise "F merdiven fonksi-

yonu" dur ve s6yle tammlanir.

Fx) =Y, f(x)

Xi<x

x siireksiz rassal degigken olmasi halinde F(x) 'in grafigi;

=y

- o] X X2 Xs

Sekil-1

1.6.2. X Siirekli Degiskeninin Birikimli Olasilik Fonksiyonu

Eger X slirekli bir degisken ise ve Xin yogunluk fonksiyonu f ise;

F(x) = P(X<x) = ] £(t).dt

-0

birikimli fonksiyonun deger cimlesi [0,1] araligidir.Bufonksiyonun x=a igindegeri

F(a) = P(X<a) olasilifin1 verir.
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~ x siirekli rassal degiskeni ise bunun olasihif1 agagdaki tarali A alamina esittir.

4

Fla) /

a

Sekil-2

—

A =F(a) =P(X<a) = j- f(x).dx

~O0

1.6.3. Birikimli Olasilik Fonksiyonunun Ozellikleri
1.F(x) birikimli olasilik fonksionu monoton artan bir fonksiyondur.
" Yani; (as<bh) —» F(a)<F(b)
~ lim fx)=0 A lim F(x) =1

X— o X— o0

F(x) Birikimli Fonksiyonunun Grafigi, X'in stirekli olmas1 halinde F(x)=1 dog-

rusuna asimtoddur,

W=

=

] a

Sekil-3

A=F(a) deeri birikim!i egrinin- x=a apsisli noktasinin ordinatdir.

15 ERSOY N. ve ERBAS S.,Olas:hik ve Istatistife Giris, ANKARA,1992,5.157-158
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- 1.7.Momentler
Herhangi bir daglllmln momenti tesadlift degigkenin gesitli kuvvetlerihin bek-
lenen degeridir. a bir reel say1 ve r pozitif tamsay1 olmak Gizere; E[(x-a)"]
ifadesine x rassal degigkeninin a etrafindaki r inci dereceden momenti denir.

x'in silirekli(kesikli) ve slireksiz(kesiksiz) olmasina gore iki farkh sekilde ifade

edilir.
x rassal degiskeni kesikli ise a etrafindaki r inci dereceden momenti :

n
E(x-a)'-> (x-a) P(x;) ; i-123,.
i

x rassal degigkeni kesiksiz ise a etrafindaki r inci dereceden momenti
E(x-2)"-f (x;-a) f(X).dX ; -oo <X<eo

Bu Momentlerin mevcut olabilmesi igin, formtllerdeki tqplam ve integrallerin

yakinsak olmasi gerekmektedir,

1.7.1.0rtalama Etrafindaki(Civarindaki) Momentleri

Eger a~-p alinrsa x'in ortalama (u) etrafindaki momentleri elde edilmis
olur.x'In1 ini dereceden ortalama etrafindaki momentleri; . Hr=mi ; i=12,..
ile gosterilmektedir.O halde Ortalama Etrafindaki Momentleri; E(X-H)"=kr
seklinde formiiltze edilir.
Buna gore, X'in ortalama etrafinaki 1 nci dereceden momenti;
E (X-)'=p;=0

oldugu goriilmektedir.
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X'in ortalama etrafinaki 2 nci dereceden momenti;
E(x-p)%-po=Var(x)
X'in ortalama etrafinaki 3 {incli dereceden momenti;

E(x-41)%=p3

_oldugu ve diger momentlerinde benzer seklinde bulunabilecegi agikca gdriilmektedir.

1.7.2.5:fir Etrafindaki(Civanindaki) Momentleri
Eger a=0 olarak alinir ise x'in sifir etrafindaki Momentleri bulunur.ifade ede-
cek olursak; E(x-0)'-m; seklindedir.Genel olarak ifadesi; E[X'}=m; dir.
r=1 igin X'in sifir etrafindaki birinci momentinin - Mi=lL  oldugu agikca go-
rilmektedir.
| x'in sifir etrafindaki momentleri ile, ortalama civarindaki momentleri arasinda
bir baginti kurulabilir.x'in Ortalama Etrafindaki Momentleri; E(x-)"=pr

x'in Sifir Etrafindaki Momentleri; Ex'l=m,; olmak tizere,
1 - ‘
Hx"z (-1)‘-(i}u'-mx4
i-0

esitligi mevcuttur 16,

Bu esitlikten faydalanilarak momentler arasindaki bagintilari bululunabilir.Sifir
etrafindaki momentlerin hasaplanmasi ortélama etrafindaki momentlerin hesaplanma-
sindan islem olarak daha kolaydir.Bu nedenle bu iki moment arasindaki bagintilar
bulunaruk birinin bulunmastyla digerinin hesaplama yapmadan bulunabilecegi gok
agiktir. Yukarida verilen momentler arasindaki bafintiy1 kullanarak x'in ilk dért

mentleri arasindaki iligkiyi bulalim.

16ERSOY Nuri ve ERBAS Semra,Olasilik ve Istatistige Giris, ANKARA,1992 s.167
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1.7.3.Momentler Arasindaki Bagintilar

Momentler arastndaki bagintinin genel formunda;

E[y"]-E[(x)"]-m;= X, (-1)'({}plmry
A

| 1 |
a) r-ligin u1=E[(x—u)1]=Z(—1)'.(11).ui.m14
i-0

=(—1)°.(§).u°.mm + (-1)1-.(9-“1"“1-1 |

Hi=my - lL.Mg

olarak bulunur. m={ ve frxo=1 oldufundan yerlerine yazilirsalar,

Hi=p-H
O halde birinci moment; p1=E[(x-p)]=0 seklindedir.Momentler
arasindaki baginti ise, Ri=mj -1 bulunur.
b) r=2igin u2=E[(x—u) }Z (-l)‘.(i).p’.my
i~0

=(-1)0-(%‘)-H°-m2-0 + ('1)1-@)H1-m2-1 + ('1)2.(%)-‘112-1“2—2

=my + -2.J.m; +1Zmg |
Hi=p  ve mp= 1 | oldugundan;
=m; + -2.JLJ + 2
=m, - p?
m1=}11=u oldugundan; momentler arasinda H=mz-m;? bagnns bulunur.
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¢) r=3 igin
‘ 3 3
he-E[(x )33 1)1 ) utms
i-0

=(-1)°.(81).u°.m3_0 + (-1)1.(i).u1.m3-1 + (-1)2.(3).u2.xn3_2+ (-1)3.(31).u3.m3_3

=ms - 3....m3 + 3.142m- pi.my

buradan momentler arasinda  p3=ms-3.L.my + 3.u%m- u* bagintist vardir.
Genel olarak; H3=m3-3.m.my + 3.mi?m;-mj3

seklindedir.
d) r=4 igin

4 AV
Ra=E[(x-) -3 (-l)‘-(i)-u‘.mu
i-0

=(-l)°.(g‘).u°.m44) + (-1)1.(i).u1.m4_1 + (—1)2.(3).112.m4-2'

+ (-1)3.(§).u3.m4,3 + (-1)4.(2)#4-3144

=my - 4.u.ms + 6.u2my-4. 13 m; +phmg

=my - 4.pt.m3 + 6.u2my-4.u3p + pt

buradan momentler arasinda;  H4=IM4 - 4.u.m3+ 6.u2m2~ 3.u4
Momentler arasinda;  p4=my4- 4.m;.ms + 6.m;2my- 3.m;*

bagintist bulunur.
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1.7.4. Moment Cikaran Fonksiyonun Bulunmasi
Bir rassal degiskenin sifir etrafindaki momentlerinin bulunmasinda;Moment
Cikaran Fonksiyondan yararlanilir.X rassal bir degisken ve t bir parametre olmak

zere eger fonksiyonu varsa bu fonksiyona x'in Moment Cikaran Fonksiyonu de-

nir.
Moment Cikaran Fonksiyon:
f Y, etxp(x) X sireksiz
M= < (1.7.4)
\ etx f(x)dx - X surekli
JA
seklinde ifade edilir.

1.8.Beklenen Deger ve Varyansin Bulunmasi

1.8.1.X Rassal Degigkeni Stireksiz lik Durumunda Varyansin Bulunmas

A.Beklenen Degerin Bulunmast

Varyansin hesaplanablmesi igin Beklenen Degerin bulunmasi gerekmekte-
dir.Beklenen deger E(x) ile ifade edilir ve iki sekilde Moment Cikaran Fonksiyon
vardimiyle veya Beklenen degerin tanima kullamlarak bulunabilir.Bu agiklamaa_an

sonra Beklenen Degerin nasil bulunacagini formilize edelim.
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1. Moment Cikaran Fonksiyon Yardimiyla Beklenen Degerin Bulunmasi

* Moment Cikaran Fonksiyonun birinci tiirevi alinip t=0 yazilirsa;

dM__’;(t). =m;=E(X)=p

d
t=0

ile ifade edilir.Diferansiyel olarak gosterimi yardimiyle,

d
——Mfl- ad;(z e p(x))

- ((%[e,tx_p(x))

-3 p(x). L et>
dt =0

=D x.p(x).et

My(t=0)=> x.p(x)

olarak tespit edilir.O halde Moment Cikaran Fonksiyon yardimiyle bulunan,
E(x)=-Mg(t-0)=2 X.p(x)

ifadesine Beklenen Deger veya Ortalama denir.
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2. Beklenen Degerin Tanmmndan Beklenen Degerin Bulunmasi

Beklenen Degerin tanimi; E(x)=z x.f(x) oldugundan,

f(x) - p(x) olarak alinir ise;

E(X)= Y, X.p(x)

toplaminin alinmastyla bulunabilir.

B. Varyansin Bulunmast

Varyans; Var(x)=E(x2) - [E(x)?

seklinde bulunur.Burada E(x2) sifir etrafindaki ikinci momenti ifade etmektedir.Bu-

rada E(x2) nin bulunma sorunu vardir.iki sekilde bulunabilir.

1. Moment Cikaran Fonksiyon Yardlmlyla E(x%) nin Bulunmasi
E(x2)=j1y (t=0)

ile Moment Cikaran Fonksiyonun ikinci tirevi alimr ve t=0 igin bulunabilir.

Diferansiyel gdsterimi;

— X 1 =E(x2)

dZM (1)
dr?

seklindedir.

36



MO e (1)=3 x2.p(x) 1%

de? t=0

E(x2)=) x2.p(x)
2.Beklenen Degerin Tammuindan E(x2) nin Bulunmast
E(x2) tanimdan hareketle E(x2)=2x2.f (x)

oldugundan f(x)-p(x) segilmesiyle, E(x2)=Y x2.p(x)
bulunur.O halda Varyans,

Var(x)=-> x2p(x) —(Zx.p(x))2

1.8.2. X Rassal Degiskeninin Streklilik Durumunda Varyansin Bulunugu

Varyans; Var(x)=E(x2) - [E(x)[* ile bulunur.Burada E(x2)

sifir etrafindaki ikinci momenti ifade etmektedir.Burada E(x2) nin bulunma sorunu

vardir.iki sekilde bulunabilir.

a) Moment Cikaran Fonksiyon Yardlmlyla' E(x%) nin Bulunmasi

E(x)=M; (t=0)=m;

ile sifir etrafindaki birinci moment,

E(x2)=M; (t=0)=m,

ile sifir etrafindaki ikinci moment bulunur,
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b) Beklenen Degerin Tammindan E(x2) nin Bulunmasi

E(x)=f x.f(x).dx

ile sifir etrafindaki birinci moment bulunur.

E(xz).=f x2 f(x).dx

ile sifir etrafindaki ikinci moment bulunur.Bu ifadéler varyansin bulunusunda yerleri-

ne yazilirsa;

Var(x)=E(x2)-[E(x)* oldugundan,

i 7
Var(x)=] x2.f(x).dx- | x.f(x).dx'
A s d

Var(x)=M"(t=0) - (M’ (t=0))?

formiliizasyonu ile ifade edilirl?.

17ERSOY N. ve Erbas S..5.150
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1.9.Ustel Aileden Tiretilebilen Tek Parametreli Dagilimlann incelenmesi
. 1.9.1.Bernoulli Dagilimu
Bir rassal deney yapildiginda sadece iki sonug elde ediliyorsa (iyi-kotii,basarli
-basarisiz,......) butiir deneylere Bernoulli Dagilimi denir. Bernoilli deneylerinde
iki sonug oldugundan; ilgilenilen sonug elde edildiginde bu sonug olumluise x=-1
ile,olumsuz ise x~-0 ile gosterilir.Budunrnda x rassal degiskenine Bernoilli degis-
keni denir.Bir deneyin bagarili olma olaslifl p ise x rassal degiskeninin Bernoulli

Olasilik Yogunluk Fon'ksiyonu;

] pX.(1-p)l-x ,x=0,1

f (x;p)=\ (19.1)

0 ,d.d.

seklindedir.

(1.9.1)'e bakildiginda;  f(x;6)-6%.(1-0)1%

formunda oldugu gﬁrtll.mektedir.e paramezesi p olarak alinirsa;
f(x;p)-pX.(1-p)1*¥
bulundugu anlagilmaktadir..Bu formun olasilik yogunluk fonksiyonu olabilmesi igin
tanimli oldugu yerlerdeki olasiliklar toplzminin 1 olmasi gerekir.Bunun igin,
x=0 icin £(0;p)-pC.(1-p) 10 den £(0;p)=1-p
x-ligin = f(Lp)-plp)l1  den f(1;p)-p

1
2 pX.(1-p)-X = 1-p+p =1

x=0

olasihiklar toplaminin 1'e esit oldugu bulumar.
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a) Bernoulli Dagiliminin Moment Cikaran Fonksiynu

1
My(t)=E(e™=> expx(1-p)'™

x=0

-e0.p0.(1-p)t+etpl(1l-p)°

=1-p+etp

My(t)-g+elp

Bernoulli Dagihhminin Momont Cikaran Fonksiyonu (1.9.4) ile elde edilir.

b) Bernoulli Dagiliminin Beklenen Deger ve Varyansi

Mx(=qg+el.p
Moment Cikaran Fonksiyonunun birinci tirevi t'ye‘ gore alinur ise;

M(t) =et.p

E(x)=M, (t=0)=e0.p

E(x)=p

Bernoulli Dagiliminin Beklenen Deéefidir.Varyansa bulmak i¢in Moment Cikaran

Fonksiyonun ikinci tlrevi alinir ve t=0 yerine yazilir ise;
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E(x2)=M(t)=p.¢*
E(.x2).=pA |
“olarak bulunur.Varyans; Var(x)=E(x2)-[E(x) P

ile bulundugundan ifadeler yerlerine yazilmasiyle;

Var(x)=p-p2
Var(x)=p(1-p)
ifadesi Bernoilli Dagiliminmin Varyansidir.1-p=-q oldugundan Varyansn genel hali,

Var(x)=p.q

formu ile ifade edilir.

¢) Bernoulli Dagiliminin Birikimli Olasilik Fonksiyonu

F(x)-3 prql=

x~0

ifadesi Bernoulli Dagiliminin Birikimli Olasilik Fonksiyonu'dur.
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1.9.2 Binom Dagilimi

Birbirinden bagimsiz gekilislerden meydana gelen bir deneyde, her gekiliste iki
ihtimal sézkonusu olsun.Bu durumlar baganli ve bagarisiz diye isimlendirilsin Baga-
nl olasiligl p basansizlik olasiligida q olsun.Dolay151y1e p+q=1 ve q~1-p
olur.n defa tekrar sonunda x kez basarili sonug (n-x) kez basarisiz sonug elde edilme-

si olasili128;

. n _p\n-X =
b(x,n,p)=( . ).px. (1-p)° ve  x=0,1,2,3.4,...
X'in biitin degirleri i¢in agilimy;

n

> (@px(a-p)* = (8)-p0.A-pH3) Pl (1™ M +{1).pn. (1-p)°

x=0

=(p+q)"
> (B)px(1-p)"*-1
X=0

olarak bulunur.O halde taniml1 oldugu araliktaki olasiliklar toplami 1 oldugundan bu

dagilim bir olastlik yogunluk fonksiyonudur.

18

(’;)=C(n,r) Kenbinasyon hesalsldlr. (;? )= r!(z -!r)!' 'e esittir.
(8 H’ll )+(r2‘l)+ ......... +(Ez)=2n n elamanh kitmenin alt kiime sayisidir.
(a+b)n=(’(‘)).an+(‘;).an-1.b+(';_).an-2.b2+ ......... D)bD  ifadesine BINOM ACILIMI denir.



Bu duruma gdre n deneyde basarili sonug elde etme olasiligi q® dir.Dolayisiyla
enaz birkez baganili sonug elde edilme olasihigi 1-q olacaktir.x rassal degiskeninin

Binom Olasilik Yogunluk Fonksiyonu;

| (g)px.(l_p)l-x ,x=0,1,2...... n
f(x:p)= (1.11.2)
'\ 0 ,d.d.

seklinde ifade edilir.

Binom dagilimi B(x;n,p),b(x;n,p) veya B(n,p),b(x;n,p) ifadelerinden biri ile
gosterilir.Burada n ve p degerleri ayni zamanda bu dagilimin parametreleri-

dir.p=q=1/2 oldugunda Binom dagilimi simetriktir.
(1.11.2) incelenirse;
f(x,0)~(2).6*(1-6)"™ ve  X-0123...n

seklindedir. © parametresi p olarak alindiginda (p: bir olayin ortaya ¢ikma olasilig)

n 'in degisen degerlerine bagh olarak;

(B)pX.(1-p)n-Xx - Xx=0,12...n  ve 0<psl
f(x;n,p)- '

formu bulunur.
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Bulunan bu ifadede x'in alabilecegi degerler igin sonuglar ise;

x=0 igin £0,p){0)p° (1P {1-pF
=1 igin £(1,p") p{1-p)=n.p1p]
X=n icin f(n,p)=(?1).p“.(1~p)"q)“

seklinde olur.

a) Binom Dagihmimin Moment. Cikaran Fonksiyonu
-Myt)=E(e™)= Z exf(x)
x-0

=2 ex(R).px(1-p)™*
x~0

oo

=> (letpl(1-p)™*

x~-0

E(e™-> (Bletp)(1-p)".(1-p)*
x=0

E(e'¥-(p.e'+q)”
ifadesine Binom Dagiliminin Moment Cikaran Fonksiyonu'dur.
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b) Binom Daglllmmui Beklenen Degeri ve Varyansi

Moment ¢ikaran fonksiyonun birinci tiirevi ile;

M'y(t)~n.(p.et+q)"Lp.et

-np.(p.et+rq)" Let

E(x)=M'x(t=0)=n.(p.e%q)"Lp.e

-n.(p.e0+q)Lp

E(x)=n.p
ifadesi Binom Dagiliminin Beklenen Degeridir.
- tkinci tirev ile;
M (D=n.p(n-1).(p.e+q)*2.p.et.et +n.p.(p.et+q)™ 1 p.et

Eix2)=M"x(t=0)=n.p(n-1).p +n.p

=n2.p2-n.p2+n.p
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=n2.p2+n.p(1-p)

E(x2)=n2.p2+n.p.q

bulunur.O halde varyans;
* Var(x)=E(x?)-(E(x)}*

ifadesinde yerlerine yazilirlarsa;

=n2.p2+n.p.q-(n.p)?

Var(xj=n.p.q

ifadesine Binom Dagiliminin Varyansi'dir.

¢) Binom Dagiliminin Birikinli Olasilik Fonksiyonu

f I‘E Gipl.1-pyn-L 0<x<n

- 2] e

F(x) P,(qu) i o1
0 X<0

k
Fx(k;n,p)- z (§),px_qn-x
X=0

n

-1- 2, (R)prqnx

xX-k+l

F «(k;n,p)=1-F(n-k-1;n,q)

olarak bulunur.
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1.9.3. Geometrik Dagilim
" Arka arkaya n kez tekrarlanan bir bernoulli deneyinde, ilk basanl scnucun elde
edilmesi igin yapilan deney sayisi x olsun.Ornegin Yazi-Tura deneyinde ilk tura ge-
linceye kadar yapilan atig sayis1 x dir.Bagart igin x tane deney yaptifimizda ilgileni-

ledigimiz bir sonug vardir.(x-1) sonug basarisiz deney sayisin gdsterecektr.

O halde Geometrik Dagilimin Fonksiyonu;

l 6.(1-6)X X=,1,2....... n ve (0<p<l
f(x:0)=
| o d.d.

seklindedir.

Asil dagilimin fonksiyonu;
f(x;0)-6.(1-0)%1 ve x=1723,...

formundadir.® parametresi p alinirsa;

Geometrik Dagilimin Olasilik Yogunluk Fonksiyonu ;

fp.(l-p)x—l X=123 ... ve O<p<l
f(x;p)- (1.9.3)
\ o o dd.

47



(1.9.3)'iin olasihik yogunluk fonksiyonu olmasi, X degerleri i¢in sonuglar;

x-1 igin f(L;p)=p.(1-p)l -p
X~2 igin £(2;p)-p.(1-p)*1 -p.q
X-n igin f(n;p)=p.(1-p) ™1 ~p.q-!

dir.Bulunan bu degerlerin toplam:

P+P-q+...... p.q“‘1 =p(l+q+....+ q*1)
1-gq~
P. iq

n
2 pp*-1

x-1

esitligi elde edilir.
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a) Geometrik Dagilimin Moment Cikaran Fonksiyonu

M (t)=-E(e™)=> et p(x)

X1

-> exp(1-p)*

x~0

-p-.z etx qxt

x=0

p i e'tX X
=, .q
q X-O

ER_Z (et_q)x
9 x=0 '

-%.[e".qu(e‘.q)2+(ef.q)3+ ....... ]

1
1-elq

=p.et.

ST
My(t) -E(e® - B

ifadesi Geometrik Dagilimin Moment Cikaran Fonksiyonu'dur.
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b) Geometrik Dagilimin Bekleneh Degeri ve Varyansi

Geometrik Dagilimin Moment Cikaran Fonksiyonunun birinci tirevi alinip,

t=0 yazilirsa beklenen degeri bulunur.

p-et.(1-q)-p.el(-q.eh)
(1-q.e’

E()=M'(®) =

= > eXp (1-p)~
x=-0

M 'X(t=0) = p‘(l'q)+p’q
(1-9?

s
p2

o

-q

+q

Y
oldugundan Geometrik Dagilimin Beklenen Degeri,
Ex)=1"
(x) p

dir.
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Geometrik Dagilimin Moment Cikaran Fonksiyonunun ikinci tlrevi alinip, t=0

yazilirsa;
P 2q+p
Ex?)=M"(t=0) =—7+~
} p?
bulunur.
Varyans; Var(x) = Ex2){EX)P formundan,

_29+p (1
. (1f
_ 9+g+p-1
p?
Geometrik Dagilimin Varyansi;
Var(x) = _<12_
P

olarak bulunur.

¢) Geometrik Dagilimin Birikimli Olasiik Fonksivonu

’ > p(1-p)y<t X 21
Xi€X]
F(x)=Py(X<x)=

0 X<1

seklinde tespit edilmis olur.
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1.9.4. Negatif Binom (PASKAL) Dagilim

Geometrik Dagilimda,bagimsiz Bernoulli deneylerinde ilk bagarinin elde edil-
mesi igin gerekli deney s;ayxsl belirlenirdi.Eger ilk basari degilde x deneyde k tane
bagar elde edilmesi sézkonusu ise Geometrik dagilhimin genellestirilmis hali olan

Negatif Binom (PASKAL) Dagilim: elde edilir.

Bagimsiz Bernoulli deneyleri ardigik olarak tekrarlandiginda k=1 tane bagarili
sonug elde edilmesi igin gereken deney saylsi x'e Negatif Binom Degiskeni denir.

X'in deger kiimesi (k,k+1,k+2,......... ) seklindedir.

Negatif Binom Dagiliminin Fonksiyonu;

P(x-1)=(5f) P (1-p) e

P(x-1)={X1).px1.(1-p)*®
seklinde ifade edilir.

(k-1) ba§ar1'veren deneylerinsayisi (x-1) olacak ve x'inci deneyde Kk'inci bagar
eldeAedilecektir. Béylece bir sonug (1’:%) say1st kadar degisik sekilde gikabile-

ceginden aranan olasilik;

b(x;k,0) X1).6¥ . 1-0)*®

formundadir.
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0 parametresi p alinirsa,

bexsk,p) K1) pk- 1. (1-py = Xk kL k42, ...

b(x+k:k,p) =(x+,]§'1).pk.(l-p)" x=0,12,.....

seklinde bagka bir formdada ifade edilebilir.

Xinci deneyde Kk'nci bagaryi elde etme olasiligi, deneyler bagimsiz oldu-

gundan iki olastligin garpimina esittir Bunu ifade etmek igin Srnekleyelim.
b(k;k,p)={K-1). pk. (1-p) k) =pk

bt Lik,p)=f, ;). pk. (1-p)+ 18 =k pk q

.................................................................

.................................................................

olarak bulunur.Bu agtklamalardan hareketle Negatif Binom Dagiliminin Fonksiyonu

ifade edilebilir.
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Negatif Binom Dagiliminin Olasilik Yogunluk Fonksiyonu;

(?:ll;)P'-(14P)x'r X=TT+1142,....... ve 0O<p<l

f(x;p.r)=
\ 0 | d.d.

formunda ifade edilir.Bu dagilim eger olasilik yogunluk fonkéiyonﬁ ise tamimh oldu-
gu araliktaki olasiliklari toplamu 1 olmalidir Kisaca;

> f(xp.r) - 1

X-I

olmasi gerekmektedir.Bunun i¢in fonksiyonun agilimina bakilmalidur.

o0 -

: g_;(f:ll L(1-p)** "P’.z (;‘_’%).(1_1))“

X=-T

bu ifadede y=x-r olarak segelim.Toplamin yeni ifadesi;

-pr.Y, (LY {F)-p)

olur.Buradaki agilim kullanilirsa,

=pr[1-(1- p)*

.,pl'_p-l' =]

bulunur.O halde olasilik yogunluk fonkéiyonudur.
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a) Paskal Dagllmﬁnm Moment Cikaran Fonksiyonu

My (H)=E(etx) = Z etx.f(x)

X=r

- X, (x-1)! I X
xzr ¢ (xn)L(1- 1)'p )

. «  (x-1)
=Pt é ) D]

= - t)T t\+HD T o rat T2 r(r+1) ]
P'-Q’-[(CQ) + (elq) .l!+(eq) oy e

= pr.q7 .(e‘q)’.[l + (e'q).r +(.e[q)2;r(_r2+71_) ... }

bu ifadede parantez igi binom agilim ile,

(1-etq)T=1+(elgQ)r +(efq)2..r—(£,:ﬂ +....

-

olduBundan yerine yazilmasiyle,

S5



= pr.qT .(elq)".(1 - e'q)”

M (® = E@et9=—P"
(1-et.q)

formunda Negatif Binom Dagilimimin Moment Cikaran Fonksiyonu bulunur.

b) Paskal Dagihminin Beklenen Degeri ve Varyansi

Beklenen Degeri tammu yardimuyle bulalim.

E(x) =Y, x.f(x)

B <Y x (x )pr (1-p)*

X=r

- . (x 1) T -T
ey SVl

S D
=P’ ZT Ly
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r+1 (r+e1)(r+2
=pr,q—r,[r.qr + ‘(_1‘}__)_qr+1+ Q_Z?L‘__)_.qnz _____ J
=pf.q".r.qf.{l +(r+1).q +g+—1;£'£i).q2 + e ]

ve buradaki parantez igindeki ifade,

R R

oldugundan dolays,

=pr.r.(1-q)™*

=pr.r.pT.p-l

Ex)=L
x)=%
olarak Beklenen Deger bulunur.

E(x?) = x2.f(x)

X=r

bulalim.Bu ifadedeki x2 yi pargalayarak ¢ozelim.
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= x(x-1).(x) + 2 x.£(x)

_2 x(x-1). (’)‘l ? 1)‘ P.¢*T + E(x)

E(x) bulunurken izlenen ayn yolile,

: 1)-2rp 1
E(x2) =§r_f___+_
p P

olarak bulunur.

_T2+r1-21p +1p
¥ 3

_124r1-1p
e
Var(x) = E(x2) - [E(x)*

_ri+r-mp 2
p2 p2

r(1 - p)

seklinde Varyans bulunur.
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1.9.5. Poisson Dagilimu

Poisson Dagilimi n'in biiylik , p'nin kiiglik degerleri icin Binom Dagilimina ba-
saril1 bir yaklagim tegkil ettigi gibi bagli baginada gok énemli kullammiar olan dag1-
limdir.Bu dagilim belli bir alan iginde rassal olarak veya zaman iginde rassal olarak
gozlenen olaylarin 6zél durumlari igin geli§tirilmi§tir.0mégin; ¢ok isleyen bir hava
alaninda inis pistlerine ugak inigleri, bir telefon santraline telefon edilmesi, bir servise

arabalarin geligleri gibi Srnekler verilebilir.

Poisson Dagilimi bir gok ender rastlanan olaylarin dagilimlannin en uygun ma-
tematik kalibidir.Ornegin; bir tlkadeki depremlerin dagilimi, ¢ok az rastlanan bir
hastaliktan &lenlerin dagilimi.Kisaca; Poisson Dagilimu ¢ok kiigik gergeklesme olasi-
l1gina sahip olaylarin tekrarl deneyleri igin uygun bir olasilik bélinmesidir. Kusurlu
orani gok diisiik olan mamiil partilerinin kontrol edilmesinde ve 6lim oléylanmn in-

celenmesinde kullanilmaktadir.

Zaman igerisinde birbirinden bagimsiz olarak gergeklesen olaylar ele alindiginda
eger belli bir zaman araliginda gergeklesen olay sayis "sadece ve sadece” ele alinan
araligin uzunluguna bagli fakat ba§lang1§ ve bitis noktalarinden bagims:z ise incele-

nen olay sayilan Poisson Dagilimi gosterir.
Poisson Rassal Degiskeni olan x su sartlan saglamalicir,

1.Farkli zaman araliklarinda veya farkl alanlarda ortaya gikan olz.iar bagimsiz-

dir.Bu ola»ylafm meydana gelmeleri arasinda iliski yoktur.
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2.Cok kiiglik bir zaman araliginda veya ¢ok kiigk bir alanda ilgilenilen olay
bir defa gikabilmekte, birden fazla ortaya gikmas: ise mtimkiin olmamaktadir.

3.Cok kiiglik bir zaman aralifinda veya ¢ok kiiglk bir alanda ilgilenilen olayin
bir defa ortaya ¢ikma olasilif1 (p) degismemekte ve p < 0.05 esitsizligine uymakta-
dir.

4.Deney say1si sonsuza yaklagmaktadir.

S.Belirli bir zaman araliginda veya belirli tir yerde ilgilenilen olayin ortalama

ortaya ¢cikma sayisi (1) sabittir.

Simdi Poisson Dagilimini Binom Dagilim:ndan faydalanarak bulmaya galisa-
lim.p kiigiik, n bliylik ve n.p=-1 pozitif bir sabit clsun.Bagar sayisint X tesadlifii de-
giskeni temsil etsin.

Poisson Dagilimi;

Binom Dagiliminda x=0 olarak alinir ise;

P(x~0)-(3}p0.q»
l=,po.qn
-qn
-(1-p)"

n
-1

olarak bulunurtd.

19
n.p=A esitlifinden p= 2‘1_1— sulunur,

p+q=1 ifadesinden q gekilirse g=1-q bulunur.
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Sonsuz igin limit degeri alinisa;

lim (- -k ®

—e-h

Binom Dagiliminda x=1 olarak alinir ise;
n . .n
P(x-1)- (7)p.gn
= n.p.gnl

-%.P(x-O)

-A_p(x-0)
A-p

n—es Ve p—0  igin limit degeri;

1 _l_ 7 - A
ngm l-p'P(k 0)=-A.e )

seklinde bulunur.
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Binom Dagiliminda Xx=2 olarak alinir ise;

Kx-2)- (§}p2qn2

_h(n-1)

2 qn2
2 —=pPq

P_ nl
g

n—eo  ve p—0  olarak alinr ise;

.2
N pxa1)-dp - Al e ain

isleme devam edilir ise P(x=k) i¢in;

k
P(x=k) = -~

olacagi LILII tendolay1 agiktir.
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O halde Poisson Dagilimi;
X
f(x;0) - e-8.8_
(x:8) - e
0 =X olarak secilmesiyle dagilmin formu;
_xx
f(x;x)_Te-K x=0,1,2,......
X

seklindedir.Genel itibariyle,

Poisson Dagiliminin Olasilik Yogunluk Fonksiyonu;

X
| e_x.xT ,x=0,1,2,...... (1.9.5)
f(x;1)= x:
0 ,d.d.

olarak tespit edilir.Bu ifadeye Pdisson Dagiliminin genel formu denir.

Binom Dagilimindan genel bir sonug bulmaya galigalim.
b(x;n,0)=(1).6%(1-6)"™ X=123,..n
ifadesinde ©-p olarak segildiginde;

b(x;n,p)=(R).px(1-p)™*

seklinde bulunur. n.p~A  egitliginde p gekilirse p- ¢lde edilir.

= Pad
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p degeri fonksiyonda yerine yazilir ise;

bex:n,p)~(HA.(1- H™

n(n-1)(n-2)........... n-x+1 -
-2 )x! = )'()ﬁ)x'(l' %).nx )
n(n-1)(n-2)........... (n-x+ 1) 3% n-x
) x! .;x.(l- D

elde edilir.Bu ifade biraz daha agilir ise;

b (x;n’p)nn(n—l)(nd) ........... (n-x+ 1).£. (1- A )n-x

..........

n—eo  giderken limit degeri igin;

(1- %)n=e'7~

64



X
e-h A x=0,1,2,.......
fap)=)  x!
0 ,d.d.
elde edilen buifadeye Poisson Dagiliminin Olasilik Yogunluk Fonksiyonudur.Po-
isson Dagilim: Olasilik Yogunluk Fonksiyonu olduguna goére tanimh oldugu aralik-

taki olasiliklan toplaminin 1'e egit olmasi1 gerekmektedir.Ifade edilirse,

o0

: ‘)\t?\'_x_:
Yoe 2

x=0

olmalidir. Acihmim yaparak bulmaya ¢aligalim.

0' '1—!_ 2' ...... ‘l
bu ifadedevparantez ici,
1 2 <X
1+A 42 4 =Y A —er
21 1=o X!

oldugundan dolayz;

= X
Y eAA_—eher=1
x=0 x!

bulundugundan bu ifade Olasilik Yogunluk Fonksiyonudur.
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a) Poisson Dagiliminin Moment Cikaran Fonksiyonu

My()-E@e®)- 3 exe™A”
0 x!

-e-xi ('e;"‘)x,g-x.eet.x

x~0

My(t) =eret-1)

ifadesi Poisson Dagiliminin Moment Cikaran Fonksiyonu'dur.
b) Poisson Dagiliminin Beklenen Degeri ve Varyansi

Poisson Dagiliminin Moment Cikaran Fonksiyonunun birinci tiirevi alinir ise;

E(x)=M'(t)=A.eterE-1)
bulunur. t=0 igin,
M, (1=0)=A
~dir.O halde,
E(x)=A

ifadesi’ Poisson Dagilimimn Beklenen Degeridir.
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Poisson Dagiliminin Moment Cikaran Fonksiyonunun ikinci tirevi alinur ise;
E®x)~M"y(t)=A.eterE-1) + ) et etere])
bulunur.t=0 alinir ise;

M (t=0)-2 + A2

E(x?)-A+ A%

oldugundan,Varyansi bulmak igin;

Var(x)~E(x2) - [E(x)]2
W

Var(x) =A

olarak bulunur,

¢) Poisson Dagiliminin Birikimli Olasilik Fonksiyonu

F(x)-Py(X<x)-] 3 %?,&-‘ %20
lt

| xiglx]
\ 0 X<0

ifadesi Poisson Dagiliminin Birikimli FonksiyonudurZ?,

20 Tsokoy C.P.,a.g.e.,s.112
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1.9.6. Ustel Dagilim

A>0 parametre olmak lizere x sirekli rassa! degigkeninin fonksiyonu;

A
A.e-hx x20 (1.9.6)

f(x;A) =
(x:4) ,d.d.

seklinde ise boyle x rassal degiskenine Gstel degisken ve f(X) fonksiyonuna Ustel
Dagilimin Olasilik Yogunluk Fonksiyonu adi verilir. '

(1.9.6) Olasilik yogunluk fonksiyonu ise tanzmh oldugu yerlerdeki olasiliklan

toplam 1'e egit olmalidir.Yani;

f Aerx=1

0
olmalidir.Degisken degistirme metodu ile;

T Aerx= K.T e-Ax
0 0

=A( - il—.e*h“) : l
0

=-(e=-¢e0)

=-(0-1)
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I Aetx=1
0
bulunur.O halde bu form olasilik yogunluk fonksiyonudur.

a) Ustel Dagilimin Moment Cikaran Fonksiyonu

Mx(t)-E(e"‘)=[ Lerxetxdx
0

=J A.ex(t-d) dx

1]

=2 L exttd) A<h
t-A

olarak bulunwwki t< A oldugundan dolayi,

My(t)=A_ .tk
t-A

ifadesine esitzr.Bu ifade Ustel Dagilimin Moment Cikaran Fonksiyonu'dur.
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b) Ustel Dagihimun Beklenen Degeri ve Varyansi

E(x)-f A.x.erxdx

integralinde ¢&zlim i¢in Kismi Integral yontemi uygulanirsa?!;

X=U ve  Ae*xdx-dv

dx~=du ve ey

E(x)=-x.e2x +’f e xdx
v .

olacak bigimde segilirse;

A
-1
A
21 .
Jf(x).g‘(x).dx integralinde u-f(x) ve g(x)}dx-dv olarak segilir ise;
J u.dv-u.v—j v.du seklindeki kismi integral formunda yerlerine yazilirsa,

ff(x).g'(x).dx-f(x).g(x) - f f'(%).8(%).dx

elde edilen bu ifadeye kismi integralin genel formu denir.
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Ustel Dagihnun Beklenen Degeri;

E(x)-1
A
olarak bulunur.Simdi E(x?) yi bulalim.

Ex) r-f A.x2.e*xdx

integraline kismi integrasyon uygulanirsa??;

X2=u ve  AeMdx=dv

Y Y A olarak segilirse,

j udv=u.v -f v.du

=-x2eMX | + Zj x.e*xdx
: 0
4

~0-Zxehx | 4 ;.re-lx.dx
A o 2’

>

-0-0- %.e'lx
A
-2
22

22 b
f(x) l - f(b)-f(a) ifadesine belirli integralin 6zellif ~den dolay1 esittir.
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E(xz)-fz—

Varyas ise Var(x)=E(x2) - (Ex))?
=2 (1Y
22 (7»)

Var(x)=i2
A

¢) Ustel Dagilimin Birikimli Olasilik Fonksiyonu

F(x)=P(X<x)= [ A.eM dt

=A. I eM dt
(4]

=A. (:l—).f:‘)‘t
A
=1-eMx
olarak bulundugundan genel olarak;
1 0 ,x<0
F(x)={ 1l-e x>0

1 ,N—eo .

seklinde ifade edilir.
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1.9.7. Tek Degiskenli Normal Dagilim
Bir ¢an geklinde simetrik dagilimin siklik fonksiyonu;
-(x-p)?

f(x)=n(x)= VT; S € 257 ;-0 X <00

.
-

seklinde ifade edilir.p ve o dagilimin parametreleridir.m merkezi egilimi , p de bu

merkezi egilim etrafindaki yayilmay:1 gostermektedir.Herhangi bir tek degiskenli nor-

mal dagihim p, o’ degerleri ile iki degiskenli haldedir.1ki degiskenin varlig: tek de-

gisken olarak iki fonksiyon yerine tek halde incelenecektir.

Normal Dagilimin Genel Gortnisg;

T T

Sekil-4

seklindedir.Bu fonksiyonun maksimum degerini x=p de alir ve egri ye gore simet-

riktir.O halde mod=-u ve medyan-y dir.
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a) Normal Dagilimin Siklik Fonksiyonunun Grafiginin Ozellikleri
1.Devaml bir degiskenin siklik fonksiyonu oldugu i¢in Normal egri altinda

kalan alan 1'e esittir.

2.Dagilim p etrafinda simetriktir.Bunun sonugu olarak Mod,Medyan ve Or-

talama birbirine esittir.

3.u+ o ve p—oc hizasinda egri bikiim noktalarina sahiptir.

4, +4oove-eo daegri x eksenine tegettir.

o sabit tutulup p cesitli degerler (-3,0,3) alirsa bu egrilerin hareketi;

T f{x31,0=1

Sekil-5

R sabit tutulup o© gesitli degerler (-1/3,1,3) alirsa bu egrilerin hareketi;

A fxu=0,0%
1
Om__
=1
=3
3 0 3 X
Sekil-6

yayvan veya dik sekilde olur.

23 TSOKOY C..a.ge,s.153-154
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<x+1)2J

f(x;p,02%) = 4{2_71? G.exp[ o 00X <00

;o< I<eo ve >0

ifadesi Normal Dagilimin Olasilik Yogunluk Fonksiyonudur.O halde - ee <x< e ara-

ligindaki integralinin degeri 1 olmalidir.Yani,

2
.cxp('(x'”) —l= 1

1
A _{1/2?.0. L 2¢ |

§olmalidir.Bu ispati yapmak igin; x;:}.= z divelim. dx =o.dz oludufundan

olur.A? yi yazalim.

A= —2%{]2 Z exp (-% .(23+u2)«).dz. .du

-0

yazilabilir.Kutupsal koordinatlara gegilirse;

2= 8cos8 , u=5sind, 5z.5u=5.d5.d8 ve 22-u2=8>  yerlerine konursa;
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A2= L.T I exp (71 5°) 5.5 .d0

A2= QIET .dGI 8.exp (71 82). ds

A= 2—17{ ZE.;': d.exp (121— 82). dd

olarak bulﬁndugundan dolayi;

s 2
A = 1 i} [_‘(X'Pl) J =
;’;Vﬁ.c eXP 20° !

esitligi elde edilir?4.

24 Ersoy N. ve Erbas S.,a.g.e.,5.249
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Genel olarak Normal Dagilim;

-1 ZH 2
n(x;u,c)—ﬂ% 6.67"%’ y=o0 <x<eo

seklindedir.u=0 ve o2=1 ahnirise;
-1 42
n(x;0,D=-1_ e5"* . ,~00 <X<
x:0.1= e ~ *

bulunan bu dagilima Standart Normal Dagihim denir.

b) Normal Dagilimin Moment Cikaran Fonksiyonu

Mx(t)=E(etx)=1/_2% GJ—: ctx.exp :il_()—(;i }.dx

n.0

= et i) expl GEF }
]e" .expl " dx

_ el f _f(x-u)z-%zt(x-uﬂ}
r.0 L A D b

oA Tl fxwoh
PR ITE LN | -1 (XK
- +2’1f2?.0f xR ( c );}'dx
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0%
y-—"'”c ve ody=dx dersek;

2 - .
M (H)=e'* +°izt_[v—%:f e-1/2-y2.dx}
T

2
M, ©=e"%
ifadesi Normal Dagilmm, p=0 ve 62=1 almur ise; Standart Normal Dagilimin,
My () = et/

Moment Cikaran Fonksiyonudur.

¢) Normal Dagilimin Beklenen Deﬁeri ve Varyansi

Beklenen deger;

E(x)=f x.f(x).dx

ile bulundugundan f(x) fonksiyontnu yerine yazihrsa;

=—ﬂ/21;7t— L x.exp{%.(%&)z}.dx

olarak bulunur.

25
Burada ; %ﬂ: = X=CtH{l ve odt=dx denilirse |,

. 25Burada x=ct+p ifadesine Henry dofrusu denir.
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E(x)—ﬂli [ (ot & 120

=1 | ot.e 1/2.t2,d; + B e 1224
2n L 2§

=0+p

Beklenen Deger; E(x)=u olarak bulunmug olur.

Varyans; Var(x)-E(x?) -[E(x)]*?  seklinde ifade edildiginden;

‘E(x2) yi bulunmasi gerekmektedir.

E(x2)=f x2.f(x).dx

ile bulundugundan integral iglemini yapilir ise;

integraline kismi integrasyon metodu uygulairsa;
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-olur.O halde Varyans; E(x2) = 6% + p2

Var(x)=E(x?) - [E(x)P

=0 + 2 - 2

Var(x)=c2

d) Normal Dagilimin Birikimli Olasilik Fonksiyonu

_ ) 1 1oy
F(X)—L TCXP -—E-}.dt

_1 , (¢

e | ool

ifadesine Birikimli Normal Dagilim Fonksiyonu denir.Bu ifadede,

u=0 ve o2=1 alinarak Birikimli Standart Normal Dagilima déniistiiriiliir

F(x)=—L_ | et72.dt
( )VZEL'

olarak bulunur.
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1.9.8.Gamma Dagilimi

n>0 ve A>0 parametreler olmak Gizere, x20 sfirekli rassal degigkeninin Ola-

silik Yogunluk Fonksiyonu;

ln ’ X
A xn-1 e-Mx ,x20
I'(n
f(x;\)= )
0 ,x<0
Gamma Fonksiyonu;
.I‘(n)=f x-1 e-x dx x>0 ve n>0 seklindedir.
0

n>1 igin I'(n)=(n-1). [(n-1)
n22 icin I'(n)=(n-1).(n-2). I'(n-2)

=(n-1).(n-2).(n-3)......... 2.1 T(D)

I‘(l)=f e*dx

o0

=-g-X l
. [+}
=-g=-(-e0)
I'(l)=1 olarak bulunur.

I'(n)=(n-1)! olarak fespit edilir.
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O halde Gamma Dagiliminin Olasilik Yogunluk Fonksiyonu;

—%!.x“'l.e-lx ,x20
f(x:\)= (n-. )

seklinde ifade edilir.Bu fonksiyonun taniml oldugu araliktaki olasﬂ_ﬂdan toplaminin

.1'e esit olmas: gerekir.Yani,

-

F n
[ AL ymaenax =1
o I'(n)

olmalidir.

= A" J x0-1 eAx dx
I'(n) o

Bunun igin x —% doniigiimiinti uygulayalim.

n-1
xn-l= _ ve dx = l.dy yerlerine konursa;

A’n-l
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a) Gamma Dagiliminin Moment Cikaran Fonksiyonu

o

n
M, ()=E@e®)=] —A_ xn-1eMx etxdx
@)

A )
=0T xo-1 ex(t-0) dx
(n-D! A

At (n-1)!
@-1! (-

My (6)=

(4"

olarak bulunur.

b) Gamma Dagiliminin Beklenen Degeri ve Varyansi -
Gamma Dagiliminin Moment Cikaran fonksiyonunun birinci tiirevinde t=0

alinirsa Beklenen Begeri bulunur.Y ani;

02" (A" (-1)

E()=M (1=0)= ’
1"

_nA" ™
(k_t)2n
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M n kn
e

- el AAT
Mx(t~0)"_;\’2;_

E(x)=1
A

buifade Gamma Dagiliminin Beklenen Degeridir.

Birinci tlirevi bulunan Moment Cikaran Fonksiyonun , ikinci tlirevi alinirsa;

0-n.1% (n+1).0-t)0.(-1)

" \_
M'x® (1-1)2n+2

a0
E(X2)=M"x(t=0)_n~(n+]ézl.3\.2-.7’-

A

0.+ A"

7\.2n.7n2
elde edilen bu ifadede t=0 olarak segilmesiyle E(x?) bulunur,

E(xz)_n(n-zkl)

A

seklinde ikinci momenti bulunur.Varyansini bulmak igin, ikinci momentten birinci

momentin karesi g1kartilmast gerekmektedir.
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Kisaca,

Var(x)-E(x?) {E(x)]?

ifadesi ile hesaplandigindan bulunan ifadeler yerlerine yazilmastyle;

ot

_n2+n _n2

olarak tesbit edilir.

¢) Gamma Dagiliminin Birikimli Olasilik Fonksiyonu

{ ] AT gn-l gt g x>0
0 (n-1)!
F(x)=Pr(X<x) =
0 ,x<0 |

seklinde ifade edilir.
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1.9.9. Rayleigh Dagilim
Genel olarak Rayleigh Dagxlumnni Olasilik Yogunluk Fonksiyonu;

-’—‘E.expt%} ,X20 ve 9>0
6 0

0 ,d.d

f(x;0)=

olarak ifade edilir.O halde tanimli oldugu bu araliktaki olasiliklar toplami 1'e egittir.

—

w2
g?eprzé? =1

| S—

Oty

olmalidir.Bu integralde degisken degistirme metodu ile,

u= _:_Z denilirse du =%’§— dx den 6".du =-x.dx olur.
2 2
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a) Rayleigh Dagiliminin Moment Cikaran Fonksiyonu

Mx(t)=E(e"‘)=f ex.f(x).dx
0
=J e‘x.lz—.epr’%}.dx
o 6° 1206

— 12 [ ex x e 22 qx
67 /o

My (t)=e®-t” 2.(1 +1.6.42m; 9-2 i )

Rayleigh Dagiliminin Moment Cikaran Fonksiyonu’dur.
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b) Rayleigh Dagiliminin Beklenen Degeri ve Varyansi

.Rayleigh Dagiliminin Moment Cikaran Fonksiyonunun,

Mx(t)=e92-t2/2.(1+——‘!/2;t’9'2 “)

birinci tlirevi alinirsa;
E(x)=M 'x(t)=9i2t.e92-t’/2.(l+—3—t-e'275) +¢0t7 Z.G.L—Qf
. 2

bulunur.Bu ifadede t=0 igin;

E(x)=M'5(t=0)=0 + e(h@.%i
E(x)=812% 2x
ifadesi Rayleigh Dagiliminin Beklenen Degeri'dir.
Rayleigh Dagiliminin Moment Cikaran Fonksiyonun ikinci tiirevi alinirsa sifir
etrafindaki ikinci moment E(x%) bulunur.
Birinci tlirevi;
M'x(t)=92—2 '2[_692.8/2.(1 , t.G.ZjZth ) 40512 ej;z

seklinde olan fonksiyonun ikinci tirevini alinir ise;
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E(x2)=M"(t)=6"e%>"7 + 92.1:.-921.2Lesz"2’2 + 8222 63.2t.@

+ 93-@. t2.97.2t.c92‘2’2 + %Gﬂg— 21,6971

bulunan bu ikinci tirevde t=0 alinirise ortalama ewafindaki ikinci moment bulunur.

Varyansin bulunmast igin sifir etrafindaki ikinci momentten sifir etrafindaki bi-

rinci momentin karesi gikartilirsa;

Var(x)=E(x2) - [E(x)2

E(x2)=M", (t=0)= 6"

ifadeleri yerlerine yazilr ise;

]

Var(x)=6° - 9%7—“— :

Var(x)=62.(l%)

olarak tespit edilir.
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1.10.USTEL AILEDEKI DAGILIMLARIN KARAKTERISTIK FONKSiYONLARI

1.10.1.Karakteristik Fonksiyon Ve Momenler
Ustel aileden tiiretilebilen fonksiyonlar incelendiginde;
1.0lasihk Yogunluk Fonksiyonlan
2 Moment Cikaran fonksiyonlar
3.Beklenen Deger ve Varyanslan
4.Birikimli Olasihik Fonksiyonlan
bulunmugtur.Moment ¢ikaran fonksiyon yardimyle sifir ve ortalama etrafindaki mo-

mentler kolaylikla bulunabilece§i gosterilmistir.

a bir reel say1, r pozitif tamsay: olmak iizere, E=[(x-a)"] ifadesine x
rassal degigskeninin a etrafmdaki(civannda]d) r inci momenti denir. x'in kesikli ve sii-

rekli durumlarina gore iki farkli sekilde ifade edilir.

a) X Rassal Degiskeninin a Etrafindaki r inci Momenti

n

Y (xi1-a)".P(xp) Ji=1,2,3,......
Elx-ayl]

\

f (xi-a)".f(x).dx | ,-eo<x <eo

b) X Rassal Degiskeninin Ortalama Etrafindaki r inci Momenti

n .
D, G- P(xp) Li=1,2,3,..,
Ex-wE

f (xj-W)r.f(x).dx ‘ ,~00<X <00
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c) X Rassal Degiskeninin Sifir Etrafindaki r inci Momenti

Y, (). P(x1) i=1,2,3,......
ElxrE/ |

(x)F.f(x).dx ,~00<X <00

-

Fakat her dagilimin moment ¢ikaran fonksiyonu bulunamaz.Bulunamadi§:
icin incelenen tesadiifii degiskenin daglhmmm seklide belirlenemez.Dagilimin sek-
lini ortaya koymak i¢in Karakteristik Fonksiyon veya Ayirtkan Fonksiyon diye

yeni bir fonksiyon geligtirilmigtir.

Her dagilimin mutlaka karakteristik fonksiyonu vardir.Karakteristik fonksiyon
sayesinde olasilik yada olasilik yogunluk fonﬁsiyonu arasinda 6nemli bir baginti
mevcut olup, bunlardan biri bilindiginde digerlerini bulmak ¢ok kolay olmaktadir.Bu-
nunla birlikte Istatistikte ¢ok kullanilan ve 6nemli olan Biiyiik Sayilar Kanunu ile il-
gili ispatlarde Karakteristik Fonksiyon aracihf ile yapilmaktadur.

1.10.2.Karakteristik Fonksiyonun Bulunmast

x tesadfii degiskeninin Karakteristik Fonksiyonu ;

oot <00 ve i%2=-1 olmak iizere;
Ox()=E(e'*):

seklinde tamimlanir.Burada kullamlan i karmasik sayilan ifade etmektedir.Simdi
karmagik sayilann tammlayalim. ¢={z=x+i. ¥y | x,yeR ve i2=--1} ifadesi karma-
- stk sayilar kiimesinin genel gosterim geklidir.
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Karmagik sayilara ayni zamanda kompleks veya imajinel sayida denir.Komp-
lex sayilar kiimesinin elamanlan i'lerden olugur.Reel sayilar bir dogru iizerinde olup-
birbirleriyle bilyiik-kiiclik, negatif-pozitif gibi kiyaslamalar yapilabilirken z=x+i.y
seklindeki Karmagik(Komplex) Sayilarda bunlarin yapilmas: imkansizdir.Ciinkii
Karmagik Sayilar bir dogrunun degil, bir diizlemin elemanidir, bir noktadarlar.

Karmasik Diizlem;
z=a+i.b ve a>0,b>0 reel sayilan i¢in x ekseni reel eksen, y ekseni imajinel(sa-

nal) eksen olarak se¢ilmek iizere koordinat ekseninde gosterilirse;

o

z=a+b.l . sayisinin goriintiisii
¢={z=x+i.yl x,yeR ve i2=-1} olarak tamimlanan z=x+i.y sayisinda

sina=Y. = y=Z.sinoc  ve

4

cosa=2 = x=7.coso

4

olarak yazlabilir. lz| z sayisinin orjine olan uzaklifini gosterir. Ayni zamanda z'nin

uzunlugu veya modiilil adlanylede anilmaktadir.
=x+y.i de x vey yerlerine yazilirsa; z=lzl.cosa +lil.sina

z=lz|.(cosa + sina)  olarak ifade edilir.
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Izl say1s1 pisagor bagintis1 ile kenar uzunluklar: x ve y olan bir dik iit;gcndc;

zl=Vx2+y2
seklinde bulunur.|z]=r olarak alinip yerine yazilirsa elde edilen;

z=r.(coso. + sina) ifadesine z sayisinin Tirigonometrik (Kutupsal) Bicimi

denir. Bu agiklamalar alinda z=x+y.i sayisimin Beklenen Degeri E(z)=E(x+y.i)

dir.x tesadiifii degiskeninin komplex bir fonksiyonu;
. (1)()():&itx ve te R,i2=-1

Euler formiilii ile; eltX —cos(tx) + i.sin(tx)  elde edilir.
Burada lcbs(tx)l ve Isin(tx)! in tiim t degerleri ve x tesadiifii degiskeni igin s1-

nirhi olup ortalamalari daima mevcuttur.Bu agiklamalar altinda;
o (x)=E(e!®)=E[ cos(tx) + i.sin(tx) ]

=E[ cos(tx)] + E[i.sin(tx) ]

seklinde bulunur26,

26 Sayet E(xX) varsa (mevcutsa) Ox(t) asapidaki gibi t=0 komgulugunda genisletilebi-

lir; . .2 2 .k k

ox)=1+ LEX) ¢ JITERD 2 AZEXT) k4 0.4k

1! 2! k!
k

lim 0-———=('(t ) )

toe ¢k olarak bulunur.Eger h(x), k defa diferansiyeli alinabilirse Taylor te-.
oreminden ,Reimander;

hooh@ BP0, 820 0, 6D e, hEG i

1 2! (k-1)! k!

O<t<x  veye x<Oise x<&<0olur.Bizim incledifimiz formda, E(xk) mevcut oldugundan dife-
- ransiyeller integral igareti altina almabilir (aymi katsayilari kullanarak).Hata terimi her gergek t igin

Oy (t) stirekliligini takip eder.
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a) X Siireksiz Tesadiifii Degiskeninin Karakteristik Fonksiyonu

Ox (1)=2. el =1.(x))
]
b) X Siirekli Tésadiifii Degiskeninin Karakteristik Fonksiyonu
Ox (=] _ el =1f(x).dx

seklinde ifade edilir.Buna gore e'™ in beklenen degeri (ortalamasi) her zaman var-

dir.Bu sebepten dolay: her tesadiifii degigkenin bir karakteristik fonksiyonunun dai-

ma varolduguna vanilmig olur.O halde ¢(x)=E(ei‘"-) fonksiyonuna x tesadiifii de-

giskeninin Karakteristik Fonksiyonu denir.

1.10.3.Karakteristik Fonksiyonun Ozellikleri

Karakteristik fonksiyon ve her te R i¢in;
1. ¢x(t) =1 dir.x in Kesikli ve Kesiksiz durumuna gore ispatla-

yalim.
x Kesikli Tesadiifii Degiskeninin Karakteristik Fonksiyonu igin;

Ox (t) =E(el 1)

:2 ei tx.l,f(Xj
J

=Z ei.O.xJ.f(xJ)‘
J

=% 1.f(x))

ox (1) =1 oldugu goriilmektedir.
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x Kesiksiz Tesadiifii Degiskeninin Karakteristik Fonksiyonu igin;

Ox(t)=|_el®if(x).dx
= 1.£(x).dx

0x(t) =1 olarak bulunur.

2. (<1 dir. Ox (t) =E(eft®)  oldufundan;

E(eltx)=lcos(tx) + i.sin(tx)l

={cos*(tx) + L.sin“(tx)

Ox () =E(e!tx)=1

seklinde bulunur?’,

x kesikli bir tesadiifii deéigken ise;
Ox (D=2 el =i.f(x))
i

=Y, el tx; f(x))l
J

27
sin®o +cos?a =1  oldufundan  sin’tx +cos’x =1  dir.



<3 el ] If (xy)l
¥

<> LI
i

Ox(t) =E(elt0)=1
seklinde bulunur.

x kesiksiz bir tesadiifii degisken ise;

loxl =1 | etx.f(x).ax |

SL leix| £(x).dx

< L 1.£(x).dx

Ox () =E(el tx)=1 olarak bulunur.

O halde hem kesikli hemde kesiksiz degigkenler i¢in ¢y (t) vi belirleyen top-
lam ve iﬁtegral yakinsaktir. ¢y (t) belli iken f(x) in bulunabilicegi, f(x)belli iken 0 (t)
nin bulunabilecegi agiklikla goriilmektedir.

Kesikli ve Kesiksiz degiskenlerde Karakteristik Fonksiyon tiim gergel(reel)

eksen iizerinde siireklidir.
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1.10.4.Karakteristik Fonksiyon Yérdmnyla Momentlerin Bulunusu

Bazi Olasilik Yogunluk Fonksiyonlarimin Momant Cikaran Fonksiyonu bulu-
namuyor idi.Bu fonksiyonlarin Momentlerini Karakteristik Fonksiyon yardimiyle
bulmak i¢in diferansiyel hesabina dayanan yeni bir formiil geligtirilmigtir.Hatirlana-
caf1 gibi, Karakteristik Fonksiyon;

Ox(t) = E(eltx)

ile i%=-1 olmak iizere Imajinel sayilar kullanilarak bulunmaktadur,

x Kesikli Bir Tesadiifii Degisken olmasi halinde Karakteristik Fonksiyon;
Ox (1)=2 el =1.f(x))
i

x Kesiksiz Bir Tesadiifii Degisken olmasi halinde Karakteristik Fonksiyon;

¢x(t)‘=[:el . £(x).dx

formu ile tanimlanmugtir,

x tesadiifii degigkeninin Karakteristik Fonksiyonunun Determinantlar yardi-

miyla Momentleri;

e = $ 00

e =0

ile n. tiirevinde n. Momenti bulunur.
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Taylor serisi yardimiyle Karakteristik Fonksiyon;
s bt j
—Fe'™ = (itx)
0,0=E(e ) =E[ 25
=0

seklinde yazilabilir.Bu form kullamlarak tiirev alinmasiyle Momentler,

4,0 _E iix(fnx)"1 I iix(im)'r '
WAt | o U SGO |
= E[x]: p’l
d% ) = 22 2 =2 2
X =E le(xtx) =E x2+21x(xgx)
252 | =0 pw i =0 = iGD [0
)
= E[x ] =H
n [ n - n
d ¢,(1) _ g[S =E[x"+ ), i"x (%)
.n,.n i:O | iz( j-n)! 1=0 . T =0
1dt J=n 1 j=n+1 1 (j-n}! =
[ n
= EL.X ] = “’n

seklinde 1.,2.,.... n. momentler bulunur.Kesikli ve Kesiksiz Dagihimlar igin birer tane

omek verelim.

98



Ornek :1.Geometrik Dagilimin Karakteristik Fonksiyonu yardnuyla birinci ve

ikinci Momentinin bulunmasi.

6,00=EE™ = Y."(x)

x=1
o0
_ 2 ix x-1
= € .pP.q
x=1

lt

=P =
2( it yr= BS .

lqe

Geometrik Dagilimin Karakteristik Fonksiyonu'dur.Beklenen Degeri ve Varyans

i¢in,
dé.(0) s
e e
=0 it =0
(1- q.e)
._p _1
a-q° P

it i
E(x)= d ¢ (¥ _p.e (1+q.e™

iZa? |0 i[)3 1=0

(1- g.e

_pd+q) _ 1+g =2—p
a-q9°> a-9° p’
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Var(x) = E(x?) - [E(x)]2

_2p 1

== "2

y
Var(x):%

P

Geometrik Dagilimin Varyans: bulunur.

Ornek :2. Ustel Dagilimin Karakteristik Fonksiyonu yardlhlyla birinci ve ikin-
ci Momenti.Ustel Dagilimin Karakteristik Fonksiyonu;

0,0=E™ = [ ¢ f(x).dx

= jeitx?...c*hdx
_ _l_ 'e-xOv—it)
A—it 0
A
¢,0=—-
A—it

bulunur.Birinci ve ikinci tiirevi ile Momentleri bulalim.
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d(}-%—

ldt =0 N idt
=_Ad
L.A-0" =0
Ex) =1
A
beklenen degeridir.
wo| A
E( 2) d ¢x(t) =__)\'i
2de i2dt? =0

t=0

ifadesinin sonucunu bulmak igin birinci tiirevin tekrar tiirevi alunr ise yani;

_A )
E2)-L %0 =i_7:i_‘)2_.

2di2 idt
(L t=0

_ A2, (A=it).(-)
1.ty

-2\
(?»—it)3

D= 2
E(x?) = N - olarak bulunur.
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1.11.Ustel Aileye Ait Bazi Fonksiyonlarin Karakteristik Fonksiyonlar
1.11.1.Binom Dagihhminin Karakteristik Fonksiyonu

x tesadiifii degiskeni Binom dagilima uygunsa;

@px.(-p*  x=0,1,2,.....
f(x)= :
' 0 ,d.d.

olarak tanimlanmigtir,

Binom Dagilmimin Karakteristik Fonksiyonu;

Ox (1) <E(e!tx) = ) (1).px.qnx eltx

x=0

=3 @)p.e1F.qnx

x=0
<M p.e1.qm0 +(F)p.et §l.qn14 ...
=1.q" + n.(p.eft).qu-1+ ......
-_-qn(i +n(p.elt)gl+...... )

q)X(t) =E(eltx) = (p.ei t 4+ q)ﬂ

formundadir bulunur.
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1.11.2.Poisson Daﬁlllminln Karakteristik Fonksiyonu

Poisson dagilimi daha nce tanimlanmug ve

er ) x=0,1,2,.......
x|
P(x)=
0 ,d.d.

seklindeydi. Biz bu dagilimin karakteristik fonksiyonunu bulmaya ¢aligalim.

Bununigin E(ei™) tespit edilirse;
Ox(t) =E(eltx) = Y, C_'l.iL. eltx
x=0 X!

A% (heltf
o 7.‘% =

—eh ((ke“)o Jet) (et
= w2 T

. 2
=e-7‘.(1 +7x.e“+L-—§—22+ )

. =e*ere”

Ox (t) =E(eltx) = "D

ifadesi Poisson Dagiliminin Karakteristik Fonksiyonudur?8,

28
oo 00 s k

it i
T Kk seklinde tammh oldufundan; X &—):—e)‘;elt olarak bulunur.

x=0 x! . k=0 k!
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1.11.3.Normal Dagiliminin Karakteristik Fonksiyonu

Normal Dagilimin Fonksiyonu;
& ?
f(x;u,c)-f Vz_n.o‘e 26 ,=~00<X <00

seklindedir.Normal Dagilimin Karakteristik Fonksiyonu;

o
Ox (t) =E(eit¥) = I {2?1.6.‘2 202 .. dx

-0

integraline; integral alma metodlarindan Kismi Integrasyon uygulanirsa

Ox(t) = e 3%

seklinde bulunur.Eger ortalamasi (u=0) ve varyansi (02=1) olarak alinirsa Stan-
dart Normal Dagilim elde edilir. |

Standart Normal Dagilimin Karakteristik fonksiyonu;

dx(t) =e3'?

seklinde bulunur.
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1.11.4.Ustel Dagiimimn Karakteristik Fonksiyonu

Hatirlanacag gibi Ustel Fonksiyon;

A.e-Ax ,0<x <o
f(x)=
0 ,d.d.

seklinde tamimlanmgtir.

Bu dagihimin Karakteristik Fonksiyonu;

0y () =E(eftx) = f A.erx eltx dx

0
=m[amnu
[}

degisken degistirme metodu ile; ex(itA=y dersek

(it-1), ex(i-Mdx=du
=\ e'du
C(it-A).et

= A f du
G2

mm{k%ﬁ

olarak bulunur.

10$

ikd tarafinda tiirevi alinar ise

buradan dx=_du

(it-d).ev



1.11.5.Gamma Dagiliminin Karakteristik Fonksiyonu
Gamma Dagilimi tamimlandig sekliyle;

Kn

A xn-1 e-Ax ,x20.
) I'(n)
X)=

P 0 ,x<0

formunda idi.Bu dagilimin karakteristik fonksiyonunu bulalim.

Gamma Dagiliminin Karakteristik Fonksiyonu;

Ox (1) =E(eltx) =J S xn-1eAx eltx dx
o I'm) ”

A x)tlextD dx
I'(n)

O g

seklinde bulunur.
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1.11.6.Geometrik Dagiliminin Karakteristik Fonksiyonu
Geometrik Dagilim fonksiyonu;

.(1- x=1,2.3,...
£0= p.(1-p)*
0 ,d.d.

olarak tanimlanmistir.

Karakteristik Fonksiyonu;

Ox (t) =E(eltx) = D, p.(1-p)*.eltxg

x=1

=p. 2, (gelty
x=1

formunda yazilabilir??, Toplam sembolii agilirsa;

= p: (tq.e“ +(qeity? +(qetty+ .. ... )
= p.q.elt, (1+q.e“+ (q.e'H? + (q.etty’ +........ )
o) = L€
’ 1-q.elt

seklinde bulunan ifade Geometrik Dagiliminin Karakteristik Fonksiyonu'dur.

29
14412434 41 = L Jri1
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. 1.11.7.Bernoulli Dagihmimin Karakteristik Fonksivonu

Bernolli fonksiyonu;

4 pX. 1_ 1x , =0’1
f(x)=l p ( p) X
| 0 ,d.d.

seklinde tanimhdir.

Bu dagilimin Karakteristik Fonksiyonu;

6x(® = E@t0) = 3 px.(l-p) = eltx
x=0

. =P°-(1-p)1‘°.e“0 + pl.(l-p)l'l.ei t1

=1-p + p.elt
Ox(t) = q + p.elt

olarak tespit edilir.
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) 1.11.8.Negatif Binom(PASKAL) Dagilimmin Karakteristik Fonksiyonu

Gamma fonksiyonu;

£x) ()r(_-]l )-P’-Q"" ;x=r1,1+1,1+2,.... ve 0<p<1
X )=
";diger durumlarda

seklinde tanimhdir.

Bu dagilimin Karakteristik Fonksiyonu;

ox®) = Et9 = 3 (%) pr.grrettx
X=r
i—%). pr’ qr-r. eitr‘_l_ (r';'-ll’ l.1)‘p‘l'_ ql’+1-—1"ei tr+l) 4 L,

=].preltr+rprq.eitreit+ ...

= p’
Ox (1) RIS

bulunur.Bu ifade Negatif Binom(PASKAL) Dagihminin Karakteristik Fonksiyo-

nu'dur.

109



1.11.9.Rayleigh Dagiliminin Karakteristik Fonksiyonu
Rayleigh fonksiyonu;

-’—‘2— . exp['—x% : x>0, 650
3] 20
0

f(x)=
;d.d.

seklinde tanimlamyor.

Bu dagilimin Karakteristik Fonksiyonu;

Ox (t) = E(eltx) =f X ex f—_xﬂ eitX dx
‘ . 0° pbez

seklindemi integrale; interal alma yontemlerinden kismi integrasyon uygulanirsa,

¢x(i)=e%2—.(1 +£i~t~2 Iy

seklinde Rayleigh Dagilimimin Karakteristik Fonksiyonu bulunur.
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BOLUM 11
FONKSIYONLARIN DUZENLILIK DURUMU

. Cesitli matematiksel iglemlerde ve &zellikle Olasiik Teorisinde Olasilik Dagi-
himlan sik¢a kullamlmaktédu.Olasﬂlk dzgilimlan ile ilgili bazi yargilara varmak igin
limittlirev,integral v.s. gibi islemler yapilmaya elverigli olmalari gerekmektedir.Uygu-
lamada Olasilik Dagilimlarinin drneklem farkhhklanﬁdan ve drneklem biiyikliikle-
rinden etkilenmemeleri istenir.Bu sayede glivenilir olarak kullanim imkanina kavugu-

lur.Aksi halde dagilimlar kullanigsiz olmzktadir.

O halde bir dagilimin givenilir olarzk kullanlabilmesi igin Diizenlilik Durumu-
na sahip' olmas! gerek ve yeter sarttir.Diizenlilik Durumuna sahip olmayan fonksiyon-
larin tespit edilmesi ¢ok dnemli bir problemdir.Clink{ bir fonksiyonun kullanigh ol-

masl halinde tarafsiz,tam ve yeterli bir istztistiktir yapilabilir.

Aksi halde kullanilan dagilimlara givenilemeyecek ve genellemeler yapilama-

yacaktir.Sadece 6zel durumlar igin kullarz!abilme &zellligine sahip olacaktir.
Bu agiklamalardan sonra Dtizeniili}: Durumunun saglanma sartlart hakkinda bil-

gi verip, Ustel Aileden tlretilebilen Dagilimlarin Stireklilik ve Siireksizlik Durum’a-

nna gore Duzenliligi aragtinlacakur.

111



2.1.Ustel Ailedeki Dagihimlarin Diizenlilik Durumlarimin  Arastiriimasi

{t(x:0) :0e Q} olasilik fonksiyonlarnin ailesini diitinelim.

Q= (6; y<9<8} aralifi, y ve 8 bilinen sabitler olmak iizere; x in sii-

reklilik ve siireksizlik durumuna gore fonksiyonlar tanimlayalim.

a) X Rassal Degiskeni Siirekli ise Diizenlilik Durumu

exp{P@) k(x) + Sx) + q®)]  ,a<x<b
f(x;0)=
0 ,d.d.

tammlansin.Bu olasilik fonksiyonuna sahip bir olasilik yogunluk fonksiyonuna; sii-

rekli ve iistel aileye ait olasilik yogunluk fonksiyonu denir.

Buna ek olarak;

1. y<0<38 iken ne a nede b, 6 ya bagh degilse, yani fonksiyonun animh oldu-
gu aralifin ug sinirlari parametre olan 6 ya bagh degildir.

2.P(0) belirsiz olmayan siirekli bir fonksiyon ise
3.a<x<b iken K'#0 ve S(x) x in siirekli bir fonksiyonu ise

bu sartlara uyan fonksiyonlara Ustel Ailenin Diizenli Durumu denir.

b) X Rassal Degiskeni Siireksiz Ise Diizenlilik Durumu
x rassal dégiskcni sereksiz olmasi halinde tanimlanabilecek olasihk»yo;'gunluk
fonksiyonu; ‘
' {exp{P(G-).k(x)+ S(x) + q(e)} ,X=21,37,a3,...
f(x;0) =
0 ,d.d.
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seklinde ifade edilir.Bu olasilik yogunluk fonksiyonu asagidalki &zellikleri saghiyor-
sa diizenli duruma sahip kesikli olasilik fonksiyonlar elde edilmis olur.

Genel formu verilen fonksiyon;
L {x; X=21,a2,83,....] kiimesi 0 ya bagh degilse yani fonksiyonun
animh oldugu aralifin ug sinirlan parametre olan 6 ya bagh degildir.

2. y<0<d arahfinda P(®) , © nim belirsiz olmayan siirekli bir fonksiyon

3KEx); {x; X=2,,a5,23,....)  kiimesi iizerinde x'in belirsiz olmayan bir
fonksiyonu ise; _
bu gartlan saglayan f(x) fonksiyonu diizenli duruna sahip kesikli olasihk

fonksiyonudur denir.

Omegin; { f(x;0) ¥ 0<B <oo } ailelerinin her iiyesi; f(x;0 ) ve n(0;0)
iken siirekli diizenli duruma sahip bir fonksiyonu temsil eder.Ciinkii;

-2
1 -X
f(x;0)= .€x
218 I{ 20 ]

20

2 :
=exp[;’{—- .’VZnG} ve ~eo <X <00 dir.
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{X1,X2,X3,.c.... Xn) iistel ailedeki siirekli diizenli duruma sahip bir olasilik

yogunluk fonksiyonunun dagilimindan elde edilen rassal 6rnekleri temsil etsin.

{x1,X2,X3,...... Xn)} 'in Bilesik Olasihk Yogunluk Fonksiyonu;

exp{'P(G).'z K(xp)+ 2, S(xp) + n.q(G)} l;‘g

i=1 i=1

f(x;0) =
0 ,d.d.

pozitif olasithk yogunluk noktalarinda, bu Bilegik Olasthik Fonksiyonu iki tane nega-
tif olmayan fonksiyonun ¢arpimu olarak yazilabilir. Bu s6zedilen durum ifade edilir
ise asagidaki form bulunur.

eXP\P(G) i K(xj) +n.q(®), {i S(Xi)}
i=1

faktorizasyon teoremiyle baglantili olarak;

1=, K(x;)

i=1

0 paramtresi i¢in yeterli bir istatistiktir. Kesikli durumlar igin ;

Y1=2 K(xy)

i=1
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yeterli bir istatistik oldugunu ispatlamaya caligalim.

xe {x; X=a1,a3,a3,....} ve i=1,2,3,....,n iken;

{x1,X2,X3,...... Xn}  lerin Bilesik Olasilik Yogunluk Fonksiyonunu
pozitif olarak ele ahrniz.Daha sonra faktorizasyon teoremini kullaminz.Hem siirekli
hemde kesikli durumda y; ‘in olasilik yogunlk fonksiyonunun pozitif olasilik yo-
gunluk noktalarinda ;

£1(y1;8) = R(y1).exp{P(8).y1 + n.q(®))

seklinde ifade edilebilir.

Bu agamada {gl(yl;e % y<9<8} olasilik yogunluk fonksiyoniannm
ailesini gostermek amaciyle analizlerde bir teorem olarak kullanilmaktadir.Bu teo-
rem; Moment iireten fonksiyonlarinin (eger var ise) dagilimim tam olarak belirledi-

§ini ispat ederken kullanilan teoremin aynisidir.

¢) Yeterli Istatistik Sartlar30

p<B8<d iken f(x;0)'in istel ailenin diizenli duruma sahip bir olasilik

yogunluk fonksiyonunu temsil ettigini kabul edelim. Oyleyse

{x1,X2,X3,...... Xn} ° (nsabit bir pozitif tamsay1) f(x;0) olasilik yogunluk

fonksiyonuna sahip bir dagilimdan gelen rassal rnekler;

)’1=§: K(xy)

i=1

30 HOGG R.and CRAING A., Indroduction to Mathematical Statistical, NEW YORK,1970,5.232
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degeri 0 igin yeterli bir istatistik ve y, 'in (gl(yl;e); y<9<8:} ailesine ait
olasihik yogunluk fonksiyonundandlr.Yani y; degeri 0O igin yeterince tam bir is-
tatistiktir.

Bu teoremin yararli kullammlan vardir.(2.1.1) deki gibi diizenli duruma sahip

bir durumda ;

y1=2, Kx;)

i=1
nin yeterli bir istatistik oldugunu incelimeyle gdsterebiliriz.Eger - y, 'in siirekli bir

fonksiyonunu,6rmefin ¢(y;)  gibi nasil yapilacagini gosterebilirsek;dyleki

E|o(yp)]=0
olsun. ¢(y,) istatisti§i 6 igin eniyi istatistk olur.

Ornek: 0 <@ <oo icin ;0 parametresine sahip bir Poisson dagilimi olsun.Pois-

son Dagiliminin Olasilik Yognluk Fonksiyonu;

X .
e-’».k—!~ x=0,1,2,.....
P(x:\)= 0"

iistel ifadesi, P(x;8)=exp{-0 + x.In@ - Inx!} gibidir.

Teoreme gére y 1=§:1 K(x) icin veterli ve tam bir statistiktir.
y 1 . -— . .
E(y;)=n.0 ve OQYD==X aynca x'de O icin en iyi istatistik

oldugundan, @®(y;) © igin en ideal istatistikur.
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2.2.Siirekli Dagilimlarin Diizenlilik Durumlan
2.2.1.Normal Dagilimin Diizenlilik Durumu

Normal dagilimin genel formu;

(x )

f(x;u,0)= 1/271{ G.e?‘ ,~00<X <00

seklindedir.Burada =@ alinirsa Normal Dagilimin formu;

f(X;e’o)zv_z—%'—o' ex p{ (’“e)}

bulunur.Bu ifade genel olarak listel sekilde yazilirsa;

20

2
f(xeo)— exp{—x-—— Inl2nc? ._9.7

seklinde bulunur.Bu ifade Olasilik Yogunluk Fonksiyonuna sahip normal dagilimdan

alinan rassal degigkenleri temsil etsin.Burada ©2 herhangi bir sabit pozitif sayidir.
Buradaki fonksiyonlar: diizenlilik formuna gore tespit edelim.

| expl{P(0) k(x) + S(x)+ q(8)]  ,a<x<b
f(x;0) =

0 ‘ ,d.d.
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Bu fonksiyonda;

K(x)=x ve . P@)= %._ olarak,
o

S(x) =- Lzz_ In{2nc?

20

2
q®) = % . seklinde oldugu anlasilmaktadir.

Diizenlilik gartlarini saglayip saglamadifini kontrol edelim.
1.y<6<3 ikenneanedeb, 0 yabagh degildir.
Gergektendc © parametresiigin; —ee ve oo simirdegerleri 8 ya bagh degildir.

2.P(6) belirsiz olmayan siirekli bir fonksiyondur.
=0
PO)=
P(0) ifadesi dogrusal bir fonksiyon olup tanimsiz oldugu hig¢bir nokta yok-

tur.Biitiin reel sayilar i¢in siireklidir.

3.a<x<b iken K';tO ve S(x) x'in siirekli bir fonksiyonudur.
K(x)=x seklinde olup birinci tiirevi; K'(x)=1 bulunur. Dolayisiyle

K'(x)#0 oldugundan saglanir.

S(x) =-—1‘%- In{2nc?

2o

seklinde olup birinci ifadenin paydasimin kokii olmadifindan ve koklii ifadenin igi da-
ima pozitif oldugundan her reel say1 i¢in S(x) daima siireklidir.Normal Dagilim
'Fonksiyonu bu ii¢ sartida sagladiginda Ustel Ailenin Diizenlilik Durumuna sahip

bir fonksiyonudur.
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Sadece Normal Dagihmin Yeterli Bir Istatistik olup olmadigm ara§ﬁrahm.

Yeterli bir istatistik igin;

YI=i K(x1)
i=1

I
=2Xi

i=1

= X1+ Xt X3t + X,

buradan y1=n-x degeri; her o igin varyansinin sabit degeri i¢in normal

dagilimin O ortalamasi i¢in tam ve yeterdi bir istatistiktir.

EGp=n® ve pOyI=A=X

degeri © icin tarafsiz bir istatistik ola=  y; 'in tek siirekli fonksiyonu oldugun-
dan ve yeterli istatistik ¥y, 'in bir fonksivonu oldugundan minimum varyansa sahip-

tir.

Kisaca x 0 igin tek ve en ideal istatistiktir. Bundan hareketle , Y1 X'ntek

degerli fonksiyonu oldugundan, X 'in kencisine © igin tam ve yeterli bir istatistiktir.



2.2.2.Ustel Dagilimin Diizenlilik Durumu

Ustel dagilimin genel ifadesi,

A.e-Ax , x>0

f(x:A)=
(x:h) 0 .d.d.

olarak tamimlaniyordu.Genel iistel formu ise;

f(x;A) = exp{lnk - AX }

olarak tespit edilir.
Buifadede A=0 olarak alinir ise;
f(x:0)= exp{lne - Ox}
seklinde olur.

Buradaki fonksiyonlan diizenlilik formuna gore tespit edelim. Diizenlilik Duru-

munun genel ifadesi olan;

exp{P(@) k(x) + Sx) + q®)]  .a<x<b
f(x:0)=

0 .d.d.

formunda fonksiyonlan tespit edelim.

K(x)=x ; P@)=-6 ve  q6)=1Ind
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Diizenlilik durumunu saglayip saglamadifim kontrel edelim.
1. y<p<§ ikenneanedeb, 8 yz bagh degildir yani bafimsizdur.

Fonksiyon incelendiginde 8 parametresi i¢in; x 20 degerleri © ya bagh degildir.

2.P(0) belirsiz olmayan siirekli bir fonksiyondur.

P(©)=-0 seklinde olup; P(8) ifadesi dogrusal bir fonksiyon olup ta-

nimsi1z oldugu hicbir nokta yoktur.Biitiin reel sayilar igin stireklidir.

3.a<x<b iken K'#0 ve S(x) x'in stirekli bir fonksiyonu olacak gekilde tanim-

lanmugtir.
K(x)=x seklinde olup birinci tirevi; K'(x)=1 bulunur. Dolayisiyle
K'(x)#20 oldugundan bu sart sajlanm.

S(x) fonksiyonu olmadigindan dolay: incelemeye gerek yoktur.

Ustel Dagihm Fonksiyonu bu ii¢ sarnda sagladlgmda Ustel Ailenin Diizenli-
lik Durumuna- sahip bir fonksiyonudir.
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2.2.3.Gamma Da@ilim: Diizenlilik Durumu

Gamma dagiliminin iistel formu genel olarak;

}bn
xn-1 e-Ax ,x20

.

-
fexh= " x<0

olarak tan1mlanm1§ﬁr.Bu degilimun genel iistel formu;
f(x;A)=exp{n.In) + (n-1)lnx - Ax - In(n-1)!}
seklinde olup A=6 olarak alinirsa;
f(x;6)=exp{n.ln6 + (n-Dinx - 6x - ln(n-l)!}
bulunm.};madhki fonksiyonlan diizenlilik formuna gore tespit edelim.
Diizenlilik d_m:umunun genel ifadesi olan;

, exp'(P(G).k(x) + S(x)+ q(G)'} ,a<x<b
- fx;0)=

0 ,d.d.

formunda fonksiyonlan tespit edelim.

K(x)=x - ve Sx)=(n-Dinx s

q(®) = n.Inb - In(n-1)! V€ P@B)=-0
seklindedir.
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Diizenlilik durumunu saglayip saglamadiim kontrol edelim.

1. y<0<d ikenneanedeb, ©yabagh degildir.

Gergektende 0 parametresi igin; X 2 0 degerleri® ya bagh degildir.

2.P(0) belirsiz olmayan siirekli bir fonksiyondur.
P@©)=-0

seklinde olup; P(0) ifadesi dogrusal bir fonksiyon olup tanimsiz oldugu hig bir nok-

ta yoktur.Biitiin reel sayilar icin siireklidir.

3.a<x<b ikenK'#0 ve S(x) x'in siirekli bir fonksiyonudur.
K(x)=x seklinde olup birinci tiirevi;  K'(x)=1 bulunur. Dolayisiyle
K'(x)#0 oldugundan saglanr.
S(x)=m-Dinx
olarak tespit edilmig ve Inx fonksiyonu x>0 icin siirekli ve artan bir fonksiyon-

dur.Fonksiyonun tamim aralifindan dolay belirsizlik durumu s6z konusu degildir.

Dolayistyle Gamma Dagilim bu ii¢ sarnda sagladigindan Ustel Ailenin

Diizenlilik Durumuna sahip bir fonksiyonudur.
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2.2.4.Rayleigh Dagiliminin Diizenlilik Durumu
Rayleigh dagiliminin iistel formu genel olarak;

L.expElz—] 20 ve 6>0
) 2

%
f(x;0)= Ld

olarak tanimlanmigtir Bu dagilimin genel {istel formu;

f(x;6)=exp’i-22_ +lnx - 2In@
126

seklindedir.

Buradaki fonksiyonlan diizenlilik formuna gore tespit edelim.

Diizenlilik durumunun genel ifadesi olan;

exp{P(0) k(x) + Sx) + q(6))  ,a<x<b
f(x;0) ={ ‘
0 ,d.d.

formunda fonksiyonlan tespit edelim.

Kx)=x2 ve S{&x)=Inx

PO ==L ve q@=-2n6
26 ,

seklindedir.
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Diizenlilik sartlarimi saglayip saglamadigim kontrel edelim.
1. y<6<d iken neanede b, 6 ya bagh degildir.
Gergektende O parametresi igin; x 2 0 degerleri 6 ya bégh degildir.

2.P(0) belirsiz olmayan siirekli bir fonksiyondur.

P(0) = _12
20
seklinde olup; P(0) ifadesi dogrusal bir fonksiyon olup tanimsiz oldugu higbir nokta

yoktur.Biitiin reel sayilar i¢in (6#0) stireklidir.

3.a<x<b iken K'#0 ve S(x) x'in siirekli bir fonksiyon olacak sekilde tanim-
lanmastir.

K(x)=x2 seklinde olup birinci tiirevi; K'(x)=2x Btllunur. Dolayisiyle

Rayleigh dagilimimn tammindan ~ x20 olarak tanimlandigindan dolay:
K'(x)#0 oldu§undan bu gart saglanir.S(x) fonksiyonu; |
S(x)= Inx
seklinde olup, x =0 igin artan bir foksiyondur.BelirSizlik durumu sz konusu degil-
dir. .
Gamma Dagilim Fonksiyonu bu ii¢ sartida sagladifindan Ustel Ailenin Dii-

'v zenlilik Durumuna sahip bir fonksivonudur.
Buraya kadar x rassal degigkeninin siirekli olmas1 halinde Ustel Aileden tiireti-

lebilecek dagilimlarin diizenliligini incelenmigtir.x rassal degiskeninin siireklsiz ol- -

mast halinde Ustel Aileden tiiretilebilecek dagilimlann diizenliligini inceleyelim.

123



2.3. Siireksiz Dagilimlarin Diizenlilik Durumlarinin Aragtiriimasi
2.3.1.Bernoulli Dagihmmn Diizenlilik Durumu

Genel ifadesi;

pXx.(1-p)l-x ,x=0,1
f(x;p)=|
0 . ,d.d.

seklindedir.Bernoulli Dagiliminin Ustel olarak ifadesi ise;

f(x;p) = exp{x.Inp +(1-x).In(1-p)}

- f(x;p) = exp{x.Inp + In(1-p) - x.In(1-p)}

f(x;p) = exp{x.[Inp - In(1-p)] + In(1-p)}-
seklindedir.Diizenlilik durumunun genel ifadesi;
exp{P(e).k(x) + S(x) + q(e)} ,X=aj1,a7,as3,..

f(x;0)=
0o . ,d.d.

seklinde olup, fonksiyonlan tespit edelim.

Bernoulli Dagiliminda A=0  olarak se¢tifimizde;
£(x;0) = exp{x.[In6 - In(1-6)| + In(1-6))

sekilde elde edilir.
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Bu ifadede diizenlilik gartlarim tespit igin fonksiyonlar1 bulalim.

Kx)=x , P(8) = Inp - In(1-p) ve 9(0)=1In(1-8)

Diizenlilik Durumunun saglanmas i¢in;

1. {x X=21,82,83,....} kiimesi 0 ya bagh degildir.

2. y<6<9d arahf;inda P(®) , 6 nin belirsiz olmayan siirekli bir fonksiyonu-
dur. Cilinkii;

P(©) = Inp - In(1-p)
seklinde olup " p olasihginin degeri 0 <p<1 olmas1 durumunda belirsizlik olmaya-

caktir.Dolayisiyle siiréklidir.

3K(®x); {x; X=21,27,23,....) kiimesi iizerinde x'in belirsiz olma-
yan bir fonksiyonudur.Ciinkii K(x)= x_ haliyle birinci a¢1 ortay dogrusunu

olugturmaktadir.

O halde bu iigsartlan saglayan Bernoilli Dagiliim Diizenli Duruma Sahip

Kesikli Olasilik Fonksiyonu'dur.
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2.3.2.Binom Dagiliminin Diizenlilik Durumu

Genel ifadest;

(MpX.(1-p)yn-x x=0,1,2......n

f(x;p)=
0 ,d.d.

seklindedir.Binom Dagihminin Ustel olarak ifadesi ise;
f(x;p)=exp{In(Z}+ xInp + (n—x)lnfn-p)}
f(x;p)=exp{In(l} xinp + n.1n(1-p) -x.In(n-p)}
f(x;p)=éxp{ln(‘,})+ x.[Inp -In(1-p)]+ n.In(n-p)

f(x;p)=exp(ln(§)+ x.lnl—l_’p— + n.In(n-p) }

f(x;p)=eXp{ln(§‘)+ x.lnT‘_’—p_+ n.In(n-p) }

seklinde bulunur,Bernouilli Dagiliminda p=0  olarak segtifimizde;

Diizenlilik Durumunun genel ifadesi;

| f exp{P®) k(x) + Sx)+ q®)]  ,x=aj,a,,a3,...
f(x:0) =

[

0 ,d.d.

seklinde ifade edilir.
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f(x;@)=exp{lh(§3)—l—x.lnf—0+ n.In(n-6)

Bu ifadede diizenlilik gartlarim tespit igin fonksiyonlar bulalim.

K(x) = x , P@)=m& ve

S®=In(}) . ¢®) =n.In(1-6) bulunur.

Diizenlilik gartlarimin saglanma durumlarni incelenirse;
L (x; X=a1,22,83,....} kiimesi 6 ya bagh degildir.

2. y<B<d arahginda P(0) , 6 nin belirsiz olmayan siireksiz bir
fonksiyonudur. Ciinkii;

P@O)=In8_

seklindedir.0 #1 ve 80 oldugunda " fonksiyonu tanimlicdir.Dolayisi ile P(8)

fonksiyonu siireklidir.

3.K(x); {x; x=apaa3,....} kiimesi {izerinde x'in belirsiz olma-
- yan bir fonksiyonudur.Ciinkii K(x) = x haliyle birinci ag1 ortay dogrusunu
‘olugturmaktadir.Polinom fonksiyonlar her yerde belirlidir.

O halde bu sartlar1 saglayan Binom Dagihmi diizenli duruma sahip kesikli

‘olasilik fonksiyonudur.
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2.3.3.Geometrik Dagiliminin Diizenlilik Durumu

p-(1-p)X X=,1,2....... n ve 0<p<i
f(x;p)= |
0 . ,d.d.
genel ifadesi olan Geometrik Dagiliminin Ustel olarak yazihrsa,

f(x;p)= eXp{lh(l-p)" + Inp)
f(x;p) = exp{x.In(1-p) + Inp}

seklindedir. p=0 olarak alinir ise;
f(x;p)= exp{x.ln(l-e) + lnB}

seklinde bulunur.

Diizenlilik Durumunun genel ifadesi;

exp{P(0) k(x) + S(x) + q(®)) X=27,87,83,...
f(x;Q) = )

0 ,d.d.

seklinde olup, fonksiyonlar: tespit edelim.

Kx)=x > P(8) = In(1-8)

PO)=1In(1-6) ve KX =x olr
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Diizenlilik Durumunun saglanip saglamadigini kontrol edelim.
1. {x;  =x=apajas,....} Kkimesi® yabagh degildir.

2. araliginda P(6) , 0 nin belirsiz olmayan siirekli bir fonk-

_ y<6<8
siyonudur.
Ciinkii,
P(8) = In(1-6)
seklindeki fonksiyonunun 6 <1 degerleriigin P(@) fonksiyonu In fonksiyonunun

zelliginden dolayr tammhdir.Dolayis: ile P(8) fonksiyonu siireklidir.
3.K®Xx); {x; X=21,22,33,....) kimmesi iizerinde x'in belirsiz olmayan bir
fonksiyonudur.Clinkii K(x) = x halivle birinci ac1 ortay dogrusunu olugturmak-

tadir.Polinom tipli bir fonksiyondur.

O halde bu sartlar: saglayan Geometrik Dagilim diizenli duruma sahip kesik-

li olasilik fonksiyonudur.
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2.3.4.Negatif Binom Dagihiminin Diizenlilik Durumu

Genel ifadesi;
(’:._'11 )p".(l-p)x‘r X=,0L,r+1 42, ve 0<p<l1
f(x;p,r)=

,d.d.

seklindedir.Bernoulli Dagilimnin Ustel olarak ifadesi ise;

f(x;p) = exp{ln(f._’ll) + r.Inp + (x-r).In(1-p) }
f(x;p) = exp{ln(f_’ll‘) + r.Inp +x.In(1-p) - r.ln(1~p)}

olarak bulunur.

p=©- olarak alinir ise;

f(x;0) = exp{ln(f._’ll)-i- r.In6 +x.In(1-6) - r.ln(l-G):}
ifadesi elde edilir,

Diizenlilik Durumunun genel ifadesi;

: expi{P(O).k(x) + S(x) + q(G)} ,X=a1,22,a3,...
f(x;8)=

0 ,d.d.

formunda olup fonksiyonlan tespit edersek;
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P(®) = In(1-6) ve (@) = r,l,{_l_mg_J
In(1-6)

K(x) = x ve Sy =m{X4) -
bulunur.

Diizenlilik Durumunu saglaylp' saglamadigim kontrol edelim.
1. {x; X=a),82,a3,....} kiimesi 6 ya bagh degildir.

2. y<0<d aralifinda P(6) , 6 nin belirsiz olmayan siirekli bir fonk-
siyonudur. Ciinkii;

P(6) = In(1-6)
seklindedir.Bu fonksiyonda 6 <1 degerleri icin P(8) fonksiyonu 'In' fonksiyonu-
nun 6zellifinden dolay: tammbhdir.Dolayis1 ile P(6) fonksiyonu siireklidir.
3.K(x); {x; x=al,a§,a3,. o) kiimesi tizerinde x'in belirsiz olmayan bir
fonksiyonudur. K(x)= x haliyle birinci agi ortay dogrusunu olusturmaktadir.Poli-

nom fonksiyon oldugundan siireksizlik dolayisiyla belirsizlik durumu s6z konusu de-

gildir.

Negatif Binom Dagihm bu ii¢ sartida sagladigindan diizenli duruna sahip ke-

sikli olasilik fonksiyonudur.
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2.3.5.Poisson Dagiliminin Diizenlilik Durumu

Gepel ifadesi;

‘ X )
el A x=0,1,2,.......
P(x;A)= 0 x!

seklindedir.Poisson Dagiliminin Ustel olarak ifadesi ise;

P(x;k):exp{-?» + InA* - lnx!}

P(x;%)=exp{—x + x.In}\ - lnx!}
seklindedir. p=0 olarak alinir ise;

P(x;6)=exp'{-6 + x.In@ - lnx!}
seklinde bulunur.

Diizenlilik Durumunun genel ifadesi;

exp{P©).k(x) + S(x)+ q(6)) ,X=27,2,33,...
f(x;0) =

0 ,d.d.

formunda olup fonksiyonlan tespit edilmelidir.
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. Fonksiyonlar,
KXx)=x ve S(x)=- Inx!

P@O)=In6 ve q(0)=-0
olarak tespit edilir.

Diizenlilik Durumunun saglanmasz icin;
1. {x; X=23,a7,83,....}  kiimesi 0 ya bagh degildir.

2. y<6<d . araliinda P(0) , © min belirsiz olmayan siirekli bir fonk-

siyonudur. Ciinkii;
P(6) = In6

seklinde olup_bclirlidir.e 20 degerleriigin P(8) fonksiyonu In' fonksiyonunun
ozelliginden dolay1 tamimlidir.Dolayis: ile P(0) fonksiyonu sﬁreklidir.
3K(); {x;  x=a;,80,a3,....) kilmesi lizerinde x'in belirsiz olmayan bir

fonksiyonudur. K(x) = x haliyle polinom fonksiyon oldugundan dolay1 * siireksiz

oldugu noktalar yoktur.

Poisson Dagllim bu ii¢ sartida sagladiglndan diizenli duruna sahip kesikli ola-

silik fonksiyonudur.
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BOLUM I
SONUC VE DEGERLENDIRME

Ekonomik olaylaf incelendiginde gesitli gdzlemler sonucunda veriler elde edi-
lir.Bu verilerden(rassal deZiskenlenden) faydalamlarak ¢esitli yargilara vanlir.Bu
rassal degigkenlerin hicbir ‘zaman gergek bir dafiliminin olmadif gériilmiistiir.Daha
dogrusu x rassal degigeninin dagqlnm kesinlikle belli olmayip bazi modellere benzer-
liginden yararlanilmaktadir.Cesitli matematiksel modellerlerle rassal degiskenler
arasinda benzerlik kurulur.Bu Modeller matematigin bir koi)usu olan olasilik teori-

sinden elde edilmektedir.

Bir x rassal (tesadiifii) de§i§kchin omege segilme ihtimali iizerinde 6nemle
durulur.Her birimin 6mege segilme ihtimali ayn1 olmalidir.Ekonomik olaylar incelen-
diginde her olaymn sonucu aym kalipta meydana gelmemektedir.

Olasilik teorisinde kullanilan birgok dagilim geligtirilmistir.Bazilan ise Us-
tcl,Gamma,Poissdn, ...... dagilimlandir.Bu dagilimlar incelendi§inde bir parametreli
, iki parametreli ve daha fazla parametre igerdigi gbzlenmektedir.Ayrica parametre
benzerliinden bagka, sanki ayn1 formun 6zel halleri olduklari goriilmektedir.Dagi-
Iimlar titizlikle incélendiginde bazilarinin tistel(exp) sekilde yazilabildigi goriil-

mektedir.
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Dagilimlar igin tistel gekilde bir form bulunmugtur.

Buform; £(x,0) - B(G).h(x).e‘xp[Q(G).R(X)]’

seklindedir.

Bu fonksiyonun genel listel ifadesi tistel fonksiyonlarin 6zellikleri kullanilarak

ifadesi,

£(x,0) - exp[in B(®) + In h(x) + QO).R(X)]

seklindedir.

Bu iistel formda uygun fonksiyonlarin segimiyle olasilik dagilimlan tiiretil-
migtir. Tiiretilen bu fonksiyonlara genel olarak Ustel Aileye Mensup Daglhmlar ad
verilmigtir.Bu dagilimlar igerdikleri parametreler itibariyle tek veya ¢ok parametreli

dagilimlar adim alir.Bu ¢aligmada ise Tek Parametri Dagilimlar incelenmigtir.

Incelemelerde Ustel Aileden farkli Dagilim Ailelerinin varligiylada kargilagil-

mustir.Bu ailelere 6rnek olarak ise Cauchy Dagilim Ailesini gosterebiliriz.

Ustel Aileden tiiretilebilen, Tek Parametri Dagihimlara Ustel Aileye Ait Tek
Parametreli Dagihmlar adi verilmigtir. Bu dagilimlar aragtirmada genig bir gekil-
de incelenmigtir. Dagilimlarin ortaya ¢ikma sebepleri, parametreleri, degiskenleri,
kullanim alanlan ve bazilanmin grafikleri gosterilerik iizerlernde durulmus ve ge-

rekli agiklamalar yapilmigtir.
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Bir Dagilimin Olasihik Yogunluk Fonksiyonu olmast igin tanimh oldugu ara-
liktaki olasiliklan toplaminin 1'e egit olmas: sarti incelenmigtir.Ayrica Momentler
ve Moment Cikaran Fonksiyonlar hakkinda bilgi verilmig Ve,Mc;mentler arasinda
mevcut olan bagintilar {izerinde durulmugtur.Moment Cikaran Fonksiyon yardimiy-

le bu dagilimlarin beklenen degerleri,varyanslari, v.s. bulunmustur.

Genel olarak dagilimlar incelendiginde hepsinin Moment Cikaran Fonksiyonu-
nun bulunamadifr kanisina varllmlstlr.BuA sebeple dagihimlarin Karakteristik
Fonksiyonlar: bulunarak bu fonksiyonlar yardimiyle Momentleri‘nin bulunabilecegi

gosterilmigtir.
Ustel Aileye ait dagilimlarn;

1.0lasilik Yogunluk Fonksiyonlarn :  [f(x)]

2.Moment Cikaran Fonksiyonlann :  [E(e™)]

3.Beklenen Degerleri : [E(x)]

4.Varyanslan - © : Var(x)=[E(x2)] - [E(x)]}?
5.Birikimli Dagilim Fonkbiyonlan : [F(x)]

6 Karakteristik Fonksiyonlan . [E(ei™)]

7.Diizenlilik Durumlar

incelenerek tablolar halinde sunulmugtur.
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‘Bu Tezin esas konusu olan Fonksiyonlarin Diizenlilik Durumu incelenmis-
tir. Yapilan incelemelerde; Ustel Aileden tiiretilebilen ve Olasilik Teorisinde sikga
kullamlan Dagilimlann Diizenlilik Durumunu sagladig goriilmisti=. Yani soz konu-
su olan dagilimlar ile ilgili limit,tiirev,integral v.s. gibi iglemler yzpilmaya elverigli
olduklan goriilmiistiir. Uygulamada orneklem farkliliklarindan ve dmeklem biiyiik-
liikklerinden dagilim etkilenerek tutarsiz sonuglarla karsilagilmayacz% kanaatine va-

rilmagtir.

O halde sonug olarak; bir dagilimin giivenilir olarak kullanilzbilmesi igin Dii-
zenlilik Durumuna sahip olmas: gerekir, Ustel Dagilim Ailesindeki fonksiyonlar bu
Diizenlilik gartlanna haizdir.
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