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OZET

Doktora Tezi

LINEER OLMAYAN SCHRODINGER DENKLEMININ SINIRSIZ
KATSAYISIYLA OPTIMAL KONTROL PROBLEMLERI VE ONLARIN
SONLU FARK YAKLASIMI

Nigar YILDIRIM AKSOY

Atatiirk Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiist
Matematik Anabilim Dali

Danigman: Prof. Dr. Biinyamin YILDIZ
Ortak Danisman: Prof. Dr. Gabil YAGUBOV

Bu tezde, lineer olmayan Schrodinger denklemi i¢in optimal kontrol problemleri ele
alinmugtir. ilk boliimde optimal kontrol teorisi hakkinda genel bir giris yapildiktan
sonra, ikinci bolimde tezde kullanilan teoremler, lemmalar ve bazi matematiksel
kavramlara yer verilmistir. Uciincii boliimde, ilk olarak lineer olmayan kisimda bir reel
katsay1 olan Schrodinger denklemi i¢in bir optimal kontrol problemi ele alinmistir. Daha
sonra, lineer olmayan kisimda bazi 6zel sartlar altinda bir kompleks katsayr olan
Schrodinger denklemi i¢in bir optimal kontrol problemi ele alinmistir. Her iki problem
icinde olas1 kontroller kiimesi, 6lgiilebilir karesel integrallenebilir fonksiyonlar uzayidir.
Bu problemler i¢in, baslangic-sinir deger problemlerinin ¢oziimiiniin varlig1 ve tekligi
ispatlanmig, optimal kontrol problemlerinin iyi konulmus olmasi i¢in gerekli olan
sorular incelenmis, fonksiyonelin diferansiyellenebilir oldugu gdsterilmis ve optimal
kontrol problemlerinin ¢oziimii i¢in bir gerek sart elde edilmistir. Daha sonra, bu
boliimde ele almman optimal kontrol problemlerine sirasiyla sonlu farklar yontemi
uygulanmis ve sonlu fark yaklasimlarinin fonksiyonele gore yakinsakligi ispatlanmistir.
Dordiincii boliimde elde edilen bulgular verilmis olup, besinci boliimde bu tezin onceki
calismalardan farklilig1 vurgulanmistir.

2009, 150 Sayfa

Anahtar Kelimeler: Schrédinger denklemi, Optimal kontrol, Olgiilebilir karesel
integrallenebilir fonksiyonlar uzayi, Sonlu farklar metodu, Kontrol.



ABSTRACT

Ph.D. Thesis

OPTIMAL CONTROL PROBLEMS FOR THE NONLINEAR SCHRODINGER
EQUATION WITH UNBOUNDED COEFFICIENT AND THEIR FINITE
DIFFERENCE APPROXIMATION

Nigar YILDIRIM AKSOY

Atatiirk University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

Supervisor: Prof. Dr. Biinyamin YILDIZ
Co-Supervisor: Prof. Dr. Gabil YAGUBOV

In this thesis, the optimal control problems for nonlinear Schrédinger equation are
considered. In the first chapter, after giving a general introduction about the optimal
control theory, in the second chapter, theorems, lemmas and some mathematical
concepts used in this thesis are presented. In the third chapter, firstly, a optimal control
problem for Schrodinger equation that exists a real coefficient in the nonlinear part is
considered. Secondly, a different optimal control problem for Schrodinger equation that
exists a complex coefficient under some special condition in the nonlinear part is
considered. For these two problems, set of probable controls is space of measurable
squarel integrable functions. For these problems, the existence and uniqueness of the
solutions of initial boundary value problems are proved, the questions which are
necessary for checking whether optimal control problems are well posed are
investigated, it is showed that functional is differentiable and a necessary condition for
the solution of optimal control problems is obtained. Then, respectively, the finite
difference method is applied to these optimal control problems considered in this
chapter and the convergence of the finite difference approximation according to the
functional is proved. In the fourth chapter, obtained findings are given and it is
emphasized that this thesis different from the former studying in the fifth chapter.

2009, 150 Pages

Keywords: Schrodinger equation, Optimal control, The space of measurable squarel
integrable functions, The finite differences method, Control.



TESEKKUR

Doktora tezi olarak sundugum bu c¢aligmada, fikirleriyle bana yol gosteren, higbir
Ozveriden kacinmayip degerli bilgi ve katkilarin1 benden esirgemeyen Kafkas
Universitesi Fen Edebiyat Fakiiltesi Matematik Boliimii 6gretim iiyelerinden Sayimn
Prof. Dr. Gabil YAGUBOV ve Mustafa Kemal Universitesi Fen Edebiyat Fakiiltesi
Matematik Bolimii 6gretim iiyelerinden Sayin Prof. Dr. Biinyamin YILDIZ danigman

hocalarima en igten siikran ve tesekkiirlerimi sunarim.

Ayrica, ¢alismalarim esnasinda maddi ve manevi destegiyle her zaman yanimda olan

degerli esim Eray AKSOY’a da sonsuz tesekkiirlerimi sunarim.

Nigar YILDIRIM AKSOY
May1s 2009



ICINDEKILER

OZET oottt bbbttt i
ABSTRACT ..ottt s st se st s nseenes ii
TESEKKUR ...ttt ettt sttt en sttt s ettt en st as s st s s iii
SIMGELER DIZINI......coiiiiiiiiiicceccece et vi
R ) 021 1T 1
2. KURAMSAL TEMELLER ....coouiiicecte e 5
3. MATERYAL ve YONTEM ........c.ccooiiiiiiiiiieiiisie et 17

3. 1. Lineer Olmayan Schrédinger Denkleminin Sinirsiz Katsayistyla Optimal

KONtrol ProbIemi.........ccciciiiiiici e 17
3.1.1. Optimal kontrol probleminin Konulmast ...........ccooveriiiiiiiiincieeeee e 17
3.1.2. Baslangi¢-sinir deger probleminin ¢ézlimiiniin varligi ve tekligi ............co....... 18
3.1.3. Optimal kontrol probleminin ¢oziimiiniin varligt ve tekligi...........ccocvrirrvnnnnns 38
3.1.4. Fonksiyonelin diferansiyellenebilmesi ... 45
3.1.5. Optimal kontrol probleminin ¢dziimii i¢in gerek sart.........cccocvvrvviiiieeiiieenne 52

3.2. Lineer Olmayan Kisimda Kompleks Katsay1r Olan Schrodinger Denklemi i¢in

Optimal KONtrol ProbIEMI .......c.veiieiieecieeee e 55
3.2.1. Optimal kontrol probleminin Konulmast ...........cccooeriiiniiiiiniiceeee 55
3.2.2. Baslangig-sinir deger probleminin ¢oziimiiniin varligi ve tekligi ..................... 57
3.2.3. Optimal kontrol probleminin ¢ézliimiiniin varlig1 ve tekligi..........cccoorvvirinnnnn. 83
3.2.4. Fonksiyonelin diferansiyellenebilmesi ..., 89
3.2.5. Optimal kontrol probleminin ¢ozimil igin gerek Sart..........ccoccvvvrrvererieenieanncns 95

3.3. Lineer Olmayan Schrddinger Denklemi i¢in Optimal Kontrol Probleminin

NUMETTK COZUMIL....vviivvieiiiie et e e e s ssr e e e snreeans 99



3.3.1. Optimal kontrol probleminin diskritlegtirilmesi...........cccccerveriiiiiienieniie e 99

3.3.2. Fark semasinin Kararltli@1 ..o 102
3.3.3. Fark semasinin hatast i¢in KeStirim ...........cceeieriiieniiiniiie e 108
3.3.4. Fark yaklagimlarinin fonksiyonele gore yakinsaklig1.........cccoooooiiiiiiiiinnnnnn. 122

3.4. Lineer Olmayan Kisimda Kompleks Katsayr Bulunan Schrédinger Denklemi

i¢in Optimal Kontrol Probleminin Niimerik COZUMIU ..........cccvvviveiiiiieiiiiniiienns 129
3.4.1. Optimal kontrol probleminin diskritlestirilmesi..........ccccocvvvveiieereiiieieeieennn 130
3.4.2. Fark semasinin Kararlli@l.......ccooceeiiiiiiiiiiie e 132
3.4.3. Fark semasinin hatas1 i¢in KeStirim ...........cccceeeiiiieeeiiiiieeec i eiieee e sinee e 134
3.4.4. Fark yaklasimlarinin fonksiyonele gore yakinsakligi..........cccooveviiiiieninninnnns 143
4. ARASTIRMA BULGULARI ..........coooiiiiiiiiceeee e 145
5. SONUQ ..ot b bbbttt b e bt neas 147

KAYNAKLAR oottt sttt e st e sseenteaneesteenaeaneesneeneeenee e 148



SIMGELER DiZiNi

Simdi tezde kullanilan temel simgeleri gosterelim:

v

v

i=~-1
>0

T>0
Q=(0,1)x(0,T)

Q, =(0,1)x(0,t)

Q, =(0,1)x(t,T)

60, = (9, — )/ T

605 = (0 — &)/ h

0,0y = (D — i)/ b

Orsi = (Dpur — 205 + )/

Herhangi
Hemen hemen her yerde

Sanal birim

Verilen say1
Verilen say1

Verilen bolge
Verilen bolge
Verilen bolge

t ye gore sol fark
x e gore sol fark
x e gore sag fark

x e gore ikinci mertebeden fark

Vi



1. GIRIS

Optimal kontrol teorisi giinliilk yasamda hemen her alanda karsimiza ¢iktigindan aslinda
cok eski bir tarihe dayanir. Var olan alternatifler arasindan “en iyi, en miikkemmel” olan1
segmek her zaman olagandir. Matematikte de bu “en iyi, en milkemmel” olani tercih

etmek veya bulmak “optimal” olarak ifade edilir.

Insanlar yiizyillar boyunca karsilastiklar1 problemlere “en iyi ¢dziimii getirmek” gibi bir
ihtiyagla karsilasmislardir. Karsilasilan problemler asirlar boyunca kendine 06zgi
yontemlerle ¢oziilmiis ve tiim problemlerin ¢dziimiine yol gosterecek yaklagimlar
olusmamigstir. Ancak daha sonralar1 “bir¢ok doga yasasinin varyasyon prensipleriyle
ifade edilebilir” olmasmin anlagilmasiyla matematigin ¢ok Onemli bir dali olan

“varyasyon hesab1” olusmustur.

Fakat son 50-60 yilda teknolojinin hizla gelismesi sonucu, Ozellikle de uzay
teknolojisinde karsilasilan bir takim problemler klasik varyasyon hesabi1 yontemleri ile
coziilemediginden yeni metodlarin gelistirilmesine ihtiya¢ duyulmustur. Bu siirecte,
Dinamik programlama ve Pontryagin’ in maksimum prensibinin formiiliizasyonu ile
1950 lerde modern anlamda optimal kontrol teorisinin temelleri atilmis oldu. Optimal
kontrol teorisinin gelismesinde diinyaca {inlii matematikgilerden L. S. Pontryagin, J. L.
Lions, A. G. Butkovskiy, A. 1. Yegorov, Yu. V. Egorov, K. A. Lurye, V. 1. Plotnikov,
G. T. Ahmedov, A. D. iskenderov, F. P. Vasilyev, T. Zolezzi, C. Sokolowski, M. G.

Bidout, M. Goebel ve diger bilim adamlarinin 6nemli rolleri olmustur.

Schrodinger denklemiyle ifade edilen kuantum mekanik sistemler i¢in optimal kontrol
teorisi de modern optimal kontrol teorisinin 6nemli alanlarindan biridir. Bu teorinin
problemleri ¢ogunlukla kuantum mekaniginde, niikleer fizikte, lineer olmayan optikte
ve cagdas fizigin ve teknigin farkli alanlarinda ortaya ¢iktigindan bdyle problemlerin

incelenmesi hem teorik hem de pratik bir dneme sahiptir.



1926 de tnli fizik¢i Erwin Schrédinger tarafindan kurulan Schrédinger denklemi bir
dinamik sistemin durumunun degisimi hakkinda bilgi verdiginden, Schrodinger
denklemi ile ifade edilen sistemler i¢in optimal kontrol problemlerinin incelenmesi ile
kuantum mekaniginde potansiyelin bulunmasi arasinda ¢ok yakin bir iliski vardir
(Landau and Lifsis 1963; Butkovskiy and Samoilenko 1984). Dis kuvvetlerin etkisi ile
hareketi sinirlanan bir pargacik i¢in sistemin potansiyelini fizikgiler ilk olarak sezgisel

bilgilerle belirlemislerdir.

Kuantum mekanik potansiyelin bulunmasi problemini ¢6zmek igin varyasyonel
metodlar A. V. Cavadov ve A. D. Iskenderov’ un 1965 yilinda yayinladiklari
calismalarda kullanilmis ve sonugta Ogrenilen problemler lineer ve lineer olmayan
Schrodinger denklemleri i¢in optimal kontrol problemlerine indirgenmistir. Bu
problemlerde kontrol olarak Schrodinger denkleminin katsayist olan kuantum mekanik
potansiyeli kullanilmistir. Kontroliin denklemin katsayisinda olmasi durumunda
kuantum mekanik sistemler i¢in optimal kontrol problemleri ilk kez ciddi bir bicimde A.

D. Iskenderov ve G. Ya. Yagubov tarafindan ¢alisiimustir.

Optimal kontrol problemleri incelenirken bir takim sorularin cevaplari aranir. Bunlar,

1. Optimal kontrol probleminin iyi konulup konulmadigidir. Bu arastirilirken, optimal
kontrol probleminin ¢6ziimiiniin varligi, amag¢ fonksiyonelinin alttan smirli olup
olmadig1 ve herhangi minimallestirici dizinin minimum noktalar kiimesine yakinsayip
yakinsamadigi incelenir.

2. Optimal kontrol probleminin ¢6ziimii igin gerek ve yeter sartlar nelerdir?

3. Optimal kontrol probleminin niimerik ¢6ziimii i¢in hangi hesaplama metodlarinin

kullanilacagidir.

Lineer ve lineer olmayan Schrodinger denklemi ile ifade edilen sistemler i¢in optimal
kontrol problemlerine ait olan bu sorular A. G. Butkovskiy, Yu. I. Samoilenko, A. D.
Iskenderov, F. P. Vasilyev, M. A. Vorontsov, V. I. Shmalgauzen, G. Ya. Yagubov, M.
M. Potapov, A. V. Razgulin, Din N1o Hao, N. Silla, B. Yildiz, M. A. Musayeva, N. M.

Mahmudov, M. Subasi, H. Yetiskin ve diger bilim adamlarinin c¢alismalarinda



cevaplandirilmigtir.  Ayrica Schrédinger denkleminin katsayist olan kuantum mekanik
potansiyelin karesel integrallenebilir fonksiyonlar uzayindan olmasi durumunda,
optimal kontrol problemlerine ait olan bu sorular ilk olarak Iskenderov (2001), Cances
et al. (2000) ve Baundoin et al. (2005) ¢alismalarinda ve Yetiskin (2005) in doktora
tezinde incelenmistir. S6ylemek gerekir ki, Cances et al. (2000) ve Baundoin et al.
(2005) calismalarinda durumu Schrodinger denklemi i¢in Cauchy problemiyle ifade
edilen sistemler igin optimal kontrol problemleri ele alinmistir. Ancak bu sorular, lineer
olmayan Schrodinger denkleminin katsayis1 olan kuantum mekanik potansiyelin,
karesel integrallenebilir fonksiyonlar uzayindan olmast durumunda yeterli
incelenmemis olup, konulma agisindan daha Once incelenen problemlerden farkli

oldugundan bu ¢alisma hem teorik hem de pratik bir 6neme sahiptir.

Bu tez ¢alismasi, lineer olmayan Schrodinger denklemiyle ifade edilen sistemler i¢in ele
alman optimal kontrol problemlerini incelemeye ve yukarida bahsettigimiz sorulari

cevaplamaya yonelik olarak hazirlanmistir.

Tezin ilerleyen boliimlerinde ilk olarak, 2. boliimiinde, bu tezin olusturulmasinda temel

teskil edecek olan L uzaylari ve Sobolev uzaylarinin yani sira bir sonraki bélimde

kullanacagimiz teoremler ve lemmalar ile bazi kavramlarin tanimlar1 verilmistir.

3.1. bolimde lineer olmayan Schrodinger denkleminin sinirsiz katsayisiyla bir optimal
kontrol problemi goz Oniine alinmistir. Bu problem igin ilk olarak, optimal kontrol
problemi konulmus ve daha sonra lineer olmayan Schrodinger denklemiyle ifade edilen
baslangi¢-sinir deger probleminin ¢6ziimiiniin varligt ve tekligi, optimal kontrol
probleminin  ¢éziimiiniin ~ varhigt  ve  tekligi ile amag¢  fonksiyonelinin
diferansiyellenebilirligi arastirilmis ve optimal kontrol probleminin ¢6ziimii i¢in bir

gerek sart elde edilmeye ¢alisilmistir.

3.2. boliimde lineer olmayan kisimda kompleks katsay1 olan Schrédinger denklemi i¢in

bir optimal kontrol problemi ele alinmigtir. Bu problem i¢in 6ncelikle, optimal kontrol



problemi konulmus ve lineer olmayan Schrodinger denklemiyle ifade edilen baslangic-
sinir deger probleminin ¢dziimiiniin varlig1 ve tekligi incelenmistir. Daha sonra optimal
kontrol probleminin ¢6ziimiiniin varligt ve tekligi ile amag¢ fonksiyonelinin
diferansiyellenebilirligi arastirilmis ve optimal kontrol probleminin ¢6ziimii i¢in bir

gerek sart elde edilmeye calisilmistir.

3.3. boliimde 3.1. bdliimde goz Oniine aldigimiz optimal kontrol probleminin bir 6zel
haline niimerik ¢6ziim metodlarindan sonlu farklar yontemi uygulanmistir. Bu amagcla
oncelikle optimal kontrol problemi diskritlestirilmis, daha sonra fark semasinin
kararliligt ve fark semasmin hatasi ile fark yaklagimlarinin fonksiyonele gore

yakinsaklig1 arastirilmistir.

3.4. boliimde 3.2. boliimde ele alinan optimal kontrol probleminin bir 6zel haline sonlu
farklar yontemi uygulanmistir. Bu amacla Once optimal kontrol problemi
diskritlestirilmis ve daha sonra fark semasimin kararliligi, fark semasinin hatasi ile fark

yaklagimlarinin fonksiyonele gore yakinsaklig1 incelenmistir.

4. boliimde, yapilan calismalar sonucunda elde edilen bulgular verilmis olup, tezi
sonlandiran 5. boliimde ise bu c¢alismanin daha onceki yapilan ¢alismalardan farklilig

ortaya koyulmus ve tezin dnemi vurgulanmastir.



2. KURAMSAL TEMELLER

Bu bolimde ilerde kullanacagimiz teoremler, lemmalar ile bazi uzaylarin ve

kavramlarin tanimlarini verecegiz:

Tanmm 2.1: L,(0,1) Hilbert uzayr olup elemanlar1 (0,1) araliginda olgiilebilir ve

modiiliiniin karesiyle integrallenebilir fonksiyonlar uzayidir. Bu uzayda i¢ carpim ve

norm

<u'V>L2(O,I) = Iu(x)v(x)dx

Ju

= <u’u>|_2(o,|)

L2(01)

seklinde tanimlanmaktadir.

Tamm 2.2: L_(0,1) Banach uzay1 olup, (0,1) araliginda 6lgiilebilir, sinirli ve sonlu

”u”Lm(O,I) = vra(iOsIl)Jp|u(x)| =esssup {[u(x)|: x € (0,1)}
—inf {c >0:Vx e (0,1) igin [u(x)| < c}

normuna sahip u=u(x) fonksiyonlarinin uzayidir.

Tammm 2.3: L,(Q) Hilbert uzay1 olup elemanlari1 Q dikdortgeninde 6lgiilebilir ve

modiiliiniin karesiyle integrallenebilir fonksiyonlarin uzayidir. Burada i¢ ¢arpim ve

norm

(W18, = [ (0P (x

(%

= <l//’l//>|_2((z)

L2(Q)

seklinde tanimlanmaktadir.

Tamm 2.4: L_(€2) Banach uzayi olup Q bolgesinde 6lgiilebilir, sinirli ve sonlu



1. ) =Vrai suply (x.)

normuna sahip y =w(X,t) fonksiyonlarinin uzayidir.

Tanmm 2.5: C* ([O,T], B) Banach uzayi olup, elemanlar1 [0,T] araliginda tanimlanmis

k. mertebeden siirekli tiirevlere sahip ve degerleri B -Banach uzayina ait fonksiyonlarin

uzayidir. Burada norm

k

||u||Ck([0,T] B) Z ED T

m=0 <t

d"u)
dt™

seklinde tanimlanmaktadir.

Tanmim 2.6: LZ([O,T],B) Banach uzayr olup, elemanlar1 [0,T] aralifinda tanimli,

Olciilebilir, karesel integrallenebilir ve degerleri B Banach uzayma ait olan

fonksiyonlarin uzayidir. Burada norm asagidaki sekilde tanimlanmaktadir;

T 12
”u”Lz([O,T],B) = (J‘”U(,t)”;dt] < 400,
0

Tamim 2.7: u fonksiyonu D bdlgesinde tanimli bir fonksiyon ve D de U nun sifirdan
farkl1 oldugu noktalarin kiimesi K olsun. Bu K kiimesinin kapanist olan K kiimesine

U nun supportu denir. Eger K kiimesi kompakt ise U ya D iizerinde kompakt supporta

sahiptir denir.

Tanmim 2.8: D, R" de bir bolge olsun. D iizerinde her mertebeden siirekli

diferansiyellenebilir, kompakt supporta sahip ¢:D — R fonksiyonu test fonksiyonu

olarak adlandirilir ve bu fonksiyonlarinin uzay1 C;’ (D) ile gosterilir.

Tamm 2.9: D, R" de bir bolge olsun. Eger D nin her kompakt K alt kiimesinde



[|f]dx <oo
K

ise f ye D iizerinde lokal integrallenebilirdir denir ve f e (D) ile gosterilir.

Tamm 2.10: A R" de bir bdlge, u,ve L”(A) ve a bir multiindeks olsun. Her
¢ €C; (A) test fonksiyonlari igin

IuD“¢dx = (—1)‘“‘_[v¢dx

A A
sartin1 saglayan v=D“u fonksiyonuna u nun «. mertebeden genellestirilmis kismi

tiirevi denir. Burada a=(, 0., o=+, +..+q, ve

D* =D...D;", D, =ai seklindedir.
X.

Tamm 2.11: W;(0,1) Hilbert uzay1 olup elemanlarmin kendisi ve onlarin birinci

mertebeden genellestirilmis tirevleri L,(0,1) uzayindan olan Sobolev uzayidir. Bu

uzayda i¢ ¢arpim ve norm asagidaki sekilde tanimlanmaktadir;

Oy (x) 94 (x) i
ox X ’

W Bhuson =] [w(xn? (x)+

W2 (0,1) = x}<l//’ l//>W21(0,I) '

0
W, (0,1) uzayr W, (0,1) uzaymin alt uzayi olup, (0,1) araligmin ug noktalarinda sifira

v

esit olan fonksiyonlarin uzayidir.

Tamm 2.12: W/(0,) Hilbert uzay: olup elemanlarmin kendisi ve onlarmn ikinci

mertebeye kadar genellestirilmis tiirevleri L,(0,1) uzayindan olan Sobolev uzayidir. Bu

uzayda i¢ ¢arpim ve norm asagidaki sekilde tanimlanmaktadir;



| — 0p(x) 04(X) 0w (x) 8°4(x)
<',//,¢>sz(0¥|)Z'([(W(X)¢(X)+ !/(;X o a4 > JdX,

ox>  ox
w2l 4\/<‘//’ l//>w;(o,|) '

V\7; (0,1) =W2(0,1) m\/\721(0, 1.

v

Tamm 2.13: W,'(Q) Hilbert uzayr olup elemanlarinin kendisi ve onlarm t

degiskenine gore genellestirilmis tiirevleri L,(€2) uzayindan olan Sobolev uzayidir. Bu

uzayda i¢ ¢arpim ve norm asagidaki sekilde tanimlanmaktadir;

o (x,t) 0¢ (x,1) it
ot ot ’

W\ ) woiay = f[w(x,t)ﬁ (x,t)+

wot(Q) «/<‘//’ ‘//>w20v1(g) .

lw

Tanim 2.14: {Xn}, H hilbert uzayinda bir dizi olsun. Eger her yeH igin

lim(x,, y)H =(x, y)H oluyorsa {x,} dizisi xe H elemanina zayif yakinsiyordur denir.

Tamm 2.15: {x}, (X,| ||) normlu uzayinda bir dizi olsun. Eger rllim”X"_X”:O

oluyorsa{x,} dizisi xe X elemanina normda ya da kuvvetli yakinsar denir.

Tamim 2.16: { fn}, bir X kiimesi iizerinde taniml1 fonksiyonlarin bir dizisi olsun. Eger
her bir xeX i¢in limf (x)=f(x) oluyorsa, {f,} dizisi X iizerinde bir f

fonksiyonuna noktasal yakinsar denir. Yani, verilen xe X vee>0 i¢in n>N

oldugunda | f(x)-f, (X)| < ¢ olacak sekilde bir N = N(x, &) >0 sayis1 vardir.

Tanm 2.17: {fn}, bir X uzay tizerinde tanimli fonksiyonlarin bir dizisi olsun. Eger

hemen hemen biitin xe X igin lim f (x)= f(x) oluyorsa, {f (x)} dizisi bir f(x)



fonksiyonuna hemen hemen her yerde yakinsar denir. Yani, lim f, (X)= f(x) esitligini
Nn—o0

saglamayan noktalarin kiimesinin 6l¢timii sifirdir.

Tamm 2.18: Siirekli fonksiyonlarin uzayi lizerinde

[F=sup| 0]

olarak tanimlanan norm diizgiin ya da sup normu olarak adlandirilir. {fn}, bir X

metrik uzayr iizerinde sinirli, reel degerli fonksiyonlarn bir dizisi olsun. Eger

lim|f,— f|=0 oluyorsa {f,} dizisi feX fonksiyonuna diizgiin yakmsar denir.

Burada norm sup normudur.

Tamim 2.19: V, X lineer uzayimin bir alt kiimesi olsun. Eger u,veV ve « €[0,1] i¢in

au+(1—a)veV oluyorsa, V kiimesine X de konveks (disbiikey) kiime denir.

Tammm 2.20: f konveks bir X kiimesi iizerinde tanimli, reel degerli bir fonksiyon
olsun. Eger her x,y e X ve a €[0,1] i¢in
f(ax+1-a)y)<af(X)+A-a)f(y)

oluyorsa f ye konveks fonksiyon denir.

Tamm 2.21: (X,” ||) bir normlu uzay olsun. 0 <& <2 sartin1 saglayan her ¢ sayisi

X+y

igin, eger X,y e X igin ||X|| :||y|| =1lve ||x— y|| > ¢ iken <1-06(g) olacak sekilde

bir 5(¢) >0 sayis1 varsa (X,” ||) uzayina diizgiin konveks uzay denir. 1< p <o igin

L, (€2) uzay: diizgiin konveks uzaydir.

Tanim 2.22: (X|| ||) bir normlu uzay ve E = X olsun. E igindeki her dizinin E de

bir limit noktasi varsa E kiimesine X de kompakt kiime denir.
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Tamm 2.23: E, (X,” ||) Banach uzayinin bir alt kiimesi olsun. Eger E i¢indeki her
{Xn} dizisinin bir x € E noktasina zayif yakinsayan bir alt dizisi varsa E kiimesine

(X , || ||) de zayif kompakt kiime denir.

Tanim 2.24: X normlu uzayinda bir E kiimesi verilsin. Eger E deki biitiin yakinsak

dizilerin limit noktalar1 E deyse E kiimesine X de kapali kiime denir.

Tamm 2.25: X , Banach uzay1 ve E < X olsun. Eger {x,}€E ve {x,} dizisi bir x

elemanina zayif yakinsadiginda x € E ise E kiimesine X de zayif kapalidir denir.

Tamm 2.26: X , bir normlu uzay ve E < X olsun. Eger X in her bir X elemani, E

nin elemanlarinin bir dizisinin limiti ise E ye X de yogundur denir.

Tanmm 2.27: X bir vektor uzayr olmak iizere, |: X — R (veya C) lineer operatdriine
X iizerinde bir lineer fonksiyonel denir. X iizerindeki smirli lineer fonksiyonellerin

uzayma X in duali denir ve X ile gosterilir.

Tanmm 2.28: X ve Y normlu uzaylar ve f:X —Y bir operator olsun. X de sinirlt

olan her E alt kiimesi i¢in f(E), Y de 6n-kompakt ise f ye kompakt operator denir.

Yani, biitlin sinirh E < X i¢in f(E), Y de kopmaktir.

Tamm 2.29: X ve Y normlu uzaylar olsun. Eger,
i) X, Y nin bir alt vektor uzay1 ve
i) Her xe X igin IX=X olarak tanimlanan |:X —Y 0zdeslik operatorii

stirekliyse,
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X uzayr Y uzayma (slirekli) gomiilir denir. Yani, X <Y ve her xe X igin

||IX||Y <M ||X||X olacak sekilde bir M sabiti vardir. Eger | operatorii kompakt ise X

uzayl Y uzayina kompakt gomiiliir denir.

Tanmm 2.30: J(u) fonksiyoneli B Banach uzaymm U alt kiimesinde tanimlanmig
olsun. Eger ueU noktasina kuvvetli yakinsayan {uk} eU dizisi i¢in limJ(u,)>J(u)
k—»o0

sart1 saglaniyorsa bu takdirde J(u) fonksiyoneline u noktasinda alttan yari siireklidir

denir.

Tanmm 2.31: J(u) fonksiyoneli B Banach uzaymm U alt kiimesinde tanimlanmig
olsun. Eger ueU noktasina zayif yakinsayan {u,}eU dizisi i¢in limJ(u,)>J(u)
k—»o0

sarti saglaniyorsa bu takdirde J(u) fonksiyoneline u noktasinda alttan zayif yari

sureklidir denir.

Tanim 2.32: F, bir | aralig: tizerinde tanimli f (t) fonksiyonlarmin bir ailesi olsun.
Eger her £>0 ve her feF igin t, t,el olmak iizere |t,—t,|<5(¢) oldugunda

|f(t1)—f(t2)|£3 olacak sekilde bir &(¢)>0 sayisi varsa F ye | iizerinde aym

dereceden stirekli (esstirekli) dir denir.

Tanmm 2.33: F, bir | aralig: tizerinde tanimli f (t) fonksiyonlarmin bir ailesi olsun.
Egerher tel veherf e F igin |f(t)| <M olacak sekilde negatif olmayan bir M sayist

varsa F ye | ilizerinde siirlidir denir.

Teorem 2.1 (Arzela-Ascoli): Sinirhi bir | araligi iizerinde F, f(t) fonksiyonlarinin

bir ailesi olsun. Eger F , sonsuz, sinirli ve ayni dereceden siireki ise F, | iizerinde

diizgiin yakinsak olan bir dizi i¢erir (Hsieh and Sibuya 1999).
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Tamim 2.34: B herhangi bir Banach uzay1 ve J(u) fonksiyoneli u noktasinin herhangi
bir  w(u,y)= {V:V € B, ||V—u|| < 7/} komsulugunda tanimlanmis olsun. Eger

fonksiyonelin artis1 i¢in

im M =0
LT

olacak sekilde AJ(u)=J(u+h)—J(u)=(J'(u), h)B +0(h,u) sartini saglayan J'(u) € B’

eleman1 varsa, bu takdirde J(u) fonksiyoneli u noktasinda Frechet anlaminda

diferansiyellenebilirdir denir.

Tanmm 2.35: D < R" bir bolge olsun. Eger V& >0 verildiginde |Z| < o sartin1 saglayan

tim z ler igin 1< p<oo iken || f(x+z)-f (X)|| < & olacak sekilde bir o >0 sayisi

L, (D)

varsa, f(x) fonksiyonuna L, normu anlaminda siireklidir denir.

Teorem 2.2: 1<p<oo iken L (D) den olan her fonksiyon L, normu anlaminda

stireklidir (Mikhailov 1983).

0
Teorem 2.3: D cR" herhangi bir bolge olsun. Herhangi u(x) eW.(D) fonksiyonu ve

-1
m=>1, r >1 sayilar i¢in o = [l—lj(l—l+1j olmak tizere
r-g/\n m r

1-a
L (D)

Ul o) = AUl o U

esitsizligi gecerlidir. Ayrica,

1. m>n=1iginqe[r,«] veﬁ=(1+M) dir.
m
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(n=m
n—m

. nm .
ise q e|: ,r} dir.
n—-m

3. m>n>1 i¢in qe[r,o) ve f=max {M,l+ (m —1)mr} dir (Ladyzenskaja et
n

a
. g nm . nm
2. n>lvem<n icin g= ve eger, I< Ise qe|r, ve
n—-m n—m

nm
r=
n—m

al. 1968).

Teorem 2.4 (Weierstrass Teoremi): U, B Banach uzayinda zayif kompakt bir kiime

olsun. J(u) ise bu kiimede tanimlanan sonlu degerlere sahip ve alttan zayif yari siirekli
bir fonksiyonel olsun. Bu takdirde J, = iﬂf Ju)>—0, U, ={uel:Ju)=J}»90

zaylf kompakttir ve U dan alinan herhangi minimallestirici dizi, minimum noktalar1

kiimesine zayif yakinsar (Vasilyev 1981).

Teorem 2.5: Kabul edelim ki, X diizgiin konveks uzay, U kiimesi X uzaymm kapali

smurl kiimesi, 1(v) fonksiyoneli U kiimesi lizerinde tanimlanan alttan sinirli ve alttan

yari siirekli fonksiyonel ve & >0, £>1 verilen sayilar olsun. Bu takdirde X uzayinda
her yerde yogun olan 6yle bir G altkiimesi vardir ki, YWe G igin
B
J, (V) =1(V)+alv-w,
fonksiyoneli U kiimesi {izerinde en kiigiik degerini alir. Eger g>1 ise J_(V)

fonksiyoneli en kiiglik degerini U kiimesi {izerinde bir tek noktada alir (Goebel 1979).

Teorem 2.6: U, B-Banach uzaymin konveks bir alt kiimesi, J(u) fonksiyoneli bu

kiimede birinci  mertebeden  siirekli  tiirevlenebilir ~ bir  fonksiyonel ve

U. = {u eU:Ju)=J.= iUf J (u)} kiimesi J(u) fonksiyonelinin minimum noktalarinin

kiimesi olsun. Bu takdirde Vu.eU, ve YueU igin (J'(u*),u—u*)B >0 sart1 saglanir

(Vasilyev 1981).
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Teorem 2.7 (Fubini): Q,,R" nin smirli bir bdlgesi ve Q,,R™ in simurl bir bdlgesi
olmak tizere Q,xQ, bolgesinde f(x,y) fonksiyonunu tanimlayalim. Farz edelim ki

f(x,y) fonksiyonu Q,.,, =Q, xQ,, bolgesinde integrallenebilir bir fonksiyon olsun. Bu

n+m

takdirde f(x,y) fonksiyonu hemen hemen xeQ, i¢in y€Q, ye gore, hemen hemen

yeQ, icin X €Q, ye gore integrallenebilirdir. Ayrica

J. f(x,y)dy ve j f(x, y)dx
Qn Q,

fonksiyonlar1 sirasiyla X vey ye gore integrallenebilir olup

IHKWWWZIWIH&WWZIWIHK”W
Qn

Qn Qn &

Qn+m

esitligi gecerlidir (Mikhailov 1983).

Teorem 2.8: D R", C' siifinin sinirl bir bdlgesi olsun.

1. Eger p>1, 1<qg<o, 0<r<m, mor-241 050 s W (D) uzayr W, (D) uzayina
P q

(stirekli) gomiliir. Eger m—r — n + n >0 ise bu gomiilme kompakt olur.

2. Eger p(m—r)>n ise W;"(D) uzayi C"(D) uzayma kompakt gomiiliir (Sobolev
1988).

Lemma 2.1: DcR" herhangi bir bélge olsun. Eger {u,(x)} fonksiyonlar dizisi
L,(D) (=1) uzayinda bir u(x) fonksiyonuna kuvvetli yakinsiyor ise bu takdirde
{uk(x)} dizisinden u(x) fonksiyonuna D de hemen hemen yakinsayan bir alt dizi

segmek miimkiindiir. Ayrica {uk(x)} dizisinin D fizerinde u(x) fonksiyonuna hemen

hemen yakinsamasi, D {izerinde hemen hemen diizgiin yakinsamay1 gerektirir

(Ladyzenskaja et al. 1967).



15

Lemma 2.2: {uk(x)} bir fonksiyonlar dizisi olmak iizere, eger g >1 ve k=12,... igin

”uk”Lq(D) <c ise bu durumda {uk(x)} den L, (D) de zayif yakinsayan bir alt dizi segmek

miimkiindir. Eger k=12,... i¢in {u (X)}, D iizerinde u(x) fonksiyonuna hemen

hemen yakinsiyorsa ve ¢ >1 icin ||uk||Lq <c ise bu durumda {u,} dizisi q"<q igin

(D)

Lq*(D) de u ya kuvvetli yakinsar; L, (D) de ise U ya zayif yakinsar (Ladyzenskaja et

al. 1968).

Lemma 2.3: f(x,t,u) fonksiyonu {(X,t)eQ, UG(—oo,oo)} kiimesinde tanimli
oOlgtilebilir bir fonksiyon ve hemen hemen (x,t)eQ icin U ya gore siirekli bir

fonksiyon olsun. Eger L (Q) dan olan {u (x,t)} dizisi, L(©) dan olan u(xt)

fonksiyonuna hemen hemen yakinsiyorsa ve q>1 i¢in |f (.,.,uk(.,.))”Lq @ SC ise bu

durumda q <q igin f(xtu,(x,t)) fonksiyonlar dizisi Lq* (€2) normunda
f(x,t,u(x,t)) fonksiyonuna yakmsar; L (Q) da ise zayif yakinsar. Eger {u,(x,t)}
dizisi L (Q) da u fonksiyonuna kuvvetli yakinsiyorsa ve g >1 i¢in ||uk||Lq o =C ise bu
takdirde {u,(x,t)} dizisi u ya q"<q igin L-(©) da kuvvetli yaknsar (Ladyzenskaja

et al. 1967).

Lemma 2.4 (T. H. Gronwall): Eger g(t)fonksiyonu t, <t <t iizerinde siirekli bir

fonksiyon ve

0<g(t) <K+ ng(s)ds

)
esitsizligini saglarsa, t, <t <t lizerinde
0<g(t)<Kexp(L(t—t,)

dir. Burada K ve L negatif olmayan sabitlerdir (Hsieh and Sibuya 1999).
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Lemma 2.5 (Gronwall Lemmasimin ayrik aynisi): Eger a>0, b>0 olmak {izere

®; ] =0,N sayilart

i -
0<p,<a 0<g,,<a+bd ¢, j=0,N-1
m=0

sartlarin1 sagliyor ise bu takdirde

0<gp,<a(l+h)’, j=0,N
esitsizligi gecerlidir. Eger

N-1
0<gp,_,<a+bY ¢, j=0,N-1 0<gp , <a,

m=j
sartlar1 saglaniyor ise bu takdirde

0<¢, <a+b)" '™ j=0,N-1

esitsizligi gecerlidir (Vasilyev 1981).

Lemma 2.6 (Cauchy-Bunjakovskii Esitsizligi): u,v e L,(Q) elemanlari i¢in

< ( i luf dxdrf [ i V[ dxdrj

esitsizligi gecerlidir (Ladyzenskaja et al. 1968).

2

Iuvdxdr
Q

Lemma 2.7 (¢ -Cauchy Esitsizligi): Keyfi a,b sayilari ve herhangie >0 i¢in
bl < S+ |of
2 2¢

esitsizligi gecerlidir (Ladyzenskaja et al. 1968).
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3. MATERYAL ve YONTEM

3.1. Lineer Olmayan Schrodinger Denkleminin Sinirsiz Katsayisiyla Optimal

Kontrol Problemi

Bu boéliimde lineer olmayan Schrédinger denkleminin siirsiz katsayisiyla optimal
kontrol problemi ele alinmistir. Burada olasi kontroller kiimesi olgiilebilir karesel

integrallenebilir fonksiyonlar uzayidir.

3.1.1. Optimal kontrol probleminin konulmasi

I >0, T>0 verilen sayillar ve xe(0,1),te(0,T), Q =(0,1)x(0,t), Q=Q, olmak

tizere lineer olmayan Schrodinger denklemi igin asagidaki baslangig-sinir deger

problemi ile ifade edilen sistemi goz oniine alalim:

i%‘”mo aa Y —a(y vy +aly v = F(x1), (xt)eQ (3.1)
X

w(x,0)=p(x), xe(0,) (3.2)

w(0,) =w(,t) =0, te(0,T). (3.3)

Burada w =w(x,t) dalga fonksiyonu, i®=-1, a, >0, —oo<a <oo- verilen sayilar,
a(x) -olciilebilir sinirl bir fonksiyon olup

0<a() <, Yxe(l), g =sabit>0 (3.4)

sartin1 saglar; ¢(x) ve f(x,t) verilen fonksiyonlar olup

¢evx722(o,|), f eW2H(Q) (3.5)

sartint saglar. v=v(x) ise kontrol fonksiyonu olup b, >0 bir sabit olmak {izere

Y, E{VZV(X)IVE L,.10), |V ., <h }

L(0.h) 0

kiimesinden segilir.
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Simdi agagidaki optimal kontrol problemini géz dniine alalim:
| 2 2
J,(v)= j y (xT) =y dx+av—w; (3.6)
0

fonksiyonelinin V kiimesi tizerinde (3.1)-(3.3) sartlar1 altinda minimumunun bulunmasi

gerekir. Burada o >0-verilen say1 ve W,YyeL,(0,1)-verilen fonksiyonlardir. Bu

optimal kontrol problemini kisaca (3.1)-(3.3), (3.6) problemi olarak adlandiracagiz.

Her bir veV i¢in (3.1)-(3.3) sartlar1 altinda w =w(X,t) =w(X,t;v) fonksiyonunun
bulunmasi problemi gercekte lineer olmayan Schrodinger denklemi i¢in baslangic-sinir

deger problemidir. Bu problemin ¢cOzimii olarak

(o ([O,T],V\Z2 (O, I)JGCl([O,T], L,(0,1)) uzayna ait olan Vte[0,T] ve Vxe (0,1) igin

(3.1)-(3.3) sartlarin1 saglayan genellesmis ¢oziim anlasilir. Burada V isareti “hemen

hemen her yerde” anlamina gelir.
3.1.2. Baslangi¢ simir deger probleminin ¢éziimiiniin varhg ve tekligi

Lineer ve lineer olmayan Schrodinger denklemleri i¢in sinir deger problemleri daha
once Yakupov (1970), Lions and Magenes (1972), Butkovskiy and Samoilenko (1984),
Iskenderov and Yagubov (1989), Yagubov (1994), Yagubov and Musayeva (1997),
Iskenderov (2001), Yetiskin (2005) vs. caligmalarinda incelenmistir. Ancak, bu
calismalardan elde edilen sonuglar bizim ileri siirdiigiimiiz optimal kontrol problemini
incelemek i¢in yeterli degildir. Ciinkii s6z konusu olan caligmalarda diferansiyel
denklemin katsayilart ¢ogu zaman sinirlt Olgiilebilir fonksiyonlar olarak alinmustir.

Bizim g6z Oniine aldigimiz problemde ise denklemin katsayisi olan v(x) kontrol
fonksiyonu L,(0,1) uzayma aittir ki, bu da onceki c¢alismalardaki fonksiyonlar

siifindan daha genis bir siiftir. Bu nedenle (3.1)-(3.3),(3.6) problemini inceledigimiz

icin oncelikle (3.1)-(3.3) baslangi¢-sinir deger problemini incelememiz gerekir.
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Simdi VveV igin (3.1)-(3.3) baslangi¢-sinir deger problemini géz oniine alalim. Bu

problemin ¢éziimii i¢in asagidaki hiikiim gecerlidir:

Teorem 3.1.2.1: Farz edelim ki a(x), ¢(x) ve f(x,t) fonksiyonlar1 (3.4)-(3.5)

sartlarin1 saglasin. Bu takdirde her bir veV icin (3.1)-(3.3) baslangig-sinir deger

probleminin ¢6ziimii vardir, tekdir ve bu ¢6ziim i¢in Vt €[0,T] oldugunda

v (.Y
A luon (3.7)

(P L PO PR [ N R I

IN

el |
W2 (0.1)

kestirimi gegerlidir. Burada ¢, >0, t-den bagimsiz belirli bir sayidir.

0
Ispat: Teoremin ispati icin Galerkin yontemini kullanacagiz. Bu amagla W, (0,1)

uzayinda temel fonksiyonlar sistemi olarak
Lu, (X) =—a, dk( )+a(x)u (x) =AU, (x), xe(0,1)

u, (0)=u,()=0, k=12,..
Ozdeger probleminin 4, Ozdegerlerine karsiik gelen u, =u,(x), k=12,...

0zfonksiyonlarini alalim. Burada

2

d
L:—aoy+a(x)

seklindedir. Ladyzenskaja and Ural’ceva (1973) calismasindan bildigimiz gibi bu
0zdeger probleminde 6zdeger olan A=4,, k=12,... lar reeldir ve negatif degildir. Bu

O0zdegerlere karsilik gelen Ozfonksiyonlar da reeldir ve

0 0
L,(0,1), W,(0,1), W7(0,1) uzaylarinda ortogonaldir. u, =u,(x) fonksiyonlarinin

L,(0,1) uzaymnda ortonormal oldugunu kabul edelim. Yani,

(Ug, Uy ) ju (X)u, (X)dx =& (3.8)

L, (0,1)
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olsun. Burada ¢,",

. 1L k=m
o, = , kkm=12,..
0, k#m

0 0
seklinde olup Kronecker sabitidir. Ayrica W, (0,1) ve W, (0,1) uzaylarinda ortogonallik
asagidaki gibidir:

[uk,um]=(uk,um)vc;<o,.>=ﬂao 200 2 40, (0, (x)}d 3,80, k=12

{uk'um}:(uk’u )w 20,1y (Luk’Lu )L 1)
e 4,9 d’u, (x)
_-([[ 8 —o— e +a(x)u, (x)j( e +a(x)um(x)jdx

=26, km=12,..

Farz edelim ki u, =u, (x) fonksiyonlari i¢in

<d,, k=12,.. (3.9)

w 0.1

sart1 saglansin. Bu esitsizlikte d,, k=1 2,... lar herhangi pozitif sayilardir.

Galerkin yontemine gore (3.1)-(3.3) baslangi¢-sinir deger probleminin ¢dzlimiiniin

yaklasimlari
N
v (x, )= Cl O, () (3.10)
k=1

seklinde aranir. Burada C' (t) katsayilar1 C,'(t) = (l//N (,t),u )

k)L, 00

= (1//N ,uk) formiilii

ile tanimlanip asagidaki sistemin ¢oziimiidiir:

N N
A HeE S

-{%WWW”MJ+HGLK=EN

(3.11)

CkN (O) = (‘//N (" 0)’ uk )LZ(O,I) = (¢’ uk )L2(0'|) = ¢k’ k :1’ N (312)
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Burada f,(t) =( f(.,t),u, )LZ(O,I) , k=1L N seklindedir.

Goriildigii gibi (3.11)-(3.12) sartlarindan C.'(t) lerin bulunmasi problemi sabit

katsayili lineer olmayan I. mertebeden adi diferansiyel denklemler sistemi i¢in Cauchy
problemidir ve sistemin sag tarafi karesel integrallenebilir bir fonksiyondur. Pontryagin

(1976) caligmasindan bildigimiz gibi bu problem [0,T] araliginda en az bir lokal
coziime sahiptir. Bu Cauchy probleminin tiim [0,T] aralifinda global ¢dziimiiniin
varligt i¢in (3.11)-(3.12) probleminin tiim miimkiin ¢6éziimlerinin [0,T] araliginda
diizgiin smirli oldugunu gostermek yeterlidir. Bu amagla asagidaki lemmay1

ispatlayalim:

Lemma 3.1.2.2: (3.11)-(3.12) Cauchy probleminin ¢6ziimii i¢in

Z\C of + <y O, +| D

dC (t)
W7 (0.1 ot
2
ol +||f||wzo.1(m

<
(0] (3.13)

I ol 1 ||L2(Q)j Vte[0.T]

2

kestirimi gecerlidir. Burada ¢, >0 sayis1 t-den bagimsizdir.

Ispat: (3.11) sisteminde yer alan k. denklem C.'(t) ile garpilarak elde edilen esitlikler

k tizerinden 1 den N ye toplanir ve (0,t) araligi tizerinden integrallenirse

N N |2
j(i%vﬂ -2, %‘ —a( [ vl [ +a1‘l//N‘4}dXdr—

19

=j' f7Vdxdz, Vte[0T]

esitligi elde edilir. Bu esitlikten onun kompleks eslenigi ¢ikarilirsa

"ol <o)

+2I|f|\w\dxdr, Vte[0,T] (3.14)
Q.

L, (0,1) L, (0.1)

esitsizligi elde edilir. Asagidaki esitsizligi kolaylikla yazabiliriz:
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2 N 2 & 2
HWN G, O)HLZ(O,I) - kzzll‘CkN (O)‘ < kzzll‘c'z\l (O)‘ - ||¢”i2(o,|) ) (3.15)
Bu esitsizlik, Cauchy-Bunjakovskii esitsizligi ve Gronwall lemmasi kullanilirsa (3.14)
esitsizliginden
e )HL on (”¢”L2<on +[f |||—2(Q)) vte[0.T] (3.16)

kestirimi elde edilir. Burada ¢, >0 sayist N ve t den bagimsizdir.

Simdi tirevini degerlendirelim. Bunun i¢in (3.11) sisteminin k. denklemi

~N
dC (© ile ¢arpilarak elde edilen esitlikler k tizerinden 1 den N ye toplanir ve (0,t)

aralig1 iizerinden integrallenirse

oy ag” oy o*p" el el
i - —a(X)yN — vy —+
j( o at ox awax 2O o TV

103

% & jdxdr If(x T)a‘”ai 7 dxdr, vt e[0,T]

esitligi elde edilir. Bu esitlik ile onun kompleks eslenigi taraf tarafa toplanirsa

| 3] J2lseob )+ o T )3 o)

Q
—N
=_2IRe(f oy dedz’, Vte[0,T]
Q

ot

esitligi elde edilir. Bu esitlikten de asagidaki esitligi yazabiliriz:

=

j wde—j‘a(X)‘wN(X,t)rdx+
!

aO‘aw(xt)

+[a0olp™ (0 dx- IV(X)‘WN(X,t)‘Z dx+ j VOl (4,0 d+

0 0

|
1 N a1 .[ N 4 I o
+= X, ) dx—= X,0) dx—2| Re| f —— [dxdz.
z%!V’(" %[l ol ez ( Y fxdr
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Bu esitsizligin sag tarafindaki sonuncu terime kismi integrasyon formiiliinii uygularsak

Cauchy-Bunjakovskii esitsizliginin yardimiyla

oy (D ov" (O fal Ll
W] saftrtd] Bl By,
|V|||_2(0|)H'// G )L4(0|) ” |||_2(0|) ‘W (. O)HL o) (l"'ﬂo)H‘// (. )HL (0|) (3.17)
o Ol GO o GO+ ﬂV<rmwn e
L, (Q)

esitsizligi elde edilir. Ladyzenskaja et al. (1968) ¢alismasinda bulunan ilgili esitsizlikten
(Bkz. Kuramsal temeller, Teorem 2.3) kullanarak asagidaki esitsizlikleri kolaylikla

yazabiliriz:
N
%
GO <A O], elTL @is)
gwn OX (.
L (0.)
N
%
0o, <A1 ol e @19)
L(01)

Burada f,, B, >0 bilinen sabitlerdir. Bu esitsizlikler ile (3.15) ve

af 2
IGO0 SC{Hf P L(Q)}, vte[0,T], (3.20)
N 2
H@z//—(.,O) <c, ol (3.21)
OX L©N) WL(0,1)

esitsizlikleri kullanilarak (3.17) den

2
o™ (1)
OX

3 <aclol,  +@rmlol o+ a0, 11T 0 )
2

2 H 81: 2
+ —_—
L(Q) ot

L (Q)
Iy o)

L, (0.))

L(01)

o
ot

oy (1)
OX

2l v cof

L, (0,1)
oy (1)
OX

ﬂl

L(OI)

+R{Wﬁ@+

oy (.,0)
OX

o 0

L, (0.))

il

+ BNV o

L, (0.1) L(OI)

oy (.,0)
OX

+B2\1 v

L (0.0 L(0.1)

t
Iy GO, * I 0
2(0.1) )

L(00)
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esitsizligi elde edilir. Bu esitsizlikte & -Cauchy esitsizligini

uygulayip ¢ = % olarak segersek (3.15), (3.21) esitsizliklerini ve (3.16)

@ B+ j
kestirimini kullanarak asagidaki kestirimi kolaylikla elde ederiz:

2

o™ (1) 2 2 6 6

&7 <c, 3 +| f w;‘1(9)+”(p L2(0’|)+||f Ly | VEE[0T]. (3.22)
OX L) 1o,

Burada c, >0 sayist N ve t den bagimsizdur.

N
Simdi WT(X"[) tirevini degerlendirelim. Bu amagla (3.11) sistemindeki K.

dC' (1)
dt

denklemin her iki tarafin1 t ye gore diferansiyelleyip elde edilen k. denklemi

ile garparak K ftzerinden 1 den N ye kadar toplayip (0,t) araligi iizerinden

integrallersek

2 —N N _N N ~—N
I[i9w oy _awi[aw jQ{GW‘j_aooaw oy ()6w 6& }m@7+
Q

ot? ot ot ox Jot{ ox

+£[ UW i ) }dd _i%&aw dxdr

esitligini elde ederiz. Bu esitlikten onun kompleks eslenigi ¢ikarilirsa

ifﬁFWNWJf
ot ot
Q

j{aig(‘l//N(X,T)‘zl//N(X,T))aW—(X’T)_aig(‘WN(X’T)‘Z " (X,T))al//a—(tx’r)}dxd’[:

dxdz +

ot

Q

jaf(XT)a v (x7) _af(x7) ay"(x7) dxdz
ot ot ot ot

Q

esitligi elde edilir. Burada

_N N —N )2
ST o <im0y
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oldugunu dikkate alirsak

N 12 N2
J'QGL dxdr:—2a1J.Im (V/N)z(%j dxdz +2J|m(af 7" jdxd
Jala | ot ot

esitligini elde ederiz. Bu esitlikte Cauchy-Bunjakovskii esitsizligi uygulanirsa

2 2
Haw(.,t) SHa;//N(.,O) .
ot L, (0.1) ot L, (0.1) (3 23)
o ()| of |’
(el )| e
L, (0,1) L (Q)

esitsizligi elde edilir. (3.18) esitsizligi ile (3.16) ve (3.22) kestirimlerini kullanirsak

Ol = Il Al ol I )6 @20
kestirimi elde edilir. Bu kestirim (3.23) esitsizliginde kullanilirsa
N 2 N 2 2 t N 2
H—ay/ (1) SH—GW (.0) o +C7J oy (1) dr, (3.25)
ot L,(0,1) ot L,(0,1) ot L, (2) 0 ot L,(0,1)
,Vte[0,T]

esitsizligi elde edilir. Burada ¢, = 2|a1|c6 +1>0 sayis1 N ve t den bagimsizdir.

Simdi bu esitsizligin sag tarafinda yer alan birinci terimi degerlendirmeye ¢alisalim. Bu

~N
amagla (3.11) sisteminde k. denklemde t=0 alarak k. denklemi % ile ¢arparak

k tizerinden 1 den N ye kadar toplarsak

—a(x)y " (x,0)

i8!//”(><,0) 8t/7“(x,0)+a 0%y (x,0) 0" (x,0)
ot ot X ot

O ey —

—N
9w (x.0) }dx +
ot

op" (X 0)

of {—v(x)w 0L v a " (x,0) v (x.0)

=If(x,0)wolx

o™ (x, oq
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esitligini elde ederiz. Bu esitlikte Cauchy-Bunjakovskii esitsizligi uygulanirsa agsagidaki

esitsizligi elde ederiz:

oy (.0 o [TV GO vt GO oy (.0)
(-,0) - -
H ot L, (0,1) H axz LZ(O,I)‘ ot L, (0.1) ” 10D ot L, (0.1)
dy" (.,0) ay"(.,0)
+ﬂ0HVIN("O)H|ﬂ(0,|) ot Lz(o,|)+|a1|H ( )HLﬁ(on ot LZ(O,I)+
ow"(.,0
o GOl gy M | 22552
L)
Buradan da kolaylikla
2 2
], =, v ool
ot L0 X L (0.1) L”(OI) (3.26)
+5'u0 Hl// ( )HLm(OI) |a1| HW ( O)HLQ(OI)_‘_SHf( O) L2(0,1)

esitsizligi elde edilir. Ladyzenskaja et al. (1968) calismasinda bulunan ilgili esitsizligi

(Bkz. Kuramsal temeller, Teorem 2.3) kullanarak

oy Ly?

v .0 ax

" Cof* |, vieloT] (3.27)

Lﬁ(OI) B, L, (0.1)

L, (0,1)
esitsizligini yazabiliriz. Burada g, = 2% diir. t =0 i¢in bu esitsizlik ile (3.18) ve (3.20)
esitsizlikleri ve (3.15) kestirimi kullanilirsa

2
o’y" (.,0)

CLOL <o, (3.28

L2(0|) Z(OI)

kestiriminin yardimiyla (3.26) dan

o (.0’ )
—_r N7 < . f
H ot =G ”(p”wf o i ”

ool | G2
W3 (0

L, (0.1)
kestirimini elde ederiz. Burada ¢, >0 sayist N den bagimsizdir. Bu kestirimi (3.25) in

sag tarafinda dikkate alarak Gronwall lemmasini uygularsak sonugta asagidaki kestirimi

elde ederiz:

oy (Y
ot

sclo(ll(pllvz;z(m)+||f jvzo,l(g)+||(p||:’3 [ £ (Q)] vte[0,T]. (3.30)

L(01)



27

Burada c,, >0 sayis1 N ve t den bagimsizdir.

2. N

Lemmanin ispatin1 sona erdirmek igin simdi de tirevini degerlendirelim. Bu

Ox?

amagla (3.11) sistemini asagidaki bicimde yazalim:
. a N 82 N 2
I(%'UKJ—{_(&Oa—zl(IZ’UKJ_(al//Nruk)_(vl//Nluk)J’_(aj_‘l//N‘ WN'uk =
= fk (t)1 k :_
Bu sistemdeki k. denklemi A,C)(t) ile carparak k {iizerinden 1 den N ye kadar
toplarsak

i j o (x t)Zc (hu, (x) A, dx + 3, j o N(X “Zc (0, (X) 4,0~

0

k=1

I a()p (x, t)ZC (O, ()2, dx - j v (%, t)ZC (), ()2, dx +

+ja1\w“ (x,t)FWx,t)Zc‘k“ (), ()4, dx =j f (x,t>2c‘k“ (t)u, (x) 2,0
yazilir. Buradan

ij%uﬂ(x,t)dm[( % a()y " (% t)jL N (x, t)dx

0
|

_ I VOOu™ (x, L™ (x, )dx + 2, I ™ O (L (x, ) = I £ (x L7 (. )dx

0

olup

J' Ly () =i I WLW’“ (x,)dx— j vOOu " (6, L (X, H)dx —

0

+a1ﬂy/“(x,t)\zw(x,t)up“(x,t)dx- J' £ (x L7 (x,)dx

esitligini elde ederiz. Burada Cauchy-Bunjakovskii esitsizligi kullanilirsa



28

oy (L[
(DAL R e [ T
L (0.1)
+4a,[* [w (. t)HLG(OI)+4||f( D[} gy VEE[OT]

esitsizligi elde edilir. Bu esitsizlikte (3.18), (3.20) ve (3.27) esitsizlikleri ile (3.16),
(3.22) ve (3.30) kestirimleri kullanilirsa asagidaki kestirimin gegerli oldugu goriiliir:

+
wo) (3.31)

vt e[0,T].

s+l

HLV/ (, t)HL GED) _Cll(

+||f||5v;1(m+||¢L(O,.)+|| L)

Burada c,, >0 sayist N ve t den bagimsizdir. Burada L operatdrii i¢in olan formiil ve
(3.16) kestirimi kullanilirsa kolaylikla

2
O’y (1)
ox?

2
<c,|ll@ole |l 0s. e +
sl Ao el -

+||f”w°1(Q)+” ||L2(OI) ” ||L2(Q)) vte[0,T].

kestirimi elde edilir. Burada c,, >0 sayist N ve t den bagimsizdir.

C. (t) igin olan formiilii ve (3.32) kestirimini kullanarak

ﬁikﬁ(of+ji

k=1

dc) ()

N 2
e I A D S

W7 (0.1) H ot

L(0.1)
esitsizliginin yardimiyla kolaylikla lemmanin hiikkmiiniin gecerli oldugunu elde ederiz.

Lemma 3.1.2.2 ispatlandi.

Simdi teoremin ispatina devam edelim. KN’k(t):(1,//“(.,t),uk)L on’ k,N=12,..

fonksiyonlar ailesini gdz Oniine alalim. (3.13) kestiriminden ¢, ,(t) fonksiyonlar

dey, (6)
dt

ailesinin ve onlarin tiirevi olan fonksiyonlar ailesinin [0,T] araliginda diizgiin

sinirli oldugu elde edilir. Yani

dly (1) <c,
dt

Ly k(t)‘ < Cy, max

0<t <T 0<t<T
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kestirimi gegerlidir. Her bir tespit edilmis k ve keyfi N >k igin ¢, (t), k,N=12,...
fonksiyonlar ailesinin [0,T] araliginda aymi dereceden siirekli oldugunu gdstermek
miimkiindiir. Gergekten (3.11) sistemindeki k. denklem (t,t+At) araliginda

integrallenirse

t+At | N t+At |
(£ (t+A) ~ 0, () = Ijaoawa—ix’r)%:dxdﬁt j Ia(x)wN(x,r)uk(x)dxdr+
t 0 t 0

t+At | t+At |

; j I v(OuN (%, 7)u, (X)dxd 7 — J j aly" o)y (6 ), ()l e+

t+At |
+f J' (%, 7)u, (x)dxd7
t 0
esitligi yazilir. Bu esitlikte Cauchy-Bunjakovskii esitsizligi kullanilirsa asagidaki
esitsizlik elde edilir:

t+At

VN'k(t—i-At)_fN,k(t)‘S a, J. M

OX

t+At t+At

o I 72O N T S Y I A ) S T NP2
t t

du
dx

dr+
L, (0,1)

L, (o)

t+At t+At

+ I ” f ("7) Lz(o,l)dT+’u°\ﬁJ. HV/N ("T)HLw(O,I) ”uk
t t

L, (0,1) ”uk L2(0,I)dT'

Bu esitsizlikte (3.13) kestirimi ve (3.9) esitsizligi kullanilirsa Cauchy-Bunjakovskii
esitsizliginin yardimiyla

[0 (t+AD = £ (O] < Cud, (AD2, KN =1,2,... (3.33)

esitsizligi elde edilir. Burada ¢, >0 sayist N ,k ve At den bagimsizdir.

ey (t+AL)  dly (1)
dt dt

Simdi , K,N=12,... ifadesini degerlendirelim. Bu amagcla

(3.11) sistemindeki k. denklemi kismi integrasyon formiiliiniin yardimiyla asagidaki

sekilde yazalim:
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N 2
i[ﬁgt ,ukj=—(aowN,ddxuzkJ+(ay/N,uk)+(vy/N,uk)—
_(%‘WN‘ZWN'Uk)"' f (), k=LN.

Bu esitligin her iki tarafin1 t ye gore diferansiyelleyip elde edilen esitligi (t,t+At)

aralig1 iizerinden integralleyelim. Bu durumda

a4/ 1 AL 47 ¢ t+At | N 2
[Lalernd GO g 00" S,
ot
t 0

dt dt dx

t+At |

+ J JO' a(x)wuk(x)dxdﬂ .!' ‘!V(X)Wuk(x)dxdr—

! I J[('//N (X,r))2 9y 1) aix,r) +2‘l//N (X,r)‘2 9y x7) aix’r)}uk(x)dxdwr

+j J%uk(x)dxdr

esitligi elde edilir. Burada Cauchy-Bunjakovskii esitsizligi kullanilirsa

t+At

dEN‘k(t+At)_d€N‘k(t)|<a J~ oy (., 7) d2u, drat
dt de | ot el XL
“Flov o) T oy (1)
. Wl
Ol e I T L I VI e I T AL
t L, (0.1) t L,(0,1)
O AT A Al Y | 5] R
/ L. (0,1) ot L on kil o) t ot Lo kllL, (o.1)

esitsizligini yazabiliriz. Burada (3.18) bigiminde olan esitsizligi y" (x,t) ve u,(X)

fonksiyonlar1 i¢in yazarak (3.13) kestirimini ve (3.9) esitsizliklerini kullanirsak

kolaylikla

de, (t+At) de, . (t
‘ Méf - Tj’tk()lﬁ%dk(m)%, KN =12,.. (3.34)

esitsizliklerini elde ederiz. Burada c,; >0 sayist N,k ve At den bagimsizdur.
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. N O
oylece (3.33) ve (3.34) esitsizliklerinden /7, (1), —a k,N=12,..

fonksiyonlar ailesinin tespit edilmis K i¢in [0,T] araliginda aymi dereceden siirekli

oldugu ispatlandi. Bu takdirde diizgiin smirli ve aym dereceden siirekli

dey . (t
{( N’k(t)}, {:’j—:()} dizilerinden tespit edilmis k igin Ascoli-Arzela teoreminden

fonksiyonlarina

(Bkz. Kuramsal Temeller, Teorem 2.1), sirasiyla 7, (t) ve %

3 . dly o
[0,T] araliginda diizgiin yakinsayan {KNm‘k(t)}, 4t [ m=12,... alt dizilerini

secebiliriz.

Simdi
ZEED WACING

fonksiyonunu tanimlayalim. Bu takdirde

Uy (X)

Ay (xt) 44 (1)
ot _kz_l: dt

Nm
bigiminde yazilabilir. Kolaylikla gosterebiliriz ki, {y/Nm (X,t)} ve {Gw—(x,t)} alt

ot
N ) . oy (x,t)
dizileri t<[0,T] ye gore diizgiin olarak L,(0,1) de sirasiyla y(x,t) ve —a
fonksiyonlarma zayif yakinsar. Gergekten Vg €L, (0,1) igin
Np, _ _ 2 Np, _
(" 0= (0.9), o) =298 6 (P CO-VEDW),
(3.35)

(WNm (!t) _l//('vt)v i (g’uk )Lz(ovl) ukj
L, (0.1)

k=s+1

esitligini yazabiliriz. Burada

- o %
(V/Nm (-’t)_‘ﬂ(-,t)’ Z (g’uk)Lz(O,l) uk} < Clﬁ( Z J
L, (0,1

k=s+1

(g’uk)Lz(O,I)

k=s+1

=CR(s)
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dir. ¢z >0 sayistN, den bagimsizdir. S numarasini, CR(S) miktar1 dnceden verilen
herhangi §>0 dan kiiciik olacak sekilde yeteri kadar biiyiik segebiliriz. Eger N

numarasini yeteri kadar biiyiik segersek yukarida gosterdigimize gore (3.35) in sag

tarafindaki birinci terim [0, T] araliginda olan tiim t ler i¢in % den kiiciik olacaktir. Bu

takdirde ‘(1//'\'” —l//,g)L (0|)‘ miktart [0,T] araligindaki tiim t ler i¢in &>0 dan kiigiik

olacaktir. Dolayisiyla {l//N”‘ (x,t)} alt dizisi t<[0,T] ye gore diizgiin olarak L,(0O,l)

dew(x,t) fonksiyonuna zayif yakinsar.

L dly ()
Simdi {ﬁvak(t)}, # , m=12,... dizilerini gbz Oniine alalim. Bu dizilerin

des, (t) ) o qq s ..
swrastyla 7, (t) ve T fonksiyonlarina yakimsama o6zelliklerini ve N =N_ i¢in

(3.13) kestirimini kullanarak yukarida oldugu gibi V& >0, vgel,(0,1), Vte[0,T] ve

yeteri kadar biiyiik m sayisi i¢in

oy (1) (.t
v i )|,
OoX OX Lo
Nm
v () _avtd) )|,
OX 19)4 L)
Nm
w0 _avtt) )|,
ot ot L, (0.1
2Ny Ny, Ny,
esitsizliklerini elde ederiz. Buradan da oy Z(X’t) , oy " (x.1) ve oy " (x.1)
19)4 OX ot

alt dizilerinin sirasiyla

2
812(2(,0, oy (x.) ve Oy (x1) fonksiyonlarna t ye gore

OX ot
diizglin olarak L,(0,1) de zayif yakinsadig: anlasilir.
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d/ t
{Kvak(t)} ve {NTk()} dizilerinin elemanlarinin t ye gore siirekli oldugunu goéz

oniinde bulundurarak {y"" (x,t)} alt dizisinin COE[O,T],V\ZZ(O,I)jmcl([O,T],L2(O,I))

uzayma ait oldugunu gorebiliriz. {y/Nm (X,t)} alt dizisi i¢in yukarida elde ettigimiz zayif
yakinsama oOzelliklerini g6z oniinde bulundurursak bu dizinin limit fonksiyonu olan
w(x,t) fonksiyonunun C° ([O,T],WZ2 (0, I))mCl([O,T], L,(0,1)) uzayma ait oldugu elde
edilir. Ayrica {I/IN”‘ (X,t)} alt dizisinin yakinsama Ozelliklerini kullanip (3.13)

kestiriminde N =N_ ve m—co i¢in alt limite gegersek teoremin hiikmiinde yer alan

(3.7) kestiriminin gegerli oldugu kolaylikla elde edilir.

Simdi w(x,t) limit fonksiyonunun (3.1)-(3.3) baslangi¢-sinir deger probleminin her bir
te[0,T] i¢in hemen hemen ¢oziimii oldugunu gosterelim. Bu amagla N =N_ i¢in
(3.11) sistemindeki k. denklem herhangi siirekli 7, (t) fonksiyonu ile ¢arpilir ve elde
edilen denklemler k tiizerinden 1 denN’'< N, ye kadar toplanir. Kismi integrasyon

formiiliiniin de yardimiyla asagidaki integral 6zdesligi elde edilir:

j(.a‘” ® ‘”g;(x’t)—a<x)w“m(x,t)—v(x)w“m(x,t)}ﬁ“’(x,tmX+

. (3.36)
+I(a1"'”Nm 0 v (1) - f(x,t)}ﬂ’(x,t)dx ~0, Vte[0,T].

.
Burada 77 (x,t) = > 7, (), (), N'<N_ dir.

k=1

{1//”m (X,t)} alt dizisi [0,T] arahginda diizgiin olarak W/ (0,1) uzaymda y =y/(x,t)

fonksiyonuna zayif yakinsadigindan ve W,)(0,1) uzayr L,(0,1) uzayma kompakt

gomiildiiglinden t ye gore diizgiin olarak m — oo i¢in

o™ O =w () (337)

L(OI)
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limit bagintisin1 elde ederiz. Bu limit bagintisina gore de {y/Nm (X,t)} alt dizisinden
[0,T] arahiginda diizgiin olarak (0,1) arahfinda y =yw(x,t) fonksiyonuna hemen

hemen yakinsayan bir alt dizi secebiliriz. Kolaylik i¢in bu alt diziyi yine {1//Nm (x,t)} ile

gsterelim.
A T R A —l//)+t//(\l//“m 2 —|l//|2)
=y [ (v —y )y [ (7 -7) 7 (v -]
=(\!//N"“ 2 +|l//|2)(w”“ —y )y (g - 7)
olup
Hl/f“m e —|!//|2W‘S(‘!//Nm 2 +|w|2)\wN“ —y|+lw |y "l -y

s(\w”m i +|t//|2)\V/N"‘ —v/\+%(|t//|2 |yt \2)\l//N” ~y/|

3 m
=5l

2Jrllelz)\w”” v

yazilir. Buradan

| |
J‘”WNm ‘2 e _|l//|2 W‘de . gj(‘WNm
0 0

4+|!//|4)‘l//Nm —l/lrdx

‘ 2
L. (0.1) Jr”W”L(o,l)).”‘//Nm —l//‘ dx

0

9 m
<l

esitsizligi elde edilir. Burada (3.37) limit bagmtis1 kullanilir ve {y/Nm (X,t)} dizisinin
0
(o ([O,T],Wz2 (O,I)ijl([O,T], L,(0,1)) uzayma ait oldufu gbz Oniine alinirsa

{‘l//Nm(X,t)‘ZV/N"‘(X,t)} dizisinin  L,(0,1) wuzaymm normunda |1//(X,t)|21//(x,t)

fonksiyonuna yakinsadigi elde edilir. Boylece, m— oo ve Vte[0,T] igin

_ﬂwm OB ™ (7" (X, dx - I O DF (R dx  (3.38)

0 0

limit bagintisinin gegerli oldugunu kolaylikla elde ederiz.
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Vv lizerine konulan sart1 kullanarak

A&y

oy v (1) .. Vtel0,T]

L2(0|) -0 L, (0,

esitsizligini yazabiliriz. Burada (3.18) esitsizligini ve (3.13) kestirimini kullanirsak

o 0] <cy VEe[0,T]

L, (0.1)
kestirimini elde ederiz. {y""(x,t)} dizisi [0,T] araliginda diizgiin olarak (0,l) de
w =w(x,t) fonksiyonuna hemen hemen yakinsadigindan ve {Vl//Nm (X,t)} dizisi

herhangi te[0,T] i¢in L,(0,I) de diizgiin sinirhi oldugundan, Ladyzenskaja et al.

(1968) calismasinda bulunan ilgili lemmay1 (Bkz. Kuramsal temeller, Lemma 2.3) goz

Ontine alirsak M — oo i¢in
| |
J VO™ (07 (x,1)dx = [vOw (X, 07" (x,1)dx (3.39)
0 0

limit bagintisinin vVt €[0,T] i¢in gegerli oldugu elde edilir. Boylece (3.38) ve (3.39)
limit bagintilar ile {guNm (x,t)} alt dizisinin yukarida gosterdigimiz zayif yakinsama

Ozelliklerini kullanarak (3.36) integral Ozdesliginde M -—>oo i¢in limite gegersek

asagidaki integral 6zdesligini elde ederiz:

—a(X)w(x,t) =v(X)w(x,t) i7" (x,t)dx +

j[, oy (x) . dw(xD)
0 a 2

J'(a1 Of D - F GO () =0, vte[oT],

0

Vi (1) = D 77 Ou, ()

7" (x,t) bigiminde olan fonksiyonlar vt €[0,T] igin L,(0,1) uzaymnda her yerde yogun

oldugundan N’ — oo i¢in bu integral 6zdesliginde limite gegilirse

I(iay/a(;(,t) 825!(;(? 1) —a()w (%) —v()w(x, t)}7(x t)dx +

| (3.40)
+I alw(x, t)| w(x,t)— f(x, t))77(X t)dx =0, Vt€[0,T],V7n(.,t) eL,(0,1)
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integral 6zdesligi elde edilir. Bu 6zdeslikten de w/(x,t) limit fonksiyonunun (3.1)

denklemini herhangi t €[0,T] ve hemen hemen x e (0,1) igin sagladigini elde ederiz.

Simdi w(x,t) limit fonksiyonunun (3.2) baslangi¢ sartin1 sagladigini gosterelim. t =0

icin (3.37) limit bagintisi,
Nm Nm
p" (x,0)=> C (0)u, (X) =D pu, (x) =" (x), X (0,1)
k=1 k=1
baslangig sarti,
| , | 2 | 2
v (x,0) = p(x)[ dx < 2y (x,0) —y™ (x,0) d+2 |y (x,0) ~ ()] x
0 0 0
esitsizligi kullanilir ve limite gegilirse
|
[lw (.0 =p(x)fdx =0
0

olur. Boylece y(x,t) limit fonksiyonunun (3.2) baslangic sartini sagladigi elde edilir.

Simdi  w(x,t) limit fonksiyonunun smir sartlarmi  sagladigini  gosterelim.
C’([0,T1W;(0,1)) AC*([0,T1, L, (0,1)) uzayr L,([0,T],W;(0,1)) uzayma kompakt
gdémiildiigiinden ve W, (0,I) uzayr da C[0,I] uzayma kompakt gémiildiigiinden
{yx”m(x,t)} dizisinin L, ([0,T],C[0,1]) uzaymnda w(x,t) fonksiyonuna kuvvetli

yakinsadigi elde edilir. Yani, Vx [0,I] ve m— o0 i¢in

AICREZC

L,[0,T]

limit bagintisinin gegerli oldugu elde edilir. Bu limit bagintisini kullanarak m — oo i¢in

v ©)=w @I o, =0 ) -w ], =0

L,[0,T]

2

L,[0,T]
limit bagintilarini elde ederiz. Bu limit bagintilari,
' (0,t) =y (1,t) =0, Vte[0,T]

sinir sartlar1 ve
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]|1//(s,t)|2 dt < Z.hz//(s,t) _yt (s,t)\zduzhwm(s,t)\z dt, =0,
0 0 0

esitsizlikleri kullanilarak

]
[lw(sfdt=0, s=0,]

0

esitlikleri elde edilir. Buradan y/(x,t) limit fonksiyonunun hemen hemen t €[0,T] i¢in
(3.3) sinir sartlarini sagladigi goriiliir. Boylece w(x,t) limit fonksiyonunun (3.1)-(3.3)

baslangi¢-sinir deger probleminin VeV elemanina karsilik gelen ¢oziimii oldugunu
0
ispatlamis olduk. Ayrica w nin B, =C° ([O,T],WZ2 (0} I)jmcl([O,T], L,(0,1)) uzaymimn

elemani oldugu elde edilir. N = N, iizerinden (3.13) kestiriminde alt limite gegersek ve

W7 (0,1) ve L,(0,1) uzaylarinda normun alttan zayif yar siirekli oldugunu dikkate

alirsak teoremde yer alan kestirimin dogrulugunu goriiriiz.

Simdi (3.1)-(3.3) baslangig-sinir deger probleminin ¢6ziimiiniin tek oldugunu
gosterelim. Farz edelim ki w(x,t) ve ¢(x,t) fonksiyonlar1 (3.1)-(3.3) baslangig-sinir
deger probleminin iki ¢dziimii olsun. Bu iki ¢6ziimiin farkin1 @(x,t) =y (X,t) —@(X,t)
ile gosterelim. Bu takdirde @ = w(X,t) fonksiyonunun

Ow ’w

|E+a0 o —a(X)o—-v(X)ow =F(x,t), (x,t)eQ (3.41)
w(Xx,0)=0, xe(0,l) (3.42)
o(0,t) =w(l,t) =0, te(0,T) (3.43)

baslangi¢-sinir deger probleminin ¢oziimii oldugu kolaylikla elde edilir. Burada

Fout) =alpxt)] gt —alw(x ) wixt)
dir. (3.41) denkleminin her iki tarafi @(X,t) fonksiyonu ile g¢arpilir, Q, bolgesi
tizerinden integrallenir ve elde edilen esitligin kompleks eslenigi kullanilirsa

||a)(.,t)||i2 o <2 j |F(x,7)||@(x,7)|dxdz, Vte[0,T]
2



38

esitsizligi elde edilir. Burada (3.7) kestiriminden ve F(x,t) fonksiyonunun ifadesinden

yararlanirsak
t
||a)(.,t)||i2 on S C19I||w(" T)”iz(o,n dr
0

olup Gronwall lemmasi kullanilirsa
2
||a)(.,t)||L2(0’|) =0, Vte[0,T]
esitligi elde edilir. Buradan da

vt =g(xt), Vte[0,T], Vxe(,1)

esitligi yazilir. Yani ¢6ziim tekdir. Teorem 3.1.2.1 ispatlandi.
3.1.3. Optimal kontrol probleminin ¢oziimiiniin varhg ve tekligi

Simdi (3.1)-(3.3),(3.6) optimal kontrol probleminin iyi konulmasini inceleyelim. Bu
amagla once a >0 igin (3.1)-(3.3),(3.6) probleminin tek ¢oéziime sahip oldugunu

gosterelim.

Teorem 3.1.3.1: Teorem 3.1.2.1 in sartlarinin saglandigimi kabul edelim ve

yeL,(0,1), weL,(0,1) verilen fonksiyonlar olsun. Bu takdirde L,(0,1) uzayinda

hemen hemen her yerde yogun olan G altkiimesi vardir ki, Vwe G ve a >0 igin (3.1)-

(3.3), (3.6) optimal kontrol problemi tek ¢éziime sahiptir.

Ispat: Once
2
JO (V) = ||V/(’T) - y|||_2(0’|)
fonksiyonelinin V' kiimesi {izerinde siirekli oldugunu gosterelim. AveL,(0,l)

fonksiyonu v+Av eV olacak sekilde herhangi VeV elemanina verilen bir artis olsun.
v =y (X t)=w(xt;v) fonksiyonu (3.1)-(3.3) baslangi¢-sinir deger probleminin VeV
ye karsilik gelen ¢oOziimii olsun. Bu takdirde (3.1)-(3.3) probleminin ¢oziimi

Ay = Ay (Xt) =w (Xt v+ AV) —p (X, t;v) artisint elde eder. Burada w(X,t;v+Av) ise
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(3.1)-(3.3) baslangig-sinir deger probleminin V+AveV elemanina karsilik gelen

¢Oziimidiir. (3.1)-(3.3) sartlarindan Ay = Aw(X,t) fonksiyonunun asagidaki sinir-deger

probleminin ¢6ziimii oldugunu elde ederiz:

. OA O°A
[ atl// +a, 8x2l// —a(x)At//—(v+Av)Az//+a1(|t//A|2 +|y/|2)Az//+ (3.44)
+a v WAW = Avp (X, t;v), (x,t)eQ
Ap(x,0)=0, xe(0,1) (3.45)
Ay (0,t)=Aw(l,t)=0, t<[0,T]. (3.46)

Burada (3.44) denkleminin her iki tarafi Ay/(X,t) fonksiyonu ile ¢arpilir ve elde edilen
esitligin her iki tarafinin Q, {izerinden integrali almir ve onun kompleks eslenigi

kullanilirsa sonucta

AW DI o <202 [ wallwllay] dxdz +2[ |avy||Ay|dxdz, vte[0T]
&

Ql
0
esitsizligi elde edilir. Bu esitsizlikte (3.7) kestirimi ve Vt€[0,T], V/(.,t)eW;(0,1)

icin (3.18) esitsizligi kullanilirsa

t
[Aw GO 61 < oo [J AW O dr+||Av||i2(o,.)J
0

esitsizligi elde edilir. Burada Gronwall lemmasini uygularsak,

Ay (1)

iz(o,l) < Ca ”AV”iz(oJ) , Vie [O1T] (347)

kestirimini elde ederiz. Burada c,, >0 sayis1 Av ve t den bagimsizdir.

Simdi J,(v) fonksiyonelinin YveV eleman: iizerindeki artisini hesaplayalim. (3.6)
formiiliinii kullanirsak J,(v) fonksiyonelinin artisi i¢in

AJ, (V) =J,(V+Av)—J, (V)

| ) 3.48
:2J. Re[(W(X,T)_Y(X))A‘F(X’T)]dx+||AW("T)”|_2(0,|) 549

formiilinii elde ederiz. Burada Cauchy-Bunjakovskii esitsizligi ile (3.7) ve (3.47)

kestirimleri kullanilir ve y € L, (0,1) oldugunu goz 6niine alinirsa
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2

LZ(O,I))

kestirimi elde edilir. Burada c,, >0 sayist Av den bagimsizdir. Bu esitsizlikten ve

(A3 (V) < (v

+[Av

L,(0.)

veV nin V kiimesinin herhangi bir elemani olmasindan dolay1 J,(v) fonksiyonelinin

V kiimesi iizerinde siirekli oldugu goriiliir.

Ayrica V kiimesi L,(0,l) uzayinda kapali, sinirli ve konveks bir kiimedir ve L,(0,l)
uzay1 da diizgiin konveks uzaydir. Ispata gore J,(v) fonksiyoneli V kiimesi iizerinde
stireklidir ve VveV igin J,(vV)>0 dir. Yani alttan sinirlidir. Bu takdirde Goebel

(1979) cgalismasindaki fonksiyonelin minimumunun varligina ait olan teoreme (Bkz.

Kuramsal Temeller, Teorem 2.5) gore L,(0,l) uzayinda hemen hemen her yerde yogun

olan Oyle bir G altkiimesi vardir ki, Ywe G ve a >0 i¢in (3.1)-(3.3), (3.6) optimal

kontrol problemi tek ¢oziime sahiptir. Teorem 3.1.3.1 ispatland.

Simdi >0 igin (3.1)-(3.3), (3.6) optimal kontrol probleminin en az bir ¢dzliime sahip

oldugunu gosterelim.

Teorem 3.1.3.2: Farz edelim ki Teorem 3.1.2.1 nin sartlar1 saglanmis olsun ve o >0
verilen say1 olsun. Bu takdirde (3.1)-(3.3), (3.6) optimal kontrol problemi en az bir

¢Ozilime sahiptir.

Ispat: J(v) fonksiyoneli i¢in herhangi {vm} <V minimallestirici dizisini gz Oniine
alalim; Yani

limJ, (v") =inf J,(v) = J,..
dir. v"eV i¢in (3.1)-(3.3) baslangig-sinir  deger probleminin  ¢dzimiinii
v, =v,(X,t)=w(xt;v") olarak gosterelim. v" €V, m=12,... oldugu icin Teorem
3.1.2.1 in hiikmiine goére her bir m=12,... i¢in (3.1)-(3.3) baslangic-sinir deger

probleminin tek ¢6zlimii var ve bu ¢oziim icin
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2

lvnCOF, WT(t)

W7 (0,)

<Cy, Vte[0,T], m=12,.. (3.49)

L (0.1)
kestirimi gegerlidir. Burada c,; sayisi ile (3.7) kestiriminin sag tarafi isaret edilmistir ve

m den bagimsizdir.

Tanima gore V kiimesi L,(0,1) Hilbert uzaynin kapali, sinirli ve konveks bir kiimesi

oldugundan bu kiime L,(0,l) de zayif kompakt ve zayif kapal1 bir kiimedir. Bu nedenle

{Vm} dizisinden veV elemanina zayif yakinsayan bir alt dizi secebiliriz. Kolaylik i¢in

bu zayif yakinsayan alt diziyi yine {vm} ile gosterelim. Bu takdirde VqeL,(0,1) ve

m — oo igin
Jl.v”‘(x)q(x)dx —>Jl.v(x)q(x)dx (3.50)
0 0
limit  bagintistm1  yazabiliriz. (3.49)  kestiriminden {y/m } dizisinin
c? [[O, T],V\Z2 (O, I)j NC* ([O, T1, L,(0, I)) uzayinin normunda diizgiin sinirlt oldugu elde

edilir. Bu nedenle {y™"} dizisinden belirli bir y =y(xt) fonksiyonuna her bir
te[0,T] i¢in L,(0,1) de zayif yakinsayan alt dizi secebiliriz. Kolaylik igin bu zayif

yakinsayan alt diziyi yine {y/m} ile gosterelim. Buna gore her bir t €[0,T] ve m— o0

2
icin {y/m}, {%}, {6 Wm}, {a;m} dizilerinin L,(0,I) uzayinda sirasiyla

Ox ox®

2
58_1//1 2 1/2/ , %// fonksiyonlarina zayif yakinsadiklar1 hilkkmiine varabiliriz.
X X

0
Simdi w =w(X,t) fonksiyonunun Vvte[0,T] ve Vxe(0,1) i¢cin (3.1) denklemini
saglayp saglamadigin1 kontrol edelim. y (x,t) fonksiyonu her bir m=12,... icin

(3.1)-(3.3) smur-deger probleminin ¢6ziimii oldugundan vVt €[0,T] ve Vg €L,(0,1) icin
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J[i O (D) , o OYn (Zx’t) —a(X)y,, (%, 1) =V" (Qw, (X, 1) +
p ™ (3.51)

+aulw, (D[ v, (68 = £ (1) |G ()dx =0

0

integral 6zdesligini saglar.

0
B, =C° ([O,T],WQ2 (O, I)j NC* ([O,T], L, (O, I)) uzayl gomiilme teoremlerine gore

(o ([O,T], L., (0,1)) uzayma kompakt gomiildiigiinden Vvt e[0,T] ve m — oo igin
dir. Once bu yakinsamanin ve {vm} dizisinin yakinsama Ozelligini dikkate alarak

Vte[0,T] ve m— o0 igin

| |
[V 0 (6 D ()X = [V (x, )T (X)X (3.53)
0 0

limit bagintisinin gegerli oldugunu gosterelim.

[V 0w (DT = [V™ 00 (i (X, 1) =9 (x,1)) T (X) e+
0 0 (3.54)

+ j (V" () =v(X) pr (x, )G (X)dlx + j V) (X, )G (X)dx

esitliginin gecerli oldugu aciktir. Bu esitligin sag tarafindaki birinci terimi

degerlendirirsek

||g|||_2(o,|) ”l//m('vt) _l//("t)”Lm(O,l) ,Vte [O,T]

Lo

[¥700 (17 (x4 g0 < |

esitsizligini yazabiliriz. Burada m — oo igin esitsizligin her iki tarafinda limite gecerek
(3.52) limit bagmtisin1 kullanirsak (3.54) esitliginin sag tarafindaki birinci terimin

limitinin sifira esit oldugunu elde ederiz. Ayrica Vte[0,T] i¢in w(x,t) fonksiyonu
L,(0,1) uzaymin elemant oldugundan y(.,t)ge€L,(0,l) olur. Dolayisiyla (3.50) limit

bagintis1 kullanilirsa (3.54) esitliginin sag tarafindaki ikinci terimin de limitinin sifir
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oldugu elde edilir. Bunlar1 goz oniinde bulundurarak (3.54) esitliginin her iki tarafinda

m — oo i¢in limite gecersek (3.53) limit bagintisinin gecerli oldugu elde edilir.

Simdi Vte[0,T] ve VgelL,(0,1) igin

lim [(a [y, (68w, (DT =] Jp (O] w (% T (x)dx (3.55)

limit bagintistnin gecerli oldugunu gosterelim. (3.52) limit bagintisindan her bir
te[0,T] icin w,,(x,t) dizisi w(x,t) fonksiyonuna (0,I) de hemen hemen her yerde

yakinsar. Diger yandan (3.49) kestiriminin yardimiyla
2
H|1//m(.,t)| y/m(.,t)HL oy <G VEE[OT], M=12..

esitsizliginin gegerli oldugu kolaylikla gosterilebilir. Burada c,, >0 sayist N ve t den
bagimsiz bir sabittir. Burada Ladyzenskaja et al. (1967) calismasindan bilinen
lemmanin (Bkz. Kuramsal Temeller, Lemma 2.3) hiikmii kullanilirsa her bir t €[0,T]
icin

W O] W (1) 5w (G w(x1), L(0,1) de zayif
limit bagintis1 elde edilir. Buradan da (3.55) limit bagintisinin gecerli oldugu elde edilir.
Boylece (3.53) ve (3.55) limit bagntilar1 ile her bir t€[0,T] i¢in {w, (x 1)},

2
{a'//mT(X’t)} , {ng—(zx,t)} dizilerinin  sirasiyla L,(0,I)  uzayinda
X

w(x.b), ﬁwg,t), 81,2)((2(,0

fonksiyonlaria zayif yakinsamalart kullanilarak (3.51)

integral ozdesliginin her iki tarafinda m —>co i¢in limite gegilirse her bir t€[0,T] ve

vg eL,(0,1) i¢in

I(i oy (x,1) ra, aZW(Z(, t) —a(X)w(xt) —v(x)w(x,t)jg(x)dx +
ot OX

0

+J(a1 |‘/’(X,t)|2 w(xt)—f (x,t))g(x)dx -0



44

integral 6zdesligi elde edilir. Buradan da w(X,t) limit fonksiyonunun Vvt <[0,T] ve

hemen hemen x €(0,1) i¢in (3.1) denklemini sagladigini kolaylikla gérebiliriz.

Simdi w(X,t) limit fonksiyonunun baslangi¢ ve sinir sartlarin1 sagladigini gosterelim.
m —> oo i¢in
v, (X,0) > (x,0), L,(0,1) de kuvvetli
limit bagintisini,
W (X,0)=9(x), xe(0,1)

baslangi¢ sartin1 ve

1w (x,0) = ()] "dx < 2[ |y (%, 0) =y, (%, 0) el + 2 |y, (x,0) — p(X)| lx

esitsizligini  kullanirsak y(x,t) fonksiyonunun é’Xe(O,I) icin baslangi¢ sartini

sagladigini kolaylikla elde ederiz.

B, uzaymin C°([0,1],L,(0,T)) uzayma kompakt gdmiildiginii, Vte (0,T) i¢in

v,,(0,t) =y, (I,t) =0 oldugunu ve

T T T
[l (PO dt <2l (p,t) = (p, O dt+2[ |y, (p. O dt, p=0,1
0 0 0

esitsizliklerini dikkate alirsak ayni sekilde w(x,t) fonksiyonunun ‘g’t €(0,T) igin sinir
sartlarmi sagladigini elde ederiz. Boylece {v"} dizisinin limit fonksiyonu olan v(x)

fonksiyonuna karsilik gelen ve (3.1)-(3.3) baslangi¢-sinir deger probleminin ¢éziimi
olan fonksiyonun {z//m(x,t)} dizisinin limit fonksiyonu olan w/(x,t) fonksiyonunun
oldugu elde edilir. Yani, v =w(x,t)=w(x,t;v) dir. (3.1)-(3.3) baslangig-sinir deger
probleminin ¢6ziimii tek oldugundan y e B, dir. w=w(xt) fonksiyonunun (3.7)

kestirimini sagladigi (3.49) dan kolaylikla elde edilir.
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L,(0,1) uzayinda normun alttan zayif yar1 siirekli ve >0 oldugunu goz 6niine alirsak
J (v) fonksiyonelinin v elemaninda alttan zayif yar1 siirekli oldugu elde edilir. Buna

gore yukaridaki {vm} ve {wm (X, t)} dizilerinin zayif yakinsama 6zelliklerini kullanarak

J,.<J,(v)<limJ (v™)=J,.

m—oo

bagintisini elde ederiz. Buradan da veV elemaninin (3.1)-(3.3), (3.6) optimal kontrol

probleminin ¢6ziimii oldugu elde edilir. Teorem 3.1.3.2 ispatlandi.
3.1.4. Fonksiyonelin diferansiyellenebilmesi

Bu bolimde J, (v) fonksiyonelinin diferansiyellenebilir oldugunu gosterecegiz. Bu

amagcla eslenik problem olarak adlandirilan asagidaki sinir deger problemini gz oniine

alalim:
120 40,22 —a(n—vn-+a, (2l n+y77) =0 (3.56)
n(xT)==2i(y(x,T)-y(x), xe(O,1) (3.57)
n(0,t)=n(l,t)=0, te[0,T]. (3.58)

Burada w =w(x,t) fonksiyonu (3.1)-(3.3) baslangi¢ sinir deger probleminin veV

elemanina karsilik gelen ¢oziimiidiir. Bu smir deger probleminin ¢oziimii olarak

0
(o ([O,T], L, (O, I)) uzayina ait olan ¢(x,0) =0 sartin1 saglayan ve V¢ W, (Q) icin

[ {n(—i % 12, 2L -a(f -v(¥F + 28y § j+aﬁw2¢7 }dxdt -

Q

| (3.59)
_ 2 j (w (6 T) = y(X)}p (x,T)dx

integral 6zdesligini saglayan 77 =n(x,t) fonksiyonu anlagilir.
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Teorem 3.1.4.1: Farz edelim ki Teorem 3.1.2.1 in sartlar1 saglansin ve yelL,(0,1)
verilen  fonksiyon olsun. Bu takdirde (3.56)-(3.58) eslenik probleminin

C°([0,T],L,(0,1)) uzayina ait olan tek ¢dziimii vardir ve bu ¢dziim igin

Ol <Cal TV W <[OLT] (350

kestirimi gegerlidir. Burada C,; >0 sayis1 t den bagimsiz bir sabittir.

Bu teoremin ispatt Teorem 3.1.2.1 in ispatinda oldugu gibi Galerkin yontemi ile

kolaylikla ispatlanabilir.

Asagidaki gibi bir fonksiyon tanimlayalim:

T

H (X, (X, ), v(X), 77(X,")) = J Re (7 (X, 1)77(X, t) )t x v(X) — & (V(X) - W(x))2 :

0

Bu fonksiyona (3.1)-(3.3), (3.6) problemi i¢in Hamilton-Pontryagin fonksiyonu denir.

Simdi J_(v) fonksiyonelinin artigin1 hesaplayalim. (3.48) formiilinii ve J,(Vv)

fonksiyonelinin ifadesini dikkate alirsak onun WVveV elemani iizerindeki artisini
asagidaki sekilde yazabiliriz:
A, (v)=J,(v+Av)-J (V)

= Zj Re(y(x,T)—y(x))Aw(x,T)dx +2aj(v(x) —w(x))Av(x)dx +

2
Lo "

Ay (DI o +alav]

Burada Ay =Aw(X,t) =w (X t;v+Av) —w(x,t;v) fonksiyonu (3.44)-(3.46) baslangic-

siir deger probleminin ¢oziimidiir.

Simdi fonksiyonelin artigindaki birinci terimi doniistirmeye g¢alisalim. Bu amagla

asagidaki lemmay1 ispatlayalim:
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Lemma 3.1.4.2:

2[Re(y (x,T) = y(x)JAw(x T)dx = - [ Re (y (%, 1)77(x,t) ) Av(x)dxdlt + R(AV)

0

esitligi gecerlidir. Burada R(Av) kalam

R(AV) = —j Av(x) Re (A )dxdt + j a, (|wA |2 + |z//|2 ) Re (A7 dxdt -
_.[2a1|z//|2 Re(Ay/ﬁ)dth+%J'alz//Az//Ay777dxdt— (3.61)
Q Q

1 __ 1 _ _ 1 _
= [a)* At + ~ [ag g yndxdt - [ a,(7)* Ayrdxat
Q Q Q

formiila ile tanimlanir.

Ispat: (3.1)-(3.3) baslangig-sinir deger probleminin ¢dziimii B, uzaymin eleman

oldugundan Ay =Aw(x,t) =w (X t;v+Av)—p(Xt;v) fonksiyonu V¢ € L,(Q) icin

ﬂi agt V va a;iz‘” —a(X) Ay — (v(X) + AVO) Ay +

0 (3.62)
vy ([ +ly ) Aw + a7 | x Dt = [ Ay (x 04 Ddxt

Q
integral 6zdesligini ve
Ay (x,0)=0, xe(01); Ay (0,t)=Ay(l,t)=0, Vte[0,T] (3.63)
sartlarin1 saglar. Bu integral ozdesliginde ¢ =¢(X,t) in yerine eslenik problemin

¢Oziimii olan 77 =7(X,t) fonksiyonunu alirsak asagidaki esitligi yazabiliriz:

K2
o (3.64)
+a (|1//A|2 +lwf )Az,y + alwAgyAy?Jﬁ(x,t)dxdt - I Avi (%, 0)i7 (x, t)dxdt.
Q

I {i agt V i a, a;m// a(X)Ay — (V(X) + AV()) Ay +

Ay € B, oldugundan ve (3.63) sartlarin1 sagladigindan eslenik problemin ¢6ziimii olan
(3.59) integral 6zdesliginde ¢ =¢(x,t) fonksiyonunun yerine Aw(x,t) fonksiyonunu

alalim. Bu durumda elde edilen esitligin kompleks eslenigini yazarsak
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2
Iﬁ(i agtw +a, aaA;’// —a(X)Ay —V(X)Ay +2a, |1//|2 Ax//]dxdt +
X
Q

|
+[an7 syt =2 (7« T)- 70 v (x Thox
Q 0
esitligini elde ederiz. Bu esitligi (3.64) esitliginden ¢ikarirsak
|
2 (76 T) =70 A (1, T == A0 (07 (x Dbt -
0 Q

_ J' AVO)A W (X, 1)77 (. t)dxdt + I a, (v + Iy ") Azt +Ia1wAwA irdxdt -
Q Q

Q

-2 &,y Ayt~ [ a,(7) Aot
Q Q

esitligini elde ederiz. Bu esitligi onun kompleks eslenigi ile toplarsak lemmanin

hiikmiiniin gecerli oldugunu elde ederiz.

Simdi Lemma 3.1.4.2 nin hilkmiinde yer alan formiilii kullanarak fonksiyonelin artisi

i¢in olan formiilii asagidaki sekilde yazalim:

AJ (V)= j [—j Re (1 (% D7 (% ) dt + 2a (v(x) ~W(x)) | AV(x)dx + R(AV).

2
L, (0,1)

2
L, (0,1)

Burada R(AV)=R(AV)+[Aw (. T)[; ,, +c]AV] dir. R(Av) ise (3.61) formiili ile

tanimlanir.

Simdi R(Av) ve R(Av) igin olan formiilleri kullanalim. Bu durumda kolaylikla
asagidaki esitsizligi yazabiliriz:

2
L, (0,1)

IR(AV)| < [Aw (., T)

+ a”AV

iz(O,l) + J|A l/’| |77||AV| dxdt +
Q

[l rlaxat-+3la, [ aw o et
Q Q

Burada Cauchy-Bunjakovskii esitsizligini uygularsak
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RV <IAW DI o + I8V o) 1AV o VT Il 0 189, +

(3.65)
Tl o, +3illAv ]

+allal; ¥l oo 7],

Lo (Q) Ly, (Q)

esitsizligini elde ederiz.

AY e

Simdi ||A l//(.,t)”l_m () Dormunu degerlendirelim. Bu amagla (3.44) denklemini

carparak elde edilen esitligi €2, bolgesi lizerinden integralleyelim. Bu durumda

p— 2 p— p— p—
J‘ i@Al// 8At//+ 0 Azt// 6AW—a(x)AwaAW—(V+AV)A1//8AW+
ot ot ox~ ot ot ot

10

OAy _OAy OAy
+al(|l//A|2+|l//|2)Al//%+ail//Al//Ay/%:ldXdT=J‘AVV/%dde, (x,1)eQ
Ql

esitligini elde ederiz. Bu esitligin sol tarafindaki ikinci terimde Aw/(X,t) igin olan sinir
sartlarin1 kullanarak kismi integrasyon formiiliinii uygulayalim. Benzer sekilde sag
tarafta da kismi integrasyon formiiliinli uygulayarak elde edilen esitligi onun kompleks

eslenigi ile toplarsak asagidaki esitligi elde ederiz:

2 | |

__ I a(x)|Ay (x b dx —I(v(x) + AV(X)) [ Ap (x, D) dx +
L, (0,1)

0

Ay (.,t)

a
°l ox

‘a, I (1w O+ (O )| (B dx 2 '[ AV(X)Re (1 (% D) A 7(x, 1) ) dx +

0

+2 J' AV(X) Re[wm(x,r)jdxdﬂ a, J' Re (17, (% Dy (x,) (A7(x, 1)) ok~

B 2 _ ow,(X,1) _ ow(X,7) B
2aii|m//(x,r)| {Re(%(x,r)—at j+Re(w(x,r)—6t dedr

—a j Re((AW(X,r))Zal//Aa—(tx’T)t//(x,r)dedr—

—a, j Re((Alp(X,T))Z a"’g”) y/A(x,T)dedf, vt e[0,T].
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w(x,t) ve y,(x,t) fonksiyonlar: (3.1)-(3.3) baslangi¢-sinir deger probleminin sirasiyla
veV ve V+AveV elemanlarina karsilik gelen ¢oziimleri oldugundan ve bu ¢oziimler
icin (3.7) kestirimi gegerli oldugundan sonuncu esitlikten kolaylikla

oAy (1)
a°H o

2

<G| [AW GO oy 1AV COIE o) 1AV 0 [AW GO, +

L (0.)

t t
v [I80 Al a7+ [Iav G, dr], vte[0T]
0 0

esitsizligini elde ederiz. Burada c, >0 sayist Avvet den bagimsizdir. (3.47)

kestirimini kullanarak sonuncu esitsizlikten

oAy (.,1)
% H OX

2

< (V] o, )+

L, (0.1)
L, (0.1)

t
+Cyq [”A w(., t)”i@(o,l) + j”A w(., r)||io(0’|) d r} Vte[0,T]
0

esitsizligini elde ederiz. Burada c,, >0 ve cC, >0sayillann Avvet den bagimsiz
sabitlerdir. (3.18) esitsizliginde " (X,t) = Ayw(x,t) alinr, elde edilen esitsizlik sonuncu
esitsizlikte kullanilir ve sonuncu esitsitsizlikte &—Cauchy esitsizligini uygularsak

asagidaki esitsizligi yazabiliriz:

oAy (D )
—rn <
2
2 & aAl//(,t) 2 1 2
C( 2o N " 2t 1
g [loavt.nlf A
" 2
S [ IRCRLS o [T LS
0 235 0
Burada ¢ = ?0 olarak secip (3.47) kestirimini uygularsak sonugta
OCZB
I i Cloaw (o)
H—"V . SCZQ(”AV . (0|))+C30I ‘—W & dr
OX L(0.l) = 5 2 L (o)

esitsizligini elde ederiz. Burada ¢,y >0 ve c,, >0sayilar1 Av vet den bagimsizdir. Son

esitsizlikte Gronwall lemmas1 uygulanirsa
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oAy (D) 2
H OX S C31||AV||L2(O,I) , Vte[0,T]
L, (0,1)
kestirimi elde edilir. Buradan ve (3.47) kestiriminden
2
2 ANVAA 2
[Aw GOl 6, +Hﬂ <Cy AV} o0 VEE[OT]
aX L, (0,1)

kestirimi elde edilir. c,, >0 sayis1 Av vet den bagimsiz bir sabittir. Bu kestirimi ve
" (X,t) = Aw(X,t) icin (3.18) esitsizligini kullanirsak
2 2
”Al//("t)”Ln(O,l) < 33 ”AV“LZ(O,I) , Ve [O’T]
kestirimi elde edilir. Buradan da direkt olarak
2 2
[Aw (O o <cal v o, VElOT] (3.66)
kestirimi elde edilir. c,; >0 sayis1 Avvet den bagimsiz bir sabittir. Boylece (3.7),

(3.47), (3.60) ve (3.66) kestirimlerinin yardimiyla (3.65) esitsizliginden

2
L, (0,1)

|R(AV)| < cyy || AV

kestirimi elde edilir. c;, >0 sayis1 Av den bagimsizdir. Bu takdirde sonuncu kestirime

dayanarak
R(Av) = O(”AV”LZ(O,I))

bagintisini yazabiliriz. Bu bagintiy1 kullanarak fonksiyonelin artiginm
LT

Al (V) = j [— j Re ( (X, 1)7(x,t)) dt + 2 (v(x) —W(x)) | Av(X)dx + 0(||AV||L2 (0,|))
0 0

biciminde yazabiliriz. Fonksiyonelin Frechet anlaminda diferansiyellenebilirliginin

tanimini kullanarak sonuncu esitlikten J,(v) fonksiyonelinin YveV elemant iizerinde

Frechet anlaminda diferansiyellenebilir oldugu ve onun gradyenti i¢in
T
J(v) = —I Re(w (x,1)7(x,t))dt + 2 (v(X) —wW(x)) (3.67)
0

formiiliiniin gecerli oldugu elde edilir. Burada y =y(X,t), (3.1)-(3.3) baslangig-sinir
deger probleminin; 7 =7(X,t) ise eslenik problemin ¢6ziimleridir. Boylece asagidaki

teorem ispat edilmis oldu:
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Teorem 3.1.4.3: Teorem 3.1.4.1 in sartlarinin saglandigin1 kabul edelim. Bu takdirde

J_(v) fonksiyoneli V kiimesi iizerinde Frechet anlaminda diferansiyellenebilirdir ve

onun gradyenti i¢in (3.67) formiilii gecerlidir.
3.1.5. Optimal kontrol probleminin ¢6ziimii icin gerek sart

Simdi (3.1)-(3.3), (3.6) optimal kontrol probleminin ¢6ziimii i¢in gerek sart elde edelim.

Bu amagla asagidaki teoremi ifade edelim:

0
Teorem 3.1.5.1: Teorem 3.1.2.1 in sartlarinin saglandigimni kabul edelim ve y e W, (0,1)
verilen fonksiyon olsun. Bu takdirde eslenik problemin ¢oziimii B, uzaymim bir

elemanidir ve ¢6ziim ig¢in Vt €[0,T] oldugunda,

2

on(.t)
SOl +H— =
In( )”V\ZZ(O'I) ot L on
2 2 6 6 N L 2
. (”@”V\ZZ(O'I) +” ¢ ”w;)vl(fz) +”(p”\,\721(o,|) +|| f ”Lz(ﬂ) +||(p|||_2(0,|) +|| f ||L2(Q) +||y||m722(0’|)j’ (3.68)

kestirimi gegerlidir.

Bu teoremin ispati Galerkin yontemi kullanilarak Teorem 3.1.2.1 in ispatinda oldugu

gibi kolaylikla yapilabilir.

Teorem 3.1.5.2: Farz edelim ki Teorem 3.1.5.1 in sartlar1 saglansin ve V' €V, (3.1)-
(3.3), (3.6) optimal kontrol probleminin herhangi bir ¢6ziimii olsun. Bu takdirde Vv eV
i¢cin

.

I { j Re (i (% 7" (x,1)) dt — 21 (v () ~w(x)) | (v(¥) ~v* (X)) dx <0
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esitsizligi gegerlidir. Burada w" =w"(x,t) ve #n" =n"(x,t) fonksiyonlar1 sirasiyla

(3.1)-(3.3), (3.6) ve (3.56)-(3.58) problemlerinin v €V elemanma karsilik gelen

¢Oziimleridir.

Ispat: Diferansiyellenebilirlik teoreminin sartlar1 saglandigindan J_(v) fonksiyoneli V

kiimesi lizerinde Frechet anlaminda diferansiyellenebilirdir ve onun gradyenti igin
(3.67) formiilii gegerlidir. Once gradyentin V kiimesi iizerinde siirekli oldugunu

gosterelim. Yani Vv eV igin ||Av|

limit bagintisinin gegerli oldugunu gosterelim. Gergekten (3.67) formiiliini kullanirsak

Lon 0 oldugunda

JL(v+AV) =3, (V)| —0 (3.69)

L, (0,)

J (V+AV)-J! (V)= —T[ Re(y (x,t;v+Av)77(X,t;v+Av) ) dt +
+j|.Re(y/(x,t;v)ﬁ(x,t;v))dt+2aAv(x) (3.70)

= —][Re(wAﬁ) +Re(Ayi7)+Re(AyATT) [dt + 2aAv(X)

esitligini yazabiliriz. Burada Aw(X,t), (3.44)-(3.46) smir deger probleminin ¢6ziimii
ve An=An(xt)=n(xt,v+Av)—n(xt;v) ise asagidaki smnir deger probleminin

¢Ozimudiir:
40, CAT 2 (v + 8v00) A+ 2y 70, ) -
~a (2] n+vi ) = dvn(x.)
An(xT) = 2iAp(x T), xe(0,1) (3.72)
An(0,t)=An(l,t)=0, t<[0,T]. (3.73)

Buradan =n(x,t) ve n,(x,t) fonksiyonlar1 sirastyla eslenik problemin

veV vev+Av eV elemanlarina karsilik gelen ¢oztiimleridir.



54

Simdi An(x,t) fonksiyonu igin bir kestirim elde etmeye ¢alisalim. Bu amagla (3.71)
denkleminin her iki tarafim A7 (X,t) ile carparak O, =(0,1)x(t,T) bolgesi iizerinden

integralleyelim. Bu takdirde

| i A A
sl ot

= —J (2<’J\1IV/A|2 1, — 28|y U)Aﬁdxdr— j (a2, —ay 7 A fdxdr + j AvnAizdxdz
QI

& Q

OAn

OX

—a(x) |A77|2 —(V(x) +Av(x))|A 77|2 ]dxd T=

esitligini elde ederiz. Bu esitlikten onun kompleks eslenigini ¢ikarirsak,

JAnCOI o = 4AWCTIE o, +2 [ |6l |an ] e +Ja [y [An[* dxae +

Q Q

6fa [ (1 |+lv)|anllavnfaxar

&
esitsizligini elde ederiz. Bu esitsizlikte Cauchy-Bunjakovskii esitsizligi uygulanarak
(3.7) ve (3.47) kestirimleri ile y, Ay fonksiyonlar1 i¢in (3.18) esitsizliginin aynisi

kullanilirsa asagidaki esitsizlik elde edilir:
I | [l |, vcto
Q

Burada c,; >0 sayis1 Av vet den bagimsizdir. Burada 7 i¢in olan (3.68) kestirimini

ve 717(x,t) igin (3.18) esitsizliginin aynisini1 kullanirsak sonuncu esitsizlikten

T
[87C O 01y = S5 [AVIL, o1y + € [ 127G D I
t
esitsizligi elde edilir. Burada Gronwall lemmas1 uygulanirsa
”An("t)”iz(o,l) < Cy ”AV”iz(o,l) , Vte [O’T] (3'74)

kestirimi elde edilir. Burada c,;; >0 sayis1 Av vet den bagimsizdir.

Simdi (3.70) formiiliinii kullanarak asagidaki esitsizligi yazalim:

HJa'(V+AV)—J;(V)H2 <8a’|Av|
L

2(0.1)

)
ABT [([W17 o 187115 o0y 1AV W0 o 1AW oy 1T 5 Jet.
0

2
L, (0,1) +
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Burada (3.7), (3.47), (3.68), (3.74) kestirimlerini kullanarak

Ja'(v+Av)—J;(V)HL(OI)SC39(||AV|| v o) (3.75)

L0l L(01)

kestirimini elde ederiz. Burada c,, >0 sayist Av den bagimsizdir. Bu kestirimden

(3.69) limit bagintisinin gecerli oldugunu, yani fonksiyonelin V kiimesi iizerinde

stirekli diferansiyellenebilir oldugunu ispatlamis olduk.

V' kiimesi tanima gore konveks bir kiime, J_(v) fonksiyoneli de bu kiime iizerinde
Frechet anlaminda siirekli diferansiyellenebilir oldugundan Vasilyev (1981)
caligmasindan bilinen teoremin (Bkz. Kuramsal Temeller, Teorem 2.6) sartlar1 saglanir.

Yani, eger V'€V elemaninda J_(v) fonksiyoneli minimum degerine sahipse bu

takdirde Yv eV igin
(J;(v*),v—v*)

>
L, (0.1)
esitsizligini elde ederiz. Bu esitsizlikte fonksiyonelin gradyenti i¢in olan formiilii
dikkate alarak elde edilen esitsizligi (-1) ile carparsak gereken hiikmiin gegerli oldugunu

elde ederiz. Boylece Teorem 3.1.5.2 ispatlandi.

3.2. Lineer Olmayan Kisimda Kompleks Katsay1 Olan Schrodinger Denklemi i¢in
Optimal Kontrol Problemi

Bu boliimde lineer olmayan kisimda kompleks katsay1 olan Schrédinger denklemi igin
optimal kontrol problemi ele alinmistir. Burada olas1 kontroller kiimesi olg¢iilebilir

karesel integrallenebilir fonksiyonlar uzayidir.
3.2.1. Optimal kontrol probleminin konulmasi

I >0, T>0 verilen sayillar ve xe(0,1), te(0,T), Q =(0,1)x(0,t), Q=Q, olmak

tizere lineer olmayan Schrodinger denklemi igin asagidaki baslangig-sinir deger

problemi ile ifade edilen sistemi goz Oniine alalim:
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i%//+ a, aaxl/zj —a()y vy +a v v = f(xt), (xt)eQ (3.76)
w(x,0)=p(x), xe(01) (3.77)
w(0,t)=w(l,t)=0, te(0,T). (3.78)

Burada y =w(x,t) dalga fonksiyonu, i* =—1, a,>0- verilen sayilar, a € C kompleks
say1 olup
Ima, >0, Rea <0, Ima, >2|Rea| (3.79)
sartin1 saglar; a(x) -Olctlebilir sinirl bir fonksiyon olup
0<a(x) <y, Vxe(Ol), u =sabit>0 (3.80)
sartin1 saglar; @(x) ve f(x,t) ise verilen fonksiyonlar olup
0
peW/(O,1), feW Q) (3.81)
sartini saglar. v =v(X) ise kontrol fonksiyonu olup b, >0 bir sabit olmak iizere
V= {v =v(x):veL,(0,1), ||v||L2(0'|) < bo}

kiimesinden segilir.

Simdi agagidaki optimal kontrol problemini goz oniine alalim:
3, W) =[w(.T)-y

fonksiyonelinin minimumunu V kiimesi tizerinde (3.76)-(3.78) sartlar1 altinda bulmak

(3.82)

2 2
L, (0.) + a||V—W L, (0.1)

gerekir. Burada «>0-verilen say1 ve w,yelL,(0,1)-verilen fonksiyonlardir. Bu

optimal kontrol problemini kisaca (3.76)-(3.78), (3.82) problemi olarak adlandiracagiz.

Her bir veV igin (3.76)-(3.78) sartlar1 altinda w =y (x,t) =w(X,t;v) fonksiyonunun

bulunmasi problemi gercekte lineer olmayan Schrodinger denklemi i¢in baslangig-sinir

deger problemidir. Bu problemin ¢cOziimii olarak

B, =C° ([O,T],V\ZZ(O,I)jmcl([O,T], LZ(O,I)) uzayina ait olan Vt €[0,T] ve @x e (0,1)



57

icin (3.76)-(3.78) sartlarin1 saglayan hemen hemen ¢6ziim anlasilir. Burada V isareti

“hemen hemen her yerde” anlamina gelir.
3.2.2. Baslangi¢ sinir deger probleminin ¢6ziimiiniin varhg ve tekligi

Lineer olmayan Schrodinger denklemleri i¢in sinir deger problemleri daha 6nce
Iskenderov and Yagubov (1989), Yagubov (1994) vs. calismalarinda incelenmistir.
Ancak, bu ¢aligmalardan elde edilen sonuglar bizim ileri slirdiiglimiiz optimal kontrol
problemini incelemek igin yeterli degildir. Ciinkii s6z konusu olan c¢aligmalarda
diferansiyel denklemin katsayilari ¢ogu zaman sinirli 6lgiilebilir fonksiyonlar olarak
alinmistir. Ancak bizim goz Oniine aldigimiz problemde ise denklemin katsayisi olan

v(X) kontrol fonksiyonu sinirli degildir ve daha genis bir smiftan seg¢ilmistir. Diger
yandan lineer olmayan kisimda yer alan a, katsayisi ise kompleks sayidir. Onceki

caligmalarda ise bu katsayr sadece sanal sayidir. Bu nedenle (3.76)-(3.78), (3.82)
problemini inceledigimiz i¢in Oncelikle (3.76)-(3.78) baslangi¢c-sinir deger problemini

incelememiz gerekir.

Simdi Vv eV ig¢in (3.76)-(3.78) baslangi¢-sinir deger problemini goz oniine alalim. Bu

problemin ¢6ziimii i¢in asagidaki hiikiim gecerlidir:

Teorem 3.2.2.1: Farz edelim ki a(x), ¢(x) ve f(x,t) fonksiyonlar1 (3.80)-(3.81)
sartlarin1 ve a, # 0 kompleks say1 olup (3.79) sartin1 saglasin. Bu takdirde her bir veV
icin (3.76)-(3.78) baslangi¢-sinir deger probleminin ¢oziimii vardir, tekdir ve bu ¢oziim
icin Vt €[0,T] oldugunda

2
2
0

+H6w(-,t)
at

=Cyp (”@

o C.) o ] (3.83)
1) W5 (0,1)

2 (U,

2
Wt (Q) + ”¢

W2(0,1) L 0.1

kestirimi gecerlidir. Burada c,, >0 sayis1 t den bagimsizdir.
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0
Ispat: Teoremin ispati igin Galerkin yontemini kullanacagiz. Bu amagla W, (0,1)

uzayinda temel fonksiyonlar sistemi olarak

du(x)

Lu, (X) =—a, +a(x)u, (x) =A4u,(x), xe(0,1)

u,(0)=u(1)=0, k=12,..
Ozdeger probleminin 4,  0Ozdegerlerine karsiik gelen u, =u,(x), k=12,...

ozfonksiyonlarini alalim. Burada

2

L:—aOd = +a(x)

seklindedir. Ladyzenskaja and Ural’ceva (1973) calismasindan bildigimiz gibi bu
6zdeger probleminde 6zdeger olan A=4,, k=12,... lar reeldir ve negatif degildir. Bu

Ozdegerlere karsilik gelen Ozfonksiyonlar da reeldir ve

0 0
L,(0,1), W,(0,1), W7(0,1) uzaylarinda ortogonaldir. u, =u,(x) fonksiyonlarinin

L,(0,1) uzayinda ortonormal oldugunu kabul edelim. Yani,

(u.u,) Iu (U, (x)dx =&

L, (0,1)

olsun. Burada &,",

. |L k=m
o, = , kkm=12,...
0, k=m

0 0
seklinde olup Kronecker sabitidir. Ayrica W, (0,1) ve W;?(0,1) uzaylarinda ortogonallik

asagidaki gibidir:

[0 ] = (U ) ﬂ 00 Qe 2 6, (0, (x)}d 287, k=12,

{uk’u } (uk’u )w 2(0,1) (Luk’Lu )LZ(O,I)

[, P00 d?u, (X
_'!.[ a—5— v +a(x)u, (x)j[ ™ +a(x)um(x)]dx

=6, k,m=12,..
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u, =U,(x) fonksiyonlarinin
ludron <der k=12, (3.84)
sartin1 sagladigini kabul edelim. Bu esitsizlikte d,, k=12,... lar herhangi pozitif

sayilardir.

Galerkin yontemine gore (3.76)-(3.78) baslangig-sinir deger probleminin ¢oziimiiniin

yaklagimlari
N
" (1) =D G 0u, (X)
k=1

seklinde aranir. Burada C'(t) katsayilart C' (t) = (l//N (.,1), uk) = (l//N ,uk) formiilii

L, (0,1)

ile tanimlanip asagidaki sistemin ¢éziimiidiir:

(ow" (.t op"(.t) d
(20 ()
L, (0.)) L, (0,1)

ot OX dx (3.85)
HwCou),, ~(alt GOl o) 0, k=IN
GO =("(Ou), ) =(98), 6 =0 kK=1N. (3.86)

Burada f,(t) =( f(.,1), uk) k=1 N seklindedir.

L)’

Goriildiigii gibi (3.85)-(3.86) sartlarimdan C,'(t) lerin bulunmasi problemi sabit

katsayili lineer olmayan I. mertebeden adi diferansiyel denklemler sistemi i¢in Cauchy
problemidir ve sistemin sag tarafi karesel integrallenebilir bir fonksiyondur. Pontryagin

(1976) caligmasindan bildigimiz gibi bu problem [0,T] araliginda en az bir lokal
¢ozlime sahiptir. Bu Cauchy probleminin tim [0,T] araliginda global ¢6ziimiiniin
varlig1 i¢in (3.85)-(3.86) probleminin tiim miimkiin ¢6zliimlerinin [0,T] araliginda
diizgiin smirli  oldugunu gostermek yeterlidir. Bu amagla asagidaki lemmay1

ispatlayalim:

Lemma 3.2.2.2: (3.85)-(3.86) Cauchy probleminin ¢6ziimii i¢in
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2 2

N N

dlerof+>

k=1 k=1

2 2 6
=G (Hq)”V\;)zZ(O,I) i ” f ||Wz°’1(9) * ”gD“V\(I)zl(O,I) j veeloT]

dC; (t)
dt

<
(0 (3.87)

N
k +Haw (1)
7 (0.) ot

<[w" 1)

kestirimi gegerlidir. Burada c,, >0 sayis1t N ve t den bagimsizdir.

Ispat: (3.76) sisteminde yer alan k. denklemi C)(t) ile garptiktan sonra elde edilen

esitlikleri k tizerinden 1 den N ye toplar ve (0,t) aralig1 tizerinden integrallersek

oy _
f['%‘”“%

&

OX

2
M‘ —a(X)\wN\z—V(x)\wN\2+ai\‘/fN\4Jdde—
:ijNdxdr, vt e[0,T]
Q

esitligi elde edilir. Bu esitlikten onun kompleks eslenigini taraf tarafa ¢ikarirsak

oy _y o ; N4 ; —N
J-l[?l// +7(// dXdT+2||maij‘W ‘ dXdT:2|IIm(fl// )dXdT
o o o

esitligini elde ederiz. Buradanda V t €[0,T] i¢in

2

o™ 1)

oy 2im alj'\w fadr <y (O, + 2I| fllu"ddr  (388)
Q 3

esitsizligi elde edilir. Asagidaki esitsizligi kolaylikla yazabiliriz:
2 N 2 & 2
HWN G, O)HLz(O,I) - kzzll‘c'z\l (O)‘ < ;‘Clﬁ\l (O)‘ - ||¢”i2(o,|) ) (3.89)

Bu esitsizligi ve Cauchy-Bunjakovskii esitsizligini kullanirsak (3.88) esitsizliginden

2

™ 1)

+2Ima1Ht//N

4
Lo = 2 iz(OJ) +f

L, (0,1)

t
o +IHV’N ()} 87 Vel T]
0

esitsizligini elde ederiz. Burada Gronwall lemmasin1 kullanirsak asagidaki esitsizligin

gecerli oldugunu elde ederiz:

2

o™ 1)

" on 87 <6 (loll o+ ) ¥t EOTL (390)

L (0.1) L,(0.1)

+2Im alj“wN (,7)
0

Burada c,, >0 sayist N ve t den bagimsizdir.
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N
Simdi 2¥_ (Y
ot

tirevini degerlendirelim. Bu amagla (3.85) sistemindeki

k.

denklemin her iki tarafin1 t ye gore diferansiyelleyelim ve elde edilen k. denklemi

dC,' (t)

integralleyelim. Bu durumda

2. N —N 2. N 2—N N —N N —N
J‘(ial// oy _a oy" Oy _a(x)aﬁwt oy —V(x)al// oy

2 0 T +
ot ot oxot  oxot

ot ot ot

t

o[ NP N)alp“‘ jaf oy
< YW axdr= DY gxdr, vie[oT
+a16t(‘w v o |97 =) 5o xdm VtelOT]

Qt
oy op o[ ow"
jl g —a,|—
s ot ot ot\ ox

O (| NP2 N)asz J-af oy
9 W Naxdr = [ Y gudr. vielo,T
+alat("/' v o |47 = | 5 B VEelo Tl

olup

2

N N

oy
ot

oy

p —V(X)

—a(x)

+

t

esitligi elde edilir. Bu esitlikten onun kompleks eslenigini taraf tarafa ¢ikarirsak

2 N —N 2—N N
J'i OV OV OV OV \iudr+
o o o a

+Ii Ima{%(‘(ﬂ ‘2 ' )@Jr%(‘l//“‘ ‘2 7" )M}dxdr -

5 ot ot

0 2 \\OW" O (| np—n)O¥"
:—J‘Rea{—(w'“ WN)———(W 7 )—}dxdr+

Jrea] &l o 22 o 575

—N
+2ij|m[@aijdxdr, Vte[0,T]
J T & a

2+(w“)2[%j2-
()

esitligi elde edilir. Burada

—N
%(‘V/N‘ZV/N )aL — 2‘(//'\"2

oy
ot ot

esitligini kullanarak

—N N
e e

2

oy"
ot

ile garparak k tizerinden 1 den N ye kadar toplayip (0,t) araligi iizerinden

(3.91)
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0

ot

oy" 0

ot ot

o™
ot

oy"
ot

o™ B
ot

2 2
NI? N N2 =N N \? —N )2
(P ) B ) = [ 25 | (2
esitliklerini yazabiliriz. Bu iki esitligi (3.91) esitliginde kullanirsak kolaylikla asagidaki
esitligi yazabiliriz:

oy (.Y
ot

2

op™

—— dxdz +Im
at ‘ T

+2Ima1ﬂz//““2 .(E‘WNrjzdxdré

2

L(01)

oy (.,0)
ot

dxdz +

op"
t

sz|Rea1|.°‘wN‘2
Q

2 N
dxdr + 2”@‘ oy~
s ot|| ot

L(0)

Burada (3.79) sartin1 dikkate alarak bu esitsizligin sol tarafindaki {igiincii terimin negatif

olmadigini géz 6niinde bulundurursak

N 2 N 2
oy Y +(2Imal—2|Rea1|)J“,7,,N‘2 7 I
ot . ot
2(0) o,
N N 2
SzﬂiH_ﬁw dxdz + oy (.0)
o ot]| ot L,y (0.1
olup bu esitsizligin sag tarafindaki ilk terime Cauchy-Bunjakovskii esitsizligi
uygulanirsa
N 2 . N |
M +a ‘V/N‘Z aL dxdzr <
ot . J ot
»(0.1) Q
) , ' , . ) , (3.92)
SHG'/’—(O) + of +J. oy (1) dz, Vte[0,T]
ot L (0,1) ot L@ 9% ot L, (0.1)

esitsizligi bulunur. Burada & = 2( Ima, —|Re a1|) >2|Rea,|>0 dir.

Simdi (3.92) esitsizliginin sag tarafindaki birinci terimi degerlendirelim. Bu amagla

(3.85) sistemini agagidaki bicimde yazalim:
N 2 N
i(éw ("t),ukJ =—(308W (.1
ot L (0.)

ox?
W GO, (@l GOl vt o) R, k=IN

L (0,

,Ukj +(a,/,N(.,t),uk)L2(0,|)+
L (o) (899

L, (0,1)



63

Bu sistemde t=0 alalim ve elde edilen sistemin k . denklemini

~ N
dCa_t(O) ile garparak

k tizerinden 1 den N ye kadar toplayalim. Bu takdirde

tlov oo ([ . w0
[ij 2 [ o, S0

= +a(x)p" (x,0)+ vy " (x,0) +
O OX

ralr 0 v (x,0)+ f(x,O)}al/l_é—ix’o)dx

esitligi elde edilir. Buradan da (3.80) ve Cauchy-Bunjakovskii esitsizligi kullanilirsa
kolaylikla

oy (,0)[
ot

2
*y" (.,0)

<58, ox?

+522 |y (,0)

Lon T

L, (0,1) L, (0,1)

| 2 | |
+5[ (VO™ (%, 0)) dx+5laf” [l (. 0)[ dx+5[| f (,0)fcx
0 0 0
esitsizligi elde edilir. Burada v(X) fonksiyonu {izerine konulan sarti ve
N N
l//N (X1 0) = ZCKN (O)uk (X) = Z((oi uk )LZ(O,I) uk (X)
k=L k1

formiiliinii kullanirsak asagidaki esitsizligi elde ederiz:

" (O e GO 1ol
4= 587 |[———= +5415 || o0 +
H ot L, (0,1) o’ L, (0,1) ’ (0D
+5||V||L2(OI) HW ( O)H L,(0,) 5|a1| IHW ( O)H L, (0,1) 5||f( 0) L(OI)
Burada (3.20) ve (3.28) esitsizlikleri kullanilirsa
v (..o’ )
POl ssalel, | 5ilol o, S COL

(3.94)

L2 (Q) ]

cor, |

safilcof ,, + [nfnw al

esitsizligini elde ederiz. (3.18) esitsizligi kullanilarak

o, <550

oy (,0) o
OX

L, (0,1)

ve
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0 ,0
ol <5 ‘”; I ok,
A L,(0.l) (3.95)
< ﬂo w )
esitsizlikleri yazilir. Bu esitsizlikler ile
‘ (0|) 1(0|)
esitsizligi (3.94) de kullanilirsa kolaylikla asagidaki kestirimi elde ederiz:
2
oy (.,0) 2
v <cC o+ 01,0y T . 3.96
e I PO A EED

Burada c,, >0 sayist N ve t den bagimsizdir. (3.96) kestirimini (3.92) esitsizliginde

dikkate alirsak

Hal//—(t) +4a ‘ dxdz <

L,(0)

™ (3.97)
t a N( T) 2
scM@ ', +||f W J+H‘”— dz, Vte[0,T]
2 (@) at
] Wi 0 L (o)

olup burada Gronwall lemmasi kullanilirsa

2
a(//N ('t) , , i
= <c o+ FIl o 0 , Vte[0,T 3.98
H ot oy U wen o ) [0.7] (3.98)

kestirimi elde edilir. Burada c,; >0 sayis1 N ve t den bagimsizdir.

N
Simdi 61; tirevini degerlendirelim. Bu amagla (3.85) sisteminin k. denklemini
X

ile carparak elde edilen esitlikleri k tizerinden 1 den N ye toplayalim ve

dC,' ()
dt

(O,t) araligi tizerinden integralleyelim. Bu durumda
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e
ot ox ot\ ox ot ot

Q

owp" o(ow" oy o™
—aoL—[ z j a(p" L vy Ly
va [y at }dxdr jf(x r)a‘/’ ( ) dxdz
esitligini elde ederiz. Bu esitligi onun kompleks eslenigi ile taraf tarafa toplarsak

Iat‘ dXdT+ (a(X)‘l//Nr)dXdz’=—I§(V(X)‘WN‘2)dxdT+

I(ai‘w ‘ w" +a1‘l// ‘ 7 6 dedr ZIRe[ a_thdXdz'

Q
esitligi elde edilir. Bu esitligin sag tarafindaki sonuncu terime kismi integrasyon

formiiliinii uygular ve

N
aly[ " at W gy W”%ﬁ%%(\w”\) 2|ma1|m(\w % aa"”t j
oldugunu dikkate alirsak
a"f&‘ ixdrs (a(x)\wf)dxdr- J' ( )dxd,_

Q

:_E!' (v(x)\w \)dxdf 2Ima1'|‘lm(‘x// % 8_’[ jdxdr+

+2j Re(%zﬁ“jdxdr—ZjRe(f(x,t)le(x,t))dx+ZIRe(f(x,O)nﬁN(x,O))dx

esitligi bulunur. Rea, <0 oldugunu gdz Oniine alirsak sonuncu esitlikten asagidaki

esitsizligi elde ederiz:

(.Y 2 |Rea1| oy (.,0) ’
% 19)4 LN H e )HL(OI) ox LZ(OI)J””O HV/ (, )HL (0|)
+@HWN 0 I|V(X)|‘W (x t)‘ dX+I|V(X)|‘W (x, O)‘ dX+I|f(X 0)|°dx +

J|f(x B) dx+ﬂy/ (x,0) dx+ﬂy/ o0 e+ [
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dXdT Vvt e[0,T].

Bu esitsizlikte Cauchy-Bunjakovskii esitsizligi ile (3.20), (3.21) esitsizlikleri ve (3.90)

kestirimini kullanirsak

A | a1| 2
aOH OX Lo H e )HL (0|) Cae ”(P” Wi |)+||f”Wz°'1(Q) +
Rea,
|Hl// ( ) L, (0,1) ” ”'—z(OI) Hl// ( ) L, (0.1 || |||_2(0|) Hl// ( 0) L0 + (399)

dXdr vte[0,T].

esitsizligini elde ederiz. Burada c,, >0 sayist N ve t den bagimsizdir. Ayrica

IOl = [l 00f o= [l o)y cx s

% b
[ i o dx] [I\w (x.0)f dx] =l Ol O
__Hl// (, )HLe(OI) _Hl/l (. )L2(0|)<_ Hl// (, )H L, (0,l) _Hl/l @ )LZ(OI)
oldugunu g6z Oniine alir ve bu esitsizlikte (3.95) 1 kullanirsak
O, el +Hol o | @100

kestirimini elde ederiz. Burada c,, >0 sayist N ve t den bagimsizdir.

Simdi (3.99) esitsizliginin sag tarafindaki sonuncu terimi degerlendirelim. Bunun i¢in

(3.90) kestirimini ve Cauchy-Bunjakovskii esitsizligini kullanirsak

Jiof Lot I 2
2

48(||¢||._2(o|) ” ”LZ(Q) 2.”

v Op"
ot

7

t
dxdrs%!'\\w(.,r)

‘ dxdz <

‘ dxdz
6’[
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esitsizligini elde ederiz. Burada c,; >0 sayis1 N ve t den bagimsizdir. Bu esitsizligi ve

(3.100) kestirimi ile v(x) fonksiyonu iizerine konulan sart1 (3.99) da kullanirsak

GI/IN(-’t)Z Rea1
e = A W [ R TTt

L, (0.))

, (3.101)
TN ATE)) N Aol N —a‘/’N dxdz, Vte[0,T]
v L, (0.1) v |_4(0|) ot ! A
esitsizligi elde edilir. (3.98) kestirimini (3.97) de uygularsak
Ha”” o) vaflyf ‘ dxdz <
RO o (3.102)

o

kestirimini elde ederiz. Burada c., >0 sayist N ve t den bagimsizdir. Buradan

Ima,c
R [ STt O R

W2 (0,1) W, (0,)

20 +|| f 2
W7 (o)1)

Wzo'1 (@)

° J Vte[0,T]
W, (0,1)

olup bu (3.101) de kullanilirsa

ov" (. |Rea
8 OX + 2 H ( )HL (0|)
L, (0,I)
2
£C51(| A ol .J* (3.103)
+lloy [ (. t)” (OI)+\/_b e O)H Loy TLElOTL
esitsizligi elde edilir. (3.18) esitsizligi kullanilarak
0 t
A Y L [ VAR [ 18 3 R R
L, (0,1)
elde edilen bu esitsizligi (3.103) de kullanirsak
ov" (.0 IRea1|
S R X
L, (0
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W201(Q)

+
W(OI)

oM (.t
b2 —‘”ax( Do),
L,(0.)
oy (.0
+Tb, 32 Wai ) HV’N(-’O)HLZ(O,.)’ vte[0,T].
L, (o)

esitsizligi elde edilir. Bu esitsizligin sag tarafindaki sonuncu terimi (3.90) kestirimi ve

(3.21) esitsizliginin yardimiyla degerlendirirsek

(..0)
\/_bO’BO H ( )HL (OI)
L, (0,1)
PR |6w“<.,0)2 LY A " of
) X oy 2 e
f Ih ﬂ Jb, 32 2 2
ol (ol o+ )

olup bunu bir 6nceki esitsizlikte kullanirsak asagidaki esitsizligi elde ederiz:

oy (b Ieail
o A |

aOH L, (0|)
L,(0)

<ol

+1b, 3]

oy tloll o

oy (1)
X

"0 ... vteld Tl

L, (0,1)
L,(0,1)

Bu esitsizligin sag tarafindaki sonuncu terime ¢ -Cauchy esitsizligini uygulayalim. Bu

durumda
ov" (b |Rea
e A
L, (0,1)
<euloll, 1K o, )+
oy (L[ J b, 3
I TNl i AN + X050 N () vte[0,T]
070 Ox Lon 2¢ H HL(OI)
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esitsizligini elde ederiz. Burada ¢ = % ~ olarak alirsak asagidaki esitsizligi elde
Jibys;
ederiz:
N 2
. Re
2 OX L () 2 L0

2

2 2 6 Ib2 B¢
<C, LH(D”\AZZ(OJ) + ” f ”w;’J(Q) + ||(p”V\721(o,|) j + ﬁ“WN (., t)HLz(O,I) , Vte][0,T].

Burada c,, >0 sayist N ve t den bagimsizdir. Bu esitsizlikte (3.90) kestirimini

uygularsak

2

+[Rea [l (0L, <

Lon —

L. 01) (3.105)

2 2 6
<eu(lof},, #11lhplol, | vtctoT

oy (1)
aOH OX

kestirimini elde ederiz.

aZl/j N

XZ

Lemmanin ispatint sona erdirmek icin simdi de tirevini degerlendirmek

yeterlidir. Bu amagla (3.93) sistemindeki k. denklemi A .C) ile carparak elde edilen

esitlikleri k tizerinden 1 den N ye kadar toplarsak

| L LD (x| 0 —vO0p ™ (DL (1.0 +

0

a, |y (O v (L7 (x,t)}dx =J f O OLZ" (6, t)dx, Vte[0,T]

esitligini elde ederiz. Burada Cauchy-Bunjakovskii esitsizligi kullanilirsa

| |
J“LWN‘Z dx sj\up“\ i%—v(x)w“‘ ra ot - F(xn]dx s
0 0

| | N ,
S%I‘Lw“‘zdx+%ﬂi—ag —v(x)y" +a1‘1//N‘2(//N £ (xt)| dx, Vte[0.T]
0 0

olup asagidaki esitsizligi yazabiliriz:
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N 2 !
[ t)HL on = Hﬁt//at(.,t) +4J'|v(x)|2\!//N(x,t)\2 dx +
L, (0.1)
+4fa,[*[w (. t)Hw)+4||f( D[} g VDT

vel,(0,l) oldugundan sonuncu esitsizlikten

o (D[’
(P S o P N T
L, (0,1)
+afa,[* (. t)HLe(m)””f( D[} gy VtelOT]

esitsizligini elde ederiz. Bu esitsizlikte (3.90), (3.102) ve (3.105) kestirimlerini ve
(3.20), (3.104) esitsizliklerini kullanirsak asagidaki esitsizligi elde ederiz:

AR}

o

Simdi bu esitsizligin sag tarafindaki sonuncu terimi degerlendirelim. Bu amagla (3.85)

L(OI)

(3.106)

+ ” f 5\,20,1(9)

\613\721(0,|)j+4|a1|2 HWN ("t)Hi(o,l) , Vte[0,T].

sistemindeki k. denklemi herhangi 7, (t) stirekli fonksiyonu ile garparak k iizerinden 1

den N ye toplayalim. Bu durumda

[y ol 07 (x -, [ 2D OBl gy

0

- J‘a(X)l//N 07" (X, t)dx + J‘V(X)l//N (07" (X, t)dx — I% 7N (x, t)dx +

0

j fOOT" (DX, ¥ 7" () = Zm(t)u ()

integral ozdesligini elde ederiz. Bu 6zdeslikte 77" (x,t) fonksiyonunun yerine

‘V/N (X,t)‘2 " (x,t) fonksiyonunu alalim. Bu durumda asagidaki esitligi elde ederiz:
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aiﬂgz/ (x, t)‘ dx — aojﬁw (%.1) ax(‘ N(x,t)‘zzp’\'(x,t))dxz

_ ja(x)\w (0| dx+ j vy (x| dx—

0 0

r J‘ W\w O 7 (x D+ J.: FO™ GO 7 (x D

0

Bu esitlik ile onun kompleks eslenigini taraf tarafa toplarsak

o™ (x,t) 0

2Real-ﬂ1// (X, t)‘ dx — aﬂ P

— (b o0 7" )|+

+8l// (x,t) 0

X ox (‘WN (X’t)‘z y" (X,t))} dx = 2_[ a(x) |y (x,t)\4 dx +

+2J‘V(X)‘l//N (x,t)‘4 dx + ZJ Im(%‘yﬂ' (x,t)‘2 v (x,t)jdx+

2 _I[ Re( Foo o] 7 (x,t))dx

esitligini elde ederiz. Burada

0D 21 —N(xt)) D2 1oy ) =
(a—i\ww@ :

ve Rea <0 oldugunu goz oniinde bulundurursak sonuncu esitsizlikten asagidaki

+(§\WN (x,t)\zjzjdx <

v (B dx+

oy (xt)[

=2y ()] ‘

esitsizligi elde ederiz:

20y (x,1)
OX

| |
2|Rea1|ﬂgy’\' (x,t)fdx+aoj[2\w (x.0)

|
oy (x,1)
ot

2 j 200w x Olw™ (0 dx+2 j VOOl Bl (x B dx, vee[0,T1.
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Bu esitsizligin sag tarafina & -Cauchy esitsizligini uygulayip sol tarafta bulunan ikinci

terimin negatif olmadigini goz onilinde bulundurursak

4 oy (.Y
2Ry (ol g, 2ol Ol 21 25

at L,(0,1)

w12 D[]

L, (0,1)

j V[ (x,t)rdx}, vte[0,T]

esitsizligini elde ederiz. Burada ¢ = |Rea1| olarak alinirsa asagidaki esitsizlik elde edilir:

Ea ) i
el < 1 ] st
e ale t)\L(OI} vte[0,T]

Burada (3.20), (3.104) esitsizlikleri ve (3.90), (3.102) ile (3.105) kestirimleri kullanilirsa

H‘//N("t)H (OI) Cse [”(0 ( I)j

kestirimi elde edilir. Burada c,, >0 sayis1t N ve t den bagimsizdir. Bu kestirimi

A

W, (Q)

(3.106) esitsizliginde dikkate alirsak asagidaki kestirim elde edilir:

HLW (s )HL(OI) 57(

Burada c., >0 sayis1 N ve t den bagimsizdur.

S

w2t (Q) +||§0

j (3.107)
1( 1

+a(y " (x1)

ofwN (xt
Ly" (x,) =, LD

formiiliinii kullanarak (3.107) den

O’y (1)
H % ox?

+a(y " (1)

b
(I)j

oo +”¢”j§;(0,nj’ vte[0,T]  (3.108)

<o (I, +11

WZM(Q)
L,(0,1)

olup buradan

2
Hazw (1)

aXZ

scuIof, , +I1
o

L0l

kestirimi elde edilir. Burada c,, >0 sayist N ve t den bagimsizdir.
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Boylece (3.90), (3.102), (3.105) ve (3.108) kestirimlerini kullanirsak asagidaki kestirimi
N 2
oy (% 7)

elde ederiz:
o +a j v (x,2)[* dxdlr <
L (0. ot
SCDR (3.109)

2 6
Cag (Ilcoll o +”f”W2°'1<Q>+”¢”v&’;<o,nj’ vte[0,T]

evt ol
w (0|) ot

Burada c,, >0 sayis1 N ve t den bagimsizdur.

dcy (t)

<[y ol

W7 (0,1)

N 2
+H6v/ (-,1)
ot

Slerof + Y 0

k=1

L, (0,1)

esitsizliginin gecerli oldugunu g6z 6niinde bulundurursak ve (3.109) kestirimini dikkate
alirsak lemmanin hitkmiiniin gecerli oldugunu elde ederiz. Boylece Lemma 3.2.2.2

ispatlanmis oldu.

Simdi teoremin ispatina devam edelim. Bu amacla
— N —
L =(w (.,t),uk)Lz(oll), k,N=12,..
fonksiyonlar ailesini gdz Oniine alalim. (3.87) kestiriminden ¢, (t) fonksiyonlar

dey, (1)
dt

ailesinin ve onlarin tiirevi olan fonksiyonlar ailesinin [0,T] araliginda diizgiin

simirh oldugu elde edilir. Belirlenmis her bir k ve herhangi N>k igin

@), k,N=12,.. fonksiyonlar ailesinin [0,T] araliginda ayni1 dereceden siirekli

oldugunu gdsterelim. Gergekten (3.85) sistemindeki k. denklem (t,t+At) araliginda

integrallenip 7 (t) i¢in olan formiil dikkate almnirsa



t+At

+ V"
t
t+At

|

t
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t+At

‘ENVK(HAI)—EN'k(t)‘SJ‘

t

[

0

_[ a0y (x, 2)u, (X)dx

0

t+At

dr+I

t

aJy (o) v (), (X)ox

0

oy (x,0) du,

OX dx

dz +

j VOw (%, 7)u, (X)dx

0

J' £ (x, 2)u, (X)dx

t+At

dr+j dz

t |0

esitsizligi elde edilir. Bu esitlikte Cauchy-BunjakovskKii esitsizligi kullanilirsa asagidaki

esitsizlik bulunur:

n

,k(t+At)_£N,k(t)‘SaO J.

t+At

t
t+At

oy (1)
OX

du,
dx

dr+
L, (0,1)

L, (0,1)
t+At

+’uo ||uk||L2(O,I) j HWN("T)HLZ(()J)dT+||uk||L2(0,|) J‘ ||f("T)||L2(0,I)dT+ (3110)
t t

ey Ju,

L, (0.1) _[ HWN ("T)Hie(o,l)dr-i-”\/
t

t+At

L,(0,1) ”uk

t+At

L, (01 '[ H’//N ("T)“L4(o,|)dr'
t

0 0
(3.19) esitsizligini w" (.,t) €W, (0,1) ve u, W, (0,1) fonksiyonlari igin kullanirsak

ve

HWN ("t)HL‘t(O,I)

||uk|||_4(o,|) < ﬂl ||uk||v\721(o,|)

<B "

0 , Vte[0,T]

W5 (0,1)

(3.111)

(3.112)

esitsizliklerini yazabiliriz. (3.20) ile (3.111), (3.112) esitsizlikleri ve (3.109) kestirimi ile
(3.84) varsaymmini (3.110) da kullanirsak kolaylikla

[0 (E+ A = £, ()] < Col (A2, WEE[0,TT, kN =1,2,...

(3.113)

esitsizligi elde edilir. Burada cg, >0 sayist N,k ve t den bagimsizdir.

Simdi 4l®
d

, K,N=12,... fonksiyonlarinin aynmi dereceden siirekli olduklarini

gosterelim. Bu amagla (3.85) sistemindeki k. denklemin her iki tarafin1 t ye gore
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diferansiyelleyip elde edilen esitligi (t,t+At) aralig1 lizerinden integralleyelim.

durumda

! N 2
[, 00 50 4.0,

dey, (trat) dey, @]
B ot dx’

dt dt|.[

t

dz+

0
t+At

|

t

j a(x)wuk(x)dx

0

t+At

dT+I

t

Iv(x)Muk(x)dxdr+

ot

0
t+At

J

t

Tt jaf(a)f[’r) u, (x)dx

t

t
dr+

& %(‘V/N (x, T)‘2 v (X, r)) u, (x)dx

0

esitsizligi elde edilir. Burada Cauchy-Bunjakovskii esitsizligi uygulanirsa

t+At

dly,(t+AL) di,k(t)IS a, J-
dt dt

t

d®u,

oy (1)
dx?

ot

+

L(01) L(0.)

t+At

+14 J

t+At |
w3fal [ |
t 0

esitsizligi bulunur. Ayrica Cauchy-Bunjakovskii esitsizligini kullanarak

t+At

defuf o+ |

L, (0,1) t

oy (1)
ot

N
oy (.7) defvu,|

L, (0,1)
of (.,7)
ot

L0 +

oy (x,7)
ot

dzuy

L, (0,1)

L, (0,1)

t+At
v 2 [u, ()] dedle + j H
t

jwa—i)(’t)“w(x't)‘quk(x)ldxs

0

20 v de x

0

] YA %
X | ‘V/N(X’t)‘ dx] U|uk(x)|4 dx]

0 0

ve

| b
[ voou, Gof dxj S Y

0
esitsizliklerini yazabiliriz. (3.111), (3.112) ile
||uk||Lw(O,I) < Co1 ”uk ||V\721(O,I)

esitsizliklerini ve (3.84) varsayimini dikkate alirsak bu esitsizliklerden

Bu

(3.114)
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“(x) ;
a ‘\ COl) de v 0

I

0

oy (x, t)“ N(x, t)‘ |U (X)|dX < ¢y, [I

0

W (0.1)

ve

| %
[ j V(x)u, (9" de <c byd,

0

esitsizliklerini elde ederiz. Burada ¢, >0, ¢, >0, ¢, >0 sayist N,k ve t den

bagimsizdir. Bu esitsizlikler ile (3.84) varsayimini kullanirsak (3.114) esitsizliginden

t+At

‘dik(tmt) déNk(t)|_ uk J v 6|
dt dt | L0l ot L (0.1)
t+At 6 t+At a
rud, I 1) ( D dracyby, j 9y .7) ( 2] -
L (0.1) L,(0.1)
t+At a (X ) }/ t+At 5f( )
T Wl
Toud, j W XD N o) dx | [ (o)e, de+d, I dr
WZ(OI) t at L (o)
esitsizligi elde edilir. Burada (3.109) kestirimini, (3.84) varsayimini ve
d?u, ,
dx’ L, (0,1) Heen
esitsizligini dikkate alirsak
dey (t+At) d7g  (t
v (4D va()l_ c..d, (A)2, Vte[0,T], k,N=12,.. (3.115)

dt dt

esitsizligini elde ederiz. Burada c, >0 sayist N ,k ve At den bagimsizdir.

de,  (t
Boylece (3.113) ve (3.115) esitsizliklerinden 7, (t) ve Ztk(), k,N=12,..

fonksiyonlar ailesinin belirlenmis k ve herhangi N >k i¢in [0,T] araliginda aym
dereceden siirekli oldugunu ve ayrica bu 7, (t) fonksiyonlar ailesinin ve onlarin t ye

gore tiirevlerinin [0, T] araliginda diizgiin sinirlt oldugunu gostermis olduk. Yani

dl, ., (t)
a |

max
0<t<T

N,k=12,..

@)= cg, max
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dir. Bu takdirde diizgiin smirli ve ayni dereceden siirekli {6 NYk(t)}, { ot

dEN,k(t)}

fonksiyonlar ailesinden her bir k =1,2,... i¢in [0,T] araliginda sirasiyla ¢, (t) ve %

dENm,k )

}, m=1,2,... alt dizilerini
dt

fonksiyonlarina diizgiin yakinsayan {f Nm]k(t)}, {

segebiliriz. |, (t) dizisi asagidaki gibi bir fonksiyon tanimlar:

EBEDWAOTNE)

Bu fonksiyonun t ye gore tiirevi ise

U, (x)

Oy (xt) N4 ()
ot _kZ‘ dt

Nm
seklindedir. Iskenderov (2001) calismalarinda oldugu gibi {1//Nm (x,t)}, {—81// at(x’t)}

6 2

2. Np
ve {aw (x,1)
X

} alt dizilerinin t degiskenine gore [0,T] parcasinda diizgiin olarak

oy (x,t) ve %y (x,t)
Ox?

L,(0,1) de swrasiyla w(xt), p

fonksiyonlarina zayif

yakinsadiklar1 ispatlanabilir. Yani {1//“m (x,t)} alt dizisinin limit fonksiyonu olan
w(x,t) fonksiyonu C° ([O,T],WZZ(O,I))mcl([O,T], L,(0,1)) uzaymn bir eleman1 olur.
Ayrica {1//Nm (x,t)} alt dizisinin yakinsama 06zelliklerini kullanip (3.87) kestiriminde

N=N, ve m—oo i¢in alt limite gecersek teoremin hiikkmiinde yer alan (3.83)

kestiriminin gecerli oldugu kolaylikla elde edilir.

Simdi y(x,t) limit fonksiyonunun (3.76)-(3.78) baslangi¢-sinir deger probleminin her
bir t€[0,T] i¢in hemen hemen ¢6ziimii oldugunu gosterelim. Bu amagla N =N i¢in

(3.93) sistemindeki k. denklem herhangi siirekli 77, (t) fonksiyonu ile garpilir ve elde
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edilen denklemler k iizerinden 1 denN'<N,_ ye kadar toplanirsa kismi integrasyon

formiiliiniin de yardimiyla asagidaki integral 6zdesligi elde edilir:

([ oy (xt) o™ (x1) . .
i ra, S0 a(p™ (x, 1) —v(x)p M (x, 1) +
I { ot oX (3.116)

vy o0 ' () - f (x,t)}ﬁ”’(x,t)dx ~0, vte[0,T]

0
’ N'

Burada 7" (x,t) = > "7, (tu, (x), N'<N,_ dir.
k=1

{1//””’ (X,t)} alt dizisi [0,T] araliginda diizgiin olarak W, (0,1) uzayinda y =w(x,t)
fonksiyonuna zayif yakmsadigindan ve W[(0,1) uzayr L,(0,1) uzaymna kompakt

gomiildiigiinden t ye gore diizgiin olarak m — o i¢in

lv".O-w(n] >0 (3.117)

L,(0,1)

limit bagitisin1 elde ederiz. Bu limit bagintisina gore de {1//”” (X,t)} alt dizisinden
[0,T] aralifinda diizgiin olarak (0,1) arahfinda y =yw(x,t) fonksiyonuna hemen
hemen yakinsayan bir alt dizi secebiliriz. Kolaylik i¢in bu alt diziyi yine {l//Nm (X,t)} ile

gosterelim.

{l//Nm(X,t)} dizisi CO([O,T],V\ZZ(O,I)ijl([O,T],LZ(O,I)) uzayina ait oldugundan

(3.109) kestiriminin yardimiyla N = N_ icin diizgiin sinirlilig1 ifade eden

[y (.0 C,n Vte[0T]

<
Le (0.1)

kestirimini elde ederiz. Diger taraftan

o corv ol sl ol
L, (0,1)

3
L (0.))

esitsizliginin gecerli oldugu agiktir. Boylece bu esitsizlik ve bu kestirimin yardimiyla

Ladyzenskaja et al. (1967) ¢alismasindan bilinen lemmaya (Bkz. Kuramsal Temeller,
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Lemma 2.3) gore {‘l//N"‘ (X,t)‘2 wh (X,t)} dizisi [0,T] araliginda diizgiin olarak L,(0,l)
de |l//(X,t)|2 w(x,t) fonksiyonuna zayif yakinsar. Yani m — oo ve Vt €[0,T] i¢in
| |
2 e N
[l 0t 07" (x> [T (k@118
0 0

limit bagimtisinin gecerli oldugu elde edilir.

Vv lizerine konulan sart1 kullanarak

A&y

| o VteloT]

'—2(0|)_ 0‘ L.(0.1)

esitsizligini yazabiliriz. Burada (3.18) esitsizligini ve (3.109) kestirimini kullanirsak

[0, <cp VEE[OT]

L)
kestirimini elde ederiz. {y""(x,t)} dizisi [0,T] arahiginda diizgiin olarak L,(0,1) de
w =w(x,t) fonksiyonuna hemen hemen yakinsadigindan ve {Vl//Nm (X,t)} dizisi

herhangi t<[0,T] igin L,(0,1) de diizgiin sinirli oldugundan (3.118) limit bagntisinin

elde edilmesine benzer olarak m — o i¢in
| |
J VO™ (07 (x,1)dx = [ O (07" (x,1)dx (3.119)
0 0

limit bagintisinin Vt €[0,T] icin gecerli oldugu elde edilir. Boylece (3.118) ve (3.119)
limit bagintilart ile {guNm (x,t)} alt dizisinin yukarida gosterdigimiz zayif yakinsama
ozelliklerini kullanarak (3.116) integral 6zdesliginde m-—oo ic¢in limite gegersek
asagidaki integral 6zdesligini elde ederiz:

J'~ . 6‘1//(x 0, 621//(x,t)
) ox?

—a()p () ~VOp (1) +a (3 B p(x,) - | (x,t)}

iV (x,t)dx =0, Vte[0,T], VAV (x,t)= an(t)u (X).

7" (x,t) bigiminde olan fonksiyonlar vt €[0,T] icin L,(0,1) uzayinda her yerde yogun

oldugundan N’ — o i¢in bu integral 6zdesliginde limite gegilirse
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o[ op(xt) . dp(xt)
ﬂl a0 o

<ij(x,t)dx =0, Vt[0,T],Vn(.t) e L,(0,1)

~a(X)y (6 1)~V (x,8) + 2, [ (D p(x,) - | (x,t)} x

0

integral 6zdesligi elde edilir. Bu 6zdeslikten de w(x,t) limit fonksiyonunun (3.76)

denklemini herhangi t €[0,T] ve hemen hemen x e (0,1) igin sagladigini elde ederiz.

Simdi y(X,t) limit fonksiyonunun (3.77) baslangi¢ sartin1 sagladigini gosterelim. t =0
icin (3.117) limit bagintisi,
y" (x,0) =" (x), xe (0,1

baslangig sarti,
| ) | 2 | 2
[l (x,0) = ([ dx < 2f |y (x,0) —y™ (x, 0 dx+ 2|y (x,0) ~ ()] o
0 0 0
esitsizligi kullanilir ve limite gegilirse
|
[lv (.0 - p(x)fdx =0
0

olur. Boylece y(X,t) limit fonksiyonunun (3.77) baslangi¢ sartini sagladigi elde edilir.

Simdi  w(x,t) limit fonksiyonunun smur sartlarimi  sagladigini - gosterelim.
C°([0,T1W;(0,1)) AC*([0,T1, L, (0,1)) uzayr L,([0,T],W;(0,1)) uzayma kompakt
gdémiildiigiinden ve W, (0,I) uzayr da C[0,I] uzayma kompakt gémiildiigiinden
{w""(xt)} dizisinin L, ([0,T],C[0,I]) uzaymda w(x.t) fonksiyonuna kuvvetl
yakinsadigi elde edilir. Yani m — o i¢in
N, 2 0
)I:D[%Hl// (X")_W(X")HLZ[O,T]_)

limit bagitisinin gecerli oldugu elde edilir. Bu limit bagintisini kullanarak m — oo i¢in

v ©)=w @I o, =0 ™ )-w ], >0

L,[0,T]

2

L,[0,T]
limit bagintilarini yazabiliriz. Bu limit bagintilari,

w'(0,t) =" (1,t) =0, Vte[0,T]
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smir sartlart ve
]|(//(s,t)|2 dt < 2]‘1//(5,0 —yM (st dt+ 2]\1//% (s.b) dt, s=0,1
0 0 0

esitsizlikleri kullanilarak

]
[lw(sfdt=0, s=0,l

0

esitlikleri elde edilir. Buradan y/(x,t) limit fonksiyonunun hemen hemen t €[0,T] i¢in
(3.78) smir sartlarin1 sagladigi goriiliir. Boylece y(x,t) limit fonksiyonunun (3.76)-

(3.78) baglangig-sinir deger probleminin VeV elemanma karsilik gelen ¢oziimi
0
oldugunu ispatlamis olduk. Ayrica y nin B, =C° ([O,T],WZZ(O,I)ijl([O,T], L,(0,1))

uzaymin elemani oldugu elde edilir. N =N_ iizerinden (3.87) esitsizliginde alt limite

gecersek ve W,(0,1) ve L,(0,1) uzaylarinda normun alttan zayif yar siirekli oldugunu

dikkate alirsak teoremde yer alan kestirimin gegerli oldugunu elde ederiz.

Simdi (3.76)-(3.78) baslangic-sinir deger probleminin ¢6ziimiinliin tek oldugunu
gosterelim. y(x,t) ve ¢(x,t) fonksiyonlar1 (3.76)-(3.78) baslangic-sinir deger
probleminin  herhangi iki ¢6ziimii olsun. Bu iki  ¢6ziimiin  farkim

(X, 1) =y (X,1) —@(X,1) ile gosterelim. Bu takdirde @ = w(x,t) fonksiyonunun

.0 2 2 2 _
|Ea)+aoaax?—a(x)a)—v(x)co+a1<|y/| +|g| )a)+all//¢a)=0, (x,t) e Q (3.120)
(x,0)=0, xe(0,1) (3.121)
o(0,) =(1,t) =0, te(0,T) (3.122)

baslangi¢-siir deger probleminin ¢oziimii oldugu kolaylikla elde edilir.

Simdi bu poblemin ¢6ziimiinii degerlendirelim. Bu amagla (3.120) denkleminin her iki

tarafi w(X,t) fonksiyonu ile carpilir ve Q, bdlgesi iizerinden integrallenirse
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+

—a(|ef ~v()|ef +a (v +[f )l

J. 1295, |2
o’ %5
@
+ay(@)’ |dxdz =0, vte[0,T]
esitligi elde edilir. Bu esitlikten onun kompleks eslenigini ¢ikarirsak
.[Ow _ Ow _ 2 2\, 2
j.(gmawjdxdﬁj(ai )l +1oF )of ddr =

Q Q

~-[(ay#(@) -agp(@)")xdz

0%

esitligi yazilir. Burada (3.121) baslangi¢ sart1 kullanilirsa

[@COIF o +21ma, [ (ol + 16 )il drdr =2 Im(ay(@) Jixd=
Qt Qt
olup buradan da asagidaki esitsizligin gegerli oldugunu kolaylikla elde ederiz:

[oCOIF o,y +21may [ (] +1of )il ddr <2la,| [ ly||¢]lef dxdz <
Q &

<|ay| I(Il//l2 +|¢|2)|a)|2 dxdz, Vte[0,T]
Ql

Burada |a|<|Rea,]|+|Ima|=|Rea|+Ima, ve Ima >2|Rea| oldugunu géz oniinde

bulundurursak
la,| < g Ima,
olup herhangi t €[0,T] i¢in
oDl 5 +5 ma | (1w +1of of” axdz <0
esitsizligi elde edilir. Buradan da asagidaki esitligi kolaylikla yazabiliriz:
|00 o,y =0 VEE[O,T].
Dolayistyla

w(ot) = d(x,t), Vte[0,T], Vxe(0)

olup ¢o6ziim tekdir. Teorem 3.2.2.1 ispatlandi.
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3.2.3. Optimal kontrol probleminin ¢oziimiiniin varhg ve tekligi

Simdi (3.76)-(3.78),(3.82) optimal kontrol probleminin iyi konulmasini inceleyelim. Bu
amagla once a >0 igin optimal kontrol probleminin tek ¢oziime sahip oldugunu

gosterelim.

Teorem 3.2.3.1: Teorem 3.2.2.1 in sartlarinin saglandigimi kabul edelim ve

yeL,(01), weL,(0,1) verilen fonksiyonlar olsun. Bu takdirde L,(0,I) uzayinda

hemen hemen her yerde yogun olan G altkiimesi vardir ki, Vwe G ve Va >0 i¢in

(3.76)-(3.78), (3.82) optimal kontrol problemi tek ¢oziime sahiptir.

Ispat: Once
3.0 =lw (1= o

fonksiyonelinin V  kiimesi iizerinde siirekli oldugunu gosterelim. Ave L,(0,1)
fonksiyonu v+Av eV olacak sekilde herhangi veV elemanina verilen bir artis olsun.
v =y (x,t)=w(xt;v) fonksiyonu (3.76)-(3.78) baslangi¢g-sinir deger probleminin
veV ye karsilik gelen ¢oziimii olsun. Bu takdirde (3.76)-(3.78) probleminin ¢oziimii
Ay =Aw(X,1) = (X, t;V+AV) —w (X, t;V) artigini elde eder. Burada
v, (X t) =w(x,t;v+Av) ise (3.76)-(3.78) baslangi¢-sinir deger probleminin V+Av eV
elemanina karsilik gelen c¢oziimiidir. (3.76)-(3.78) sartlarindan Ay =Aw(X,1)

fonksiyonunun asagidaki siir-deger probleminin ¢6ziimii oldugunu kolaylikla elde

ederiz;

.OAy O*Ay 2 2
= +a, v —a(x)At//—(v+Av)Al//+a1(|1//A| +|w| )Az//+ (3.123)

+a v WA = Avp (X, t;v), (x,t)eQ
Ay (x,0)=0, xe(0,1) (3.124)
Ay (0,t)=Aw(l,t)=0, te[0,T]. (3.125)
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Simdi bu problemin ¢éziimiinii degerlendirelim. Bu amagla (3.123) denkleminin her iki

tarafin1 Ay/(X,t) fonksiyonu ile carpip ve Q, bolgesi ilizerinden integrallersek

‘ ~a()|Ap[ = (v(x) +Av(x))|Ap +

‘8At//
oX

+a, (|1,//A|2 + |gy|2)|A w|2 + ait//A(//(AW)z} dxdz = IAV(X)(//A wdxdz

Q

esitligini elde ederiz. Bu esitlik ile onun kompleks eslenigini taraf tarafa ¢ikarirsak

HGA"” Amagt‘?m//jdxdrz_jzi ima, (. + o s oxae -
Q

ot

T

—j(%w(m)z a7, 7 (Ap) Jixdr + 2i J‘ Im (AvyA 7 Jdxdz

Q Q

olup buradan

[Ap (O} o, <3IMa, j (1w + o Ay fdxdz + Rea j (i + o )y Foxdz +

Q Q

esit
+2 j V()| (x, 2)|[Aw(x, 7)ldxdz, te[0,T]

sizligi elde edilir. Burada (3.83) kestirimini ve ( 3.18) esitsizligini kullanirsak
2 ; 2 2
|8 DI o < S IAW D oy A7+ € AV
0

esitsizliginin gecerli oldugunu elde ederiz. Burada c,; >0 ve ¢, >0 sayilar1 Av ve

Ay den bagimsizdir. Burada Gronwall lemmasini uygularsak,
2 2
8O oy <ColAVE o0 VEEOT] (3.126)

kestirimini elde ederiz. Burada c,; >0 sayis1 Av ve t den bagimsizdir.

Simdi J,(v) fonksiyonelinin ¥veV eleman: iizerindeki artisin1 hesaplayalim. J,(V)

fonksiyoneli i¢in olan formiilii kullanirsak J,(v) fonksiyonelinin artigini

Ay (V) =J,(V+AV)—J, (V)

| ) 3.127
=2 Re(p (D) -y () AT e[ (T,
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seklinde buluruz. Burada Cauchy-Bunjakovskii esitsizligi ile (3.83) ve (3.126)
kestirimleri kullanilir ve y € L,(0,1) oldugu goz 6niine alinirsa

2

LZ(O,I))

esitsizligi elde edilir. Burada c,, >0 sayist Av den bagimsizdir. Bu esitsizlikten ve

+|Av

A3 (V)] < i AV

L, (0,1)

veV nin V kiimesinin herhangi bir elemani olmasindan dolay1 J,(v) fonksiyonelinin

V kiimesi iizerinde siirekli oldugu goriiliir.

Ayrica V' kiimesi L,(0,1) uzayinda kapali, siirli ve konveks bir kiimedir ve L,(0,l)
uzay1 da diizgiin konveks uzaydir. Ispata gore J,(v) fonksiyoneli V kiimesi iizerinde
stireklidir ve VveV igin J,(vV)>0 dir. Yani alttan sinirlidir. Bu takdirde Goebel

(1979) calismasindaki fonksiyonelin minimumunun varligina ait olan teoreme gore

(Bkz. Kuramsal Temeller, Teorem 2.5), L,(0,l) uzayinda hemen hemen her yerde

yogun olan Oyle bir G altkiimesi vardir ki, VweG ve Va >0 igin (3.76)-(3.78),
(3.82) optimal kontrol problemi tek ¢ozlime sahiptir. Teorem 3.2.3.1 ispatlandi.

Simdi >0 i¢in (3.76)-(3.78), (3.82) optimal kontrol probleminin en az bir ¢éziime

sahip oldugunu gosterelim.

Teorem 3.2.3.2: Farz edelim ki Teorem 3.2.3.1 nin sartlar1 saglanmis olsun ve o >0
verilen say1 olsun. Bu takdirde (3.76)-(3.78), (3.82) optimal kontrol problemi en az bir

¢Ozilime sahiptir.

Ispat: J_(v) fonksiyoneli igin
limJ, (v")= in\lj J,(v)=J,.
olacak sekilde herhangi {Vm} cV minimallestirici dizisini g6z 6nline alalim. v" eV

i¢in (3.76)-(3.78) baslangi¢-sinir deger probleminin ¢Ozliimiini

v, =y, (Xt)=w(xt;v") olarak gosterelim. v" eV, m=12,... oldugu i¢in Teorem
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3.2.2.1 e gore her bir m=1,2,... icin (3.76)-(3.78) baslangi¢-sinir deger probleminin tek

¢Oziimii var ve bu ¢dziim i¢in

+H8v/m(-,t)

2
2
0

v (1) <C,, Vte[0,T], m=12,. (3.128)

ot

WZ(0,)

L, (0,1)
kestirimi gecerlidir. Burada c,. sayisi ile (3.83) kestiriminin sag tarafi isaret edilmistir

ve m den bagimsizdir.

Tanima gore V kiimesi L,(0,1) Hilbert uzaymin kapali, sinirli ve konveks bir kiimesi

oldugundan bu kiime L,(0,1) de zayif kompakt ve zayif kapali bir kiimedir. Bu nedenle

{vm} dizisinden veV elemanina zayif yakinsayan bir alt dizi secebiliriz. Kolaylik i¢in
bu zayif yakinsayan alt diziyi yine {vm} ile gosterelim. Bu takdirde VqelL,(0,1) ve

m — oo igin
JLV”‘ (X)g(x)dx —>Jl.v(x)q(x)dx (3.129)
0 0
limit bagintisint  yazabiliriz. (3.128)  kestiriminden {1//"‘ (x,t)} dizisinin
(o ([O,T],V\Z2 (O, I)ijl([O,T], L,(0,1)) uzaymin normunda diizgiin sinirl oldugu elde

edilir. Bu nedenle her bir te[0,T] ve m—o i¢in {1//”‘} dizisinden belirli bir
w =w(x,t) fonksiyonuna L,(0,1) de zayif yakinsayan alt dizi segebiliriz. Kolaylik igin

bu zayif yakinsayan alt diziyi yine {y/m} ile gosterelim. Buna gore her bir t €[0,T] ve

2
m — oo icin {y/m}, {aé/;m}, {aa)‘/(/zm}, {a;m} dizilerinin L,(0,1) uzayinda sirasiyla

2
, 88_1//, 2—l/2/, %// fonksiyonlarina zayif yakinsadiklar1 hilkkmiine varabiliriz.
X X

0
Simdi w =w(x,t) fonksiyonunun Vte[0,T] ve Vxe(0,1) icin (3.76)-(3.78)

baglangi¢-sinir deger probleminin ¢dziimii oldugunu gosterelim. y, (X,t) fonksiyonlar
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her bir m=12,... i¢in (3.76)-(3.78) smnir-deger probleminin B, uzayma ait ¢dziimii

oldugundan Vt[0,T] ve Vg e L,(0,1) igin

I|:| 8lr//m (X’t) +a, azl//m (ZX, t) — a(X)l//m (X,t) —V" (X)l/lm (X!t) +
s ™ (3.130)

+a, (O v (1) = £ (60 |5 (0)dx =0

0

integral 6zdesligini saglar.

0
BOECO([O,T],WZZ(O,I)ijl([O,T],LZ(O,I)) uzayr gomiilme teoremlerine gore

C°([0,T],L,(0,1)) uzaymna kompakt gomiildiigiinden vt €[0,T] ve m— oo igin
lvnCO=w (D], =0
limit bagintisin1 yazabiliriz. Bu yakinsamanin ve {Vm} dizisinin yakinsama O6zelligini
dikkate alirsak Vt €[0,T] ve m — oo i¢in
| |
JV" O (x0T (X = [v(x)yr(x, )T (X)lx (3.131)
0 0
limit bagintisinin gecerli oldugunu elde ederiz. Diger yandan (3.128) kestiriminin ve
(3.18) esitsizliginin yardimiyla
H|1//m(.,t)|2y/m(.,t)HLz(o‘l) <c,, Vte[0,T], m=12,..
esitsizligi kolaylikla yazilabilir. Burada c,s >0 sayist N ve t den bagimsiz bir sabittir.
lwu(O-w (O o) =0
limit bagintisina gore w, (x,t) dizisi Vt€[0,T] i¢in w(x,t) fonksiyonuna (0,1) de
hemen hemen yakinsar. Bu durumda Ladyzenskaja et al. (1967) ¢alismasindan bilinen

lemmanm (Bkz. Kuramsal Temeller, Lemma 2.3) hiikmii kullanilirsa kolaylikla

Vvt €[0,T] i¢in

lim &y, (%O v, (x, A = &, |y (O v (x, ) (3.132)



88

limit bagmtisin1 elde ederiz. Boylece (3.131) ve (3.132) limit bagmtilart ile her bir

2
te[0,T] icin  {y, (x,t)}, {al//%ix’t)}, {8 l//amx(z)(,t)} dizilerinin sirastyla L,(0,1)

dp(xt) Oy (x1)
o o

uzayinda w(Xt), fonksiyonlarmma zayif yakinsamalari

kullanilarak (3.130) integral 6zdesliginin her iki tarafinda m— oo icin limite gecilirse

asagidaki integral 6zdesligi elde edilir:

o[ op(xt) dp(xt)
J[I a T ol

xg(x)dx =0, vgeL,(0,1), Vte[0,T].

—a(X)y () —VO)p (D) +a (3 B p(x,) - | (x,t)}

0

Buradan da w(x,t) limit fonksiyonunun Vte[0,T] ve hemen hemen xe(0,1) i¢in

(3.76) denklemini sagladigini kolaylikla gorebiliriz.

Teorem 3.2.2.1 in ispatinda oldugu gibi w(x,t) limit fonksiyonunun (3.77) baslangi¢ ve
(3.78) sinir sartlarin1 sagladig1 kolaylikla ispatlanabilir. Boylece {vm} dizisinin limit
fonksiyonu olan v(x) fonksiyonuna karsilik gelen ve (3.76)-(3.78) baslangig-sinir deger
probleminin ¢oziimii olan fonksiyonun {, (xt)} dizisinin limit fonksiyonu olan
w(x,t) fonksiyonunun oldugu elde edilir. Yani, w=w(Xt)=w(xt;v) dir. (3.76)-
(3.78) baslangi¢-sinir deger probleminin ¢6ziimii tek oldugundan y € B, dir. (3.128)

kestiriminde alt limite gegersek w =w(X,t) fonksiyonunun (3.83) kestirimini sagladig1

kolaylikla elde edilir.

L, (0,1) uzayinda normun alttan zayif yar1 siirekli ve & >0 oldugunu goz oniine alirsak

J_(v) fonksiyonelinin v elemaninda alttan zayif yar siirekli oldugu elde edilir. Buna
gore yukaridaki {Vm} ve {wm (X,t)} dizilerinin zayif yakinsama 6zelliklerini kullanarak

J,.<J,(v)<limJ (v)=J,.

m—oo
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bagintisin1 elde ederiz. Buradan da veV elemaninin (3.76)-(3.78), (3.82) optimal
kontrol probleminin ¢ézliimii oldugu elde edilir. Boylece Teorem 3.2.3.2 ispatlanmis

oldu.

3.2.4. Fonksiyonelin diferansiyellenebilmesi

Bu bolimde J (v) fonksiyonelinin diferansiyellenebilir oldugunu goésterecegiz. Bu

C

amagla eslenik problem olarak adlandirilan asagidaki sinir deger problemini géz Oniine

alalim:
i%JraOZT?_a(X)” —V()n+28 |y n+ay’T=0, (xt)eQ  (3.133)
n(xT)==2i(p(xT)=y()), xe() (3.134)

n(0,t)=n(l,t)=0, t<[0,T]. (3.135)
Burada y =w(x,t) fonksiyonu (3.76)-(3.78) baslangi¢ sinir deger probleminin veV

elemanina karsilik gelen ¢6ziimiidiir. Bu sinir deger probleminin ¢oziimii olarak B,

0
uzayma ait olan Vte[0,T]ve Vxe(0,1) igin (3.133)-(3.135) sartlarim1 saglayan

n =n(xt)=n(xt;v) fonksiyonu anlasilir.

0
Teorem 3.2.4.1: Teorem 3.2.2.1 in sartlariin saglandigini kabul edelim ve y e W, (0,1)

verilen fonksiyon olsun. Bu takdirde (3.133)-(3.135) smir deger probleminin tek

¢Ozlimii vardir ve bu ¢6ziim i¢in

2

on(.,t
T e e [ [ ]
w2 (0,1) ot o Wz 1) 2 (3.136)
oll, +IvE, j,Vte[O,T]
1o w2 (o)

kestirimi gecerlidir. Burada c,, >0 sayis1 t den bagimsiz bir sabittir.
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Bu teoremin ispati Teorem 3.2.2.1 in ispatinda oldugu gibi Galerkin yontemi ile

kolaylikla ispatlanabilir.

Asagidaki gibi bir fonksiyon tanimlayalim:

T

H (X, (X, ),v(X), 77(%,")) = j Re (1 (%, )7(x,t) )it x v(x) —a (V(x) —w(x))".

0
Bu fonksiyona (3.76)-(3.78), (3.82) problemi i¢in Hamilton-Pontryagin fonksiyonu

denir.

Simdi WveV igin J,(v) fonksiyonelinin artisini hesaplayalim. AveL,(0,1)

fonksiyonu v+Av eV olacak sekilde herhangi veV elemanina verilen artis olsun. Bu

takdirde (3.82) ve (3.127) formiillerini dikkate alirsak J_(v) fonksiyonelinin VveV

elemant lizerindeki artisin1 agagidaki sekilde yazabiliriz:

A, (V)=J,(v+Av)-J_ (V)

:ZII Re(y(x,T)—y(X)Aw(x,T)dx+ (3.137)

2
L,(0,1)

2

oAV gy -

+2a [ (V) =W(x)) AVO) X + Ay (, T))

Burada Ay =Ayp(Xt) =w (X t;v+Av) —w(X,t;V) fonksiyonu  (3.123)-(3.125)

baslangi¢-sinir deger probleminin ¢oziimiidiir.

Simdi (3.137) esitliginin sag tarafindaki birinci terimi doniistiirmeye ¢alisalim. Bu

amagla asagidaki lemmay1 ispatlayalim:

Lemma 3.1.4.2:

2 j Re(w(x,T) = y(x))Ay7(x,T)dx = — j Re (w(x,1)77(x 1)) Av(x)dxdt + R(Av)  (3.138)

0

esitligi gegerlidir. Burada R(Av) kalani
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R(AV) =~ Re(Api7 JAv(x)dxdt + [ Rea1(|1,//A|2 —|1//|2)Re(A w7 Jdxdt -
Q Q
o ) - (3.139)
—J.Imal(|y/A| ~|v| )Im(Awn)dxdt+IRe(a1|Aw| l//ﬂ)dth—
Q Q

formiila ile tanimlanir.

Ispat: (3.76)-(3.78) baslangig-simir deger probleminin ¢dziimii B, uzaymin elemani

oldugundan (3.123)-(3.125) baslangi¢-sinir deger probleminin ¢oziimii olan
Ay = Ay (x,1t) =w (X t;v+Av) - (X t;v) fonksiyonu V¢ e L, (Q) igin

ot ox?
o (3.140)

s,y + Ay + alWAWm];Z (x,t)dxdt = j AVOOW (X, ) (x, t)dxdt

Q

j {i OAY | o TAY oAy — () + AV() Ay +

integral 6zdesligini ve
Ay (x,0)=0, xe(0,1); Aw(0,t)=Aw(l,t)=0, Vte[0,T] (3.141)

sartlarn1  saglar. Ayrica eslenik problemin ¢6ziimi olan 77 =7(X,t) fonksiyonu

Vé =¢(x1t)eL,(Q) i¢in
ﬂi aat—"+ a, ZT’Z-a(x)n —v(x)n+ 28, |y[ n+ aiyfzﬁjal(x,t)dxdt -0

integral Ozdesligini ve (3.134), (3.135) sartlarin1 saglar. Bu integral 6zdesliginde
¢ =@ (x,t) fonksiyonunun yerine Aw(X,t)eB, fonksiyonunu alalim. Kismi

integrasyon formiiliinii kullanarak (3.134)-(3.135) ve (3.141) baslangic ve sinir

sartlarinin yardimiyla asagidaki esitligi elde ederiz:

—_ 2 —_

| K—i D v, o —a(a 7 -v(xa 7+ 28y ijn rayA Wﬁ}dxdt -
X

Q

:_J'z(,,/(x,T)— Y(X) A7 (x,T)dx.

Bu durumda bu esitligin kompleks eslenigi
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2
j KI agt'” +2, aaAz‘” —a(x)Ay —V(X)Ay +2a, |y Aw}ﬂ a7°A wn}dxdt =
X

| (3.142)
——[2(7(T) = Y0 (x. T

bigiminde olur. Ayrica (3.140) integral 6zdesliginde ¢ =¢@(X,t) fonksiyonunun yerine

n(x,t) fonksiyonunu alalim. Bu durumda

J' [i 82;” ra, a;ij” —a()Ay — (v(X) + AVO)) A +

va, ([ o) Av +aypad [7x Dot = [ avegw (070 Dot
Q
esitligi elde edilir. Bu esitlikten (3.142) esitligini taraf tarafa ¢ikarirsak
|
2[ (7 T) - 70 2w (. T == [ (07 (x DAVt -
0 Q

_ j Ay (%, D7 (x, 1) Av(x)dxdt + I a1(|1//A(x,t)|2 —|1//(x,t)|2)Az//(x,t)ﬁ(x,t)dxdt+

Q

[ [aw, oW (x DA77 (0 -& (700D) Ap (D) et

Q
esitligini elde ederiz. Bu esitligi onun kompleks eslenigi ile toplarsak

2 j Re(y(xT) - y(X))A7(x T)dx = - _[ Re (1 (% 177 (x, 1)) Av(x)dxdt -

0

—I Re(Ap (x, )7 (x.t)) Av(x)dxdt +

; J' Rea, (|7, (% 1) ~[ (< ) )Re Ay (x,1)7(x.t)) dxdt -

Q

_ j |ma1(|z//A(x,t)|2 —|1//(x,t)|2)Im(Az//(x,t)ﬁ(x,t))dxdt+

Q

; .[ Re ([ Ay (x,  (x 7 (1) ot

esitligini elde ederiz. Buradan da Lemma 3.2.4.2 nin hiilkmiiniin gegerli oldugunu elde

ederiz. Boylece Lemma 3.2.4.2 ispatlanmis oldu.
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Simdi (3.138) formiiliinii kullanarak fonksiyonelin artist i¢in olan formiilii asagidaki

sekilde yazalim:
AJ, (V) = I —Re(y (% O (x.t)) Av(x)dxdlt + 2cx j (V(X) ~W(X)) Av(X)dx + R(AV).

2
L, (0,1)

Burada R(AV) = R(AV) +[Ay (. T)|; o, +@[AV]; ,,, seklinde tanimlanir. $imdi R(AV)
igin
R(Av) = 0(||AV||L2(0,I))

oldugunu gosterelim. R(AV)i¢in olan formiile dikkat edersek {i¢ terimin toplami oldugu
goriiliir. Bu terimlerin her birini degerlendirmeye calisalim. (3.126) kestirimini t=T
icin yazarsak

80D = CallAV], o) (3.143)
kestirimini elde ederiz. R(Av) igin olan (3.139) formiiliinii kullanirsak kolaylikla

asagidaki esitsizligi yazabiliriz:
)< [ vlllaviosct--3faj [ (v, + ) aw  rfosc
Q

Q
<JT lAy], ., max

L(Q) o<t<T

+3fajav]

77|||_w(0,|) ”AV”LZ(O,I) +

Vil Wl o W7l

Burada

||77||Lw(9) < Cro ||77||C°[[0T],V\722(0,I)]
”lf//A”Lm(Q) < 80 ”wA”CO[[OT],V\ZZ(O,I)]

”W”Lw(Q) < 80 ”l//”CO[[OT],V\ZZ(O,I)J
esitsizliklerini, i, ve y icin (3.83) kestirimini ve 7 i¢in (3.136) kestirimini kullanirsak

‘ﬁ‘ < Cer (”AV”LZ(o,n ||Al//||L2(Q) +||Al//||i2(g))

esitsizligini yazabiliriz. Burada Ay i¢in olan (3.126) kestirimini uygularsak

2
L, 0.))

R <cpav]
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kestirimi elde edilir. Burada c,, >0 sayist Av den bagimsizdir. Boylece bu kestirim ile

(3.143) kestirimini kullanirsak R(AV) igin olan formiilden

2

|R(AV)| < ¢y || AV Lo

kestirimi elde edilir. Burada c,, >0 sayist Av den bagimsizdir. Buradan da

R(Av) = 0(||AV||L2(0,I))

bagntisinin gegerli oldugu goriiliir. Bu durumda AJ,, (v) fonksiyonelinin artis1 igin olan

formila kullanarak

AL, (V)= j —Re(p (% DT(x.1)) AV(x)dxdt + 2z j (vX) ~W()) Av() e+ o V], )

0
esitligini yazabiliriz. Burada Hamilton-Pontryagin fonksiyonu icin olan formiilii

kullanarak fonksiyonelin artigini

£ —OH (X, (x,1),v(x), 77(x,t
A (V) = -([[ (% w(x 82/ V(X), 77 (X )))Av(x)dx+o(||AV||L2(O’I)) (3.144)

seklinde yazabiliriz. L,(0,I) uzayinda tanimlanan fonksiyonlarmn Frechet anlaminda
diferansiyellenebilir olmasinin tanimimni dikkate alirsak (3.144) formiiliinden J_ (V)

fonksiyonelinin  YveV elemant iizerinde Frechet anlaminda diferansiyellenebilir

oldugunu ve onun gradyenti igin

J(v) = —%_I = —j[ Re(w (X, 1)7(x,t))dt + 2a (v(x) —w(Xx)) (3.145)

formiiliiniin  gegerli oldugunu sdyleyebiliriz. Burada w=w(Xt), (3.76)-(3.78)
baglangi¢-sinir deger probleminin; 7 =7(X,t) ise eslenik problemin ¢oziimleridir.

Boylece asagidaki teorem ispatlanmis oldu:

Teorem 3.2.4.3: Teorem 3.2.4.1 in sartlarinin saglandigini kabul edelim ve we L, (0, 1)
verilen bir fonksiyon olsun. Bu durumda J_(v) fonksiyoneli V kiimesi iizerinde

Frechet anlaminda diferansiyellenebilirdir ve onun gradyenti i¢in (3.145) formiili

gecerlidir.
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3.2.5. Optimal kontrol probleminin ¢6ziimii icin gerek sart

Simdi Teorem 3.2.4.3 {in hiikkmiinden faydalanarak (3.76)-(3.78), (3.82) optimal kontrol
probleminin ¢6zimii i¢in varyasyon esitsizligi seklinde gerek sarti elde edelim. Bu

amacla asagidaki teoremi ifade edelim:

Teorem 3.2.5.1: Teorem 3.2.4.3 iin sartlarinin saglandigini kabul edelim ve v €V,

(3.76)-(3.78), (3.82) optimal kontrol probleminin herhangi bir ¢éziimii olsun. Bu
takdirde Yv eV igin

J' { J' Re (" (O (x,1) ) dt =262 (v () ~w(x)) | (v(3) =v" (3))dx < 0

0
esitsizligi gegerlidir. Burada w" =w"(x,t) ve #n" =n"(x,t) fonksiyonlar1 sirasiyla

(3.76)-(3.78) ve (3.133)-(3.135) problemlerinin v* €V elemanina karsilik gelen

¢Oziimleridir.

Ispat: Teorem 3.2.4.3 iin hilkmiine gore J_(v) fonksiyoneli V kiimesi iizerinde

Frechet anlaminda diferansiyellenebilirdir ve onun gradyenti icin (3.145) formiilii
gecerlidir. Once bu formiilii kullanarak gradyentin V kiimesi iizerinde siirekli oldugunu

gosterelim. Yani VvV eV i¢in ||AV||L2(O,I) — 0 iken

92 (v+Av) =3 (V)| —0

L,(0.1)

limit bagintisinin gegerli oldugunu gosterelim. Gergekten (3.145) formiiliinii kullanirsak

T

I (V+AV) = (V) = - j [ Re(w, (X, ) AT (X,1))+Re(Aw (x,)7(x,1)) |dt + 2aAv(X)

0
esitligini yazabiliriz. Burada Aw(X,t), (3.123)-(3.125) sinir deger probleminin ¢6ziimii
ve An=An(xt)=n(xt,v+Av)—n(x,t;v) ise asagidaki sinir deger probleminin

¢Ozimiudiir:
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[ 82;7 +a, 8;;77 —a(x)An—(v(x) +Av(x))Ary+2§1|r,z/A|2 An+aylAng = (3.146)
=—2aynAy —2ay Ay —aynAy —ay Ay +Avy, (x,1) €Q

AR T) =—2iAp(xT), xe(0,1) (3.147)

An(0,t) = An(l,t) =0, te[0,T] (3.148)

Burada y(x,t) ve w,(X,t) fonksiyonlar sirasiyla veV vev+AveV ig¢in (3.76)-(3.78)
baslangi¢-sinir deger probleminin, 7 =7(X,t) ve n,(X,t) fonksiyonlar: ise sirasiyla

veV vev+AveV elemanlarina karsilik gelen (3.133)-(3.135) eslenik problemin

¢Oziimleridir.

Simdi An(X,t) fonksiyonu i¢in bir kestirim elde etmeye c¢alisalim. Bu amagla (3.146)
denkleminin her iki tarafim A7 (X,t) ile carparak O, =(0,1)x(t,T) bolgesi iizerinden
integralleyelim. Bu takdirde

. OA _
| {'#A"“%
Q

't

oAn|’ _
8_x77 - a(x)|A77|2 —(v(x) +Av(x))|A77|2 +23, |1//A|2 |A77|2 +

rayl(AR) ]dxde = IAv(x)ry(x, DAT(X,7)dxd 7 —

Q

—f[zav?nAwAmzammmﬁ—aiwmmﬁ—aiwAﬁAwAﬁ]dxdr

Qt
esitligini elde ederiz. Bu esitlikten onun kompleks eslenigini ¢ikarirsak asagidaki esitligi

elde ederiz:

J.|§|A77|2 dxdz —4i ImalJ‘|l//A|2|A77|2 dXdT:—j[aﬂ/fi(Aﬁ)z _gil/ji(An)z:IdXdT—

(ON O &

— | [2aynAyAR - 2ayiApAnldxdz — .[ [2ay A wAT — 28y, iiAyAn Jdxdz +

(ON o

+ | [ay7AwA T —aynApAnjdxdz + J [ay A yATT — 8w, nAyAn Jdxdr +
Qt Qt
+f [AV(X)nA 77 — AV(X)77A R Jdxd 7.

o

Burada (3.147) sartim1 kullanirsak bu esitlikten



97

JAnC.0l 5, +41ma, [l Flanf dar <afap (T o, +

0

+2la,| [ Iy |anf* dxar -+ 6fa| [|wnllavan]dxde +
Y &,

+6fa,| [ Iy J|av | aniaxdr + 2 |aviir|an]axdz, vie[oT)
O S,

esitsizligini elde ederiz. Bu esitsizlikte 2[a,|<2(|/Ima,|+|Rea,|)<3Ima, oldugunu goz
Ontine alirsak asagidaki esitsizligi yazabiliriz:

[AnCO o +ma [ s [Anf e < 4fap (D, +

Q

+6fa, [l avlan]dxdz+oa [yl aw||an|oar +

Q Q
+2 j |AV||7||A7|dxdz, Vte[0,T].
ot
Bu esitsizligin sag tarafina & -Cauchy esitsizligini uygularsak
|AnG O, + ma, [l anf* dxdr < 4fap (T g, +
o
1
+6la,|” j vl [anf dxde-+6la,) j I |Ay[Pdxdz +
ot &
+2 I |Av|j7]|An| dxdz +6[a, j w||7]|Aw|[Anfdxdz, Vte[o,T]

o) o)

olup e = Ima,

6lay|

olarak secilirse asagidaki esitsizlik elde edilir:

Im
JanOf, o+ 5 [l | dxdr <afap (T, ¢
o

2
+[3|a1|+—1|8 nLa;! J j [’ |Ay|*dxdz +3[a,| j ly[*[An[ dxdz +
ot

A
¥ j |An[*dxdr + j AV [nfdxdz, vte[0,T].

Lo Q

Burada
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||77|||_£(Q) = Cro ||77||C0[[0T],V\722(0,I)] !

”W”Lw(Q) < 80 ”l//”CO[[OT],V\ZZ(O,I)J

esitsizlikleri ile (3.83), (3.126) ve (3.136) kestirimlerini kullanirsak

2
L(0.)

I
[A7GOIE o0 +% [l |anf dxdz <, |AVI] )+ [ [An(x ) dxdz, vt e[0,T],
o &

esitsizligini elde ederiz. Bu esitsizlikte Gronwall lemmas1 uygulanirsa

2
Lo,n’

|
ARG o0 +% [yl [anf dxdz <cyav] vt e[0,T]
Q

kestirimi elde edilir. Burada ¢4 >0 sayis1t Av vet den bagimsizdir.

J! (V+Av)—J] (v) farki i¢in olan formiilii kullanarak

T T
3, (v+Av) =3, ()] < [y, (O] An(x, 0 dt + [|Ay (x, 0] J(x, D] dt + 2 [Av(x)|
0 0
esitsizligini yazabiliriz. Bu esitsizlikten de kolaylikla agagidaki esitsizligi elde ederiz:

.
+ J.|77||At//|dt

0

192 (v+Av) =37 (v)

+2a ||AV

L, (0.))

< .
L (0.1 L,(0,1)

]
[l an]dt
0

L(0.1)

Bu esitsizligin sag tarafindaki birinci ve ikinci terimleri degerlendirirsek

;
JlvaCollantoldt]  <cgjav g,
0 L, (0,)

ve
;
_[|77(-,t)||A'//(-1t)|dt < Cgg ”AV“LZ(O,I)
0 L, (0,1)

kestirimlerini elde ederiz. BoOylece bu kestirimler en son elde edilen esitsizlikte

kullanilirsa

J, (V+Av)-J! (V)HL o < g AV

L(o.h)
kestirimini elde ederiz. Burada c,, >0 sayis1 AV den bagimsizdir. Bu kestirimden de

|Av] —0iken [[J,(v+AV)-J.(V)|, ,,,, 2O

L (0.1) L (0.1)
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oldugunu, yani J_(v) fonksiyonelinin V kiimesi tizerinde siirekli diferansiyellenebilir

oldugunu ispatlamis olduk.

V kiimesi tanima gore L, (0,l) uzayinda konveks bir kiime ve J_(v) fonksiyoneli de bu

kiime lizerinde Frechet anlaminda siirekli diferansiyellenebilir oldugundan Vasilyev

(1981) ¢alismasindan bilinen teoremin (Bkz. Kuramsal Temeller, Teorem 2.6) sartlar
saglanir. Yani, eger V' €V, J_(v) fonksiyoneline minimum deger veren eleman ise bu

takdirde Vv eV i¢in

(3.(v)v-v)

>
L (0.l

esitsizligi gegerlidir. Bu esitsizlikte (3.145) formiiliinii V=V" i¢in kullanirsak teoremin

hiikmiiniin gecerli oldugunu elde ederiz. Boylece Teorem 3.2.5.1 ispatlanmis oldu.

3.3. Lineer Olmayan Schrédinger Denklemi I¢in Optimal Kontrol Probleminin

Niimerik Coziimii

Bu béliimde, 3.1. boliimde incelenen optimal kontrol probleminin 6zel bir hali i¢in
sonlu farklar yontemi uygulanmistir. Bu amagla dnce sonlu farkli aynis1 yazilan optimal
kontrol probleminin fark semasinin ¢6zlimii i¢in kararlilik kestirimi ispatlanmistir. Daha
sonra bu kararlilik kestirimi kullanilarak fark semasinin hatasi i¢in bir kestirim elde

edilmis olup sonlu fark yaklasimlarinin fonksiyonele gore yakinsaklig ispatlanmstir.

Schrodinger denklemi igin optimal kontrol problemlerinin sonlu farklar metoduyla
¢Oziimii daha once Potapov (1987), Yagubov (1990), Silla (1991), Yagubov and
Musayeva (1995), Yildiz and Yagubov (1997), Mahmudov (1997), Yagubov (2001),
Yetiskin (2005) calismalarinda incelenmistir. Ancak bu ¢alismalarda ele alinan optimal

kontrol problemi konulma agisindan bizim inceledigimiz problemden farklidir.

3.3.1. Optimal kontrol probleminin diskritlestirilmesi
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IW) = [lw(xT) =y dx (3.149)

fonksiyonelinin

V={v=vo:veL, @, |, <b|

L1 =0

kiimesi lizerinde

i%‘”+ a, i;‘f —a()y —v()y +a | v = F(xt), (xt)eQ (3.150)
w(%,0)=p(X), xe(0,) (3.151)
w(0,t) =y (l,t)=0, te(0,T) (3.152)

sartlar1 altinda minimumunun bulunmasi problemini g6z Oniine alalim. Burada
v =y (X1) dalga fonksiyonu, Q=(0,1)x(0,T),
i’=-11>0, T>0,b,>0, a,>0 a <O0-verilen sayilar, yeW,(0,I) verilen
fonksiyon; a(x) -olgiilebilir sinirli bir fonksiyon olup (3.4) sartin1 saglar. ¢(x) ve

f (x,t) fonksiyonlari ise verilen fonksiyonlar olup (3.5) sartin1 saglarlar.

Goziktigi gibi (3.149)-(3.152) optimal kontrol problemi (3.1)-(3.3), (3.6) optimal
kontrol probleminin « =0 haline karsilik gelen 6zel bir halidir. Teorem 3.1.3.2 den
(3.149)-(3.152) optimal kontrol probleminin kabul edilen sartlar altinda en az bir

¢Oziimi vardir. Yani
V. z{v* eV: J(v)=1J, =inf J(v)};t@

dir.

Simdi (3.149)-(3.152) optimal kontrol problemini diskritlestirelim. Yani bu problemin
sonlu farkli aynisin1 yazalim. Bu amagla énce Q =[0,1]1x[0,T] bélgesini asagidaki aglar

dizisine doniistiirelim:
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{(t), ), n=1,2,.., xj:jhn—h—z“,jzl,Mn—l, xi_ﬁ:o, an_1+h3“=|,

2
t. =kz,, k=0,N,, h = ! , Tn=L,
M, -1 N,
M=M, N=N, h=h, 7=7, nx1

(3.150) denkleminin igerdigi tiirevlere karsilik gelen sonlu farklar1 ise

P b~
Sy, :%, 5By :%,
ik 7] Lk — 20 + &
5By = ¢Hlk—h¢Jk’ oy = P fzjk B 1

bigiminde gosterelim. Bu durumda (3.149)-(3.152) optimal kontrol probleminin sonlu
farkli aynisini her bir N >1 dogal sayisi igin
M-1 2
In ([V]n) = hz‘¢jN - yj‘
=1

(3.153)

fonksiyonunun
M1 )2
Vo =qvD s VD = (Vv v ), (thfj <b,
j=1

kiimesi tizerinde
16,y +20u by 'y Vi + |t | 45 = i, i=LM -1 k=LN, (3.154)
$o=0, i=0M (3.155)
o = =0, k=L N (3.156)
sartlar1 altinda minimumunun bulunmasi problemi olarak ifade edebiliriz. Burada

al, y i» @; vef, ag fonksiyonlari olup asagidaki sekilde tanimlanirlar:

xj+h/2
al== [ a(dx, j=LM -1, (3.157)

x;—h/2

1xj+h/2
y, == j y(x)dx, j=LM -1, (3.158)

h x;—h/2

xj+h/2
o == | p(dx j=LM-1 ¢ =g¢, =0, (3.159)

xj=h/2
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ty xj+h/2 L
i =ij [ fetdxdt, j=IM -1, k=1N. (3.160)

ty_q Xj=h/2
3.3.2. Fark semasinin kararhhg:

Her bir [v], €V, i¢in (3.154)-(3.156) sartlarindan ¢, a§ fonksiyonun bulunmasi

problemi (3.150)-(3.152) sinir deger problemine karsilik gelen fark semasidir. Once bu

fark semasinin ¢oziimiiniin kararli olup olmadigin1 inceleyelim:

Teorem 3.3.2.1. Her bir [v], €V, igin (3.154)-(3.156) fark semasinin ¢6ziimii asagidaki

kestirimi saglar:

im jm |a1|h2‘¢1m‘ <
! 2 2 -1 4 N M-1 )
scgo(hjz_lj\co,- 3 .\ +h§\¢j\ +Th;§\fjk\ + (3.161)

N-1M-1
+ThZZ‘ X Jk‘ J, Vme ,N}.

k=1 j=1

Burada ¢y, >0 sayis1 7 ve h dan bagimsizdur.

Ispat: Her bir t =t, igin (3.154)-(3.156) semas1

M-1 M M
hz I8¢ 7 _aohz5¥¢jkgiﬁjk - hz 'y iy —
= = = (3.162)

M-1 _ M -1 2 B M -1 B
“hD Vi, +a1hz‘¢jk‘ Guily =hD_ iy, k=LN
j=1 j=1 j=1

toplam 6zdesligine denktir. Burada 77, fonksiyonu {(xj,tk)n} aglar dizisinde tanimli,

k=LN igin 7, =7y, =0 sartlarini saglayan herhangi 7, ag fonksiyonunun kompleks

eslenigidir. Bu toplam 6zdesliginde 77, fonksiyonunun yerine r¢7jk ag fonksiyonunu
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alalim ve elde edilen esitliklerden onlarin kompleks eslenigini taraf tarafa ¢ikaralim. Bu

durumda
hh:_llr(ét¢jk¢71k+5t¢7]k¢jk) ZThZIm( fudy ) k=LN (3.163)
esitligi elde edilir. Bu esitlikte
o(60udy + i) =l ~1bua] +I~ | (3.164)

oldugunu dikkate alirsak

hh_ﬂzl(\%kf_\¢jk_1\2)+h“§\¢jk—¢jk1\ ZThZIm( i) k=LN

esitligi elde edilir. Bu esitligin her iki tarafim K {izerinden 1denm<N ye kadar

toplayarak her iki tarafin mutlak degeri alinir ve (3.155) kullanilirsa

M-1 m M-1 m M-1
h§‘¢jm‘2+h§§‘¢,—k by _ZTh;jZ_;‘f]lek‘Jth‘(oJ‘, yme(12,..,N}

esitsizligi elde edilir. Bu esitsizlikte sag tarafta yer alan ilk toplamm m. terimini
ayiralim ve ayirdigimiz bu terime & -Cauchy esitsizligini uygulayalim. Bu durumda

asagidaki esitsizlik elde edilir:

M-1 2 m M-1 2 Th M-1 2 M-1 2
h> ¢ +hk22\¢jk—¢jk_l\ S—Z\qﬁjm\ +grh2\fjm +
j=1 =1 j=1 i j=t
-1

m-1M
+2rhy Y \f H¢Jk‘+h2‘¢1‘

k=1 j=1

jm

Burada & =27 olarak alinirsa
M-1 2 m M-1 2 M-1 2 m-1M-1 M -1 2
h;‘gbjm‘ +2h§§\¢jk—¢jk_l\ s4TthZ_;‘fjm‘ +4rh§j§_£\fjku¢jk\+2h§\(pj\

esitsizligi elde edilir. Bu esitsizligin sag tarafindaki ikinci terime Cauchy-Bunjakovskii

esitsizligi uygulanirsa

M-1 2 m M-1 2 N M-1 2
h>|éi +2h22\¢jk—¢jk_l\ < (4T +2)rh22\fjk\ +
j=1 1Mkzl j=1 - k=1 j=1 (3165)
Ll 2 - 2
+2Thk22\¢jk\ +2hY |, vme{L2,...N}
=0 j=1 j=L

olup bu esitsizligin sol tarafindaki ikinci terimin negatif olmadig1 dikkate alinirsa
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M-1 2 N M-1 2 M-1 2 m-1M-1 2
h > 6| S(4T+2)Thk22‘fjk‘ +2h) || +27hk22‘¢1k‘ , YmefL,2,.,Nj
= Al j=1 = =0 j=1

esitsizligi elde edilir. Bu esitsizlikte Gronwall lemmasinin diskrit aynisini (Vasilyev-

1981) kullanirsak

h2\¢m\ _cgl[hZ\goJ\ +rth;M21\ka\ J vme{12,..,N} (3.166)

kestirimini elde ederiz. Burada c, >0 sayist 7veh dan bagimsizdir. (3.166)

kestirimini (3.165) esitsizliginde kullanirsak asagidaki kestirimi elde ederiz:

M-1 2 m M-1 N M-1
h§‘¢1m‘ +2hkz_l:jz_;“¢jk_¢jk 1‘ gg(hZ‘(PJ‘ +Thkz_1:§‘fjk‘ J (3.167)
vme{12,..,N}.

Burada c,, >0 sayis1 7 ve h dan bagimsiz bir sabittir.

Simdi 6,4, ag fonksiyonunu degerlendirelim. Bunun igin (3.162) toplam 6zdesliginde
17;. fonksiyonunun yerine r5fgzjk ag fonksiyonunu alalim ve elde edilen esitligi onun

kompleks eslenigi ile taraf tarafa toplayalim. Bu durumda
M _ _ M-1 . _ L
Y 7| 5,6,6 (585 )+ 5:840 (St ) |+ h X 7 (208 + 216,50y ) =
=1 j=1
M-1 L M-1 ) _ ” _
= _hz TV, (¢jk§f¢jk + 95 O i ) + a1hz T D¢Jk‘ PiOc Py + ‘¢jk‘ POt Pix } -
=1 j=1
M -1 _ -
~2hr )" Re(f, 5.4, ). k=LN
j=1
esitligini elde ederiz. Burada (3.164),

T|:5Y¢jk5f (é;gjk ) + é‘igjké‘t’ (5¥¢jk )] =

2
jk _5Y¢jk—l‘ (3-168)

2
% jk—l‘ T10%

x? ik
ile

o[04 B0+, Busidn |~ 0] Sl +
(3.169)

R A
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esitlikleri kullanilir ve elde edilen esitlikler Kk tizerinden 1denm<N ye kadar
toplanirsa

m M
athZ[ Pik| ~|9% jk—l‘2+ X jk_5x¢jk—1‘2j|+

Kl 1

m M-1 , , m
+h Za’ﬂ¢jk‘ _‘¢jk4‘ +‘¢jk_¢jk1 } hZZVJ D(/ﬁjk‘ ‘(ﬁ,k 1‘ +‘¢Jk Jk 1‘ }
k=1 j=1 =1 j=1
m M-1 4 1
an> > Sl el gl o |
—zmzm“MZ‘iRe (6.8, ) me{L2..,N}
k=1 j=1

olup bu esitligin sag tarafindaki sonuncu terime kismi toplam formiilii uygulanirsa

jm jk 5 ¢Jk 1‘ +hza ‘¢Jm‘ +hzzaj ‘¢Jk jk 1‘
§|a1|hz ¢jm X jO ‘¢j0‘ +Ea1hz‘¢j0‘ _hzvj ‘¢jm‘ +hZVj ‘¢j0‘2
j=1 j=1 j=1 j=1
m M-1 m-1M-1 _ M-1 _ M-1 _
—hkz;_z;vj 83— By 1\ +21th;Z;Re( fjk¢jk)—2h;Re(fjm¢jm)+2h;Re(fjl¢jo)

=l j= i= i= i=

esitligi elde edilir. Burada (3.155) ve (3.4) kullanilirsa

— 2 l M-1 4 M-1 2
X7 jm ; X jk_57¢jk-1‘ +E|a1|h;‘¢jm‘ gﬂoh;‘%‘ +
2 1 M -1 4 M-1 2 M -1 2
+§|al|h;\¢j\ +h;\vj B +h;‘VjH(p]—‘ - (3.170)
m M-1 2 m-1M-1 M-1 M -1
+th; ,- l\ij¢jk ~ | +zrhk§;j§;\@fjku¢jk\+2h;\fij¢jm\+2hj§;\fﬂH¢j\

esitsizligi bulunur.

Asagidaki esitligin gecerli oldugunu kolaylikla gosterebiliriz:

‘¢jm‘2 = hzj:(é‘x%sm¢sm +§Y¢sm¢75—lm )’ m :1’_’ J :1’ M-1 (3171)
s=1

(3.171) e Cauchy-Bunjakovskii esitsizligi uygulanir ve

M-1 2 M-2 ) M-1 ) L
h2|¢5—1m| :h2|¢sm| Shz:|¢sm| ’ m:]. N
s=1 s=1 s=1
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esitsizligi kullanilirsa

6] <2(h2|6 bl ] (thczzml j

esitsizligi elde edilir. Buradan

2
’

je1,2,.,M-1}, Yme{L2,...N}

2 % —
j , m=1N (3.172)

LJ<M 1‘¢lm‘ <2[ ¢im

olup, (3.172) esitsizligine denk olarak

jm

T
!

in = Oxm 1\} [h;\%‘%” ' (3.173)
me{L2,...N}

max ‘¢jm ¢]m l‘ <2[

1<jsM-1

esitsizligi yazilir. Ayrica f, ag fonksiyonu i¢in
N-1M-1 N M-1 -
hZ‘me‘ <Gy thZ\ e +eh Y [ | vm=1N (3.174)
k=1 j=1 k=1 j=1
esitsizligi gecerlidir. (3.170) esitsizliginin sag tarafina Cauchy-Bunjakovskii esitsizligini
uygularsak

DI

1 j=1

m
X7 jm
k=

1 M-1 4 ML,
5Y¢jk_5i¢jk—l‘ +E|a1|hzl‘¢jm‘ Sﬂoh;‘%‘ +
i= i=
: : el
ol SRSl S | (e o)
j=1 j=1 ==
(WS | (e ) (oS ) Sl
m-1M-1 9 m-1M M-1 2 ML,
SORIIARED MIAEHIMET A HED NN
k=1 j=1 k=1 j=1 j=1 j=1 j=1 j=1

esitsizligini elde ederiz. Bu esitsizligin sag tarafinda v; lerin sagladigi sart1, (3.172),

of | [pShef

(3.173), (3.174) esitsizliklerini ve

1<j<M -1

2 M
max ‘goj‘ <2
j=1

esitsizligi ile (3.166) kestirimini kullanirsak
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X7 jm

M-1
x¥jk _5¥¢jk—1‘2 +%|ai|h2‘¢jm‘4 <
1o =1
2 M-1 4 N-1M-1 2 N M-1 2
TR RO THRED » 3N }

=1 j=1
RV IaERAY
J[rget]

=

m M %
+2b0\/|_;( 2 e jk—5x¢jk1‘j £h2‘¢1k ik 1‘}

esitsizligini elde ederiz. Bu esitsizligin sag tarafindaki son iki terime & -Cauchy

j=
M1,
< Cyy (hz ‘Q)j
-1
M
+2b0\/l_(
-1

X7 jm

esitsizligi uygulanirsa

M-1
-0 + IS <

=1

2 M-1 4 N-1M-1 2 N M-1 2
o Sl oS Sl s S| ]+
Z =1 k=1 j=1 k=1 j=1
+#hi\@¢mr+boﬁgh“”zl\¢jmr+
': .:l

b I m M m M-1
fh ik 5¢jk 1‘ +h \thZZMk ik 1‘

& k=1 j=1 k=1 j=1

X7 jm

j=
M1

< Cyy [h;‘%
j=

+

olup burada & = 2b\/l /a, olarak segilirse

8y
2

M-1
95(h2‘¢,‘

a

X7 jm

M-1
x ¥ jk _5¥¢jk—1‘2 +l|a1|hz_1‘¢jm‘4 <
M- N-1M-1 N M-1 2
o +hz\¢,\ Mh;;\ o a3 Se f
b? thl¢j 2 202

j=1 k=1 j=1

K Jk 1‘

esitsizligi elde edilir. Burada (3.167) kestirimi kullanilirsa asagidaki kestirim elde edilir:

M -1 M-1
+mh2‘¢jm‘4§cgs(h2‘(pir
N M-1 N-1M-1
+hz\¢,\ Hhkz;;\fjk\ ORAAN J YmefL2...N).

2
o +

X7 jm

(3.175)
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Burada c,, >0 sayisi 7 Ve h dan bagimsiz bir sabittir. Bu kestirim ile (3.166) kestirimi

gbz Oniine alinirsa teoremin hiikkmiinlin gegerli oldugu elde edilir. Boylece Teorem

3.3.2.1 ispatlandi.
3.3.3. Fark semasinin hatasi icin kestirim

Simdi fark semasinin hatasin1 degerlendirelim. Bu amagla 6nce (3.149)-(3.152) optimal

kontrol probleminin her bir veV i¢in w =w(Xt;V) ¢oziimiiniin Steklov anlaminda
ortalamasini asagidaki gibi tanimlayalim:
1=ly(xtv]={v;}
1 %0 o
W :Ei ijh/zw(x,t)dxdt, j=LM -1, k=1N 6.176)
Vie=¢; i=0M, yy =y, =0, k=1N.
Bunun yani sira
Q,:V -V, Q,(v)=[w]=(W,W,,...W, ;).
W, :%th[h/zv(x)dx, j=1M-1 (3.177)

Xj—h/2
bigiminde V kiimesi lizerinde Q, operatdriinii tanimlayalim. [Z]= {Z jk} = {¢jk —y/jk}

ile fark semasmin hatasim1 gosterelim. Bu {Z jk} ag fonksiyonunun asagidaki sistemi

sagladig agiktir:
i6:Z; +a0,Zy —a'Zy —V,Z, =F, _ai(‘¢1k‘2 Pic _“/’jk‘z ‘/’jk)’ (3.178)
j=LM -1, k=1N
Z,=0, j=0,M (3.179)
Zoo =Zu =0, k=1L N. (3.180)

Burada F;,
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t, Xj+h/2
1 .0 o°
F=r j (. EV/H% a—x'/;—a(X)vf—V(><)w+t’j\1|l,z/|2 l//jdth -
e (3.181)

. i 2 .
—OY j — A0 + AW VW _ai‘l//jk‘ Wi 1=LM -1 k=1N

formiilu ile tanimlanmaktadir.

Teorem 3.3.3.1: Farz edelim ki 7 >0 adim1 0<7 < %(|a1|0105)_1 sartin1 ve h,7 adimlari

T -
Cy; < n < Cq uyum sartini saglasin. Burada Cy, >0, Cyq >0, o >0 sayilari 7 ve h dan

bagimsizdir. Bu takdirde
M-1
WY |Zin| <o (B +IQu) -1}, Yme{r,2...,N} (3.182)
j=1

kestirimi gegerlidir. Burada c,, >0 sayist 7 ve h dan bagimsiz bir sabittir ve S, >0,

7—>0 ve h—0 i¢in S, —0 olup
M-1
Q) -1, =h Y|, —v,[
j=1

seklindedir.

Ispat: Her bir t =t, icin (3.178)-(3.180) sistemi asagidaki integral 6zdesligine denktir:

M-1

M-1 M .
WD 162775 —h Y 6,2 6,77 —hZ(a‘ +V; )Zikﬁik -
j=1 j=t

=

(3.183)

M1 M-1 ) , ~
- hz Fycli _hzai(‘¢jk‘ by _‘l//jk‘ l//jk)ﬂjk, k=1N.

=l j=1
Burada 7, fonksiyonu k =1,N icin 7, =7,, =0 sartlarini saglayan, {(xj,tk)n} aglar

dizisinde tanimlanan herhangi 7, ag fonksiyonunun kompleks eslenigidir. Bu toplam

ozdesliginde 77, fonksiyonunun yerine tZ i ag fonksiyonunu alirsak



110

M-1 _ M 9 M-l )
hei6,2,Z, —ahey |5,Z,[ —he Y (a'+v,)[Z,] =
j=1 j=1 j=1

M1 M-1 2 9 _
=he ) FyZ, —hfZ%(W b~ '//,-k)z,-k, k=LN
j=L j=L
olup bu esitlikten onun kompleks eslenigi ¢ikarilirsa asagidaki esitlik elde edilir:
oM _ _ oM _
iy (8.2, Z; +6.Z,Z; )=2ihc Y Im(F, Z, )-
=1 j=1

M-l 2 2 — 2 — 2 _
_hlel[ai(‘féik‘ Pic _‘V/ik‘ ‘//ik)zjk _ai(‘¢ik‘ Pix _“//Jk‘ V/Jk)zjk]' k=1LN.
=
Bu esitlikte Z;, ag fonksiyonu i¢in (3.164) formiiliiniin aynist,
ch (‘¢jk‘2 ¢jk _“//jk‘z ‘/’jk)z_jk = (‘¢jk ‘2 +"//jk‘2)‘zjk‘2 + a1¢jk‘//jk (Z_jk )2 (3.184)
ve
2 — 2 _ 2 2 2 - _ 2
81(‘(/5].(‘ Py _“/’jk‘ ‘/’jk)zjk = a1(‘¢jk‘ +‘l//jk‘ )‘ij‘ + a0, W i (ij) (3.185)
formiilleri kullanilirsa asagidaki esitlik elde edilir:
M-t 2 2 2 M1 _
hg(\zjk\ (2, +|Zh -2, ): o3 im(F,Z,)-
j= =
ey am(gp (2,)), k=N
j=1

Bu esitlik k tizerinden 1den m< N ye kadar toplanirsa

M-1 ) m M-1 , m M-1 _ m M-1 _
N |2 1Y Y (2~ 2, =207y Y Im(FLZ, )~ 2hea Y > Im( gy (Z,))
j=1 k=1 j=1 k=1 j=1 k=1 j=1

esitligi elde edilir. Bu esitligin sag tarafindaki sonuncu terime Cauchy-Bunjakovskii
esitsizligini uygularsak asagidaki esitsizligi elde ederiz:

m M M-1

M-1 2 -1 2 m M-1 LU 2 2 2
hZ\zjm\ +hY ) 1Zy -2 g2hrZZ\ijszk\+hr|a1|zz(\¢jk\ |yl )\zjk\.
j=1 k=1 j=1 k=1 j=1 k=1 j=1

Bu esitsizligin sol tarafindaki ikinci terimin negatif olmadigini goz oniine alirsak

buradan

M-1

M-1 2 m M-1 m 2 P P
hé\zjm\ SZthZl:jZ:l:‘ijHij‘+hr|a1|Z (A Jiz

k=1 j=1
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esitsizligini kolaylikla yazabiliriz. Bu esitsizligin sag tarafindaki ilk toplamin m.

terimini ayiralim ve ayirdigimiz bu terime ¢ -Cauchy esitsizligini uygulayalim. Bu

durumda

M-1 hM—l
hZ‘ZJm‘Z < %Z‘ij
j=1

=t

2 M-1 2
+rhgzl‘ij‘ +
j=

m-1M-1

2he Y 3Rl [Z,] + helal S

k=1 j k=1 j=1

<

M-1

(M«\z +‘V’Jk‘2)‘zﬂ<‘2

I
JUN

olup & =27 olarak segilirse asagidaki esitsizlik elde edilir:

hM—l 2 M-1 2 m-1M-1

EZ\zjm\ szTth\ij +2hrZZ\ijszk\+
j=1 j=1 k=1 j=1

m M-1

K=

+hr|a1|ZZ(\¢,-k\2 +\V/J—k\2)\zjk\2-

1 j=1

Simdi

‘¢J’k‘2+‘l//jk‘2£c100' j=LM-1 k=1LN

oldugunu gosterelim.

(3.176) formiiliinden
1 t, Xj+h/2 .
\y/jk\sr—hj [ lwxpldxdt, j=LM -1, k=1N

tiy X;—h/2
yazilir.
WOl <Gl Oy W <[0T]
esitsizligini ve (3.7) kestirimini kullanirsak

”l//”Lw(Q) < Cioz

(3.186)

(3.187)

(3.188)

(3.189)

kestirimi elde edilir. Burada c,,, >0 sayist X vet denbagimsiz bir sabittir. Boylece

(3.189) kestirimini (3.188) de kullanirsak asagidaki kestirimi elde ederiz:

vi|<Co i=1LM -1, k=1N.

Simdi

(3.190)
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RN DN

esitsizligini kullanarak ‘¢jk‘ ag fonksiyonunu degerlendirelim. Bu amagla bu esitsizlige

M -1 k=1,

% @ik

Cauchy-Bunjakovskii esitsizligini uygular ve (3.161) kestirimini kullanirsak
6, <cg i=IM -1 k=LN (3.191)
kestirimini elde ederiz. (3.190) ve (3.191) kestirimleri kullanilirsa
6]+ <o i=IM L k=1N

kestirimi yazilir. Burada ¢, >0 sayist h ve 7 dan bagimsiz bir sabittir.

LJ<M 1(‘¢Jk‘ +‘W1k‘ ) Cios (3.192)
1<k<N

olsun. (3.192) yi (3.186) da kullanirsak asagidaki esitsizligi elde ederiz:

M-1 2 M-1 2 m-1M-1
hZ\zjm\ s4Tth\ij +4hr22\|:ijzjk\+
j=L j=1 k=1 j=1

m M-1

+2|a1|c105hrZZ‘ij‘2, me{12,.,N}.

k=1 j=1

Bu esitsizligin sag tarafindaki sonuncu toplamin m. terimini ayirirsak
M-1 ) M -1 ) m-1M-1
hZ\zjm\ < 4Tth\ij +4hrkZ: Y |FalZa]+
j j =1 j=1

m-1M-1
+2|a1|c105hr2‘zlm‘ +2|a1|c105hr22‘zjk‘

k=1 j=1

olup bu esitsizligin sag tarafindaki ikinci terime Cauchy-Bunjakovskii esitsizligini

uygularve O<z<— (|a1| Cios )71 olarak secersek asagidaki esitsizligi elde ederiz:

N M-1 m-1M-1 2
hZ\zjm\ (8T +4) hrZZ\FJk\ +(4+4]a,|c, hrkz(‘;z;\z,k\ ,

k=1 j=1
vme {1, 2,..., N}.
Burada Gronwall lemmasinin ayrik aynisini kullanirsak
N 2
hZ\zm\ < cthZZ\FJK\ , (3.193)
k=1 j=1

esitsizligini elde ederiz. . Burada c,,, >0 sayist h ve 7 dan bagimsizdur.
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Simdi (3.193) esitsizliginin sag tarafini yani F; ag fonksiyonunu degerlendirelim. Bu

amagla F; fonksiyonunu asagidaki gibi gosterelim:

1 2 3 4 5
Fio = Fj + Fp + Fp + Fp + Fye.

Burada
t, Xj+h/2
F=t [ iMdth—i@J//jk,
zh tyq Xj=h/2 ot
1 t, Xj+h/2 821//(X t)
2 )
Fimm] [ o s ad
t, Xj+h/2 _
Fe == J' I a(X)y (x,t)dxdt +a’y,,
4 tyg Xj—h/2
t, Xj+h/2
Fi=—— j j V() (X, tdxdt + v,y
htk,l xj—h/2
t Xj+h/2

Fo==r | [ alvtfwxtddt-a|y,[ v, j=1M-1 k=1N
T

tyg Xj—h/2

seklindedir.

(3.194)

(3.195)

(3.196)

(3.197)

(3.198)

(3.199)

Once j=LM-1, k=2,N i¢in F; ag fonksiyonunu degerlendirelim. Bu amagla

(3.195) ve (3.176) formiillerini kullanirsak

t, Xj+h/2

1  .o0w(xt .

Fio=— |dedt—|5fl//jk

thJ J ot
ty Xj=h/2
t, Xj+h/2 . t, Xj+h/2

_t i%xdt-%h j j (w(x,1) —p (x.t —7))dxdt
T

L4 L4
tq Xj—h/2 tq Xj—h/2

t, Xj+h/2 o

:+I j I(aw(x,t)_aa//(x,tw)jdedde i—IML k=ZN
°h ot ot

ey Xj=h/2 -7

olup
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Fi|< zhj I ﬂa‘/’(“) 8‘/’()‘8:+9)d9d d,

g Xj—h/2 -7

j=IM -1 k=2,N

(3.200)

esitsizligi bulunur. j=1,M —1 i¢in yine (3.195) ve (3.176) formiillerini kullanirsak

t, Xj+h/2
1 oy (x,1)
FjJEI. =T— Tdth_lé‘ l//ll
to x;=h/2
t, Xj+h/2 t, Xj+h/2 ¢
I J' Mol dt—— I J' jaW(X 94 gaxdt
rh °h
to x;—h/2 ty xj=h/2 t
olup
xj+h/2
[HE j j a‘/’(x XYyt j=IM -1 (3.201)
x;-h/2

esitsizligini elde ederiz.

Simdi j=2,M -2, k=LN i¢in (3.176) ve (3.196) formiillerini kullanarak F;

fonksiyonunu degerlendirelim.

1 t xj+h/2 azl//(X t)
F2 - — a, ———>dxdt —a,0..v .
jk htH XJ_[]/Z 0 aXZ a, XXW]I(
t xJ+h/2 2
_1 aoal//—(x’t)dxdt—
tig Xj—h/2 OX
t, Xj+h/2
j j [(w(x+ht)—p(x,1) = (w(x.t) —p(x—h,1)) Jdxdt
ty Xj—h/2
t, Xj+h/2 t Xjth/2x4h ¢
=ij [ IIMdndgdxdt
T °
tyq Xj—h/2 g Xj=h/2 x &-h
t Xj+h/2h 0 2
B [ St SO ) by, -2 M2, k=T
zh t1 Xj—h/2 0 -h ox? ox?

olup
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t, Xjth/2 p

Fil< th j ”al//(x 9.2 (ngmt)d dodxdt (3.202)

:, — =1

iy Xj—=h/2 0 -h

esitsizligini elde ederiz. Benzer sekilde k=1 N i¢in F? ve 2, fonksiyonlarini

degerlendirelim. Bu amagla yine (3.176) ve (3.196) formiillerini kullanirsak

.8y F At (xY)
Flk = — .[ J. Td)(dt a 5xl//1k
teq X—h/2
_ 3 (5W(X1+h/2 ) oy(x-h/2, t)jdt
Th OX OX

t1 X —h/2 g X —h/2

t, x+h/2 e x+h/2
h{j j (y(x+ht)— l//(xt))dxdt—j J.(l//(x,t)—z//(xl—h/z,t))dxdt

te %+h/2 x+h x+h/2 A2 t x+h/2 x £ 2
a 0 t 0 t
S B AL P R R AT P
zh 0 T 0
te1 x-h/2 x & n 1 X —h/2 x,—h/2 % —h/2 n
olup
te x+h/2| A2 .
R <3 T (g, k-iN (3.203)
t1 X —h/2

esitsizligi bulunur. Ayni sekilde F._, fonksiyonu iginde

te Xmath/2
Fial=2 [

te1 Xua—h/2

dxdt, k=1 N (3.204)

azw(x,t)‘
2

esitsizligi elde edilir.

Simdi j=1,M -1, k =1 N icin Fji fonksiyonunu degerlendirelim. Bu amagla (3.176)

ve (3.197) formiillerini kullanirsak

t, Xj+h/2
Fi=aly, —— j j a(xX)y (x, t)dxdt
tklx -h/2
te X +h/2 te X +h/2
=—.|‘ I vy (al - a(x))dxdt+—j J. a(x) (v, —w(xt) Jdxdt,
tklx —h/2 tklx —h/2

olup burada a' i¢in olan formiilii dikkate alirsak
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t, Xj+h/2

[ | a(wy-wxd)xdt, j=1M-1 k=1N

tyy Xj—h/2

1
==

esitligini elde ederiz. Buradan da

« Xjth/2
IF; \< tj j a9y —w(xDjdxdt, j=LM -1, k=1N (3.205)

t“x —h/2
esitsizligini yazabiliriz. ‘Fji‘ fonksiyonunu degerlendirebilmek igin ‘y/jk —l//(X,t)‘

farkin1 bulalim. Bu amagla (3.176) formiili kullanilirsa

t, Xj+h/2

1
v~y (D) ZEJ X j J vieomedo-y

tx+h2 tx+h2

Th-[ J‘ J‘al//(én)d d§d9+ J‘ J‘ Iaw(%t)d ydEdo

g xj-h/2 t ty Xj=h/2 x

olup

t, Xj+h/2

s —wx)< h.[ j

tyq Xj—h/2

h/2

oy (&, n)‘dfd )

oy (y,1) ‘d
0 (3.206)

;-h/2

j=LM -1 k=1N
esitsizligi elde edilir. (3.206) ve (3.4), (3.205) esitsizliginde kullanilirsa

] I [Pt ] I \a""x “\ @207

esitsizligi bulunur.

Simdi j=1L,M -1, k=L N igin ij( ag fonksiyonunu degerlendirelim. Bu amacla
(3.176) ve (3.198) formiilleri kullanilirsa
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1 t, Xj+h/2
Fi =V, — I I V(X (X, t)dxdt
tklx -h/2
1 t Xj+h/2 1 t, Xj+h/2
=—j jh/ v, —v(x))://JkdxdtJr—I jh/ V(X) (v —w(x.1) Joxdt
1 X;—h/2 t“x 2
t, Xj+h/2
=y, (v, - +— j j V(X) (v —w(x.t) )dxat
tklx -h/2
olup
t, ( xj+h/2 %
] <[ v, ~w j | oofax|
ta \ Xj—h/2
. y (3.208)
j \y/jk—y/(x,t)\zdx dt, j=LM -1, k=LN
X;=h/2

esitsizligi bulunur. (3.206) esitsizligine Cauchy-Bunjakovskii esitsizligi uygulanirsa

xj+h/2 Xj+hy/
I\V/Jk w0 dx<2fj I lewes ”)‘dgd +2h2j a‘/’(%t)‘
x;-h/2 tq x;—h/2 j—h/2

esitsizligi elde edilir. Bu esitsizlik (3.208) de kullanilirsa Cauchy-Bunjakovskii

esitsizliginin yardimiyla asagidaki esitsizlik bulunur:

xj+h/2 %
‘F ‘<‘W1kHV j‘+ .[ V[ dx | x
X;—h/2
xi+h/ % ><+h2 %
e X t,
X% f I 01//(577)‘ dedn| +Y2 I I aw(y,t) 4t
t—1x;-h/2 ;-h/2
Burada
xj+h/2 %
I VOO dx | <[V Sbyr Ve (L2 M -1}
xj—h/2

oldugu g6z oniine alinirsa
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[Fl <[l [v; —wi|+
)
X, t)‘ dxdt | |, (3.209)

« Xjth/2
g

% t, Xj+h/2
2 k7
: duat | + Y2 j '[

N

1%, -h/2 t-1x;-h/2

+b,

j=LM-1 k=1

esitsizligi elde edilir.

Simdi j=1LM-1, k =1 N icin Fji ag fonksiyonunu degerlendirelim. Bu amagcla

(3.176) ve (3.199) formiilleri kullanilirsa
t, Xj+h/2

Ff’k‘T_I [ woofwixnaxdt-a [ v,

tyy Xj—h/2
t, Xj+h/2

S5 T (w0 w0l v o

tklx —h/2

olup burada
|‘//|2 '//_‘l//jk‘z Vik = _(‘l//jk‘z +|W|2)(V/Jk _W)_ijw(lpik _l/7)

oldugu g6z oniine alinirsa

Xj+h/2

IFa| < |a1|j J (\V/,k\ +lw )\t// vy ixat

tiq Xj -h/2
|a1| t, Xj+h/2
2
1<k<N s X, h/2

esitsizligi elde edilir. Burada
||l//||Lw(Q) < Cyy ||W||C°([0,T],\/\722(0,|)] <Cg

oldugunu ve (3.190) kestirimini dikkate alirsak asagidaki esitsizligi elde ederiz:

xj+h/2

< Cigo |31|J‘ J- “// l//]k‘dth

tyg Xj—h/2
Bu esitsizlikte  (3.206) ve  Cauchy-Bunjakovskii  esitsizligi  kullanilirsa
j=LM -1 k=1N icin
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2 t, Xj+h/2 2 %
oy (x.t) vh oy (x.1)
[ ‘<c109|a1| I j ‘ ‘d wt |+ tj .LZ 2 dt || .510)

esitsizligi elde edilir. Burada c,,, >0 sayis1 h ve 7 dan bagimsizdur.

Fubini  teoremini  (Bkz. Kuramsal Temeller, Teorem 2.7) kullanarak

j=LM -1, k=2,N icin (3.200) den asagidaki esitsizligi yazabiliriz:

ThZZ\F i _—I Ha'/’(x ) a‘/’(x”e)‘ dx dt]de.

k=2 j=1

Herhangi ¢ >0 sayist alalim. L,(Q) uzayindaki fonksiyonlarn siirekliligi ile ilgili

teoreme gore (Bkz. Kuramsal Temeller, Teorem 2.2), |9| <7 <o i¢in

, %
jau/(x,t)_al//(x1t+‘9)| dxdt | <&
) ot ot |

olacak sekilde bir o >0 sayis1 vardir. Dolayisiyla |t9|£r<a sartin1 saglayan ¢

degerleri i¢in

thZ\F <o (3.211)

k=2 j=1

oldugu elde edilir. Burada @ >0 ve 7 — 0 i¢in @) —0 dur.

(3.201) esitsizliginden ve (3.7) kestiriminden

ThZ‘F ‘ <4J‘H8W( t)

olup bu esitsizlik ile (3.211) esitsizligi birlestirilirse asagidaki esitsizlik elde edilir:

thZ\F " <cper+ o, (3.212)

k=1 j=1

dt<c,,7

L,(0,1)
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(3.211) esitsizliginin elde edilmesine benzer olarak (3.202) den j=2,M —2, k=1 N
igin

fhiMi\Fjif <t (3.213)

k=1 j=2

esitsizligi kolaylikla elde edilir. Burada e; >0 ve h—0igin of —0 dir.

(3.203) ve (3.204) esitsizliklerinden

[o* w(x )|
zh \Fli dx
Z L, (0,T)
ve
o '//(X )|
zh ‘F“j » dx
Z L, (0,T)
olup bunlar taraf tarafa toplanirsa
th\Flﬁ\ +th\FM uf <ot (3.214)

elde edilir. Burada @’ >0veh—0icin @ —0 dir. Bu durumda (3.213) ve (3.214)

den asagidaki esitsizlik elde edilir:

rhiMi\Fjﬁf <. (3.215)

k=1 j=1

Burada @’ = @ + @} olup @ >0veh—0igin @& —0 dir.

Simdi j=LM-1 k=LN i¢in F, fonksiyonu i¢in olan (3.207) esitsizligini gz

2
dxdt}

ontine alalim. Bu durumda

oS ene Jer
Q

k=1 j=1

2
dxdt]+ 2.2h? { j ‘—
Q

2 2

2,2| OV

+2uh? ov

L (©) L (Q)

olup (3.7) kestirimi kullanilirsa asagidaki esitsizlik elde edilir:
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thZ\F "<, (22 +02). (3.216)

k=1 j=1

Burada c,;, >0 sayis1 h ve 7 dan bagimsizdir.

j=LM-1, k=1N icin F; fonksiyonu i¢in olan (3.209) esitsizligi gdz oniine

alinirsa

3 ST <o o }(fhzzwv |

k=1 j=1 1<k<N k=1 j=1
2 2
770 0
w602 L +6bh ov|f
L (@) X, @

olup burada (3.7) ile (3.190) kestirimini ve ¢, < % < Cy uyum sartini kullanirsak

Thif‘ Fi ‘2 <Cyp (T +h+(Q, (v) -[v], ||2) (3.217)

k=1 j=1

esitsizligi elde edilir. Burada c,;, >0 sayis1 h ve 7 dan bagimsizdur.

Benzer sekilde j=1,M -1, k =1N i¢in (3.210) esitsizligini gdz oniine alirsak

2
thZ‘F ‘ <2c2,la,f [ J
L (@)

k=1 j=1
olup burada (3.7) kestirimi kullanilirsa asagidaki esitsizlik elde edilir:

thZ\F " <ca (e +h?). (3.218)

k=1 j=1

o
OX

+h?
L (Q)

oy
ot

Burada c,;, >0 sayisi h ve 7 dan bagimsizdir.

Boylece (3.212), (3.215), (3.216), (3.217) ve (3.218) esitsizliklerinden

rhif‘ﬁkr <c., (z’+ h+o? +h?+ 0’ +@ +|Q, (v)—[v]n||2) (3.219)

k=1 j=1
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kestirimi elde edilir. Burada c,,, >0 sayist h ve z dan bagimsizdir. (3.219) kestirimi
(3.193) esitsizliginde dikkate alinir ve

B=t+h+?+h’ + @’ + &
olarak tanimlanirsa teoremin hiikkmiiniin gegerli oldugu elde edilir. Boylece Teorem

3.3.3.1 ispatlanmis oldu.
3.3.4. Fark yaklasimlarinin fonksiyonele gore yakinsakhgi

Bu kisimda fark semasinin hatasi i¢in olan kestirimi kullanarak fark yaklasimlarinin

fonksiyonele gore yakinsakligini inceleyecegiz. Bunun i¢in ncelikle J(v) ve I ([v],)

fonksiyonellerinin farkini géz Oniine alip bu farki kestirelim. Bu amacla asagidaki

teoremi ifade ve ispat edelim:

Teorem 3.3.4.1: Teorem 3.3.3.1 in sartlarinin saglandigin1 kabul edelim. Bu takdirde
YveV ve V[v], €V, i¢in

3w -1,(Iv1,)

Cis (\/:"'”Q (V) —[v], ”)

esitsizligi gecerlidir. Burada c,;; >0 sayist h ve 7 dan bagimsizdur.

Ispat: (3.149) ve (3.153) formiilleri ile Cauchy-Bunjakovskii esitsizligi kullanilirsa

IW) =1,(V,) = | I (. T) = y(¥)| dx— hZ\qﬁ,N v,

X +h/2

> [ () =yl -[ -, )
1= b2 (3.220)

X(Jw O, T) = YOO+ | — v ox

(
{ 1% j+h/2 %

Il
Z O t——

N
N

<

Z I \W(X,T)—y(x)—¢jN+yj‘2dx x

= x-hy2
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x;j+h/2 %

M-17

A2 [ (T lyeol+ o] +[y, ) ox

i=L x-hy2

esitsizligi elde edilir. Burada

x;i+h/2 %

M-17

S [ (WOl ) x| <2l (T #4180 ¢

i=1 x;-hy2

M -1 ) }/2
+2| b |d]
j=1
esitsizligini géz Oniine alalim. Bu esitsizlikte (3.7) ile (3.161) kestirimlerini kullanir ve

y €W, (0,1) oldugunu dikkate alirsak kolaylikla

M lXJ+h/2 %

S [ (vl +y00l+gu+[y) ox | <euq

J=1 X -hy2
kestirimini yazabiliriz. Burada ¢, >0 sayist1 hve r dan bagimsizdir. Bu kestirim

(3.220) esitsizliginde kullanilirsa

M1 Xi+h/2 ) %
ID-1 () S| D | T =y =gy + v, [ dx
i=L x;-hy2
olup
M l><J+h/2 M lxJJrh/Z %
I)-1 () <e || 2 | D= ax| +| X [ w-duf ax| =
=1 ;<2 =L x;-h/2
Mlx]+h/2 %
A2 [ vyl dx
J=1 ¥ -hy2

esitsizligi elde edilir. Burada c,;, >0 sayis1 h ve 7 dan bagimsizdir.

xj+h/2 %

M-1"i

L=y j [ (xT) =y, dx (3.221)

i=1 x-hy2
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M1 Xi+h/2 %

3= j v — | (3.222)

I=1 x;-hy2

M1 xj+h/2 %

L= X | |yi-yoof dx (3.223)

I=L x;-h/2

olmak iizere
‘](V)_ In ([V]n)S Cll? (Jl + ‘]2 + ‘]3)
olsun. (3.221) esitliginden

M -1 xj+h/2

lezz j ‘W(X’T)_l//jN‘de

J=1 ¥ -hy2

olup 6nce (1//(X,T) —Yin ) farkin1 bulalim. Bunun i¢in (3.176) formiilii kullanilirsa

ty Xj+h/2
v )=y =v(T) == [ | w(&0)dsdo
tyg Xj—h/2
ty x+h/2
=2 [ ] ) -ue0)dedo
tyg Xj=h/2
ty Xjth/2T ty Xj+h/2 x
_1 I IGW(Xﬂ)d d§d0+ I I Ial//(%ﬁ)d dedo
2-I«It,\l,lxj—h/ZH 877 tle -h/2 ¢
olup
8 X, 8 ,0
N-1 1 Xj—=h/2

esitsizligi bulunur. Burada Cauchy-Bunjakovskii esitsizligi kullanilirsa

+_h aw(%@)‘ iy

ty 2
‘w(x,T)—l//J—N \2 s2rts|'1‘%:’7)‘ d

tN 4 Xj=h/2

esitsizligi elde edilir. Bu esitsizlik J; ifadesinde yerine yazilirsa
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M - M -

ZJ’ ovi t)‘ dxdt +2 Zj ov i t)‘ dxdlt
1=ty x;-hy2 =Lty x;-h/2
2
<2 H_ & a_l//
Lo T 11Xl

olup burada (3.7) kestirimi ve ¢, < % < Cyy uyum sartt kullanilirsa

JZ<cyy(r+h) (3.224)

esitsizligi elde edilir. Burada c,;; >0 sayis1 h ve 7 dan bagimsizdir.

(3.222) dan

M lXJ+h/2

=2 ,[ i - ¢JN‘ dx = hZ‘ZJN

i=1 x-hy2

yazilir. Burada (3.182) kullanilirsa asagidaki esitsizlik elde edilir:
32 <o B +HIQ ) -1, ). (3.225)

Simdi (3.223) formiiliinii kullanarak J? yi degerlendirelim. Bu amagla 6nce y; —Y(x)

farkin1 bulalim. (3.158) formiiliinden
Xj+h/2 x j+h/2 Xj+h/2 &

1 dy ()
_W@_ﬁ?£nﬂ@d§ wn—h j Y(&)- wwwé—thJ!——dmm
olup

x i+h/2 x;+h/2

ly, —y(X)\ j j

xj=h/2 x;-h/2

wm%dg i

—hy2

y(n)‘

esitsizligi elde edilir. Burada Cauchy-Bunjakovskii esitsizligi uygulanip elde edilen
esitsizlik (3.223) de kullanilir ve y eW, (0,1) oldugu goz 6niine alimirsa

x;i+h/2

M—lxi+h/2 xj+h/2 d 2 M1 %i d « 2 d 2
2y j h I M‘ dp |dx=h?>" j WO gy — DY
N (R P B R dXlle, oy

olup
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32 <c, h? (3.226)

esitsizligi yazilir. Burada ¢, >0 sayist h ve 7 dan bagimsizdur.

Boylece S, i¢in olan ifadeyi dikkate alip (3.224), (3.225) ve (3.226) esitsizliklerini

kullanirsak teoremin hiikmiiniin gegerli oldugunu elde ederiz. Teorem 3.3.4.1 ispatlandi.

Simdi fark yaklasimlarinin fonksiyonele gore yakinsakligini gosterelim. Ancak bunu

gostermeden Once ispatta kullanacagimiz iki yardimer lemmayi ifade ve ispat edelim.

Lemma 3.3.4.2: Teorem 3.3.4.1 in sartlarinin saglandigini kabul edelim. Ayrica Q, (V)

operatdrii (3.177) formiili ile tanimlansin. Bu durumda Vv eV igin Q,(v) €V, dir ve

W)= 1,(QW)| < s/ B (3.227)

esitsizligi gecerlidir.

Ispat: veV herhangi bir kontrol olsun. (3.177) formiiliinden

xj+h/2
Q, (V) =[w] = (W, W, ..., Wy ), W; :H I v(x)dx, j=1,M -1

xj—h/2

esitliklerini yazabiliriz. Cauchy-Bunjakovskii esitsizliginin yardimiyla buradan

X;+h/2 x;+h/2 %
1" hi
‘Wj‘SH I |v(x)|dx<%( j |v(x)|2de
xj—h/2 x;—h/2
olup
x;j+h/2
2 1" .
‘Wj‘ Sﬁ AJ;/2|V(X)|2 dx, j=L,M -1

esitsizlikleri elde edilir. Bu esitsizlikleri h ile ¢arpip | tizerinden 1den M —1 e kadar

toplarsak

M1 Xi+h/2

M -1 2 )
hZ‘wj‘ SZ I v(x)["dx = |v
-1

=1 x;-hy2

2
L, (0,1)
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olur. Buradan da

M-1 2 %
ewl-{ S | =
j=1
esitsizligi yazilir. Yani Q,(v) eV, dir. Dolayisiyla Teorem 3.3.4.1 de [v], €V, yerine
Q, (v) alirsak

9 =1,(QW)| < Cus (VBin +]Qu W)~ QW) = s /B
olup lemmanin hiikkmiiniin gegerli oldugunu elde ederiz. Boylece Lemma 3.3.4.2

ispatlandi.

Lemma 3.3.4.3: Teorem 3.3.4.1 in sartlari saglansin ve P, operatorii
PV, > L(01), P,([v],) =V(x) =v;, x;, —h/2<x<x;+h/2, j=1,M -1 (3.228)

bigiminde tanimlansin. Bu takdirde V[v], €V, iken P, ([v],) eV ve

9(P. (V1) = 1 (IV1,)| < Cuus /B

dir.

Ispat: V[v] eV, alalim. (3.228) formiiliinden

(0,

|
L(0) ” |||_2(o|) J.|\7 X)| dx =
0

M l><J+h/2 M l><J+h/2

—Z J. |v(x)| dx = Z j ‘v‘ dx = hZ‘v

I=1 x;-hy2 I=1 x;-hy2

olup

P

L2(0|) (hZ‘V ‘} <b 0

esitsizligi elde edilir. Yani P, ([v],)eV dir. Bu durumda Teorem 3.3.4.1 de WveV nin

yerine P, ([v],)eV aliirsa

[9(P, (V1)) - 1 (V1. )| <

ﬁrh—'_

Qn (Pn ([V]n )) _[V]n

115 (

) (3.229)
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esitsizligi elde edilir.

Simdi bu esitsizligin sag tarafinda yer alan ikinci terimi goz oniine alalim:

, Mo :I_><j+h/2~ 2 a4 1 x; +h/2 2
Jou (P (1) -0, =03 = [ vy, =nd = [ vide,| =
=17 x-h/2 =L xg-hy2

M -1
2
= hZ‘VJ —vj‘ =0
j=L
bulunur. Bunu (3.229) un sag tarafinda dikkate alirsak

[9(P. (V1) = 1 (IV1,)| < Cuus/ B

esitsizligi elde edilir. Boylece Lemma 3.3.4.3 ispatlanmis oldu.

Simdi fark yaklagimlarinin fonksiyonele gore yakinsakligini gosteren teoremi ifade ve

ispat edelim:

Teorem 3.3.4.4: Lemma 3.3.4.2 ve Lemma 3.3.4.3 {in sartlarinin saglandigin1 kabul
edelim. Ayrica V' eV ve [v] eV, sirasiyla (3.149)-(3.152) ve (3.153)-(3.156)

problemlerinin ¢oziimleri olsun. Yani

3.=3()=inf J(v),

. = 1,(0) = inf 1, (1],

olsun. Bu takdirde (3.153)-(3.156) problemler dizisi (3.149)-(3.152) optimal kontrol
probleminin yaklagimidir. Yani

liml, =J,

n—oo

sart1 saglanir ve fonksiyonele gore yakinsama icin

30115@, n=12,..

1, —J,

s

kestirimi gegerlidir.
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Ispat: Teoremi ispatlamak icin Vasilyev (1981) ¢alismasindaki yontemi kullanacagiz.
v eV (3.149)-(3.152) optimal kontrol probleminin herhangi ¢oziimii olsun. Lemma

3.3.42 ye gore Q, (V') eV, ve

1,(Q,(v"))-J(v")

<Cus/ By, N=12,...
dir. Bu esitsizlikten
. <1,(Qu(v)) S IOV) +Cus[Biy =3, +Ciisi[Byy N=12,...
olup
. —J. <c, /B, n=12.. (3.230)

yazilir.

[V], €V, kontrolii (3.153)-(3.156) probleminin herhangi bir ¢6ziimii olsun. Bu takdirde

Lemma 3.3.4.3 e gore P, ([V]:) eV, ve

3 (R ()~ 1. (1)

<Cys :Brhf n=12,..

olur. Bu esitsizlikten

3.<3(R (V) < 10 (V11 ) + B = 1o+ Cus[ B N=1.2,...
olup

In*—J*Z—CHSQ/,BT , n=12,.. (3.231)
esitsizligi elde edilir. Boylece (3.230) ve (3.231) esitsizlikleri birlestirilirse

<Cu/Bsy N=12,...

I —J.

esitsizligi kolaylikla elde edilir. Burada 7z=7,, h=h ve limz, =0, limh =0

n?
nN—o0 n—oo

oldugunu dikkate alarak sonuncu esitsizlikte n— oo igin limite gecersek liml , =J,
n—o0

oldugu elde edilir. Boylece Teorem 3.3.4.4 ispatlanmis oldu.

3.4. Lineer Olmayan Kisimda Kompleks Katsayr Bulunan Schrodinger Denklemi

icin Optimal Kontrol Probleminin Niimerik Coziimii
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Bu boliimde sonlu farklar yontemi, 3.2. béliimde incelenen optimal kontrol probleminin
0zel bir hali i¢in uygulanmistir. Bu amagla 6nce optimal kontrol probleminin sonlu
farkli aynis1 yazilmis ve fark semasinin ¢6ziimii i¢in kararlilik kestirimi elde edilmistir.
Daha sonra fark semasinin hatas1 degerlendirilip fark yaklasimlarinin fonksiyonele gore

yakinsaklig ispatlanmaigtir.

3.4.1. Optimal kontrol probleminin diskritlestirilmesi

J(v) = j lw (x,T) = y(x)[ dx (3.232)

fonksiyonelinin
V= {v=v(x) vel,(0,), ||v||L2(0‘|) < bo}

kiimesi Uizerinde

.0 0
e S atdy vy al = fn, (ke (3239

w(X,0)=p(x), xe(0,1) (3.234)

w(0,t) =w(l,t)=0, te(0,T) (3.235)

sartlar1 altinda minimumunun bulunmas1 problemini g6z Oniine alalim. Burada
w=w(xt) dalga fonksiyonu, Q=(0,1)x(0,T), i®=-11>0, T>0, b;>0, a,>0-
verilen sayilar; y W, (0,1) verilen fonksiyon; a, € C kompleks say1 olup (3.79) sartini;
a(x) -6l¢tilebilir smirli bir fonksiyon olup (3.80) sartin1 saglar. ¢@(x) ve f(xt)

fonksiyonlar ise verilen fonksiyonlar olup (3.81) sartin1 saglarlar.

Goziktugi gibi (3.232)-(3.235) optimal kontrol problemi (3.76)-(3.78), (3.82) optimal
kontrol probleminin « =0 haline karsilik gelen 6zel bir halidir. Teorem 3.2.3.2 den
(3.232)-(3.235) optimal kontrol probleminin kabul edilen sartlar altinda en az bir

¢Oziimii vardir. Yani

V*E{V*GV: J(v*):J*:iVQJJ(V)};«t@
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dir.

Simdi (3.232)-(3.235) optimal kontrol problemini diskritlestirelim. Yani bu problemin
sonlu farkli aynisin1 yazalim. Bu amagla énce Q =[0,1]x[0,T] bélgesini asagidaki aglar

dizisine doniistiirelim:

. h . h, h,
{(xj,tk)n}, n=12,.., X =jhn—?, 1=1M, -1 Xl_?zo’ an71+?=|,
t. =kr,, k=0,N,, h = ! : rn:L,
M, -1 N,
M=M, N=N, h=h, r=7, n21

(3.233) denkleminin igerdigi tiirevlere karsilik gelen sonlu farklari ise

by = Py Py — -
5f¢jk =k i . L 11 5Y¢jk =k Tk h Lk )
— =20, + .
5X¢jk _ ¢]+1kh ¢Jk ’ 5X¥¢jk _ ¢J+lk r?ij ¢]—1k

bigiminde gosterelim. Bu durumda (3.232)-(3.235) optimal kontrol probleminin sonlu

farkli aynisi; her bir n >1 dogal sayist1 i¢in
M-1 2
In([V]n):hZ‘(éJ‘N _yj‘ (3.236)
j=1

fonksiyonunun

i=L

M-1 %
V, =101, V], = (Ve Vi), [hzvf] <b,

kiimesi iizerinde
16,8y +20atby — 'y Vi + |ty | 45 = i, i=LM -1 k=LN, (3.237)
$o=0;, i=0,M (3.238)
by = =0, k=L N (3.239)

sartlar1 altinda minimumunun bulunmast problemi olarak ifade edilir. Burada

al, Y, @, vef, ag fonksiyonlari olup sirasiyla (3.157), (3.158), (3.159) ve (3.160)

formiilleriyle tanimlanirlar.
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3.4.2. Fark semasinin kararhhg:

Her bir [v] eV, icin (3.237)-(3.239) sartlarindan ¢, aJ fonksiyonun bulunmasi

problemi (3.233)-(3.235) sinir deger problemine karsilik gelen fark semasidir. Once bu

fark semasinin ¢ozlimiiniin kararliligin1 gosteren teoremi ifade ve ispat edelim:

Teorem 3.4.2.1. Her bir [v], €V, i¢in (3.237)-(3.239) fark semasinin ¢dziimii asagidaki

kestirimi saglar:

M-1 2 m M-1 4
th:‘qﬁjm‘ +4ImalthZ‘¢jk‘ <
=

k=1 j=1

(3.240)
M-1 2 N M-1 2
Sclzo[hZ‘goj‘ ceny S, ] mefL2,.NJ.
=l k=l j1
Burada c,,, >0 sayis1 7 ve h dan bagimsizdir.
Ispat: Her bir t =t, igin (3.237)-(3.139) semas1
M—l. _ M _ M-1 _
hz '5f¢jk77jk _a0h25¥¢jk5777jk _hzaj¢jk77jk -
- = = (3.241)

M-1 _ M -1 ) 3 M—1 B
“h D Vi, +a1hz‘¢jk‘ $uily =hD. iy kK=LN
j=1 j=1 j=1

toplam 6zdesligine denktir. Burada 77, fonksiyonu {(Xj,tk)n} aglar dizisinde tanimli,

k=LN igin 7, =7y, =0 sartlarini saglayan herhangi 7, ag fonksiyonunun kompleks
eslenigidir. Bu toplam &zdesliginde 77, fonksiyonunun yerine Tﬁjk ag fonksiyonunu

alalim ve elde edilen esitliklerden onlarin kompleks eslenigini taraf tarafa ¢ikaralim. Bu

durumda
M-1 -

_ _ M-1 M-1 _
hY 7(5:4,8, +5:8,8, ) +2ehIma, 3 |g, | =2ch > Im(f,8, ), k=L N
-1 -1

j=1
esitligi elde edilir. Bu esitlikte once (3.164) formiilii kullanilir sonra bu esitlikleri k

tizerinden 1den m< N ye kadar toplar ve (3.238) kullanilirsa
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M-1 2 m M-1 2 m M-1 4 m M-1
hZ\%\ +hZZ‘¢Jk_¢ik—l‘ +2|maﬂh22‘¢1k‘ SZThZZ‘fikH¢1k‘+
j=1 k=1 j=1 k=1 j=1 k=1 j=1

M-1 2
+hY |, vme{L2,...N}

j=1
esitsizligi elde edilir. Bu esitsizlikte sag tarafta yer alan ilk toplamm m. terimini
ayrralim ve ayirdigimiz bu terime & -Cauchy esitsizligini uygulayalim. Bu durumda

asagidaki esitsizlik elde edilir:

m M-1 m M-1
hzm 03 3l —yf +2machy Yo' < fhz\¢,m\ +grh2‘flm‘ +
J

o m-1M-1 M-1 2
+2rh;2‘f1k“¢1k‘+h2‘¢1‘, vme{12,..,N}.

Burada ¢ =27 olarak alinirsa
M-1 2 m M-1 2 m M-1 4
hzmm‘ +2h;;\¢jk—¢jkl\ +4|malrh;_z;\¢jk\ <
m-1M-1 M-1
<4Trh2\f,m\ +4rhk22\kaH¢Jk\+2hZ\¢J\2 vme{12,..,N}
1 j=1 j=1

esitsizligi elde edilir. Bu esitsizligin sag tarafindaki ikinci terime Cauchy-Bunjakovskii

esitsizligi uygulanirsa
M-1 2 m M-1 2 m M-1 4
WLl + 202 Ll i +4Imashd D Jgy[ <
j k=1 j=1 k=1 j=1
N M-1 m-1M-1
(4t +2)rh22‘flk‘ +21h22‘¢1k‘ +2h2\(p,\ , Vme{1,2,..,N}
k=1 j=1 k=0 j=1
olup bu esitsizligin sol tarafindaki son iki terimin negatif olmadig1 dikkate alinirsa
M-1 2 N M-1 2 M-1 2 m-1M-1 2
WY |fm| <@T+2)zh> 3|1, [ +20) |, +2chY" > |4, [, vme{L2,...N}
=1 k=L j-1 =1 k=0 j-1

esitsizligi elde edilir. Bu esitsizlikte Gronwall lemmasinin diskrit aynisin1 (Vasilyev

1981) kullanirsak

oo _cm[hz\%\ +rhile‘ka‘j, Umefl2. N} (3243

k=1 j=1

(3.242)

kestirimini elde ederiz. Burada c, >0 sayist 7veh dan bagimsizdir. (3.242)

esitsizliginde sol tarafta ikinci terimin negatif olmadigini1 dikkate alir ve burada (3.243)
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kestirimini kullanirsak teoremin hiikmiiniin gegerli oldugunu elde ederiz. Boylece

Teorem 3.4.2.1 ispatlandi.
3.4.3. Fark semasinin hatasi icin kestirim

Simdi fark semasinin hatasini degerlendirelim. Bu amagla 6nce (3.233)-(3.235) optimal

kontrol probleminin her bir veV igin yw =w(X,t;V) ¢oziimiinii (3.176) bigiminde ve V
kiimesi tizerinde (3.177) formilii ile de bir Q, operatdriini tanimlayalim.
[Z]= {Z jk} = {¢jk —y/jk} ile fark gsemasmin hatasin1 gosterelim. Bu {Z jk} ag

fonksiyonunun asagidaki sistemi sagladig: agiktir:

) . 2 2
'5fzjk +aoé‘xyzjk _aJij _Vijk = ij _al(‘¢jk‘ ¢jk _‘l//jk‘ l//jk)’

(3.244)
j=LM -1, k=1,
Z,=0, j=0, (3.245)
Zo =Zyw =0, k=1L N. (3.246)
Burada F,,
1 t, Xj+h/2 5 82
. Oy 74 2
Fi =EJ. J- (lE-i-ao v —a(X)y —v(X)y +a, |v| y/dedt—
tea X;=/2 (3.247)

. i 2 .
_Ié‘fl//jk_a05xYij+aJl//jk+vjV/jk_al‘l//jk‘ Vi, J=LM -1 k=1LN

formiila ile tanimlanmaktadir.

Teorem 3.4.3.1: hver adimlarinin C,, S%SCQB Uyum sartini sagladigini kabul

edelim. Burada c,, >0, c,, >0 sayilari 7 ve h dan bagimsizdir. Bu takdirde
M-1 2 )
W) |Zin <Gt (B +IQ. 1) -1, ). ¥mefL2,...,N}
=)

esitsizligi gegerlidir. Burada C,, >0 sayis1 7 ve h dan bagimsiz bir sabittir ve 3, >0,

7—0 ve h—0 i¢in g, —0 olup
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IR, -1 =3 |w, v,
j=1

seklindedir.

Ispat: Her bir t =t, icin (3.244)-(3.246) sistemi asagidaki toplam 6zdesligine denktir:

M1 M M1
hD 162y~ 6,2 8,77y —h (8! +V, )2, 7, =
=1 =1 =1

Ml M-1 , ,
:hz ijnjk_hzai(‘¢jk‘ ¢jk_‘l//jk‘ l//jk)ﬁjk, k=1 N.
j=1 j=1

Burada 7, fonksiyonu k =1,N icin 7, =7,, =0 sartlari saglayan, {(Xj,tk)n} aglar
dizisinde taniml herhangi 7, ag fonksiyonunun kompleks eslenigidir. Bu toplam

ozdesliginde 77, fonksiyonunun yerine A i« ag fonksiyonunu alirsak

M-1 _ M 2 M-1 . 2
he ) i6:2,Z; —ahr ) |5,Z,[ —he )y (a’+v))|z,| =
j=1 j=1 j=1

M-l M-1 ) ) _
= hTz Ficl i« _hrzai(‘¢jk‘ Dy _‘l//jk‘ V/jk)zjkv k=1,N
j=1 j=1
olup bu esitlikten onun kompleks eslenigi ¢ikarilirsa asagidaki esitlik elde edilir:
e _ _ ! _
iy 7(52,Z; +6.Z,Z; )=2ihc Yy Im(F, Z, )-
=1 j=1
M-l 2 2 - 2 — 2 _ —
_hTZ|:a'l(‘¢jk‘ ¢jk _‘ij‘ ij)zjk _al(‘¢jk‘ ¢jk _‘ij‘ l//jk)zjk:li k=1 N.
j=1
Burada Z, ag fonksiyonu igin (3.164) formiiliiniin aynis1 ve (3.184), (3.185) formiilleri

kullanilirsa asagidaki esitlik elde edilir:
M-1 ) ) ) M-1 _
hZ;(‘ij‘ (23] +|Zx =25 )ZZThZ;'m(Fiijk)_
j= =
M-1 2 2 2 M-1 ] _ 2 _
~2enima, Y- ([, vl )2l ~2eh Y Im(ag (Z,) ), K=IN.
=1 j=1

Bu esitlikler k tizerinden 1 denm< N ye kadar toplanirsa
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m M-1 2 m M-1 2 2 2
hz\zm\ N33 [2, -2, +2himay j_l(\¢jk\ i iz =
m M-1 _ m M-1 —
hz;Z;lm(ijzjk)—zrh;Z;|m(a1¢jky/jk(zjk)2)
= =g

esitligi elde edilir. Bu esitligin sol tarafindaki ii¢ terimin de negatif olmadig1 dikkate

alinirsa agagidaki esitsizlik yazilabilir:

M-1 m M-1 2 m M-1 2 2 2
N (2 03 |2 =2+ 20 ima Y X (o[ +ly ) 2, <
j=1 k=1 j=1 k=1 j=1
m M-1 m M-1 2
2en3” 22| Fl 2]+ 2o D ol 12]
k=1 j=1 k=1 j=1

Bu esitsizligin  sag tarafindaki ikinci terime Cauchy-Bunjakovskii esitsizligini
uygulayalim. Bu durumda

M-1
h>'|z
j=1

2 m M- 2 m M-1 ) ) ,
+h;;‘2jk—2jkl‘ +21h|lmai|zjz_;(‘¢jk‘ +‘y/jk‘ )‘ij‘ <

m M-1

m M-1
<ZTh;;‘FJkHZJk‘—I—Th|a1|22(‘¢lk‘ oz )‘Zlk‘

=

jm

esitsizligi elde edilir. Bu esitsizligin sag tarafindaki ikinci terim sol tarafa atilir ve
2|lmay|—|a|>2|Ima|—(|Rea,|+|Ima,|) >|Rea,|

oldugu g6z oniine alinirsa asagidaki esitsizlik elde edilir:

M-1 2 m M-1 2 m
hZ\zjm\ +hZZ\zjk—zjk_l\ +|Reay|zh>’
j=1 k=1 j=1

k=1 j

M-l 2 2 2
a (\M +Hyud )\ij\ <
m M-1
<2thy > |F, ]|z}
k=1 j=1
Bu esitsizligin sag tarafindaki toplamin m. terimini ayiralim ve ayirdigimiz bu terime
& -Cauchy esitsizligini uygulayalim. Bu durumda

M-1 2 m M-1 2 m -1
W3 [Zp +hY Y |25~ 2 +IReay]z 5 (s iz <
j=1 k=1 j=1 k=1 j=1

rh - ) M-1 ) m-1M-1
<— 2|z, +erh Y |Fi | +2ehy > |F||Z 4]
€ a1 i=1 k=1 j=1

esitsizligi bulunur. Burada & = 27 olarak secilir ve sag taraftaki tigiincii terime Cauchy-

Bunjakovskii esitsizligi uygulanirsa
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h M-1 ) m M-1 ) m M-1 ) , ,
E;\z,-m +h;_§;\z,-k—z,-k_l\ +|Rea1|rh;jz;(‘¢jk‘ i )\ij\ <
M- m-1M-1 m-1M-1 2
<2Tth‘FJm‘ +thZ‘FJk‘ +7h)’ ‘ij
k=1 j=1 P

olup

m M-1 2 m M-1 2 2 2
hz\z,m\ +20Y 3 (2,2, +2|Rea1|rhkz;j2(‘¢jk‘ )z, <

k=1 j=1
<(4T +2 rhiZ\ij\ +zrhfhﬂf\zjkf, vme{L2,..,N}
k=1 j=1 k=0 j=1

esitsizligi elde edilir. Bu esitsizligin sol tarafindaki ikinci ve ti¢iincii terimlerin negatif

olmadigini dikkate alirsak kolaylikla asagidaki esitsizligi yazabiliriz:
N M-1 2 m-1M-1
hZ\z,m\ (4T +2)ehY. S |F, [ +2ehY. Y|z, [ vme (L2, N}
k=1 j=1 k=0 j=L
Burada Gronwall lemmasinin ayrik aynisini kullanirsak
N M-1
hZ\z,m\ <c,thd Y |F| ) K (3.248)

k=1 j=1

esitsizligini elde ederiz. . Burada C,,; >0 sayis1 h ve 7 dan bagimsizdur.

Simdi (3.248) esitsizliginin sag tarafini yani F; ag fonksiyonunu degerlendirelim. Bu

amagla F; fonksiyonunu asagidaki gibi gosterelim:

Fo =F +Fp +Fp +F +Fp. (3.249)
Burada
1 ty xj+h/2-a X,t -
F,i n f I '%th—lﬁtv@k, (3.250)
T tyq Xj—h/2
1 t, Xj+h/2 82 X,t
Fii :_I _[ ao%d)(dt_aoé‘xxy/jk’ (3.251)
tyq X;—h/2
1 t, Xj+h/2
Fo=——"| [ a(w(xtyxdt+aly,, (3.252)
7h

tig Xj—h/2
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1 t, Xj+h/2
Fi=- j j V) (x, t)dxdt +v 7,
t“x -h/2
1 t, Xj+h/2 .
(3.253)F; = - j j a |y (x,1)| w(x t)dxdt - ai\wjk\ Wi i=LM -1 k=1,
ty Xj—h/2
(3.254)

seklindedir.

j=LM -1 k= 2,N icin (3.176) ve (3.250) formiilleri kullanilirsa

xj+h/2

‘F ‘_ ZhJ‘ J‘ H@l//(xt) 81//(Xt+9)‘d9dxdt (3.255)

ty Xj=h/2 -7

ve j=1,M -1 i¢in

dxdt (3.256)

oy (X,1)
ot

5 t Xj+h/2
Fil<s |

ty x;-h/2
esitsizlikleri elde edilir. Benzer sekilde j=2,M -2, k=1 N igin (3.176) ve (3.251)

formiilleri kullanilirsa

t xJ+h/2 h )
‘_ s al//(xt) 6w(x;§+nt)d dédxd,
¢ tey x;=h/2 0 - (3.257)
j=2,M -2, k=1, N
esitsizligi ve k =1, N i¢in F? ve F2_, fonksiyonlari igin de
te X+h/2| A2
F2|< 38, TV lgt, k=LN (3.258)
Th 1 x—h/2
ve
te Xmat+h/2
R <=2 38, | o "”(X TVt k=N (3.259)
tk 4 *ma-h/2

esitsizlikleri elde edilir.
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i=LM -1, k=1N icin F; ve F, fonksiyonlar: icin sirastyla (3.176) ile (3.252) ve
(3.176) ile (3.253) formiillerini kullanirsak

t, Xj+h/2 t, Xj+h/2
Fa| <o j j oy (xt) dxdt+ﬂj _[ WX Ol i (3.260)
h ot T OX
tey X;—=h/2 t g Xj—h/2
ve
Pl < il [y, —wi |+
t, Xj+h/2 2 % t, X+h/2 )
J2r oy (x,t) J2 oy (x,1) (3.261)
+hy | — dxdt Al SR dxdt
h ot Jr ox

t -1 x;-h/2 t -1 x;-h/2

esitsizliklerini elde ederiz.

Simdi j=1LM-1, k =1 N icin Fji ag fonksiyonunu degerlendirelim. Bu amacla
(3.176) ve (3.254) formiilleri kullanilirsa

t, Xj+th/2
3|3 2
‘Fji‘ SE%{”V/“i(Q) +1Sr].16,}/|x_1“//jk‘ JI I ‘l//_l//jk‘dth (3.262)
1<k<N ty Xj—h/2
esitsizligi elde edilir. (3.176) formiiliinden
t, Xj+h/2
\y/jk\sihj [ lxvjat, j=TM-1 k=1 N

v tes xj—h/2

esitsizligi yazilir. Bu esitsizlikte (3.83) kestiriminden elde edilen

[, ) < Cus (Cizs >0 sayisi X ve t den bagimsiz bir sabittir) (3.263)

kestirimi kullanilirsa y;, fonksiyonu igin

3| < ey =LM -1 k=1 N

yazilir. Bu kestirim ile (3.263) kestirimi (3.262) esitsizliginde kullanilirsa asagidaki

esitsizlik elde edilir:
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t, Xj+th/2

<Cy |a1|_[ I "// ij‘dth

ty_y Xj=h/2
Bu esitsizlikte  (3.206) ve  Cauchy-Bunjakovskii  esitsizligi ~ kullanilirsa
j=LM -1 k=1N icin

2 t, Xj+h/2 2 %
ow (x,1) Jh Ay (x,1)
|Fi| < e [a]| == j J‘ ‘ ‘d xat) j j x| P | (3.264)
tk_lxj—h/z

esitsizligi elde edilir. Burada c,,, >0 sayisi h ve 7 dan bagimsizdur.

Fubini teoremini kullanarak j=1M -1, k=2,N i¢in (3.255) den asagidaki esitsizligi

yazabiliriz:

N M-l r 10
ThZZ‘ij S;J.

k=2 j=1 —zl o

2
Haw(x,t) Oy (xt+0) dxdt o,
ot ot

Herhangi ¢ >0 sayist alalim. L,(€2) uzaymdaki fonksiyonlarin siirekliligi ile ilgili

teoreme gore (Bkz. Kuramsal Temeller, Teorem 2.2) |6| <z <o igin

N
[J‘ al//(xyt) _ 61//(X,t + G)I dxdt] <&
ot

ot

olacak sekilde bir o >0 sayisi vardir. Dolayisiyla |0|ST<O' sartin1 saglayan =
degerleri igin
zh Fi| <o (3.265)
k=2 j=1

oldugu elde edilir. Burada @’ >0 ve r — 0 i¢in @’ —0 dur.

(3.256) esitsizliginden ve (3.83) kestiriminden

th\F \ <4IH6"’( O

dt < Cp7
L, (0,I)
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olup bu esitsizlik ile (3.265) esitsizligi birlestirilirse asagidaki esitsizlik elde edilir:

thZ\F " <cpr+al. (3.266)

k=1 j=1
Burada c,,, >0 sayis1 h ve 7 dan bagimsizdir.
(3.265) esitsizliginin elde edilmesine benzer olarak (3.257) den j=2,M -2, k=1, N
i¢in
N M-2 )
zh Fa| <o (3.267)

esitsizligi kolaylikla elde edilir. Burada e >0 ve h— 0 igin of —0 dir.

(3.258) ve (3.259) esitsizliklerinden

rle w(x )|
zh \Fli dx
Z L, (0,T)
ve
oy (X,
th\F“j < j 'g(z I o
I-h X L,(0,T)

olup bunlar taraf tarafa toplanirsa

ThZ‘Flﬁ‘ +th‘FM " Sa)ﬁ

yazilir. Burada @’ >0 ve h—0igin @ — 0 dir. Bu esitsizlik ile (3.267) birlestirilirse
N M-1 2
zh Fa| <a. (3.268)

esitsizligi elde edilir. Burada @’ = @, + @ olup @ >0 ve h—0icin @ —0 dur.

Simdi j=LM-1, k=1 N i¢in F} fonksiyonu icin olan (3.260) esitsizligini goz

Oniine alalim. (3.260) esitsizliginde (3.83) kestirimi kullanilirsa
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thZ\F " <cp (22 +02). (3.269)

k=1 j=1

esitsizligi elde edilir. Burada c,, >0 sayist h ve 7 dan bagimsizdir.

Benzer sekilde j=1,M -1, k =1 N icin Fj‘; fonksiyonu i¢in olan (3.261) esitsizligi
g0z Oniine alinir ve burada

‘l//jk‘gcl%’ JI=LM -1k =1,_N

kestirimi ile (3.83) kestirimi ve c,, < % < C,; uyum sart1 kullanilirsa

thZ\F i <c130(r+h+||Q (v)—[v1, ||) (3.270)

esitsizligi elde edilir. Burada C,, >0 sayis1 h ve 7 dan bagimsizdur.

j=1M -1, k=1 N icin (3.264) esitsizligini g6z Oniine alir ve burada (3.83)
kestirimini kullanirsak
zh \F <Gy (7°+h?) (3.271)
)3

esitsizligini elde ederiz. Burada c,, >0 sayist h ve 7 dan bagimsizdur.

Boylece (3.266), (3.268), (3.269), (3.270) ve (3.271) esitsizliklerinden
N M-l
2 2 2 0 ~0 2

rh;;\ﬁk\ < (r+h+e?+h’ 4ol +af +[QW)-1,[7)  (3:272)
kestirimi elde edilir. Burada c,;, >0 sayist hve 7 dan bagimsizdir. (3.272) kestirimi
(3.248) esitsizliginde dikkate alinir ve

Bo=t+h+?+h’ + @’ + &

olarak tanimlanirsa teoremin hiikmiiniin gecerli oldugu elde edilir. Boylece Teorem

3.4.3.1 ispatlanmis oldu.
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3.4.4. Fark yaklasimlarimin fonksiyonele gore yakinsakhgi

Bu kisimda fark semasinin hatasi i¢in olan kestirimi kullanarak fark yaklagimlarinin

fonksiyonele gore yakinsakligini inceleyecegiz. Bunun igin dncelikle J(v) ve I ([v],)

fonksiyonellerinin farkini gz oniine alip bu farki degerlendirelim. Bu amacla asagidaki

teoremi ifade ve ispat edebiliriz:

Teorem 3.4.4.1: Teorem 3.4.3.1 in sartlarinin saglandigini kabul edelim. Bu takdirde

vveV ve V[v], €V, igin

I =1, (14, )] < Gz (B +1Qu W) -1V, )

esitsizligi gecerlidir. Burada C5, >0 sayis1 h ve 7 dan bagimsizdur.

Bu teoremin ispat1 Teorem 3.3.4.1 in ispatinda oldugu gibi kolaylikla ispatlanabilir.

Simdi fark yaklagimlarinin fonksiyonele gore yakinsakligini ifade eden teoremi

vermeden Once bu teoremin ispatinda kullanacagimiz iki yardimei lemmayi verelim:

Lemma 3.4.4.2: Teorem 3.4.4.1 in sartlarinin saglandigini kabul edelim. Ayrica Q, (V)

operatdrii (3.177) formiili ile tanimlansin. Bu durumda Vv eV igin Q,(v) €V, dir ve

3 =1, (Q )| < cu/Bor

esitsizligi gecerlidir.

Bu lemmanin ispati da Lemma 3.3.4.2 nin ispatina benzer sekilde kolaylikla

ispatlanabilir.

Lemma 3.4.4.3: Teorem 3.4.4.1 in sartlarimin saglandigin1 kabul edelim ve P,

operatdrii (3.228) bigiminde tanimlansin. Bu takdirde V[v], €V, iken P, ([v],) eV ve
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[3(P, (1))~ 1 (IV1,)| < G/ B

dir.
Bu lemmanin ispat1 da Lemma 3.3.4.3 in ispatinda oldugu gibi kolaylikla ispatlanabilir.

Teorem 3.4.4.4: Lemma 3.4.4.2 ve Lemma 3.4.4.3 {in sartlarinin saglandigini1 kabul
edelim. Ayrica V' eV ve [v] eV, sirasiyla (3.232)-(3.235) ve (3.236)-(3.239)

problemlerinin ¢oziimleri olsun. Yani

J.=3()=inf J(v),

1 = 1,(1,) = inf 1, (I,)

olsun. Bu takdirde (3.236)-(3.239) problemler dizisi (3.232)-(3.235) optimal kontrol
probleminin yaklagimidir. Yani

liml, =J,

n—oo

sart1 saglanir ve fonksiyonele gore yakinsama i¢in

—J, Sgszxfﬂrhi n=12,..

..

kestirimi gegerlidir.

Bu teoremin ispati, Lemma 3.4.4.2 ve Lemma 3.4.4.3 iin yardimiyla Teorem 3.3.4.4 {in

ispatinda oldugu gibi kolaylikla ispatlanabilir.
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4. ARASTIRMA BULGULARI

Bu ¢aligmada durumu lineer olmayan Schrodinger denklemiyle ifade edilen baslangig-
smir deger problemi icin iki farkli optimal kontrol problemi ve onlarin niimerik

¢Oziimleri ele alinmustir.

Yaptigimiz ¢alismalarin yer aldigi 3. boliimde ilk olarak, kontroliin 6l¢tilebilir, karesel
integrallenebilir fonksiyonlar uzayindan olmasi ve lineer olmayan kisimda bir reel
katsaymin olmasi durumunda lineer olmayan Schrodinger denklemi i¢in bir optimal
kontrol problemi incelenmistir. Bu amacla dncelikle, baslangi¢-sinir deger probleminin
¢ozlimiiniin varhigi ve tekligi ispatlanmis, daha sonra optimal kontrol probleminin iyi
konulmus olmasi i¢in gerekli olan sorular incelenmis ve fonksiyonelin
diferansiyellenebilir oldugu gosterilmistir. Ayrica ele aliman optimal kontrol

probleminin ¢6ziimii i¢in bir de gerek sart elde edilmistir.

Ikinci olarak, 3.2. boliimde, kontroliin dlgiilebilir, karesel integrallenebilir fonksiyonlar
uzayindan olmast ve lineer olmayan kisimda bazi 6zel sartlar altinda bir kompleks
katsayinin olmas1 durumunda lineer olmayan Schrdédinger denklemi icin bir optimal
kontrol problemi incelenmistir. Bu amagla oncelikle, baslangi¢-sinir deger probleminin
¢ozlimiinlin varlig1 ve tekligi ispatlanmis, daha sonra optimal kontrol probleminin iyi
konulmus olmast i¢in gerekli olan sorular incelenmis ve fonksiyonelin
diferansiyellenebilir oldugu gosterilmistir. Ayrica, bu boliimde ele alinan optimal

kontrol probleminin ¢6ziimii i¢in bir de gerek sart elde edilmistir.

Tezin 3.3. boliimiinde, 3.1. boliimde incelenen optimal kontrol probleminin niimerik
¢oziimi incelenmistir. Bu amagla, 3.1. boliimde incelenen optimal kontrol probleminin
ozel bir haline sonlu farklar ydntemi uygulanmustir. ik olarak, ele alman optimal
kontrol problemi diskritlestirilmis ve elde edilen fark semasi i¢in kararlilik kestirimi
ispatlanmistir. Daha sonra, fark semasinin hatasi degerlendirilmis ve fonksiyonele gore

yakinsama ispatlanmuigtir.
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Son olarak, tezin 3.4. bolimiinde de, 3.2. bolimde incelenen optimal kontrol
probleminin 6zel bir haline sonlu farklar yontemi uygulanmistir. Bu amagcla, ele alinan
optimal kontrol probleminin sonlu farkli aynis1 yazilmis ve elde edilen fark semasi igin
kararlilik kestirimi ispatlanmistir. Daha sonra, fark semasinin hatas1 degerlendirilmis ve
fonksiyonele gore yakinsama ispatlanarak 3.2. boliimde ele alinan optimal kontrol

problemi de nlimerik olarak incelenmistir.
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5. SONUC

Lineer ve lineer olmayan Schrodinger denklemi ile ifade edilen sistemler i¢in optimal
kontrol problemleri daha 6nce A. G. Butkovskiy, Yu. I. Samoilenko, A. D. Iskenderov,
F. P. Vasilyev, M. A. Vorontsov, V. I. Shmalgauzen, G. Ya. Yagubov, M. M. Potapov,
A. V. Razgulin, Din Nio Hao, N. Silla, B. Yildiz, M. A. Musayeva, N. M. Mahmudov,
M. Subasi, H. Yetiskin ve diger bilim adamlarinin ¢alismalarinda incelenmistir. Ayrica
Schrodinger denkleminin katsayist olan kuantum mekanik potansiyelin Olgiilebilir,
karesel integrallenebilir fonksiyonlar uzayindan olmasi durumunda, optimal kontrol
problemleri ilk olarak Iskenderov (2001), Cances et al. (2000), Baundoin et al. (2005)
calismalarinda ve Yetiskin (2005)’in doktora tezinde incelenmistir. Ancak, Iskenderov
(2001) in c¢alismasinda lineer Schrodinger denklemi icin baslangig-sinir deger
problemiyle ifade edilen sistemler i¢in optimal kontrol problemi, Cances et al. (2000) ve
Baundoin et al. (2005) g¢alismalarinda durumu Schrédinger denklemi igin Cauchy
problemiyle ifade edilen sistemler i¢in optimal kontrol problemleri ve Yetiskin(2005)’
in doktora tezinde de kompleks potansiyelli lineer Schrodinger denklemi i¢in optimal
kontrol problemleri incelendiginden, bu tezde incelenen optimal kontrol problemleri
konulma agisindan daha Once incelenen optimal kontrol problemlerinden farklidir.
Ciinkii bu ¢alismada, durumu lineer olmayan Schrédinger denklemi i¢in baslangig-sinir
deger problemiyle ifade edilen sistemler i¢in optimal kontrol problemleri ele alinmistir.
Bu nedenle, bu ¢alismadan elde edilen sonuglar daha dnceki ¢aligmalarin sonuglarindan
farkli olup, onceki c¢aligmalara gore daha gilinceldir ve hem teorik hem de pratik bir

Ooneme sahiptir.
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