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                      ÖZET 

 

 

 Bu çalışmanın birinci bölümünde, )3,1(U  grubu ve bu grubun simetrik uzayı 

anlatıldı. İkinci bölümde Laplace-Beltrami operatörü, kuantum sistem, Schrödinger 

denklemi, analitik devam ve teorik ve pratik çalışmalarda önemli rol oynayan bazı özel 

fonksiyonlar hakkında bilgi verildi. Üçüncü bölümde )3,1(U  grubuyla bağlantılı 

kuantum sisteme bakıldı. Laplace-Beltrami operatörü,  Schrödinger denklemi, 

potansiyelleri,  dalga fonksiyonları elde edildi. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

 

SUMMARY 

  

 

 At first part of this work, it was given information about group ( )3,1U  and 

symmetric space of this group. At second part, Laplace-Beltrami oparator, quantum 

system, Schrödinger equation, analytic continuation and about some special functions 

which take an important role in teorical and practical works. At third part, it was looked 

at quantum systems related to ( )3,1U  group. Laplace-Beltrami operator, Schrödinger 

equation, potentials, wave function have been obtained. 
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1. BÖLÜM  

 

 

1.1. Giriş 

 

 ≠G Ø bir küme, bu kümede bir GGG: →×o  ikili işlemi verilmiş olsun. 

- Gb,a ∈∀  için Gba ∈o , (o  işleminin G ’de kapalılık özelliği) 

- Gc,b,a ∈∀  için ( ) ( )cbacba oooo = , (o  işleminin G ’de birleşme özelliği) 

- o  işlemine göre G  ’ de bir birim eleman vardır. 

 Ga      Ge ∈∀∋∈∃  için aaeea == oo   

- o  işlemine göre verilen her elemanın bir tersi vardır. 

 Ga ∈∀  için Ga 1 ∈∃ −  ∋  aaeea == oo   

özellikleri sağlanıyorsa ( )o,G  cebirsel yapısına grup denir. 

 Cebirsel denklemlerin çözümünde, grup kavramını ilk kullananlardan biri Galois 

olmuştur. Daha sonra Sophus Lie sürekli dönüşüm gruplarıyla diferensiyel denklemler 

için benzer bir teoriyi oluşturmuştur. Bugün gruplar teorisi matematikte, topolojide, 

kuantum teoride, geometride, fizikte, kimyada v.b. diğer bilimsel alanlarda önemli rol 

oynamaktadır. 

 Grubun elemanları reel parametrelerin bir kümesiyle karakterize edilebilirse 

gruba sürekli grup denir ve grubun mertebesi de bağımsız parametrelerin sayısı olarak 

tanımlanır. Örneğin 3-boyutlu uzayda her bir dönme ( )θβα ,,  üç bağımsız parametreye 

bağlı olarak verilebilir. Yine baxx +=′  dönüşümlerinin kümesi bir grup oluşturur ve 

b,a  parametreleri ( )∞∞− ,  aralığında tanımlı olduğundan grup iki parametreli sürekli 

grup olur. 

 G  sürekli bir grup, Gb,a ∈  olsun. b,a  elemanlarına grubun parametrik 

uzayında B,A  noktaları karşı gelsin. Eğer B,A  noktaları verilen bölgede sürekli bir 

yolla bağlantılı ise, b,a  elemanları da G  grubunda sürekli bir yolla bağlantılı olduğu 

söylenir. Eğer G  grubunun herhangi iki elemanı bu şekilde bağlı ise G  grubuna 

bağlantılıdır denir. 
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Örneğin; ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )pq,pSU,pq,pU,nSO,nSU,nU,R,nSL,C,nSL,C,nGL −−  

grupları bağlantılı, ( ) ( ) ( ) ( )pq,pO,pq,pSO,nO,R,nGL −−  grupları bağlantılı değildir. 

Bağlantılı bir G  grubunda, eğer herhangi kapalı bir eğri bir noktaya sürekli şekilde 

büzülebilirse, grup basit bağlantılı, büzülemiyorsa grubun çok bağlantılı olduğu 

söylenir. Farklı sınıfların sayısı m  ise G  grubu m  defa bağlantılıdır denir. Örneğin; 

)n(SU  grubu basit bağlantılı, )3(SO  grubu iki defa bağlantılıdır. 

 Matrislerin grupları olarak tanımlanan sürekli lineer dönüşüm grupları fiziksel 

uygulamalarda önemli rol oynar. Bu türden olan n  boyutlu grupları ele alırsak ki her bir 

elemanı n  adet reel parametreyle verilir. Bu tip  n -boyutlu grubun elemanları ile n -

boyutlu reel Euclidean nR  uzayın bir bölgesinin noktaları arasında bire-bir eşleme 

oluşturmak mümkündür. Grubun parametrelerinin verildiği bölge parametrik uzay 

olarak tanımlanır. Bir gruba karşılık bir çok koordinat sistemi verilebilir. Bunların her 

biri grubun bir parametrizasyonu olarak tanımlanır. Çoğu zaman grubun tamamını 

parametrize etmek mümkün olmayabilir. 

 Aynı zamanda bir Lie grubu oluşturan nn×  lik matris gruplarının en fazla 

bilinenleri aşağıda verilmiştir. 

( )C,nGL : M  kompleks regüler matrislerin genel lineer  grubu, 0Mdet ≠ , boyutu 

2n2r =  dir. )C,n(GL  grubunun her elemanı 2n2  boyutlu 2n2
R  reel Euclidean uzayda 

bir noktaya karşı gelir. Diğer bütün gruplar )C,n(GL  grubunun bir altgrubudur ve 

uygun parametrik uzaylar 2n2
R  uzayının altuzaylarıdır. 

( )C,nSL : Özel lineer  grup, ( )C,nGL  grubunun bir altgrubudur, 1Mdet = , 

boyutu ( )1n2r 2 −=  dir. 

( )R,nGL : M  reel regüler matrislerin genel lineer  grubudur, 0Mdet ≠ , boyutu 

2nr =  dir. 

( )R,nSL : Özel lineer  grup, ( )R,nGL  grubunun bir altgrubudur, 1Mdet = , 

boyutu 1nr 2 −=  dir. 

( )nU : 1uuuu
tt

==  koşulunu sağlayan kompleks matrislerin üniter grubu olup, 

boyutu 2nr =  dir. 
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( )nSU : Özel üniter grup, ( )nU  grubunun bir alt grubudur,  1udet = , boyutu 

1nr 2 −=  dir. 

( )C,nO : 1AAt =  koşulunu sağlayan A kompleks matrislerin ortogonal 

grubudur, 1Adet ±= , boyutu ( )1nnr −=  dir. 

( )R,nO : 1AAt =  koşulunu sağlayan A  reel matrislerin ortogonal grubudur, 

1Adet ±= , boyutu ( ) 2/1nnr −=  dir. 

( )nSO : n -boyutlu özel ortogonal grup, dönme grubu ( )nO  grubunun bir alt 

grubudur,  1Adet = , boyutu ( ) 2/1nnr −=  dir. 

( )nSp : Simplektik grup, AAuu t =  koşulunu sağlayan nn×  üniter matrislerin 

grubudur. Burada A  singüler olmayan anti-simetrik matris, tu  de u  matrisinin 

transpozu olup, boyutu 2/)1n(nr +=  dir. 

( )mn,mU − : IAAI t =  koşulunu sağlayan A  kompleks matrislerin pseudo-

üniter grubudur. Burada I , ,1I kk −=  nk1m ≤≤+  ve ,1I kk =  mk1 ≤≤  elemanlı 

diagonal matristir, boyutu 2nr =  dir. 

 ( )mn,mSU − : Özel pseudo-üniter grup ( )mn,mU −  grubunun bir alt grubu olup, 

1Adet = , boyutu 2/)1n(nr −=  dir. 

 ( )mn,mO − : AAgAt =  koşulunu sağlayan A  reel matrislerin pseudo-ortogonal 

grubudur, boyutu 2/)1n(nr −=  dir. 

 ( )mn,mSO − : Özel pseudo-ortogonal grup ( )mn,mO −  grubunun bir alt grubu 

olup, 1Adet = , boyutu 2/)1n(nr −=  dir. 

 Araştırmalarda ortaya çıkan denklemler, alan koordinatları veya ,... ,ϕψ  

fonksiyonlarıyla verilen sistemdeki parçacıkların hallerini belirler. Denklemler lineer, 

lineer olmayan, diferensiyel, integral denklemler veya daha genel operatör denklemler 

olabilir. Grup teori yaklaşımı denklemlerin çözümünü kolaylaştırır. Eğer bir fiziksel 

sistemin dinamik denklemleri bilinmiyorsa genel simetri prensibinin yardımıyla 

denklem bulunabilir veya sistemin genel özellikleri araştırılarak simetriden istenilen 

sonuçlar alınabilir. Simetri işlemi denklemin bir hali yerine ona denk bir başka halini 

almayı mümkün kılar.  
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 Fiziksel sistemin belirli bir t  anındaki durumunu belirleyen ,... ,ϕψ  

fonksiyonlarının belirlenmesi kuantum teorisinin dinamik kısmıdır. Kuantumlu fiziksel 

sistemin belirli bir andaki durumuna dinamik hal denir. Kuantumlu sistemin halini 

belirleyen fonksiyona dalga fonksiyonu denir ve sistemin dinamik halleri ( )t,xψ  

fonksiyonu ile belirlenir. ,... ,ϕψ , fiziksel sistemin halleri bir lineer uzayın 

elemanlarıyla tanımlanır. Basit olarak bir dinamik problem ,... ,ϕψ  halleri için 

diferensiyel denklemi çözmektir. Çünkü fiziksel sistemin bütün halleri ile denklemin 

tüm çözümleri özdeştir. Koordinatlar, enerji, momentum, açısal momentum gibi verilen 

bir fiziksel sistem için ölçülebilen her şey dinamik değişkendir. 

 Bir boyutlu tam çözülebilen kuantum sistemlerin dinamiği n -boyutlu simetrik 

uzayda serbest harekette olan ( 0V = ) parçacığın sahip olduğu yüksek simetrinin 

bozulmasına bağlı olarak verilir. Başka bir ifadeyle, V -potansiyeli ile verilmiş bir 

boyutlu kuantum sistemin tam çözülebilmesi bu sistemin yüksek simetriye sahip olması 

demektir. Bu simetri bir boyutlu simetrinin n -boyutlu simetriye yerleştirilmesi ile 

açıklanmış olur.  

 Simetrik uzay, G  Lie grubu, K   kompakt altgrubu olmak üzere K/G  bölüm 

uzayıyla tanımlanır. Böyle verilmiş uzayın eşdeğer tanımı uzayda eğriliğin kovaryant 

türevinin sıfır olmasıdır. Örneğin, ( )3SOG = , ( )2SOK =  olmak üzere iki boyutlu 

birim küre ( ){ }1xxx : x,x,xx S : KG 2

2

2

1

2

0210

2 =++==  simetrik uzaydır.

 Simetrik uzayda verilen farklı koordinat sistemlerine karşılık farklı kuantum 

sistemler alırız. Bu uzayda serbest parçacığın kuantum halleri Laplace-Beltrami 

operatörü ile verilir.  Laplace-Beltrami operatörünün değişkenlerine ayrılabildiği bir çok 

koordinat sistemi vardır. Ancak bu koordinatların geodesic ile bağlı olduğu, başka sözle 

simetri grubunun bir parametreli altgrupları  ile verildiği durumda denklem bir boyutlu 

Schrödinger denklemine getirilebilir. 

 Tam çözülebilen kuantum sistemlerin pek çoğu çeşitli grup yapıları içinde 

incelenir. Grup teorisi yaklaşımı kullanılarak, )q,p(U   ,)q,p(SOG ≈  gruplarıyla 

bağlantılı simetrik uzaylarda bir boyutlu kuantum sistemler, Laplace-Beltrami 

operatörünün çözümleri, özel fonksiyonlar, düzlem dalgalar, grubun temsilleri v.b. 

alanlarda çeşitli araştırmalar yapılmıştır  [1,2,3,4,5,7,8,9].  Bu tezde bu çalışmaların 

devamı olarak, )3,1(U  grubunun simetrik uzayına bağlı olarak verilen kuantum sistem 
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incelenmiştir. Uygun seçilen koordinatlarda  Laplace-Beltrami operatörü, Schrödinger 

denklemi, dalga fonksiyonları elde edilmiştir. 

 

 

1.2. U(1,3) Grubu 

 

n

q,1C , nq1 =+ -boyutlu kompleks vektör uzayında genel lineer dönüşümler bir 

grup oluşturur. Bu grup ( )C,nGL  ile gösterilir. Kompleks vektör uzayında skaler 

çarpımı koruyan dönüşümler üniter dönüşümlerdir ve bu dönüşümler bir grup oluşturur. 

A  kompleks matris olmak üzere 1=
t

AA  üniterlik koşulunu sağlayan nn×  matrislerin 

üniter grubu  ( )nU  ile gösterilir. Benzer şekilde  IAAI
t

=  koşulunu sağlayan A  

kompleks matrislerinin pseudo-üniter grubu ( )n,mU , ( nm < ) olur. Burada  

    { 












−−= 43421

detandetam

1,...,1,1,...1diagI  

köşegen matristir. 

 q1n +=  olmak üzere q,1C ,  kompleks vektör uzayı, 

    ( ) q,1

q10 Cz,...,z,zz ∈= , 

bu uzayda skaler çarpım 

   [ ] qq1100 wz...wzwzw,z −−−=  

şeklinde tanımlanır. 

 [ ] 2rz,z = , q,1C  uzayında q

cH  kompleks hiperboloidini tanımlar. 

( ) ( )qUq,1UH q

c ≈ , 3q =  için 

( ) ( )3U3,1UH 3

c ≈ . 

Bu uzayda her bir q

cHz ∈  noktası 

         ( )q

i

1

i

o

i q10 e,...,e,ez τττ
ϕϕϕ= , πϕ 20 i <≤  

formunda verilir. Burada 

      [ ] 1..., 2

q

2

1

2

0 =−−−= τττττ  

reel hiperboloidi gösterir. 
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 Aslında q

cH  uzayı simetrik pseudo-Riemannian uzaydır. q,1C  uzayı da q2,2R  

pseudo-Riemannian uzayına denktir.  

 

 

 1.3. Simetrik Uzay 

 

 Γ  bir vektör uzayı, G  de Lie grubu olsun. Eğer her bir Γβα ∈,  nokta çifti için 

bir Gg ∈  var ve αβ g=  sağlanıyor ise G  grubu Γ  uzayında geçişli (transitiv) dir 

denir. Eğer G  grubu Γ  uzayında geçişli ise Γ  uzayına G  grubunun homojen uzayı 

denir. 

 G  Lie grubunun bir altgrubu H , homojen uzayın bir Γα ∈  noktasını invaryant 

bırakırsa bu alt gruba α  noktasının stability (stationary, isotropy, little) grubu denir.  

 Homojen uzay çoğu zaman H/G  bölüm uzayı olarak tanımlanır: H , G  

grubunun bir alt grubu olmak üzere H/G  grubu her Gx∈  için Hx  sol denklik 

sınıflarının kümesi olarak verilir. Eğer { }eH =  ise G  grubunun kendisi de homojen 

uzay oluşturur. Homojen uzaylara ait örnekler verelim.  

     1. ( )1nSOG +=  grubu, 1nR −  Euclidean uzayda 

    1x...xx 2

1n

2

2

2

1 =+++ −             (1.1) 

kuadratik formunu invaryant bırakan 1nR −  uzayının özel ortogonal dönüşümler grubu 

olarak tanımlanır. (1.1) denklemiyle verilen nS , n -boyutlu küre yüzeyi, ( )1nSO +  

grubunun homojen uzayıdır.  

      2. n1

n,1R
+  pseudo-Euclidean uzayın özel ortogonal dönüşümler grubu ( )n,1SOG = , 

( )nSOH =  olmak üzere H/GX =  homojen uzayı 

   1x...xx 2

n

2

1

2

0 =−−−   ,  0x0 >         (1.2) 

denklemiyle verilen iki oyuklu hiperboloidle temsil edilir. 

G  bir Lie grubu, σ , G  grubunun bir involutif otomorfizması olsun. Bu 

durumda 1   ,12 ≠= σσ  dir. H , σ  dönüşümüne göre G  grubunun değişmeyen bir alt 

grubu yani ( ) HH =σ  olsun. Bu durumda H/G  uzayına σ  dönüşümüyle tanımlanan 

homojen simetrik uzay denir.  
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 Simetrik uzay metrikle verilen bir manifoldtur. Simetrik uzayın diğer bir tanımı, 

uzayın eğrilik tensörünün kovaryant türevinin ( ) 0Rabcds =∇  sıfır olmasıyla verilir. G  

grubunun stability altgrubu; kompakt ise simetrik uzay Riemannian metriğine sahip olur 

ve bu uzaylar Riemannian homojen simetrik uzay, kompakt değilse uzay pseudo-

Riemannian homojen simetrik uzay olarak adlandırılır. Simetrik uzaylara ait örnekler 

verelim. 

      1. ( )1nSOG +=  ,  :σ  involutif otomorfizma dönüşümü, 

  ( ) 







=∈= −

n

1

I0

01-
  sG   ,g    ,sgsgσ  ,  

burada nI , 
nR  de birim matris olmak üzere  

   ( ) ( )nSOHh    ,hshsh 1 ≡∈== −σ  

olduğundan ( )nSO/)1n(SO +  homojen uzayı simetriktir. 

       2. ( )q,pSOG =  : ( ) IgIg    ,q,pSOg t =∈  denklemini sağlayan matrisler grubu 

olduğundan, involutif otomorfizma ( ) IgIg =σ  şeklinde verilsin. Bu dönüşümü 

invaryant bırakan altgrup G  grubunun maksimum kompakt alt grubu 

( ) ( )qSOpSOH ×≡  olduğundan ( ) ( ) ( )qSOpSO/q,pSOH/GX ×≡=  homojen 

simetrik uzay olur. 

 Bu tez çalışmasında 

   ( ) ( )3U3,1UH 3

c ≈  

simetrik uzayı üzerinde çalışılmıştır. 
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2.BÖLÜM  

 

 

2.1. Hipergeometrik Fonksiyonlar 

 

Özel fonksiyonlar teorik ve pratik araştırmalarda, özellikle uygulamalı 

matematiğin denklemlerinin belirli koordinat sistemlerinde değişkenlere ayrılması 

metoduyla çözülmesinden ortaya çıkar ve özel isimlerle belirtilir. 

İkinci mertebeden lineer homojen diferensiyel denklem bir çok singüler noktalara 

sahip olabilir. Özel olarak singüler noktaları ( )∞,1,0  olan denklemi 

( ) ( )[ ] 0abu
dz

du
z1bac

dz

ud
z1z

2

2

=−++−+−                                        (2.1) 

formunda verebiliriz. Burada, z  kompleks değişken, c,b,a  z  ’den bağımsız kompleks 

ve reel değer alabilen sabitlerdir ve bunlar denklemin parametreleri olarak tanımlanır. 

(2.1) denklemi Hipergeometrik denklem, bu denklemin çözümleri de Hipergeometrik 

fonksiyon olarak tanımlanır. 

Lineer diferensiyel denklemlerin genel teorisinden (2.1) denklemi 0z =  noktası 

civarında 

         ∑
∞

=

=
0k

k

k

s zczu    ,    0c0 ≠  

formunda belirli bir çözüme sahip olur. Bu kuvvet serisi 1z <  için yakınsaktır. (2.1) 

denkleminin 0z =  civarındaki çözümü, 

,...2,1,0nc −−≠=     ise, 

( ) ( )
( ) ( )

( )∑
∞

=

===
0n

n

n

nn

12 z
c!n

ba
z;c;b,aFz;c;b,aFu                                   (2.2) 

nc −= ,   ,...2,1,0n =  ise, 

( )
( ) ( )

( )∑
∞

=

++

+

++++
=+++++=

0m

m

m

mm1n1n z
2n!m

1nb1na
zz;2n;1nb,1naFzu  

olur.   

( ) 1a 0 =  ,  ( ) ( ) ( )1na...1a.aa n −++=  ,  ,...2,1n =  
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             ( ) 1b 0 =  ,  ( ) ( ) ( )1nb...1b.bb n −++=  ,  ,...2,1n =  

             ( ) 1c 0 =  ,  ( ) ( ) ( )1nc...1c.cc n −++=   ,  ,...2,1n =  

     ( ) ( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

( )
...z

1cc.2.1

1bb1aa
z

c.1

ab
1z

c!n

ba
z;c;b,aFz;c;b,aF 2

0n

n

n

nn

12 +
+

++
++=== ∑

∞

=

 

fonksiyonu z  değişkenli c,b,a  parametreli Hipergeometrik seri olarak da tanımlanır ve 

1z <  için yakınsaktır. Genelleştirilmiş Hipergeometrik fonksiyon 

( )
( ) ( )

( ) ( )
n

0n nqn1

npn1

q1

p1

qpq21p21qp z
b...b!n

a...a
z

;b,...,b

;a,...,a
Fz;b,...,b,b;a,...,a,aF ∑

∞

=

=







=  

şeklinde verilir. Burada 

          ( ) ( )
( )n

na
a n

Γ

Γ +
=  ,  ( ) 1a 0 =  ,  ( ) ( ) ( )1na...1aaa n −++=  , ,...2,1n =  

dir ve bu Pochhammer  sembolü olarak bilinir. 

Hipergeometrik fonksiyonların önemli bazı özelliklerini verelim. 

Hipergeometrik seride a  ve b  parametrelerinin yeri değişirse serinin karakteri 

değişmez. Buradan 

- ( ) ( )z;c;a,bFz;c;b,aF =    simetri özelliğini alırız. 

Hipergeometrik fonksiyonun türevi 

- ( )
( ) ( )

( )
( )z;nc;nb,naF

c

ba
z;c;b,aF

dz

d

n

nn

n

n

+++=   ,   ,...2,1n =     dir. 

- 
( )

( )
( ) ( )

( )
( )z;2n;1nb,1naFz

!1n

ba
z;c;b,aF

c

1
lim 1n1n1n

nc
+++++

+
=







 +++

−→ Γ
 

- ( ) ( ) ( )z;1c;1b,1aF
c

za
z;c;b,aFz;c;1b,aF +++=−+  

- ( ) 








−
++=++

1z

z4
;2/1ba;b,aFz;2/1ba;b2,a2F  

Hipergeometrik fonksiyonun integral temsili 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) dttz1t1t
bcb

c
z;c;b,aFz;c;b,aF

a1bc
1

0

1b

12

−−−− −−
−

== ∫ΓΓ

Γ
 ,   

0b Rec Re >> ,  ( ) π<− z1arg  

şeklinde verilir. 
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( )z;c;b,aF12  fonksiyonu çoğu zaman ( )z;c;b,aF  şeklinde yazılır ve 

Hipergeometrik fonksiyon olarak tanımlanır. ( )x;c;aF11  fonksiyonu ise Confluent 

Hipergeometrik fonksiyon olarak tanımlanır ve bu 

   ( ) 0y.a
dx

dy
xc

dx

yd
x

2

2

=−−+                                                       (2.3) 

diferensiyel denkleminin çözümü olur ki aşağıda verilen her bir çözüm (2.3) Confluent 

Hipergeometrik denkleminin bir çözümüdür. 

- ( ) ( )x;c,ax;c;aFy 111 Φ==  

- ( )x;c2;1caFxy 11

c1

2 −+−= −  

- ( )x;c;acFey 11

x

3 −−=  

- ( )x;c2;a1Fexy 11

xc1

4 −−−= −  

Türev bağıntısı ( )
( )
( )

( )x;nc;naF
c

a
x;c;aF

dx

d
11

n

n

11n

n

++=   şeklinde verilir. 

Confluent Hipergeometrik fonksiyonun integral temsili, 

        ( ) ( )
( ) ( )

( )∫
−−− −

−
=

1

0

1ac1axu

11 duu1ue
aca

c
x;c;aF

ΓΓ

Γ
  ,  0a Rec Re >>   

olur. 

Bazı özel fonksiyonların Hipergeometrik fonksiyonla ifadesini verelim. 

- ( ) ( )z;b;b,aFz1
a

−−=+   ,    ( ) ( ) ( )z;a;1a,a2Fz1z1
1a2

+=+−
−−  

- ( )z/1;1ma;1,mFz
m

a
z

m

a
...z

1

a
1 mm −+−−








=








++








+  

- ( ) 







+

+
+=

−−

zcosh

1
;a1;

2

1a
,

2

a
1Fztanhzcosh2e

2

aaz  

- ( )zsin;2/1;2/a,2/aFazcos 2−=   ,   






 −+
= zsin;

2

3
;

2

a1
,

2

a1
Fzsinaazsin 2  

- ( )21 z;2/3;2/1,2/1Fzzsin =−    ,   ( ) ( )z;2;1,1zF1zlog −=+  

z ’nin aldığı bazı özel değerler için Hipergeometrik fonksiyonun ifadesini 

verelim. 1z =  için, 

- ( ) ( ) ( )
( ) ( )bcac

bacc
1;c;b,aF

−−

−−
=

ΓΓ

ΓΓ
  ,   ,...2,1,0c −−≠   ,  b)(a Rec Re +>  

1z −=  için, 
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- ( ) ( ) ( )








 +








+−

−+
=−−+ −

2

a1

2

a
b1

2/1ba1
21;ba1;b,aF a

ΓΓ

ΓΓ
 ,  ,...2,1,0ba1 −−≠−+  

2/1z =  için, 

- 
( ) ( )
( ) ( )2/1b2/1a

2/12/1ba

2

1
;

2

1
ba;b2,a2F

++

++
=








++

ΓΓ

ΓΓ
  ,  ,...2,1,02/1ba −−≠++  

3/1z −=  için, 

-
( ) ( )
( ) ( )3/4a22/3

2/3a23/4

9

8

3

1
;

2

3
a2;

2

1
a,aF

a2

+

+








=







−++−−

ΓΓ

ΓΓ
   ,  ,...2,1,02/3a2 −−≠+  

3/iez π=  için, 

- ( ) ( )
( ) ( ) ( )3/23/2a3/1a

3/2a2
3e2e;

3

2
a2;a3,

3

1
aF 2/1a32/i3/i

ΓΓΓ

Γ
π ππ

++

+
=








++ +−  

Hipergeometrik denklemin parametreye bağlı olarak çeşitli çözümleri verilebilir. 

Aşağıdaki çözümlerin her biri Hipergeometrik denklemin bir çözümüdür. 

( )z;c;b,aFu1 =  

    ( ) ( )z;c;bc,acFz1
bac

−−−=
−−  

    ( ) 








−
−−=

−

1z

z
;c;bc,aFz1

a  

    ( ) 








−
−−=

−

1z

z
;c;b,acFz1

b  

( )z1;c1ba;b,aFu2 −−++=  

     ( )z1;c1ba;c1b,c1aFz c1 −−++−+−+= −  

     






 −
−++−+= −

z

1z
;c1ba;c1a,aFz a  

     






 −
−++−+= −

z

1z
;c1ba;b,c1bFz b                                               (2.4) 

( ) 







−+−+−=

−

z

1
;b1a;c1a,aFzu

a

3  

    ( ) ( ) 







−+−−−−=

−−−

z

1
;b1a;bc,b1Fz1z

baccb  

    ( ) 








−
−+−−=

−

z1

1
;b1a;bc,aFz1

a  
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    ( ) ( ) 








−
−+−−+−−=

−−−

z1

1
;b1a;b1,c1aFz1z

1acc1  

( ) 







−+−+−=

−

z

1
;a1b;b,c1bFzu

b

4  

     ( ) ( ) 







−+−−−−=

−−−

z

1
;a1b;bc,a1Fz1z

bacca  

     ( ) 








−
−+−−=

−

z1

1
;a1b;ac,bFz1

b  

     ( ) ( ) 








−
−+−−+−−=

−−−

z1

1
;a1b;a1,c1bFz1z

1bcc1  

( )z;c2;c1b,c1aFzu c1

5 −−+−+= −  

     ( ) ( )z;c2;b1,a1Fz1z
bacc1 −−−−=

−−−  

     ( ) 








−
−−−+−=

−−−

1z

z
;c2;b1,c1aFz1z

1acc1  

     ( ) 








−
−−−+−=

−−−

1z

z
;c2;a1,c1bFz1z

1bcc1  

( ) ( )z1;ba1c;bc,acFz1u
bac

6 −−−+−−−=
−−  

     ( ) ( )z1;ba1c;b1,a1Fz1z
bacc1 −−−+−−−=

−−−  

     ( ) 






 −
−−+−−−=

−−−

z

1z
;ba1c;a1,acFz1z

bacca  

     ( ) 






 −
−−+−−−=

−−−

z

1z
;ba1c;b1,bcFz1z

baccb  

( )z;c;b,aF  Hipergeometrik fonksiyonun analitik devam bağıntısı aşağıdaki gibi 

verilir. 

abc,ab,c1 −−−−  tamsayı olmasın. 

-  ( ) ( ) ( ) bac

21 z1Az1;1cba;b,aFAz;c;b,aF
−−

−+−+−+=  

                 ( )z1;1bac;bc,acF −+−−−−×    ,   ( ) π<− z1arg  

-  ( ) ( ) bacca

2

a

1 z1zA
z

1z
;1cba;c1a,aFzAz;c;b,aF

−−−− −+






 −
+−+−+=   

  






 −
−−+−−×

z

1z
;ba1c;a1,acF    ,   ( ) π<zarg                   (2.5) 
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-  ( ) ( ) ( ) ( ) b

2

a

1 zBz1;ab1;ac1,aFzBz;c;b,aF
−−

−++−+−−=  

                 ( )z1;ba1;bc1,bF −−+−×    ,   ( ) π<− zarg  

-  ( ) ( ) ( ) b

2

a

1 z1B
z1

1
;1ba;bc,aFz1Bz;c;b,aF

−−
−+









−
+−−−=  

                   








−
+−−×

z1

1
;1ab;ac,bF    ,   ( ) π<− z1arg  

Burada 2121 B,B,A,A  katsayıları 

       
( ) ( )
( ) ( )bcac

bacc
A1

−−

−−
=

ΓΓ

ΓΓ
 ,  

( ) ( )
( ) ( )ba

cbac
A2

ΓΓ

ΓΓ −+
=                                 (2.6) 

       
( ) ( )
( ) ( )acb

abc
B1

−

−
=

ΓΓ

ΓΓ
  ,    

( ) ( )
( ) ( )bca

bac
B2

−

−
=

ΓΓ

ΓΓ
           şeklinde verilir. 

Diğer özel fonksiyonlarla Hipergeometrik fonksiyonlar arasındaki bağıntılar 

aşağıdaki gibi verilir. 

-  ( ) ( ) 






 −
++++−







 +
=

2

z1
;1;1n,nF

n

n
zP ,

n αβα
αβα  

-  ( ) ( ) 






 −
++−=

2

z1
;

2

1
;2n,nF2

!n

1
zC nn λλλλ  

-  ( ) 






 −
+−=

2

z1
;1;1n,nFzPn  

-  ( )
( )








 −
−+−









−

+

−
=

2

z1
;1;1,F

1z

1z

1

1
zP

2/

µνν
µΓ

µ

µ
ν  

-  ( )
( )

( ) ( )4z;1F2z
1

1
zJ 2

10 −+
+

= ν
νΓ

ν

ν  

Yukarıda  verdiğimiz Hipergeometrik fonksiyonlar tek değişkenlidir. Çok 

değişkenli Hipergeometrik fonksiyonlarda vermek mümkündür. 
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2.2. Legendre Fonksiyonları 

 

Dalga yayılması, potansiyel ve difüzyon problemlerinin çözümünde ortaya 

çıkan, ν  dereceden ve µ  mertebeden 

      ( ) ( ) ( )[ ] 0wz11
dz

dw
z2

dz

wd
z1

122

2

2
2 =−−++−−

−
µνν      (2.7) 

Legendre diferensiyel denkleminin lineer bağımsız çözümleri olan fonksiyonlara 

Legendre fonksiyonları denir. Burada z  kompleks veya reel değişken, ν , µ  de reel 

veya kompleks sabitlerdir. 

(2.7) denklemi uygun değişken dönüşümü yapılarak Hipergeometrik denkleme 

indirgenebilir. Sırasıyla ( ) u1zw
2/2 µ

−=  ve 
2

z1
x

−
= dönüşümleri yapılırsa (2.7) 

denklemi 

    ( ) ( )( ) ( )( ) 0u1
dx

du
x211

dx

ud
x1x

2

2

=++−+−++− µνµνµ                         (2.8) 

Hipergeometrik denklemine getirilir. Buradan (2.7) denkleminin çözümü 

       ( )
( )








 −
−+−









−

+

−
==

2

z1
;1;1,F

1z

1z

1

1
zPw

2/

µνν
µΓ

µ

µ
ν , 2z1 <−        (2.9) 

olur. Eğer 2zx =  dönüşümü yaparsak (2.7) denklemi 

      ( ) ( )[ ] ( )( ) 0u1
dx

du
x642

dx

ud
x1x4

2

2

=++−−+−+− µννµµ                          (2.10) 

Hipergeometrik denkleme dönüşür ve buradan (2.7) denkleminin çözümü 

( ) ( )
( )

( ) 







+

++
+

+
−

+

++
== −−−−−

2

2/211i

z

1
;

2

3
;

2

1
,1

2
F1zz

2/3

1
2ezQw ν

µνµν

νΓ

µνΓ
π

µµννπµµ
ν

, 1z >                                     (2.11) 

olur. N, ∈µν  ise ( ) ( )zQ,zP µ
ν

µ
ν  lineer bağımsız çözümler olduğundan (2.7) 

denkleminin çözümü ( ) ( )zQczPcw 21

µ
ν

µ
ν +=  olur, burada 21 c,c  keyfi sabitlerdir. 

( ) ( )zQ,zP µ
ν

µ
ν  fonksiyonları birinci ve ikinci türden, ν  dereceden Legendre 

fonksiyonları olarak tanımlanır. Bu fonksiyonlar ( )1,∞−  boyunca kesilen Z  

düzleminde regüler ve tek değerlidir. Legendre diferensiyel denklemi, 

1,zz, −−→−→−→ ννµµ  değişimi yapılırsa invaryant kalır. Böylece 
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( ) ( ) ( ) ( )zQ,zP,zQ,zP 11 ±±±± ±
−−

±
−−

±± µ
ν

µ
ν

µ
ν

µ
ν  çözümleri de (2.7) denkleminin çözümleri 

olur. Legendre fonksiyonları arasındaki bazı bağıntıları verelim. 

- ( ) ( )zPzP 1

µ
ν

µ
ν −−=  

- ( ) ( ) ( ) ( )zQ1ezQ1e ii µ
ν

µπµ
ν

µπ µνΓµνΓ +−=++ −−  

- ( ) ( )
( )

( )zP
1m

1m
zP mm −

+−

++
= νν

νΓ

νΓ
   ,   ,...2,1m ==µ  

- ( ) ( )zQezQ i µ
ν

νπµ
ν

±−=−  

- ( ) ( )zPzP0

νν =    ,   0=µ    ,   ( ) 0zPm =ν    ,   ν>m    ,   Nm∈  

Legendre fonksiyonları, ( )1,∞−  boyunca kesilen düzlemde ( )zP µ
ν , ( )1,∞−  

boyunca kesilen düzlemde ( )zQ µ
ν  fonksiyonu z  kompleks değişkeninin analitik bir 

fonksiyonudur. Bu kesilen bölgelerde verilen Legendre fonksiyonları Hipergeometrik 

seri cinsinden ifade edilebilir. Legendre fonksiyonlarının bir çok uygulamasında 

xi0xz =+= , 1x1 <<−  alınır. 

- ( )
( )








 −
−+−









−

+

−
=

±

2

x1
;1;1,F

x1

x1

1

e
xP

2/2/i

µνν
µΓ

µµπ
µ

ν  

- ( )
( )








 −
−+−









−

+

−
=

2

x1
;1;1,F

x1

x1

1

1
xP

2/

µνν
µΓ

µ

µ
ν  

- ( )
( )
( )








 −
++−









+

−

−+

++
=

2

x1
;1;1,F

x1

x1

12

1
xQ

2/

µνν
µνΓ

µνΓ
µ

µ
ν   

( ) ( ) 






 −
−+−









−

+
+

2

x1
;1;1,F

x1

x1
xcos

2

2/

µννµ
µΓ

µ

 

( ) ( )zQ,zP µ
ν

µ
ν  Legendre fonksiyonlarını trigonometrik değişken türünden 

yazabiliriz. θcosz =  , 

- ( )
( )









−

−−−+









−
=

−

θµ
µνµνθ

µΓ
θ

µ

µ
ν

2sin;1;
2

,
2

1
F

2

sin

1

1
cosP  ,   2/0 πθ <<  

- ( )
( )









−−−−+









−
=

−

2
sin;1;,1F

2

sin

1

1
cosP 2 θ

µµνµν
θ

µΓ
θ

µ

µ
ν  

- ( )
( )









−+−









−
=

2
sin;1;1,F

2
cot

1

1
cosP 2 θ

µνν
θ

µΓ
θ

µ

µ
ν  
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µν ,  sabitlerinin bazı özel değerleri için Legendre fonksiyonlarının ifadesini 

verelim. 

,...2,1m ==µ   için, 

- ( ) ( )
( )

( ) 






 −
++−++−

+−

++
=

−

2

z1
;m1;1m,m1F1z

1m!m

1m2
zP

2/m2
m

m νν
νΓ

νΓ
ν          (2.12) 

,...2,1,0n ==ν   olsun. Bu durumda µ   negatif bir tamsayı ise (2.9) ifadesindeki 

Hipergeometrik seri z  bağlı n  dereceden bir polinom olur. 

,...2,1m ==µ  ve  mn ≥   ise (2.12) bağıntısı geçerli olur ve ( ).mn −  dereceden 

polinom olur. 0=ν  ise ( ) ( )zPzP0

νν =  olarak yazılır. Genellikle ( ) ( )zQ,zP νν   Legendre 

fonksiyonları, ( ) ( )zQ,zP µ
ν

µ
ν  fonksiyonları da associated Legendre fonksiyonları olarak 

tanımlanır. 

0=µ  ise, 

          ( ) 






 −
−−+=

2

z1
;1;,1FzP µννν  

olur ki bu ifadenin , z  ye göre ( )1,2,...m  m =  defa türevi alınırsa 

-  ( ) ( ) ( )
m

m
2/m2

dz

zPd
1zzP νµ

ν −=  

- ( ) ( ) ( )
m

m
2/m2

dz

zQd
1zzQ νµ

ν −=      bağıntılarını buluruz. 

- ( ) 








+

−
−−







 +
=

1z

1z
;1;,F

2

1z
zP νν

ν

ν  

           








−

+
−−







 −
=

1z

1z
;1;,F

2

1z
νν

ν

 

           ( ) 






 +
−−−=







 −
+−=

2

z1
;1;,F1

2

z1
;1;1,F νννν

ν  

           








−
−−−







 −
=

z1

2
;l2;,F

2

1z
νν

ν

 

0=µ    ,   ,...2,1,0n ==ν  ise, 

- ( ) ( ) ( )
( )

( )2

2n2

n

n2 z;2/1;2/1n,nF
!n2

!n21
zP +−

−
=  
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- ( ) ( ) ( )
( )

( )2

2n2

n

1n2 z;2/3;2/3n,nFz
!n2

!1n21
zP +−

+−
=+  

- ( ) ( ) ( )n2

n

n
1n

n 1z
dz

d
!n2zP −=

−
 

bağıntıları verilebilir. Son bağıntı Rodrigues formülü olarak bilinir. Böylece ( )zPn , n  

dereceden bir polinom olur ve ( ) ( ) ( )zP1zP n

n

n −=   eşitliği sağlanır. Bu polinomlar 

Legendre polinomu olarak tanımlanır ve Legendre  fonksiyonlarının özel bir halidir. 

Polinomlar [ ]1,1−  aralığında ortogonaldir ve bu aralıktaki tüm kökleri reeldir. 

Legendre fonksiyonlarının integral temsilini verelim. 

- ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) dttsinhtcoshz
1

1z2
zP

0

121

2/2

∫
∞

+−−

−−

+
+−−

−
=

ννµ

µν
µ

ν
νΓνµΓ

   ,  ( ) 1ReRe −>>− νµ  

( ) ( )( )
( )

( ) ( ) dttsintcosz
1

1z12e
zQ

0

121

2/21i

∫
+−−

−−−

+
+

−++
=

π
ννµ

µνµπ
µ

ν
νΓ

νµΓ
, 

( ) 1Re,01Re −>>++ νµν  

Legendre polinomlarının ortogonallik koşulları aşağıdaki gibi verilir. 

- ( ) ( )∫
− 





==
+

≠
=

1

1

mn ,...2,1,0n,mn,
1n2

2

mn,0

dxxPxP  

- ( ) ( ) ( ) ( )
( )

∫
−

−








=
−

+
≠

=−
1

1

k

n

m

n

12

mk,
!mnm

!mn

mk,0

dxxPxPx1  

- ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )( )( )∫

−

+

−++−

+−−
−=

1

1

nl
mk

l

m

n
!mn1nlnl

!mn11
1dxxPxQ  

Legendre polinomlarını genelleştirirsek Jacobi polinomlarını buluruz. 

( ) ( )( ) ( ) 0u1nn
dx

du
x2

dx

ud
x1

2

2
2 =++++++−−+− βαβααβ             (2.13) 

diferensiyel denkleminin çözümleri ( ) ( )xP ,

n

βα   Jacobi polinomları olarak tanımlanır. Bu 

diferensiyel denklem Hipergeometrik diferensiyel denkleme indirgenebilir. Bu durumda 

bu denklemin çözümleri aşağıdaki gibi verilir. 

( ) ( ) 






 −
++++−







 +
=

2

x1
;1;1n,nF

n

n
xP ,

n αβα
αβα  
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               ( ) 






 +
++++−







 +
−=

2

x1
;1;1n,nF

n

n
1

n
ββα

β
 

              








+

−
+−−−







 +







 +
=

1x

1x
;1;n,nF

2

x1

n

n
n

αβ
α

 

                








−

+
+−−−







 −







 +
=

1x

1x
;1;n,nF

2

1x

n

n
n

βα
β

 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )










−
++++++

++++

++++
=

++

++

x1

2
;2n2;1n,1nF

1xx2n2

1n1n2
xQ

1n

n
,

n βαα
βαΓ

βΓαΓ
βα

βα
βα

Jacobi  polinomlarının bazı özelliklerini verelim. 

- ( ) ( ) ( )xPxP 0,0

nn =  

- ( ) ( )
( ) ( )

( )1!n

1n

!n

1

n

n
1P n,

n
+

++
=

+
=







 +
=

αΓ

αΓααβα    ,   ( ) ( ) ( ) ( )
( )1!n

1n
11P

n,

n
+

++
−=−

βΓ

βΓβα  

- ( ) ( ) ( ) ( ) ( )xP1xP ,

n

n,

n

βαβα −=−  

- ( ) ( ) ( ) ( )∑
=

−− +−








−

+







 +
=

n

0m

mmnn,

n 1x1x
mn

n

m

n
2xP

βαβα  

- ( ) ( )
( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( )( )2

,

1n

,

n,

n
x1n2

xPnn2xPxn2n
xP

dx

d

−++

+++++−−
= −

βα

βαβαβα βαβα
βα  

- ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]nnnn,

n

n x1x1Dx1x11xP!n2
++−−

+−+−−=
βαβαβα    , Rodrigues formülü. 

Jacobi polinomlarının ortogonallik koşulu aşağıdaki gibi verilir. 

- ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )∫

−

++

++++++

++++
=+−

1

1

nm

1
,

m

,

n
1n!n1n2

1n1n2
dxxPxPx1x1 δ

βαΓβα

βΓαΓβα
βαβαβα  

Jacobi polinomlarının integral temsilini verelim. 

- ( ) ( )
( )

dt
x1

t1

x1

t1

xt2

1t

i2

1
xP

n
2

,

n

βα

βα

π









+

+









−

−









−

−
= ∫    ,   1x ±≠  

- ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) dtt1t1tx1x1x2xQ

1

1

nn1n1n,

n ∫
−

++−−−−−− +−−+−=
βαβαβα  
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2.3. Laplace-Beltrami Operatörü 

 

Riemannian uzayında ( )
ijg   metrik matrisi ve k

ijΓ   bağlantısı tanımlanmış olsun. 

Eğer ( )ijg   metrik matrisinin kovaryant türevi 

0gg
x

g
g il

l

jklj

l

ikk

ij

ijk =−−
∂

∂
=∇ ΓΓ  

sıfır ise bu bağlantıya metrik matrisle uzlaşan bağlantı denir. Metrik matrisle uzlaşan 

bağıntının ifadesi aşağıdaki formülle verilir. 










∂

∂
−

∂

∂
+

∂

∂
=

l

ij

j

li

i

ljklk

ij
x

g

x

g

x

g
g

2

1
Γ                  (2.14) 

iT , ( )0,1  tipli tensörün diverjansını verelim. iT  tensörünün kovaryant türevi 

                        mi

mkk

i
i

k T
x

T
T Γ+

∂

∂
=∇  

formülü ile verildiğinden iT  tensörünün diverjansı için aşağıdaki formülü alırız. 

      mi

mii

i
i

i

i T
x

T
TdivT Γ+

∂

∂
=∇=    ,   ( )ijgdetg =                 (2.15) 

                       
ml

mi

m

li

i

lmili

mi
x

g

g2

1

x

g

x

g

x

g
g

2

1

∂

∂
=









∂

∂
−

∂

∂
+

∂

∂
=Γ  

formülünden yararlanarak (2.15) bağıntısından 

( )i
i

i

i

i Tg
xg

1
TdivT

∂

∂
=∇=  

alırız. Burada 
j

iji

x
gT

∂

∂
=  ifadesini yerine yazarsak 










∂

∂

∂

∂
=

j

ij

iLB
x

gg
xg

1
∆                    (2.16) 

buluruz ki buna Riemannian uzayda verilmiş Laplace-Beltrami operatörü denir. 

( )n1 x,...,xx =  kartezyen koordinatlar, ijijg δ=   metrik matris olmak üzere nE , n  

boyutlu Euclidean  uzayda Laplace operatörü 

∑
= ∂

∂
=

∂

∂
++

∂

∂
=

n

1i
2

i

2

2

n

2

2

1

2

xx
...

x
∆                  (2.17) 
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olarak verilir. q,pE   pseudo-Euclidean  uzayda metrik matris 

                ( ) { 












−−= 43421
etanqetanp

ij 1,...,1,1,...,1diagg  

şeklinde verilir. Bu durumda Laplace operatörü 

2

qp

2

2

1p

2

2

p

2

2

1

2

x
...

xx
...

x ++ ∂

∂
−−

∂

∂
−

∂

∂
++

∂

∂
=∆                  (2.18) 

olur. 

1nS −  küresinde verilmiş 1n1 ,..., −θθ   küresel koordinat sistemi için Laplace-

Beltrami operatörünü verelim. ( ) 1n

n1 Sx,...,xx −∈=   de küresel koordinatlar 

                  122n1n1 sinsin...sinsinrx θθθθ −−=  

    122n1n2 cossin...sinsinrx θθθθ −−=  

      ...……………………………………  

               ...……………………………………                                        (2.19) 

      2n1n1n cossinrx −−− = θθ  

      1nn cosrx −= θ  

şeklinde verilir. Burada 

    22

n

2

1 rx...x =++    ,  0r ≥    ,  πθ 20 1 ≤≤    ,  πθ ≤≤ k0    ,  1nk2 −≤≤  

dir. 

Metrik matris , ( ) 





=

.

rr

.

ij j
i
x,xg    ,  1nn121 ,...,,r −=== θτθττ    bağıntısından  

( ) ( )1n

2

2

22

1n

222

ij sin...sinr,...,sinr,r,1diagg −−= θθθ  

şeklinde bulunur. Buradan Laplace-Beltrami operatörü 

( ) ( )1n

02

1n

1n

n

LB  
r

1

r
r

rr

1
 −−

−
+

∂

∂

∂

∂
= ∆∆        (2.20) 

olup birinci kısım operatörün radyal kısmını ( )1n

0 
−∆   da açısal kısmını oluşturur. Burada 

( ) ( )2n

0

1n

2

1n

1n

2n

1n1n

2n

1n

0  
sin

1
sin

sin

1
 −

−−

−
−

−−
−

− +
∂

∂

∂

∂
= ∆

θθ
θ

θθ
∆  

                    
2

1

2

2

2

1n

2

1n

1n

2n

1n1n

2n sin...sin

1
...sin

sin

1

θθθθ
θ

θθ ∂

∂
++

∂

∂

∂

∂
=

−−

−
−

−−
−
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dir. 

( ) ( )n1n1 ,...,r,...,,rF θθΦθθ σ=  ,  .σ  dereceden homojen bir fonksiyon olmak üzere 

                                     0F LB =∆  

Laplace denklemini ele alalım. 

               ( ) ( ) 0F 
r

1

r

F
r

rr

1
F 1n

02

1n

1n

n

LB =+
∂

∂

∂

∂
= −−

−
∆∆  

Buradan 

       ( ) ( ) ( )n1

1n

0 ,...,2n θθΦσσΦ∆ −+=−                  (2.21) 

denklemini buluruz. 

 

 

 

2.4. Kuantum İntegrallenebilir Sistem 

 

N  parçacığı karakterize eden dalga fonksiyonu ( )N21 x,...,x,xΨ  , normalleştirme 

koşulu da ( )∫∫ = 1dx...dxx,...,x,x... N1

2

N21Ψ   şeklinde verilir. 

Dalga fonksiyonu 

                  ( ) ( )t;x...,x,.xHt;x...,x,x
t

i N21N21 ΨΨ =
∂

∂
h  

diferensiyel denklemin çözümü ile verilir. Burada N,H  parçacıktan oluşan sistemin 

toplam enerjisini temsil eder. ( )xV  potansiyeli ile birbirini etkileyen N  parçacıklı bir 

kuantum sistem 

        ( ) ( )N212

N

2

N

2

1

2

1

2
N

1i

N21

i

2

i x,...,x,xV
xm2

1
...

xm2

1
x,...,x,xV

m2

p
H +









∂

∂
++

∂

∂
−=+=∑

=

h  

şeklinde Hamiltonyen ile tanımlanır. Burada ( )N21 x,...,x,xV  potansiyeli özel tipte bir 

fonksiyondur. Örnek olarak iki farklı tip sistem verilebilir ki bunlar tam 

integrallenebilir. Birincisi Oskilatör tipte N  parçacık problemi ki potansiyel, 

( ) ( )∑
=

+=
N

1i

N21

2

iN21 x,...,x,xvx2/kx,...,x,xV  şeklinde, diğeri ise Coulomb tip N  

parçacık problemi olup potansiyel, 
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                 ( ) ( )N21

2/1
N

1i

2

iN21 x,...,x,xvxx,...,x,xV +







−=

−

=

∑α  

şeklinde verilir. Burada k  ve α  sabitlerdir. 

Parçacıkların bir dış kuvvetin etkisi altında olmaması durumunda potansiyel 

enerji parçacıkların birbirlerine göre durumlarına bağlıdır ve potansiyel, 

( )N1N21 xx,...,xxV −− −  biçiminde yazılır. İki parçacıktan oluşan bir sistem için bunu 

yazarsak, ( )21 xxV − , Hamiltonyen 

                    ( )212

2

2

2

2

1

2

1

2 xxV
xm2

1

xm2

1
H −+









∂

∂
+

∂

∂
−= h  

olur. Bunun için özdeğer denklemi yazılarak sistem çözülür. Parçacıklar bir dış kuvvetin 

etkisi altında olsun fakat birbirleriyle etkileşmesin, bu durumda potansiyel 

) (( )NN11 xV...xV ++  şeklinde verilir. İki parçacıktan ibaret olan sistem için bunu 

yazarsak, ) (( )2211 xVxV +  ve Hamiltonyen 

            ) (( )22112

2

2

2

2

1

2

1

2 xVxV
xm2

1

xm2

1
H ++









∂

∂
+

∂

∂
−= h  

şeklinde verilir. Etkileşmeyen parçacıklar için enerji özdeğer denklemi parçacık 

denklemine ayrılabilir. Parçacıklar özdeş ise verilen bu durumlar geçerli olmaz. Tek 

parçacık için potansiyel ( )xV  şeklinde verilir ki bu bir boyutlu potansiyeldir. 

Parçacıktan kastımız, bunların bir nokta biçiminde oldukları veya en azından göz önüne 

alınan fiziksel sistemin tipik boyutlarından daha küçük boyutlara sahip olduklarını ima 

ediyoruz. 

Simetrik uzayda bir serbest parçacığın kuantum problemi ilginçtir ve bir boyutlu 

integrallenebilir kuantum sistemle bağlantılıdır. Bu tür problemler bir boyutlu uzayda 

N  parçacık problemidir ve potansiyel ( )
ji xxV −  formunda verilir. Potansiyelin üç basit 

tipini verelim. ( ) ( ) ( ) 222 xxV,xsinhxV,xsinxV −− === . Bu potansiyeller sırasıyla 

kompakt, kompakt olmayan ve eğriliği sıfır olan simetrik uzaylarla bağlantılıdır. Bu 

sistemlerin tam kuantum sistemlerinin verilmesi durumunda gösterilebilir ki 

Hamiltonyen ile simetrik uzaydaki Laplace basit bağlantılıdır. 
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Tam çözünebilen kuantum sistemleri incelenebilmesi için özellikle Hilbert 

uzayı, Lie grubu ve cebiri, simetrik uzay, diferensiyel geometri, özel fonksiyonlar v.b. 

matematiksel yapıların bilinmesi gerekir. 

 

 

 

2.5. Schrödinger Denklemi 

 

m  kütleli bir cisim x -ekseni boyunca bir ( )t,xF  kuvvetinin etkisiyle hareket 

etsin. Bu bir boyutta belirli bir kuvvet altında parçacığın hareketidir. v  hız, mvp =  

momentum, 2mv2/1T =  kinetik enerji, ( )tx  parçacığın pozisyonu göstermek üzere, 

klasik mekanikte bunu nasıl belirleriz? Newton’un ikinci yasası ( )maF =  uygulanır ve 

uygun başlangıç koşullarıyla parçacığın ( )tx  pozisyonu belirlenebilir. 

Kuantum mekaniği bu probleme farklı yaklaşır. Bu halde parçacığın ( )t,xΨ  

dalga fonksiyonu aranır ki bu Schrödinger denkleminin çözümüyle verilir. Bir boyutlu 

X  uzayında momentum p , kütlesi m  olan bir parçacık serbest, yani bir potansiyel 

içinde ( )0V =  değilse toplam enerjisi m2pE 2=  olup sadece kinetik enerjiden 

ibarettir. Bu parçacığı temsil eden dalga paketinin sayısı k , açısal frekansı ω  olmak 

üzere , λππωπ /2k,k2,2/h ===h  , enerji ve momentum 

kp,E hh == ω        (2.22) 

şeklinde verilir. Burada h  Planck sabiti, v  frekansı, λ  dalga boyunu gösterir. Bu 

bağıntılar de-Broglie denklemleri olarak bilinir. 

Fotonlar bazı olaylarda dalga bazı olaylarda da parçacık gibi davranır ancak bir 

olay sırasında iki karakteri aynı anda gösteremez. Bu günümüzde dalga-parçacık ikilemi 

olarak bilinir. Fotonun bu dalga ve parçacık karakteri (2.22) denklemiyle ifade edilir. 

(2.22) bağıntıları ve klasik dalganın özellikleri Schrödinger dalga denklemi olarak 

bilinen madde dalgalarına uygun dalga denkleminin oluşturulmasında kullanılır. Serbest 

parçacıklara eşlik eden madde dalgaları için dalga denklemi 

      
( ) ( )

2

22

x

t,x

m2t

t,x
i

∂

∂
−=

∂

∂ ΨΨ h
h                  (2.23) 
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şeklinde verilebilir ki bu Schrödinger serbest parçacık denklemi olarak tanımlanır. 

Enerji ve momentum operatörleri 

                   
t

iE
∂

∂
= h  , 

2

22
2

xm2
m2p

∂

∂
−=
h

  ,  
x

ip
∂

∂
−= h  

şeklinde tanımlanır. Yukarıda elde ettiğimiz denklem serbest parçacık için doğru 

sonuçlar verir. Daha genel olarak sabit bir V  potansiyeli altında hareket eden bir 

parçacığı ele alalım. Bu parçacığın toplam enerjisi Vm2pE 2 +=  ve de-Broglie 

bağıntısı Vm2/k 22 += hhω  olur. Buradan yukarıda verilen (2.23) denklemine benzer 

şekilde daha genel 

              
( ) ( ) ( )ΨΨΨ

t,xV
x

t,x

m2t

t,x
i

2

22

+
∂

∂
−=

∂

∂ h
h  

denklemini buluruz. Bu zamana bağlı bir boyutlu Schrödinger denklemidir. Denklemi 

üç boyutlu sistemler için yazarsak 

             
( ) ( )ΨΨΨΨΨ

t,xV
zyxm2t

t,x
i

2

2

2

2

2

22

+








∂

∂
+

∂

∂
+

∂

∂
−=

∂

∂ h
h  

olur. Denklemde 
2

2

2

2

2

2

zyx ∂

∂
+

∂

∂
+

∂

∂
=∆  Laplace operatörü, toplam enerjinin diferensiyel 

şekli olan Vm2/H 2 +−= ∆h   Hamilton operatörü tanımlanırsa Schrödinger denklemi 

Ψ
Ψ

H
t

i =
∂

∂
h  şeklinde de yazılabilir. 

Dalga denkleminin çözümü olan ( )t,xΨ  dalga fonksiyonu incelenen bir sistem 

hakkındaki tüm bilgiyi içermektedir. Yani, fiziksel sistemin belirli bir t  anındaki 

durumu ( )t,xΨ  dalga fonksiyonu ile belirlenir. Sistemin ( )t,xΨ  dalga fonksiyonunun 

zaman içindeki gelişimi Schrödinger denklemiyle verilir. Yukarıda verdiğimiz denklem 

zamana bağlı Schrödinger denklemi olup zamandan bağımsız Schrödinger denklemini 

verelim. 

Schrödinger denklemindeki ( )t,xV  potansiyeli zamandan bağımsız olsun. Bu 

durumda Schrödinger denklemi “değişkenlere ayırma” yöntemiyle çözülebilir ve 

( ) ( ) ( )tTxUt,x =Ψ  şeklinde bir çözüm aranır. Buradan 

( )xVU 
m2U

1

t

T

T

1
i

2

+−=
∂

∂
∆

h
h                  (2.24) 
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denklemini elde ederiz. Denklemin sol tarafı sadece t  değişkenine, sağ tarafı da x  

değişkenine bağlıdır. Denklemin bütün x  ve t  değerleri için geçerli olması ancak iki 

tarafın bir sabite eşit olmasıyla mümkündür. Bu sabite ayırma sabiti denir ve bu sabiti 

E  ile gösterelim. Bu durumda (2.24) denklemi 

  ET
t

T
i =

∂

∂
h  ,  ( ) ( )xEUUxVU 

m2

2

=+− ∆
h

           (2.25) 

olur. Burada E  sabiti fiziksel sistemin toplam enerjisi olarak alınabilir. 

(2.24) denkleminin çözümü ( ) ( )xUet,x /iEt h=Ψ  şeklinde verilir. V  

potansiyelinin bir çok biçimi için Schrödinger denkleminin çözümleri bulunur. 

Normalize çözümler için E  ayırma sabitinin reel olması gerekir. E  sabiti kompleks 

değer alamaz. Çünkü E  sabitini ir iEEE +=  şeklinde yazarsak çözümdeki 

hhh /tE/tiE/iEt ir eee
−=  olur ki bu ∞→t  için sonsuza gider, bu da dalga fonksiyonu olarak 

kabul edilemez. Schrödinger denkleminin çözümleri fiziksel olarak kabul edilebilen 

dalga fonksiyonları olacaksa, bunların sağlamak zorunda olduğu bazı koşullar vardır. 

- Olasılık yorumuna göre parçacığın konumunu bir yerde diğerine süreksiz değişmez, 

aynı anda iki olasılığı olamaz ve bir yerde sonlu olasılıkla bulunabilir. Yani, ( )t,xΨ  

dalga fonksiyonu konum ve zamanın sürekli ve tek değerli bir fonksiyonu olmalıdır. Bu 

parçacığın herhangi bir nokta etrafında bulunma olasılığının belirlenmesini garanti eder. 

Eğer 
2

Ψ  çok değerli bir fonksiyon olsaydı veya süreksizlikler içerseydi bu olasılık iki 

veya daha fazla değer alabilirdi. 

- Dalga fonksiyonunun büyüklüğünün karesinin bütün değerler üzerinden integrali sonlu 

olmalıdır. 

∞<∫ dv
2

Ψ                                                (2.26) 

Bu koşul sağlanmazsa dalga fonksiyonu bire normalleştirilemez. 

- 1Ψ  ve 2Ψ  gibi iki dalga fonksiyonunun farklı iki durumu temsil edilebilmesi için 

bunların lineer bağımsız olması gerekir. 

Schrödinger denkleminin değişik tipte potansiyel için çözümü araştırılır. 

Değişkenlere ayırma metoduyla denklem tek boyutlu Schrödinger denklemine 

indirgenir, bu da problemin çözümünü kolaylaştırır. Biz yaptığımız çözümlerde, 

Schrödinger denkleminde m  kütlesini ve h  Planck sabitini 1  aldık. 
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2.6. Analitik Devam 

 

 1D  ve 2D  gibi iki bağlantılı bölgenin arakesiti, her iki bağlantılı bölgede ortak 

olan noktaların tümünden oluşan 21DD  bağlantılı bölgesidir. Eğer iki bağlantılı bölge 

kesişirse bu durumda, bölgelerin her birinde bulunan noktaların tamamı da yine 

bağlantılı bir bölge oluştururlar. Bu bağlantılı bölgeye 1D  ile 2D  nin bileşimi denir ve 

21 DD +  ile gösterilir. 

1D  ve 2D  gibi iki kesişen bağlantılı bölge ve 1D  üzerinde analitik olan bir 1f  

fonksiyonu verildiğinde, 2D  üzerinde analitik olan ve 21DD  arakesitine ait olan 

noktaların her birinde 1f ’e eşit olan bir 2f  fonksiyonu var olabilir. Eğer varsa bu 

zaman 2f  ye, 1f ’in 2D  bağlantılı bölgesi içindeki analitik devamı denir. 

2f  fonksiyonunun analitik devamı varsa tektir. Çünkü birden fazla fonksiyon 

2D  içinde analitik olamaz ve 2D  içindeki bağlantılı 21DD  bölgesine ait z  noktalarının 

her birinde ( )zf1  değerini alamaz. 1f ’in bağlantılı bir  1D  bölgesinden 1D ’i kesen bir 

2D  bağlantılı bölgesi içine analitik devamı  2f   ise,  

( )
( )

( )



=
için, lerz' içindeki nin D  

için lerz' içindeki in D

   zf

zf
zF

2

1

2

1  

olmak üzere, F  fonksiyonu 21 DD +  birleşiminde analitiktir. 1f  ve  2f  fonksiyonlarına 

F ’nin öğeleri denir ve F  de, ya 1f ’ in yada 2f ’nin 21 DD +  içine analitik devamıdır. 

 Örneğin,  

    ( ) ∑
∞

=

=
0n

n

1 zzf                              (2.27) 

şeklinde tanımlanan 1f  fonksiyonunu düşünelim. Buradaki kuvvet serisinin yakınsak 

olması için gerekli ve yeterli koşul 1z <  olmasıdır. Bu, ( ) 1
z1

−
−  fonksiyonunun 

Maclaurin serisi açılımıdır; o halde  

   1z <  olduğunda ( )
z1

1
zf1

−
=  

dir, ama 1z ≥  için 1f  tanımlı değildir. Şimdi  
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   ( )
z1

1
zF1

−
=        ( )1z ≠       (2.28) 

fonksiyonu, 1z =  noktası hariç, tanımlı ve analitiktir. Bu, 1z =  çemberinin içinde 

1f ’e özdeş olduğundan, 1z ≥  ve 1z ≠  için her zaman o bölgenin dışında 1f ’in 

analitik devamını temsil eder. Bu 1f ’in birim çemberin ötesinde mümkün tek analitik 

devamıdır. Bu durumda 1f , (2.28) eşitliğiyle tanımlanan F   fonksiyonunun bir 

öğesidir. 

Eğer biz, 

    ∑
∞

=0n

nz  

kuvvet serisinin yakınsak olduğunu, 1z <  için z ’nin analitik bir fonksiyonunu 

gösterdiğini ve xz =  in toplamının ( ) 1
x1

−
−  olduğunu bilerek başlarsak, bu durumda 

1z <  için serinin toplamının ( ) 1
z1

−
−  olduğu sonucuna varabiliriz, çünkü ( ) 1

z1
−

−  

fonksiyonu, ( ) 1
x1

−
−  değerlerini x  ekseninin çember içinde kalan parçası boyunca alan 

ve çember içinde analitik olan fonksiyondur. 

 Analitik devamın bir diğer açıklaması olarak, 

    ( ) dtezg
0

zt

1 ∫
∞

−=                (2.29) 

fonksiyonunu düşünelim. zt1ez −−−  integral altının bir belirsiz integrali olduğundan,  

   0x >  için ( )
z

1
e

z

1
zg

0t

zt

1 =


−=

∞

=

−             (2.30) 

bulunur. O halde 1D  ile gösterilen 0x >  bağlantılı bölgesinde tanımlanır ve orada 

analitiktir. 2g ,  

    ( ) ∑
∞

=








 +
=

0n

n

2
i

iz
izg    ( )1iz <+                    (2.31) 

geometrik serisiyle tanımlanmış olsun. Onun yakınsaklık çemberi olan, iz −=  noktası 

dolayındaki birim çember içinde seri 
z

1
 ye yakınsar, yani 1iz <+  bağlantılı bölgesine 

2D  dersek 2D  deki z  ler için  
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    ( )
( ) z

1

iiz1

1
izg 2 =

+−
=                  (2.32) 

bulunur. O halde 21DD  arakesitinde 12 gg =  dir ve 2g  fonksiyonu 1g ’in 2D  içine 

analitik devamıdır. 

 ( )
z

1
zG =  ( )0z ≠  fonksiyonu, z  düzleminin başlangıç hariç, tüm noktalarından 

oluşan bağlantılı 3D  bölgesi içinde hem 1g ’in ve hem de 2g ’nin analitik devamıdır. 1g  

ile 2g  fonksiyonları G ’nin öğeleridir. 

 Hipergeometrik fonksiyonlar için analitik devam bağıntıları genel durumda 

a-b-c a,-b ,c1−   tamsayı olmaması halinde, aşağıdaki gibi verilebilir.  

 ( ) ( ) ( ) ( )z1;1bac;bc,acFz1Az1;1cba;b,aFAz;c;b,aF
bac

21 −+−−−−−+−+−+=
−−  

         ( ) π<− z1arg  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1b

2

1a

1 z;ba1;bc1,bFzBz;ab1;ac1,aFzBz;c;b,aF −−−−
+−+−−++−+−−=  

         ( ) π<− zarg  

 ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )1b

2

1a

1 z1;1ab;ac,bFz1Bz1;1ba;bc,aFz1Bz;c;b,aF
−−−−

−+−−−+−+−−−=  

         ( ) π<− z1arg  

( ) ( ) ( ) ( )1bacca

2

1a

1 z1;ba1c;a1,acFz1zAz1;c1ba;c1a,aFzAz;c;b,aF −−−−−− −−−+−−−+−−++−+=

                      π<zarg  

2121 B,B,A,A  katsayıları aşağıdaki gibi verilir. 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )ba

cbac
A    ,    

bcac

bacc
A 21

ΓΓ

ΓΓ

ΓΓ

ΓΓ −+
=

−−

−−
=  

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )bca

bac
B    ,    

acb

abc
B 21

−

−
=

−

−
=

ΓΓ

ΓΓ

ΓΓ

ΓΓ
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3. BÖLÜM  

 

 

3.1. U(1,3) Grubuyla Bağlantılı Kuantum İntegrallenebilir Sistem 

 

4

3,1C  4 -boyutlu kompleks vektör uzayında bir z  elemanı; 4

3,1Cz ∈   

    ( )3210 z,z,z,zz =  

olarak alınır. Bu uzayda bilineer çarpım 

   [ ] 33221100 zzzzzzzzz,z −−−=  

şeklinde tanımlanır. Bu 4

3,1C  de 3

cH  kompleks hiperboloidini tanımlar. 

 Bir parçacıklı sistemlerde yüzeyde vektör halinde koordinatlar verilerek işlemler 

yapılır. Ancak iki veya daha çok parçacıklı halde bu geçerli olmaz. Boyutlar farklıdır. 

Vektörle verilmez. Matrislerle verilmelidir. Örneğin ( )2,2SU  grubunda iki parçacık var, 

elemanlar ve işlemler matrislerle yapılır. Oysa ( )3,1U  ve ( )2,1SO  grubunda bir parçacık 

var. Bu yüzden ( )3,1U  grubunun yüzeyinde koordinatlar verilerek; yani vektör olarak 

ifade edilerek işlemler yapılır. 

 [ ] 2rz,z =  hiperboloidinde pseudo-küresel koordinatlar 

ναϕ
coshcoshrez 0i

0 =  

θαϕ
cossinhrez 1i

1 =  

θαϕ
sinsinhrez 2i

2 =  

ναϕ
sinhcoshrez 3i

3 =  ; 

( )ναθαθανα ϕϕϕϕ
sinhcoshre,sinsinhre,cossinhre,coshcoshrez 3210 iiii=  

3,2,1,0i,20,20,, i =≤≤≤≤∞<<∞− πϕπθνα  

şeklinde verilir. 

 Yüzeyin kendisine ait bir iç geometrisi, yani metrik matrisi vardır. Eğrilik ve 

burulma yüzeyin dış geometrisinin invaryantlarıdır. Yüzeyimizin metrik matrisi; 

 ( )
ijg  , ji ≠  için 0g ij = , ( ) [ ]jiij z,zg &&= , 8,...,1j,i =   

( )ναθαθανα ϕϕϕϕ
sinhcoshe,sinsinhe,cossinhe,coshcoshez 3210 iiii

r =&  
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( )ναθαθανα ϕϕϕϕ
α sinhsinhre,sincoshre,coscoshre,coshsinhrez 3210 iiii=&  

( )0,cossinhre,sinsinhre,0z 21 ii θαθα ϕϕ
θ −=&  

( )νανα ϕϕ
ν coshcoshre,0,0,sinhcoshrez 30 ii=&  

( )0,0,0,coshcoshriez 0

0

i ναϕ
ϕ =&  

( )0,0,cossinhire,0z 1

1

i θαϕ
ϕ =&  

( )0,sinsinhire,0,0z 2

2

i θαϕ
ϕ =&  

( )ναϕ
ϕ shcoshire,0,0,0z 3

3

i=&  

[ ] 1z,zg rr11 == &&  , [ ] 2

22 rz,zg −== αα &&  , 

[ ] αθθ
22

33 sinhrz,zg −== &&  ,   [ ] ανν
22

44 coshrz,zg −== &&  , 

[ ] ναϕϕ
222

55 coshcoshrz,zg
00

== &&  , [ ] θαϕϕ
222

66 cossinhrz,zg
11

−== &&  , 

[ ] θαϕϕ
222

77 sinsinhrz,zg
22

−== &&   ,  [ ] ναϕϕ
222

88 sinhcoshrz,zg
33

−== &&  

 

 

































−

−

−

−

−

−

=

να

θα

θα

να

α

α

222

222

222

222

22

22

2

sinhcoshr0000000

0sinsinhr000000

00cossinhr00000

000coshcoshr0000

0000coshr000

00000sinhr00

000000r0

00000001

g  

veya  

( ) ( ,coshcoshr,coshr,sinhr,r,1diagg 22222222

ij νααα −−−=   

   )ναθαθα 222222222 sinhcoshr,sinsinhr,cossinhr −−−  

şeklinde verilir. 

( ) θθνναα 22226614

ij sincossinhcoshcoshsinhrgdetg ==  

Laplace-Beltrami operatörü, 

        








∂

∂

∂

∂
=

b

ab

a x
gg

xg

1
∆    8,...,1b,a = ; 
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        3

8

2

7

1

6

0

54321 x,x,x,x,x,x,x,rx ϕϕϕϕνθα ========    

       LB22

2

r

1

rr

7

r
∆∆ −

∂

∂
+

∂

∂
=  










∂

∂
+

∂

∂
−

∂

∂
+

∂

∂
+

∂

∂
+

∂

∂
=

2

3

2

22

0

2

22

2

22

2

LB
sinh

1

cosh

1

2sinh

2cosh
2

cosh

1

2sinh

2cosh
6

ϕνϕννν

ν

νααα

α

α
∆                                

         








∂

∂
+

∂

∂
+

∂

∂
+

∂

∂
+

2

2

2

22

1

2

22

2

2 sin

1

cos

1

2sin

2cos
2

sinh

1

ϕθϕθθθ

θ

θα
 

şeklinde bulunur. 

LB∆  ‘ nin çözümünü arayalım. 

( ) ( ) ( )jjLB ,,,F6,,,F ϕθνασσϕθνα∆ += , 3,2,1,0j =       (3.1) 

Değişkenlere ayırma yöntemine göre, 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 33221100

3

0j

jj

imimimim
im

j eeeeBTAeBTA,,,F
ϕϕϕϕ

ϕ

θναθναϕθνα =
∑

= =  

ifadesi denklemde yerine yazıp uygulanırsa, 

 

( )B2llB
sin

m

cos

m

d

dB
2cot2

d

Bd
2

2

2

2

2

1

2

2

+−=









+−+

θθθ
θ

θ

 
( ) ( ) ( )A6A

sinh

2ll

cosh

2

d

dA
2coth6

d

Ad
22

11

2

2

+=






 +−
+

+
++ σσ

αα

σσ

α
α

α
             (3.2) 

( )T2T
sinh

m

cosh

m

d

dT
2coth2

d

Td
112

2

3

2

2

0

2

2

+=







−++ σσ

ννν
ν

ν
 

 

denklemleri elde edilir.  

Bu denklemleri Schrödinger denklemine getirelim. 

( )B2llB
sin

m

cos

m

d

dB
2cot2

d

Bd
2

2

2

2

2

1

2

2

+−=









+−+

θθθ
θ

θ
 

denkleminde, ( ) ( )θΨθ
2/1

2sinB
−

=   dönüşümü yapılırsa, 

( ) 01l
sin

4/1m

cos

4/1m

d

d 2

2

2

2

2

2

1

2

2

=







++

+−
+

+−
+ Ψ

θθθ

Ψ
                  (3.3) 

Schrödinger denklemi elde edilir. Burada potansiyel  
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   ( )
θθ

θ
2

2

2

2

2

1

sin

4/1m

cos

4/1m
V

+−
+

+−
=    

ve enerji    

( )21lE +=    

olur. Potansiyel özel tipte bir fonksiyon, enerji ise fiziksel bir büyüklüktür.  

( )T2T
sinh

m

cosh

m

d

dT
2coth2

d

Td
112

2

3

2

2

0

2

2

+=







−++ σσ

ννν
ν

ν
 

denkleminde,  

( )νΨθν 2/12/1 coshsinhT −−=   

θθνναα 22226614 sincossinhcoshcoshsinhrg =   

dx sincossinhcoshcoshsinhrdxg 337 θθνναα=  

ψ
j

1
T =    ,   νν sinhcoshj =  

( )νΨνν 2/12/1 coshsinhT −−=  dönüşümü yapılırsa, 

( ) 01
cosh

4/1m

sinh

4/1m

d

d 2

12

2

0

2

2

3

2

2

=







+−

−
+

+−
+ Ψσ

ννν

Ψ
                    (3.4) 

Schrödinger denklemi elde edilir. Burada potansiyel  

( )
νν

ν
2

2

0

2

2

3

cosh

4/1m

sinh

4/1m
V

−
+

+−
=     

ve enerji   

( )21 1E +−= σ    

dir. 

 Benzer şekilde  

     
( ) ( ) ( )A6A

sinh

2ll

cosh

2

d

dA
2coth6

d

Ad
22

11

2

2

+=






 +−
+

+
++ σσ

αα

σσ

α
α

α
 

denklemini Schrödinger denklemine getirelim. 

dx sincossinhcoshcoshsinhrdxg 337 θθνναα=  

ψ
j

1
A =    ,   αα 33 coshsinhj =  

( )αΨαα 2/32/3 coshsinhA −−=  dönüşümü yapılırsa, 
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( ) ( ) ( ) 03
sinh

4/32ll

cosh

4/32

d

d 2

22

11

2

2

=







+−

−+−
+

++
+ Ψσ

αα

σσ

α

Ψ
                 (3.5) 

Schrödinger denklemi elde edilir. Burada potansiyel 

    ( )
( ) ( )

αα

σσ
α

22

11

sinh

4/32ll

cosh

4/32
V

−+−
+

++
=     

ve enerji   

( )23E +−= σ    

olarak elde edilir. 

 Denklemlerin Schrödinger denklemine geldiğini gördük. Bu da bir boyutlu 

kuantum sisteme karşılık gelir. Bir G  grubuna bağlı simetrik uzayda serbest parçacık 

hareketinin simetrisinin bozulması sonucu bir boyutlu kuantum sistem ortaya çıkar. 

Serbest hareketler simetrik uzayda düzlem dalgalarla ifade edilir. Denklemlerin 

çözümleri düzlem dalgaları verir. 

 İlk önce  

( )B2llB
sin

m

cos

m

d

dB
2cot2

d

Bd
2

2

2

2

2

1

2

2

+−=









+−+

θθθ
θ

θ
                  (3.6) 

denkleminin çözümünü arayalım. 

Denklemde ( )θθθ W costanB lm2=   dönüşümü yapılırsa, 

 

( )
( )

( )
( ) 0W2ll

sin

m

cos

m

cos

sin

2sin

2cos
l2

2sin

2cos

cossin

m2

cossin

1mm

cos

2lm

cos

lm

cos

sin
1lll

d

dW

cossin

sincos

cossin

m2

cos

sin
l2

d

Wd

2

2

2

2

2

12

22

22

2

2

2

2

2

222

2

2

2

=



++−−−+

−
+

−
−−




−+−+







 −
++−+

θθθ

θ

θ

θ

θ

θ

θθθθ

θθθ

θ

θθθ

θθ

θθθ

θ

θ

 

denklemi elde edilir. Bu denklemde θ2tanz −=   değişken dönüşümü yapılırsa, 

   ( ) ( ) ( )[ ] 0W
2

mml

2

mml

dz

dW
z1ml1m

dz

Wd
z1z 2121

222

2

=






 ++−







 +−−
−++−−++−           (3.7) 

1ml1ba,1mc,
2

mml
b,

2

mml
a 22

2121 ++−=+++=
++−

=
+−−

=  

bilinen Hipergeometrik denklemi elde edilir. 

Bu denklemin 0z =  civarında çözümü, 
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     ( ) 







+

++−+−−
= z;1m;

2

mml
,

2

mml
FzW 2

2121  

dir. Buradan (3.6.) denkleminin 0=θ  daki çözümü 









−+

++−+−−
= θθθ 2

2
2121lml

mm tan;1m;
2

mml
,

2

mml
FcostanbB 2

21
     (3.8) 

olur. 

 Hipergeometrik fonksiyonlar Legendre, Jacobi, Whitteker fonksiyonları gibi 

başka fonksiyonlarla ifade edilebilir. Hipergeometrik fonksiyonlar için ortogonallik 

koşulu yoktur. Oysa Jacobi polinomları için ortogonallik koşulu var ve ispatlanmış. O 

halde çözümdeki sabiti bulmak için Jacobi polinomlarının ortogonallik koşulu 

kullanılabilir. 

Bu yüzden yukarıdaki çözümü Jacobi polinomlarıyla ifade edelim. 

( ) ( ) ( )
( )










+

−
+−−−







 +

+

++
=

1x

1x
;1;n,nF

2

x1

1!n

1n
xP

n

,

n αβ
αΓ

αΓβα  

( )
( )

( ) ( )xP
2

x1

1n

1!n

1x

1x
;1;n,nF ,

n

n

βα

αΓ

αΓ
αβ

−








 +

++

+
=









+

−
+−−−  

21
21

21
21 m;m;

2

mml
n;mmn2l;

2

mml
n =−=

−+
=−+−=−

+−−
=− αβ ; 

   
x1

1x
z;2cosx

+

−
== θ  

( )
( ) ( ) ( )θθ

Γ

Γ

θ 2cosP cos

2

2mml

1m!
2

mml

tan;1m;
2

mml
,

2

mml
F 12

21

21 m,m

2

mml

mml

21

2

21

2

2

2121 −

−+

+−−








 +++

+






 −+

=







−+

++−+−−

 buradan çözümün Jacobi polinomlarıyla ifadesi 

( )
( ) ( )θθθ

Γ

Γ

2cosPcossin

2

2mml

1m!
2

mml

bB 12

21

12

21

m,m

2

mml

mm

21

2

21

l

mm

−

−+

−








 +++

+






 −+

=                  (3.9) 

şeklinde verilir. Burada 








 +−+
=







 −+

2

2mml
!

2

mml 2121 Γ   

dir. Şimdi çözümdeki l

mm 21
b  sabitini belirleyelim. 
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∫∫
−−

==
1

1

1

1

2
1dxBBdxB    

olsun. 

( )
( ) ( )θθθ

Γ

ΓΓ

2cosPcossin

2

2mml

1m
2

2mml

bB 12

21

12

21

m,m

2

mml

mm

21

2

21

l

mm

−

−+

−








 +++

+






 +−+

=  

( )
( ) ( )∫∫

−

−

−+

−

− 






 +++

+






 +−+

=
1

1

m,m

2

mml

mm

21

2

21

l

mm

1

1

2cosPcossin
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Bu integralin değerini hesaplayalım. Jacobi polinomları için ortogonallik özelliği 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) nm

1
,

m

,

n

1

1
1n!n1n2

1n1n2
dxxPxPx1x1 δ

βαΓβα

βΓαΓβα
βαβαβα

++++++

++++
=+−

++

−

∫  

bağıntısıyla verilir. Burada nm =  alınırsa 1mnnm == δδ   olur. 

12 m,m,2cosx −=== βαθ  

( ) θ
α

22 m2m
sin2x1 =−  ve ( ) θ

β
11 m2m

cos2x1
−−=+   

ifadeleri ortogonallik özelliğinde yerine yazılırsa integral, 
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21

12
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ΓΓ

θθθθθ  

olarak bulunmuş olur. Bu integral yukarıda yerine yazılırsa çözümdeki 
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l

mm 21
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katsayısı bulunur. 

Şimdi  

( )T2T
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m

cosh

m

d

dT

2sinh

2cosh
2

d

Td
112

2

3

2

2

0

2

2
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−++ σσ

νννν

ν

ν
          (3.10) 

denkleminin çözümünü bulalım. 

Denklemde W  coshtanhT 13m νν σ=  dönüşümünü yapılırsa, 
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ν
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ν
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d
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m
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1mm
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1
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213
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−
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( ) 0W2
sinh

m
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m
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sinhcosh
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sinh
112

2

3
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2
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+−−+

+
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νννν
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ν

ν
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denklemi elde edilir. Burada ν2tanhz =  dönüşümü yapılırsa, 

( ) ( ) ( )[ ] 0W
2

mm

2

mm

dz

dW
z1m1m

dz

Wd
z1z 301301

3132

2

=
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 +−−
−++−−++−

σσ
σ  

        1m1ba,1mc,
2

mm
b,

2

mm
a 313

301301 ++−=+++=
++−

=
+−−

= σ
σσ

 

Hipergeometrik denklemi elde edilir. 

 Hipergeometrik denklemin  0z =  civarındaki çözümü, 

          ( ) 







+

++−+−−
= z;1m;

2

mm
,

2

mm
FzW 3

301301 σσ
 

dır. Buradan (3.10) denkleminin 0=ν  daki çözümü, 

  







+

++−+−−
= ν

σσ
νν σσ 2

3

301301m

mm tanh;1m;
2

mm
,

2

mm
F coshtanhcT 131

30
       (3.11) 

olur.  
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( ) ( ) ( )
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2
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−+
=

+−−
=− αβ

σσ
; 
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1x
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+

−
== ν  
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2
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2
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2
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,

2
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F
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3

301

2

3

301301
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++−+−−

σ
Γ

Γ
σ

ν
σσ

 

( ) ( )νν σ
σ

2coshPcosh 03

301

301 m,m

2

mm

mm −

−+

+−−×  

Buradan çözümün Jacobi polinomlarıyla ifadesi 

       

( )
( ) ( )ννν

σ
Γ

Γ
σ

σ
σ

2coshPcoshsinh

2

2mm

1m!
2

mm

cT 03

301

031

30

m,m

2

mm

mm

301

3

301
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−

−+
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 +++

+






 −+

=        (3.12)  

   






 +−+
=







 −+

2

2mm
!

2

mm 301301 σ
Γ

σ
 

olur.  

 Önceki denklemde çözümdeki sabit ortogonallik koşulundan bulunmuştu. Oysa 

bu çözümde parametre ν  olup ∞<<∞− ν  arasında değerler alır. Burada ortogonallik 

koşulu belli değildir. Bu yüzden yukarıdaki çözümdeki sabitin asimptot yolu ile 

bulunması gerekir.  

Şimdi asimptot yoluyla çözümdeki 1

30mmc
σ  sabitini belirleyelim. 

Çözümün Hipergeometrik fonksiyonla ifadesi  









+

++−+−−
= ν

σσ
νν σσ 2

3

301301m

mm tanh;1m;
2

mm
,

2

mm
FcoshtanhcT 131

30
  

şeklinde verilmişti.  

Hipergeometrik fonksiyonun analitik devam bağıntısı; 
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     ( ) ( ) ( ) ( )z1;1bac;bc,acFz1Az1;1cba;b,aFAz;c;b,aF
bac

21 −+−−−−−+−+−+=
−−        (3.13) 

şeklinde verilir.  

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

( ) π
ΓΓ

ΓΓ

ΓΓ

ΓΓ
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−+
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= z1arg;
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A;

bcac

bacc
A 21  

1mc,
2
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2

mm
a 3

301301 +=
++−

=
+−−

=
σσ

  

Buradan 21 A,A  katsayıları 

( ) ( ) ( ) ( )
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 +−−

−−+
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 +++
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=

2
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2

mm

11m
A;

2

2mm

2
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11m
A

301301

13

2

301301

13

1
σ

Γ
σ

Γ

σΓΓ

σ
Γ

σ
Γ

σΓΓ

 

olarak bulunur. 

 Atomların, moleküllerin ve elemanter parçacıkların yapısını öğrenmede 

genellikle saçılma adıyla bilinen deneysel yöntem kullanılır. Bu yöntemde sabit tutulan 

bir hedef parçacık  üzerine belirli bir enerjiye sahip diğer bir parçacık gönderilir ve 

saçılan parçacıkların yön ve enerjileri gözlenir. Saçılma problemlerinden çok azı tam 

olarak çözülebilir. Genellikle saçılma problemi yaklaşık yöntemler gerektirir ve formüle 

etmek güçtür. İncelemede çeşitli potansiyel tiplerinde saçılma problemine bakılır. S -

matris Schrödinger denkleminin çözümü olan ( )xΨ  dalga fonksiyonunun limiti olarak 

ta verilebilir. 

 x  ekseninin sonlu bir parçasında bir potansiyel alanı verilsin. Bu potansiyel 

alanının sağında ve solunda ( ) 0xV =  olduğundan Schrödinger denklemini çözümleri,  

  ( ) ikxikx BeAex −+=Ψ   ,   ( ) ikxikx GeFex −+=Ψ   ,  
h

mE2
k ≡  

olur. ( ) 0xV ≠  ise Schrödinger denklemini çözümü de ( ) ( ) ( )xDgxCfx +=Ψ  olacaktır. 

Verilecek başlangıç ve sınır koşullarından C  ve D  yokedilir, B  ve F  de A  ve G  

cinsinden yazılırsa,  

   GsAsB 1211 +=  

   GsAsF 2221 +=  

olur. Buradan giden düzlem dalga ile gelen düzlem dalga  

   















=









G

A

ss

ss

F

B

2221

1211  
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şeklinde temsil edilebilir. Burada, 







=

2221

1211

ss

ss
S  matrisi saçılma veya S -matris olarak 

tanımlanır. Bu bir boyutta saçılma matrisidir. n -boyutta S -matris verilebilir. S -matris 

bize parçacıkların bir engelden yansıması ve geçmesi yani saçılma hakkında bilgi verir. 

Buradan S -matris 

( )
( )ρ

ρ

−
==
A

A

A

A
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şeklinde verilir. 
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Bu, çözümde yerine yazılırsa 
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F
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              (3.14) 

olarak bulunur. Bu çözümün ∞→ν  a gitmesi halinde limitini bulalım. ∞→ν  

durumunda, 

1
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ν
ν
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ν

ν
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∞→
ν

ν
, ( ) ρννσ

σ

ν
i212

1

2
ee
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1
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+
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, 

( ) νσ

ν

σ ν 11 ecosh ≈
∞→

, [ )∞∈+−= ,0,i11 ρρσ ,   

asimptot  

( ) [ ]ρνρννσ

ν
ν i

2

i

1mm eAeAecTlim 1
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+=   

şeklinde bulunur. 
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( )∫
∞

∞−

′−= ρρδdxT
2

 

         ( ) ( ) ( )∫
∞

∞−

′−= ρρδνννν dsinhcoshTT      

    ( ) ( ) ( )[ ] ( )ρρδννρρνρρσ ′−=+∫
∞

∞−

′−−′− d eeAc ii2

1

2

mm
1

30
 

       ( ) ( )ρρδν
π

νρρ ′−=∫
∞
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′− de
2

1 i   

dır. Yerine yazılırsa, çözümdeki sabit 

( )
1

mm2

1

2

mm
A2

1
c

A2

1
c 1

30

1

30 ππ
σσ =⇒=   

olarak bulunmuş olur. 

Harish-Chandra c -fonksiyonu Harmonik analizde ve temsiller teorisinde önemli 

rol oynar. Fonksiyonların asimptotik davranışları  c -fonksiyonuyla verilir. Buradan c -

fonksiyonunu kabaca söylersek fonksiyonun limiti olarak bakabiliriz. c -fonksiyonu 

integral gösterime de sahiptir. c -fonksiyonu integral yolu ile veya bulunan fonksiyonun 

asimptotu alınarak bulunabilir. Asimptot metodunu ilk defa Harish-Chandra verdi. Bu 

metotla asimptot alınarak c -fonksiyonu bulunur. c -fonksiyonunun açık ifadesi Γ -

fonksiyonunun terimleriyle verilir. 

Harish-Chandra c -fonksiyonunu bulalım. Asimptottaki ρie  terimlerinin 

katsayısı olan A , ( )σc -fonksiyonu olarak verilir. 
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Son olarak 
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denkleminin çözümünü bulalım.  

Denklemde W cosh tanhA l αα σ=  dönüşümü yapılırsa, 
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denklemi elde edilir. Bu denklemde α2tanhz =  dönüşümü yapılırsa, 
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Hipergeometrik denklemi elde edilir. 

Hipergeometrik denklemin 0z =  civarındaki çözümü, 
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olur. Buradan denklemin 0=α  daki çözümü, 
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şeklinde verilir.  
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olur. Buradan çözümün Jacobi polinomlarıyla ifadesi 
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şeklinde olur. 

Şimdi asimptot yoluyla çözümdeki σ
σ l1

d  sabitini belirleyelim. Denklemin 
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olarak bulunmuştu. 

Hipergeometrik fonksiyonun (3.13) analitik devam bağıntısından; 
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bulunur. S -matris 
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Bu, çözümde yerine yazılırsa; 
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olarak bulunur. Bu çözümün ∞→α  a gitmesi halinde limitini bulalım. ∞→α  

durumunda, 
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şeklinde bulunur. 
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olarak verilir. 

Buraya kadar Laplace-Beltrami operatörünün değişkenlerine ayrılması sonucu 

ortaya çıkan üç adet denklemin çözümleri bulundu. Bunu yapmakla aslında 
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( ) ( ) ( )jjLB ,,,F6,,,F ϕθνασσϕθνα∆ += , 3,2,1,0j =   denkleminin çözümü bulunmuş 
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şeklinde olur. Böylece gruba karşılık gelen simetrik yüzeyde hareket eden serbest 

parçacığın hareketini belirleyen düzlem dalga bulunmuş olur. Schrödinger denkleminin 

çözümleri olan dalga fonksiyonları aşağıdaki gibi verilir: 
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