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YUZEYLER

Semra KAYA
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Matematik Anabilim Dali

Danisman: Yrd. Dog. Dr. Omer TARAKCI

Bu tezde ilk olarak indefinit metrik ele alinmis ve bu metrik yardimiyla yari-Riemann
manifoldlariin tanimi verilmistir. Daha sonra indefinit metrige bir 6rnek olarak Lorentz

metrigi verilip, bu metrik vasitasiyla Minkowski uzay1 tanimlanmistir. Bu tezdeki asil
amacimiz olan, E Minkowski uzayindaki yiizeyler teorisine girmeden &nce Oklid
uzayindaki yiizeyler hakkinda bilgi verilmistir. Son olarak, E’ Minkowski uzaymnda

time-like, space-like ve null yiizeylerin tanimlar1 verilerek, Oklid uzayindaki yiizeylerle,

bu yiizeyler arasindaki bazi fark ve benzerlikler incelenmistir.
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In this thesis, firstly indefinite metric is described and definition of semi-Riemannian
manifolds is given by this metric. Secondly, Lorentz metric is given as an example of

indefinite metric and Minkowski space is defined by this metric. Before surfaces theory

in E’ Minkowski space which is our main aim in this thesis, surfaces in Euclidean

space are described. Finally, definition of time-like, space-like and null surfaces in E;

Minkowski space are given and some differences and similarities between these
surfaces and surfaces in Euclidean space are analyzed.
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1. GIRIS

Bu tezdeki amacimiz, E; Minkowski uzayinda tanimlanan time-like, space-like ve null

yiizeyleri incelemek ve daha once Oklid uzayinda verilen vyiizeylerle ilgili bazi

kavramlarin bu ylizeylerde nasil bir farklilik veya benzerlik gosterdigini ifade etmektir.

IIk boliimde, simetrik bilineer formlar incelenerek bu formun non-dejenere oldugu
durumda skalar ¢arpim uzaylarindan bahsedilmigtir. Simetrik bilineer formun indefinit
olmasi halinde semi-Riemann manifoldlardan konusulacag: icin daha Oncesinde genel
olarak manifoldlar teorisi hatirlatilmistir. Ve nihayet bu tezin baslangic boliimiinde
tanitilmast amaclanan semi-Riemann manifoldlar1 ele alinmis ve bu manifoldlar

tizerindeki konneksiyon ve egriliklerin tanimi verilmistir.

Ikinci boliimde, Oklid uzayinda yiizeyler teorisi ele alinmus, yiizeyin 1, II ve III. esas

formlar1 ve egrilikleri verilmistir.

Son béliimde, Oklid uzaydan Minkowski uzayma gecis yapilmistir. Bu uzayda
tanimlanan yiizeyler incelenmis ve indefinit metrigin varligindan dolay: time-like,
space-like ve null ylizeyler olarak siniflara ayrilmistir. Dogal olarak, yiizeylerin
karakteri degistikce konneksiyonlarmin, temel formlarmmin ve egriliklerinin nasil

degisiklik gosterdigi ifade edilmistir.

Minkowski uzay1 adini, uzayin {i¢ boyutuyla zamanin boyutunu birlestiren dort boyutlu
bir uzay zamani olabildigini 1907°1i yillarda 6zel izafiyet teorisinin de yardimiyla fark
eden {inlii Alman matematik¢i Hermann Minkowski’den almistir. Aslinda ilk olarak bu

caligmalar1 izafiyet teorisi ile bilinen Albert Einstein ele almistir.



2. KURAMSAL TEMELLER

2.1. Skalar Carpim Uzaylar1
2.1.1. Simetrik bilineer formlar

Tanmm 2.1.1: V' bir reel vektor uzay: olsun. <,>:V xV —[] doéniisimii V a,bel]l ve
Yiu, v, w e V igin,
() (i,v)=(v,ii)

(ii) (aii + bV, W)

a(ii,w)+ b(v,w)
(ii,av +bw) = a(ii,v)+ b(ii,w)
ozelliklerine sahip ise <,> doniisiimiine V' vektdr uzayi iizerinde bir simetrik bilineer

form denir (O’Neill 1983).

Tanim 2.1.2: <,>, V' vektor uzayi lizerinde bir simetrik bilineer form olsun.

(i) VieV ve V%0 igin (¥,5)>0 ise <,> simetrik bilineer formuna pozitif definit,
(ii) VvelV ve v+#0 icin <\7,\7> <0 1se <,> simetrik bilineer formuna negatif definit,
(iii) Vv eV i¢in <\7,\7>20 ise <,> simetrik bilineer formuna pozitif semi-definit,
(iv) Vv eVl igin <\7,\7> <0 1se <,> simetrik bilineer formuna negatif semi-definit,

V) VweV igin <\7, Vv> =0 oldugunda v =0 olmak zorunda ise <,> simetrik bilineer

formuna non-dejenere, degilse dejeneredir denir (O’Neill 1983).

Bu tanimdaki (i) ve (ii) 6zelliklerine sahip <,> simetrik bilineer formuna definit’dir,

(111) ve (1v) Ozelliklerine sahip <,> simetrik bilineer formuna semi-definit’dir denir.

Eger <,> definit ise hem semi-definit hem de non-dejeneredir. <,> definit degilse <,>

ye V {izerinde indefinitdir denir.



V' vektor uzayi lizerinde <,> simetrik bilineer formu indefinit ise, v € V' vektorleri igin
<\7,\7> >0 veya <\7,\7> <0 veya <\7,\7> =0
olur. V' iizerinde bir simetrik bilineer form <,> ise J nin herhangi bir W altuzay: i¢in

<> | kisitlamasi da yine simetrik ve bilineerdir.
w

Tamim 2.1.3: V' bir vektor uzayi ve <,>:V xV —[] bir simetrik bilineer form olsun.

<> W xw -1

w
negatif definit olacak sekildeki en biiyiik boyutlu I alt uzaymnin boyutuna <,> simetrik

bilineer formunun indeksi denir ve v ile gosterilir (O’Neill 1983).

Buna gore 1<v <boyV dir. v =0 olmas1 i¢in gerek ve yeter sart <,> nin pozitif semi-

definit olmasidir.

V' nin bir bazi {é,,éz,...,én} olsun. g, :<§i,§j> olarak tanimlanan nxn tipindeki
( g,.j) matrisine, {é],éz,...,én} bazina gore <,> simetrik bilineer formunun matrisi

denir. <,> simetrik oldugundan ( gl.j) matrisi de simetriktir. Ayrica

n . n . n . .
= o=\ 2 i 2 JZ _ 2 iy
<V,W> = ve;, wej = gijVW

i=1 j=1

i,j=1

oldugundan ( g,.j) matrisi <,> yi belirtir.

Teorem 2.1.1: Bir <,> simetrik bilineer formunun non-dejenere olmasi i¢in gerek ve

yeter sart <,> nin herhangi bir baza gére matrisinin tersinin olmasidir (O’Neill 1983).

Tanim 2.1.4: Bir v €V vektorii i¢in

<\7,\7 > >0 veya v =0 ise bu v vektoriine space-like vektor,

<17 ,V > <0 ise bu v vektoriine time-like vektor,



(¥,9)=0 ve ¥ #0 ise bu v vektdriine null vektor denir (O’Neill 1983).

Ornek 2.1.1: 0° de X=(x,x,), Y=(,»,) olmak iizere <)?,I7>:—x1yl+x2y2
olarak tanimlansin. Buna gore,

X =(1,0) i¢in <X, X >=-1 oldugundan X bir time-like vektérdiir.
Y =(0,1) i¢in <¥,¥ >=1 oldugundan ¥ bir space-like vektdrdiir.

Z= (1,1) icin <Z,7Z >=0 oldugundan 7 bir null vektordiir.

2.1.2. Skalar ¢carpim

Tanmm 2.1.5: Bir V' vektor uzay: lizerinde non-dejenere, simetrik bilineer formuna V'

vektor uzay: lizerinde bir skalar ¢arpim denir. V' {izerindeki bir skalar carpim <,> ise

(V,<,>) ikilisine skalar ¢arpim uzay: denir.

Pozitif definit skalar ¢arpima bir i¢ ¢arpim denir. Buna 6rnek olarak, [J" {izerinde

DATES z v'w'  seklinde tanimlanan nokta garpmasini verebiliriz.

i=l1

Ic carpimin cogu o&zellikleri skalar carpimda vardir. Bununla birlikte <, > skalar

carpimin indefinit olmasindan bazi farkliliklar ortaya ¢ikar.

<>0*x0* —> [

Ornek 2.1.2: (‘7’ Vv) <‘7’ Vv> — ! — 2

olarak tanimlansin. Agik¢a <,> simetrik ve bilineerdir. w yerine (1,0) ve (0,1) gibi

iki farkli vektor alinarak <,> nin non-dejenere oldugu asagidaki gibi goriiliir;



<\7, *>=v1wl —v'w’
(v.v),(10))=0 = v' =0
(

Yani \7=(v1,v2)=(0,0) bulunur. Bdylece <,>  bir

Vo), (0,1))=0 = 47 =0 = v’ =0,

(¥,9)=(v')* =(v*)* oldugundan <,> indefinitdir. Zira
v =v? igin (¥,V) =0,
V| > | igin (7,5)>0 ve
V| <[v?| igin (3,7) <0

olur.

skalar

carpimdir.

Tanim 2.1.6: v,wel i¢in (\7, Vv> =0 1ise v ve w vektorlerine diktir denir ve v 1L w

seklinde gosterilir.

Ornek 2.1.3: <,>:[1*x[]1? 5[]

olarak tanimlansin.

Sekil 2.1. xy-diizleminde indefinit metrige gore birbirlerine dik vektorler



Sekil 2.1.’de goriilen u ve u', v ve v', w ve w' vektorleri <,> skalar carpimina gore

diktirler.

V vektdér uzaymin bir alt uzay1 W olsun. W~ ={\7 eV:<17, Vv>=0, Vwe W} olarak

tanimlanir. Burada W~ ye W nin ortogonal komplemam diyemeyiz. Ciinkii <,>

indefinit oldugunda W +W" genel olarak V nin tiimiinii vermeyebilir. Ornek 2.1.3’te

eger W =Sp{(1,1)} olarak alirsak W* =W ve W+W* =W #V olur.

Teorem 2.1.2: W, V skalar ¢arpim uzaymin bir altuzayr olsun. Bu durumda su

ozellikler vardir.

1) boyW +boyW* =n=boyV
Y Y 24

@ (W) =w

Tanmm 2.1.7: <,>, V fizerinde bir skalar ¢arpim ve W da V' nin bir altuzay1 olsun.
Eger W {izerinde <,> non-dejenere ise W ’ya non-dejenere altuzay, non-dejenere degil

ise W ’ya dejenere altuzay denir (O’Neill 1983).

Eger <,> indefinit ise /' nin daima dejenere altuzay: vardir. Bunu bir 6rnekle ifade

edelim:

Ornek 2.1.4: 07 skalar ¢arpiml vektor uzaymi alahm. Bu uzay iizerindeki simetrik
bilineer form

<> e, (W) wy=vin -y
olarak tanimlansin. Bu metrigin indefinit oldugu daha dnce gosterilmisti. ; > nin bir
W =_Sp {(1,1)} altuzayni alalim. Bu altuzay dejeneredir. Ciinkii V ¥ € W igin (v,ii)=0
esitligi V u e W ig¢in saglanir. Yani # =0 olmak zorunda degildir. Dolayisiyla W bir

dejenere altuzaydir.



Boylece bir V' skalar carpim uzayimin herhangi bir altuzayi, skalar carpim uzay1 olmak

zorunda degildir.

Teorem 2.1.3: V' bir skalar ¢carpim uzay1 ve W da V' nin bir altuzay: olsun. ' nm

non-dejenere altuzay olmasi icin gerek ve yeter sart V =W @ W~ olmasidir (O’Neill

1983).

Tammm 2.1.8: <,>, V' vektdr uzay1 lizerindeki skalar carpim olsun. Bir velV

1
vektoriiniin normu ||17|| = K\Zﬁ)k olarak tanimlanir. Normu 1 birim olan vektore birim

vektor ve ortogonal birim vektdrlerin kiimesine ortonormal sistem denir.

Teorem 2.1.4: Her V # {0} skalar ¢arpim uzay1 bir ortonormal baza sahiptir.

Ispat: <,> non-dejenere oldugundan ¥ #0 igin (\7,\7>¢O olacak sekilde bir v eV

Voo . . . S
vardir. — birim vektordiir. Béylece k£ <n olmak ilizere ortonormal {e],ez,...,ek}

7]
kiimesini tiimevarimla genisletmek yeterlidir. Teorem 2.1.1. geregince bu vektorler k-

boyutlu bir W non-dejenere alt uzayin gererler.

Geriye yalniz W+ # {O} da bir birim vektor bulmak kaldi. W non-dejenere oldugundan

W+ de non-dejeneredir. O halde W™ bir birim vektdr ihtiva eder. Béylece ¥ nin bir

ortonormal bazi bulunabilir.

<,> ye karsilik gelen matris V' nin {él,éz,...,én} ortonormal bazina gore diyagonaldir.

Gergekten, <él.,éj> = 61./43./. dir ve burada £ = <é’_/,éj> =41 dir.



Teorem 2.1.5: V' vektor uzayi igin bir ortonormal baz {EI,EZ,...,EH} olsun. & = <é, *.>

l l

olmak lizere V v e V' vektori

n
v =Z€i <v,ei>el.
i=1

olacak sekilde tek tiirlii yazilabilir.

Ispat: VveV vektérinin {é,é,,..,é,} bazmna gbre tek tiirlii yazildigim biliyoruz.

n
Buna gore, v = Zaiéi vektorii i¢in
i=1
n
<v, ek> = Zai <e,.,ek> , <el.,ej> = 5{1“9}‘ oldugundan,
i=1

(V,é,)=a&,, 1<k<n
dir. ¢, = <ék,ék> =+1 oldugundan
a, =& (v,é,) , 1<k<n

yazilir. O halde

olarak yazilir.

Teorem 2.1.6: V' nin bir {El,éz,...,é} ortonormal bazi icin ¢,,¢,,...,&

n

isaretindeki

n

negatif terimlerin sayis1 V' nin v indeksidir (O Neill 1983).

Sonug olarak, ¥ nin non-dejenere W altuzay1 igin indV =indW +indW " olur.



2.2. Diferensiyellenebilir Manifoldlar

Tamm 2.2.1: Bir M topolojik uzay: i¢in asagidaki 6nermeler dogru ise, M ye n-
boyutlu topolojik manifold denir (Hacisalihoglu 1983).
(1) M bir Hausdorff uzayidir.

(2) M nin her bir agik alt kiimesi E” ye veya E” nin bir agik alt kiimesine
homeomorftur.

(3) M sayilabilir coklukta acik alt kiimelerle Ortiilebilir.

Tanim 2.2.2: M bir n-boyutlu topolojik manifold ve U da E" nin bir agik alt kiimesi

olsun. Bu durumda Tanim 2.2.1 geregince W — M olmak iizere,
w:UcCE" ->WcM
homeomorfizmi vardir. (y,W) ikilisine M de bir koordinat komsulugu veya harita

denir.

u=(u,u,,...u,) €U i¢in y(u)eM dirve

w(u):(xl(u),xz(u),...,xn(u)), xl.(u)eD, 1<i<n
dir. Burada x, (u) reel sayisina l//(u) € M noktasinin i-yinci koordinati denir ve

u,:U — [ fonksiyonuna da u nun i-yinci Oklid koordinat fonksiyonu denir.

Tanmm 2.2.3: M bir topolojik n-manifold ve o indislerinin kiimesi 4 olmak {izere,

M nin bir agik értiisii {U,}  olsun. E" de U, ya bir y, homeomorfizmi altinda

aeA

homeomorf olan M deki agik kiime W, olsun. Bu sekildeki (w,,W,) haritalarnin

S = {(1//a W )}aeA koleksiyonuna bir atlas denir (Hacisalihoglu 1983).
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Sekil 2.2. Diferensiyellenebilir yap1

(wa,Wa) ve (wﬂ,Wﬂ) haritalari i¢in W, "W, # O ise
Dy (W, oWy ) >y, (W, W)
D, v, (W, W) >y, (W, W)

homeomorfizmlerini tanimlayabiliriz.

Tanim 2.2.4: M bir topolojik n-manifold ve M nin bir atlas1 S = {(z//a N/ )}aeA olsun.
S atlast i¢in W, nW,#O olmak iizere V a,fed ya karsihk @, ve @,

fonksiyonlar1 C* smifindan diferensiyellenebilir iseler S ye C* sinifindan bir
diferensiyellenebilir yap1 denir ve M iizerinde C* sinifindan bir diferensiyellenebilir

yap1 tammlanabilirse M ye C* smifindan diferensiyellenebilir manifold denir.

Bir M manifoldu iizerindeki biitiin reel degerli diferensiyellenebilir fonksiyonlarin

kiimesi C* (M, ) ile gosterilsin.

C*(M,0)= { f| f:M -0, f fonksiyonu diferensiyellenebilir }
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Eger f,geC” (M,D ) ise f+g toplama ve f.g c¢arpma iglemlerine gore, C* (M,D )

degisimli bir halkadir.

Tanim 2.2.5: M manifoldunun bir p noktas1 i¢in,

V,:C*(M,0)—>0
fonksiyonu asagidaki iki ozelligi sagliyorsa V, ye M nin p noktasinda bir tanjant
vektori denir.

W) V,(af +bg)=aV, (f)+bV,(g), Vabel veVf,geC" (ML)

?2) Vp(f.g):Vp(f)g(p)+f(p)Vp(g), Y a,bell ve ‘v’f,geCw(M,D)

Tamm 2.2.6: M nin bir p noktasindaki iki tanjant vektor 7, ve W, olsun.
feCw(M,D ) ve a€ll igin,

(V, 4, ) (1) =7, (£)+, (1)
(a.Vp)(f) =aV,(f)
islemleri ile, M nin p noktasindaki tanjant vektorlerinin kiimesi [ reel sayilar cismi

tizerinde bir vektor uzay1 olur. Bu vektor uzayina M nin p noktasindaki tanjant uzayi

denir ve T, (M ) ile gosterilir (O’Neill 1983).

Tamm 2.2.7: Bir M manifoldunun her bir p noktasma, p de bir V, tanjant vektori

karsilik getiren
VM- T, (M)

peM
fonksiyonu i¢in 7oV : M ——> M 06zdeslik doniistimii olacak sekilde

- JT,(M)>M

PEM

projeksiyonu var ise V' ye M {izerinde bir vektor alan1 denir (O’Neill 1983).
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Tanmm 2.2.8: M ve N iki manifold, F: M — N diferensiyellenebilir bir donilisiim ve
P, M nin bir noktasi olsun. g € C” (N,D ) icin,

F|,:T,(M)>T,, (N)
(E],(m)(8)=V,(g°F). v V,eT,(M)

ile tanimlanan F,

, donlstimine £ donisimiinin diferensiyel donisimi denir

(O’Neill 1983).

2.3. Riemann Manifoldu ve Kovaryant Tiirev

Tanmm 2.3.1: M bir diferensiyellenebilir manifold olsun. M iizerindeki vektor
alanlarinin kiimesi N(M ) ve reel degerli diferensiyellenebilir fonksiyonlarin halkasi
C*(M,0) olmak iizere,

gN(M)xN(M)—>C”(M,0)
seklinde bir i¢ carpim tanimli ise M ye bir Riemann manifoldu denir. Burada g

islemine, M {izerinde metrik tensor veya Riemann metrigi denir (Hicks 1974).

Tammm 2.3.2: M bir diferensiyellenebilir manifold olsun. M {izerindeki vektor
alanlarinin kiimesi N (M ) olmak tizere,

VIR(M)xR(M) — R(M)

(X,Y) —)V(X,Y):VXY

fonksiyonu i¢in,
W)V Z=fVyZ+gVyZ, NX,Y,ZeX(M),V[f,geC”(M,0)
@)V (fY)=fV Y +(X)Y, VX, YeX(M),VfeC” (M)
ozellikleri saglaniyorsa V ya M manifoldu iizerinde bir afin konneksiyon ve V, e de,

X e gore kovaryant tiirev operatorii denir (Hicks 1974).
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Ozel olarak M manifoldu bir Riemann manifoldu olarak almirsa, konneksiyonun ig
carpimla ilgisi disiiniilebilir. Bu ise bizi Riemann konneksiyonu (Levi-Civita

konneksiyonu) kavramina gotiiriir.

Tamim 2.3.3: M bir diferensiyellenebilir manifold olsun.

[, ]:N(M)xR(M)—>R(M),

(X X)) =X (¥(1)-7(X(/)), ¥VfeC(M.T)

olarak tanimlanan [, | doniisimiine N(M) iizerinde Lie parantez operatdrii denir

(Hicks 1974).

Tanim 2.3.4: M bir Riemann manifoldu ve V, M f{izerinde bir afin konneksiyon

olsun. Eger,

(1) V, C” smifindan,

@) [X.Y]=V,Y-V, X, VX, YeN(M)
B) X((¥,2))=(V,Y,Z)+(Y.V,Z), VX,Y,ZeN(M)

ozellikleri saglaniyorsa, V ya Riemann konneksiyonu (Levi-Civita konneksiyonu) denir

(Hicks 1974).

Teorem 2.3.1: Bir Riemann manifoldu tizerindeki Riemann konneksiyonu tekdir (Hicks

1974).
2.4. Tensor Alanlari

Tamm 2.4.1: V, n boyutlu bir vektér uzay1 olsun. V' vektor uzayi iizerinde tanimlanan
a V-, z=a(X)
vektor degiskenli reel degerli fonksiyonunu g6z Oniine alalim. Eger

VXx,yeV, VvV A,uell igin,

a(/b'c'+,u;7) = la(f)ﬂuﬂ(})
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sarti saglanirsa z = ¢ (X) fonksiyonuna lineer fonksiyon denir. ¢ :¥ — [ déniisiimiine

lineer operator de denir.

V' vektor uzaymin biitiin lineer operatorlerinin olusturdugu vektor uzayima, V' vektor
uzayinin dual ( kovektor ) uzay: denir ve V" ile gosterilir. V* uzaymin vektorlerini V/
nin vektorlerinden ayirmak icin, onlara kovaryant vektorler veya kovektorler diyecegiz.

Bu yiizden V" uzayina kovektor uzay: da denir (Salimov ve Magden 2008).

eV, j=1..,q9 vektor ve &EeV', i=l,..,p kovektor

J

=1

Tanim 2.4.2:

degiskenlerinin
oL N 1 2 P
a):t(xl,xz,...,xq,f,ﬁ,...,cfj

reel degerli fonksiyonun goz oniine alalim. Eger bu fonksiyon her bir degiskene gore
lineerlik sartin1 saglarsa, buna multilineer fonksiyon denir. Mesela birinci vektor

degiskenine gore lineerlik sart1, A4, 1z €[] olmak lizere,

- o - 1 2 V4 o - 1 2 p o - 12 p
a):t(ﬂx+,uy,x2,...,xq,§,§,...,§j:it(x,xz,...,xq,f,cf,...,é:)+ut(y,xz,...,xq,f,f,...,5)

biciminde gosterilebilir. Bu multilineer fonksiyona karsilik gelen

p
f—/%

VXV . XV XV <V x..xV" =[]
%/—/

q

operatoriine ¥V uzayinda p. dereceden kontravaryant, g. dereceden kovaryant tensor

ad1 verilir. p>0, ¢>0 olmak ilizere s=p+¢g sayisina tensoriin valentligi, ( p,q)
semboliine ise tensoriin tipi denir. ( p,O) tipli tensorlere kontravaryant tensorler ve

(O, q) tipli tensorlere kovaryant tensorler denir (Salimov ve Magden 2008).
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Tamm 2.4.3: Ayni tipli ¢ ve g tensdrlerinin toplama,
1

L - 1 2 P o N 1 2 V4 N N 1 2 P
(€+€) xlaxza"'axqagaga""é: :€ xlaxza"'axq’éj’éja""é: +£ x]axz"-"xq’éjaéja"'ﬂéj

—_~
Y
~
~—
7N\
=i
=
k”
B
-
g 2
J\“‘c
N—
Il
Y
~
7N
Rl
=
k
B
v
Wig
e
N—

bi¢giminde tanimlanir.

Tanim 2.4.4: V' vektor uzayinda tanimlanmig ( p,q) tipli biitiin tensorlerin kiimesini

Ir (V) ile gosterelim. Bu kiime Tanim 2.4.3’de verilen toplama ve skalarla ¢carpma

islemlerine gore bir vektor uzayidir. Bu uzaya tensor uzayi denir.

Tamm 2.4.5: M bir diferensiyellenebilir manifold ve T (m) , V. meM noktasindaki
( p,q) tipli tensdr uzayi olsun. M manifoldunun V me M noktasina, T (m) tensor

uzayindan bir 7 (m) tensorii karsilik getiren 7 fonksiyonuna, ( p,q) tipli tensor alani

denir (Bishop and Goldberg 1968).

Eger p=1, ¢ =0 ise vektor alanlar1 elde ederiz. Yani (1,0) tipli tensor alani bir vektor

alanidir.

Eger p=¢q =0 ise, V me M noktasina bir skalar deger karsilik gelir. Bu yiizden (0, 0)

tipli bir tensor alani reel degerli bir fonksiyondur.
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2.5. Yar1 Riemann Manifoldlar:

Tamm 2.5.1: M bir diferensiyellenebilir manifold, &(M ), M manifoldu iizerinde

tanimlanan tiim vektor alanlarinin kiimesi ve C” (M LU ) , M den [ ye tanimlanan tim

diferensiyellenebilir fonksiyonlarin kiimesi olmak iizere;

g N(M)xR(M)——>C"(M,0)
(x,) — g(xy):M—0
P——g(x.y), =8(xs7,)

seklinde tanimli, simetrik, bilineer, non-dejenere ve sabit indeksli g fonksiyonuna M

manifoldu Gizerinde bir metrik tensor denir.

Diger bir deyisle her 7T ,(M) tanjant uzayr iizerinde sabit indekse sahip

P

g| : T, (M )pr (M )—)D simetrik, bilineer, non-dejenere doniislim tanimlayan g
P

fonksiyonuna M {izerinde metrik tensor denir.

M nin her P noktasindaki T (M ) tanjant uzaymda g

p

b indeksi v olan bir skalar

carpim tanimliyorsa, (0,2) tipli g tensor alanina non-dejeneredir denir.

g, M izerinde v indeksli non-dejenere bir metrik tensdr olsun. Bu durumda

(T,(M).g

,) tanjant uzaymin

-1, 1<i<vy

g(xl.,xl.):{ )

olacak sekilde 7, (M) nin {x,,x,,...,x,,X,,,....x,} ortonormal bazi vardur.

Tanmm 2.5.2: M bir diferensiyellenebilir manifold ve gde M iizerinde sabit indeksli

metrik tensor olmak tizere (M , g) ikilisine bir yari-Riemann manifoldu denir (O’Neill

1983).
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(M ,g) yart Riemann manifoldundaki g| nin sabit indeksine M yar1 Riemann
p

manifoldunun indeksi denir ve v ile gosterilen bu indeks i¢in 0 <v<n=boyM dir.

, T, (M ) tizerinde bir i¢
p

Eger v=0 ise M bir Riemann manifoldudur. Bu takdirde g

carpim (pozitif tanimli) dir.

Eger v=1 ve n>2 ise M ye Lorentz manifoldu denir. Buna gore (M,g) Lorentz

manifoldu i¢cin g Lorentz metrigi

n—1
g(vp’wp):zvi| Wi| “Va
i=1 P P

w|,peM, vp,wpeTp(M)

p P

dir.

ger c uzerinde bir koordinat sistemi {x,x",...,x"} ise metrik tensOriinin
E UcM de bir koordinat sist Lt x” g metrik t

bilesenleri g, =(0,,0,), 1<i,j<n, aizai dir.
| -

1

n n
V=) V0, ve w= Z w’0; vektor alanlari igin
i=1 Jj=1

yazilir.

( g,.j) matrisinin tersi vardir ve ( g”) ile gosterilir. g simetrik oldugundan 1<i,j<n

icin g, =g, ve g’ =g’ dir. Sonug olarak U {izerindeki g metrik tensorii,
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<, >=g= z gl.jdxi ® dx’

ij=1

olarak yazilabilir.

Her pell” i¢in

D”—)TP(D”)

|

v —— v, =) V0,
i=1

seklinde [1" den T, (D ") ye bir lineer izomorfizm vardir. Béylece [1" iizerindeki

nokta ¢arpimi olan
n . .
_ _ 1 1
<vp,wp> =vw= ZV w
i=1

[J" lzerinde bir metrik tensordiir. [1” bu anlamda ele alindiginda bir Riemann

manifoldudur ve bu durumda [1 " ye n-boyutlu Oklid uzay1 denir.

0 <v <n tam sayis1 i¢in, [] " lizerindeki metrik tensorii

|4 n
—_ Il Ja)
<vp,wp>— ZVW—I—ZVW
i=1

J=v+l
olarak alirsak, [1 " indeksi v olan yar1-Oklid uzay1 adin1 alir ve [1” ile gosterilir. n > 2

icin [ | ye n-boyutlu Minkowski uzay1 denir.

olmak tizere [1 " yari-Oklid uzaymin metrik tensorii

<, >= Zn: edu' ®du'

i=1

olarak yazilabilir.
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2.5.1. Yari-Riemann manifoldlar iizerinde konneksiyon

Yari-Riemann manifoldlar1  {izerindeki konneksiyonun tanim: da Riemann

manifoldlarinda oldugu gibidir:

Tamm 2.5.3: VX, Y,UVeN(M) ve VheC”(M,]) igin, asagidaki sartlari
saglayan
Vi N(M)xN(M)—>N(M)
doniistimiine M iizerinde bir konneksiyon denir.
v, ,UuU=v,U+V,U
2) vV, U=hv,U
BV, (U+V)=V, U+V,V

@) V, (hU)=X (h)U +hV U

Tammm 2.5.4: M bir diferensiyellenebilir manifold olsun ve M {izerinde V

konneksiyonu verilsin.
(VU)(X)=V, U
olarak tanimlanan
VU: N(M)—>X(M)

doniisiimiine U nun kovaryant tiirevi denir.

Teorem 2.5.1: (M ,g) bir yar1 Riemann manifoldu olsun. Bu durumda M iizerinde

asagidaki iki sart1 saglayan bir tek konneksiyon vardir.

(1) Zg(X,Y)=g(V,X.,Y)+g(X,V,Y), VX)Y,ZeRX(M)

() V, Y-V, X=[X,Y], VX, YeN(M)
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Ispat: V X,Y,ZeN (M ) icin, (1) ve (2) sartlarin1 kullanarak

g(VXY,Z):

)-2g(Y,X)+g(V,7.X)+g(Y.[2,.X])
)-Zg (Y. X)+g(V,Z+[Z,Y],X)

= Xg(Y,Z)+Yg(Z,X)-Zg(X.,Y)+g(Z.,[X.Y])
+o(1[2.X])-g(X.[1.2])-¢(V.7.2)
oldugu goriiliir. Boylece

g(V,Y,Z)= %{Xg(Y,Z)+ Yg(Z,X)-Zg(X.Y)+g(Z,[X.Y])

+g(v.[2,X])-g(x.[1.2])}

esitligi (Koszul formiilii) elde edilir. Bu esitlik M iizerindeki her bir V konneksiyonu

icin (1) ve (2) sartlarimi saglandigindan ve g non-dejenere oldugundan, V tekdir.

Tamm 2.5.5: (M,g), bir yari-Riemann manifoldu olsun. Teorem 2.5.1°de verilen ve

tek olan konneksiyona (M , g) manifoldunun Levi-Civita konneksiyonu denir.

2.5.2. Yari-Riemann manifoldlarimin egrilikleri

Tamim 2.5.6: M bir diferensiyellenebilir manifold ve V, M {izerinde bir konneksiyon
olsun. Bu durumda V konneksiyonunun R egrilik tensorii

R(X,Y)U=V,V,U-V,V U~V U

[x.7]

seklinde tanimlanir. Burada V X,Y,U € N(M ) ve [,], Lie parantezidir.

R(X,Y,U)=R(X,Y)U
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ile tanimlanan
R: N(M)x X(M)x R(M)—> N(M)
déniisiimiiniin biitiin degiskenlerine gore lineer oldugu kolaylikla kontrol edilebilir.
Ornegin; heC” (M) fonksiyonu icin U degiskenine gére lineerligin saglandig:
asagidaki ifadeden goriiliir.
R(X,Y)(hU):VXVY(hU)—VYVX(hU)—V[X,Y](hU)
=V, (Y(h)U+hV,U)-V, (X (h)U+hV,U)
~[X.Y](h)U=hV,, U
=X(Y(h)U+Y(h)V,U+X(h)V,
+hV,V,U-Y(X(h)U X(h)v U-Y(h)V,U
—hV, VU= X(Y(h))U+Y(X(h)U=hV,, U
=hR(X,Y)U

Teorem 2.5.2: V, bir (M , g) yari-Riemann manifoldunun Levi-Civita konneksiyonu

ve R, V nimn egrilik tensorii olsun. Bu durumda V X,Y,Z,V eN(M) i¢in asagidaki

esitlikler saglanir (Garcia-Rio and Kiipeli 1999).

(1) R(X,Y)Z=-R(Y,X)Z

@) g(R(X,Y)Z,V)=-g(R(X.Y)V.Z)

() R(X.,Y)Z+R(Y,Z)X+R(Z,X)Y =0
(

@) g(R(X,Y)Z,V)=g(R(Z,V)X,Y)

Tamm 2.5.7: (M , g) bir yari-Riemann manifold olsun. Bu durumda (M , g) nin Levi-

Civita konneksiyonunun egrilik tensoriine, (M , g) nin egrilik tensorii denir (Garcia-Rio

and Kiipeli 1999).



22

(M ,g) yari-Riemann manifoldunun egrilik tensorii, geometrik agidan daha anlaml

olan, (M , g) lizerindeki diger geometrik objeleri de tanimlar.

Tamim 2.5.8: ¥ bir n-boyutlu vektdr uzayr ve {¢,a,,...,a,} V nin bir baz1 olsun.

gV xV——>[] simetrik bilineer formu i¢in, g, v,n, 1 ile n arasinda tamsayilar
olmak tizere,

M) g(a,,a,)=0, i#]

) gla,,a,)=0, 1<i<u

Q) gla,,a)=-1, u+1<i<u+v

@ gla,,a)=1, u+v+1<i<u+v+n

ise {al,az,...,an} vektor sistemine V' nin g ye gore ortonormal bazi ve (u,v,n7) ya da

g nin tipi denir. Buradaki v ye, g nin indeksi dendigi daha dnce belirtilmisti.

Tamm 2.5.9: (M , g) bir yari-Riemann manifoldu olsun. 7, (M ) nin 2-boyutlu I1

altuzayma T, (M) de bir diizlem denir.

Genelde g nin bir I diizlemine kisitlanmuisi olan g| , (0,2,0), (0,0,2), (0,11),

1

(2,0,0),(1,1,0) veya (1,0,1) tipinden olabilir. Bu durumda (0,2,0), (0,0,2), (0,1,1),

(2,0,0),(1,1,0) veya (1,0,1) tiplerine karsilik g| nin 7,(M) deki bir IT

I
diizlemindeki isareti, sirasiyla, (—,—), (+,+), (—,+), (0,0), (O,—) veya (0,+) olur.

g| nin isaretinin (—,—), (+,+) veya (—,+) oldugunda g| non-dejenere oldugundan,
IT IT

T Y (M ) deki bu IT diizlemlerine non-dejeneredir denir. Ayrica g| nin (0,0) , (0,—)

I1

veya (0,+) isaretli oldugu diizlemlere kisitlanmasi dejenere oldugu i¢in, T, (M ) deki
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bu tip diizlemlere dejeneredir denir. g| nin isaretine [1 diizleminin isareti denir
I1

(Garcia-Rio and Kiipeli 1999).

(M , g) bir yari-Riemann manifoldu olsun. Herhangi X,y T, (M ) vektorleri i¢in

0(%.7)=g(3.%)g(3.7)-g(%.5)

esitligi tanimlansin.

Teorem 2.5.3: (M , g) bir yari-Riemann manifoldu ve I1, T, (M ) de bir diizlem olsun.
Bu durumda IT nin non-dejenere olmasi i¢in gerek ve yeter sart, I1 = span {fc, )7} olmak
iizere, O(X,7)#0 olmasidir. Dahasi, IT nin (—,—) veya (++) isaretli olmasi i¢in
gerek ve yeter sart Q(fc, )7) >0 ve II nin (—,+) isaretli olmasi icin gerek ve yeter sart

Q()'c', )7) <0 olmasidir (Garcia-Rio and Kiipeli 1999).

Ispat: ilk olarak, Q nun isaretinin IT nin baz segiminden bagimsiz oldugunu
gosterelim. IT nin iki bazi {X, 7} ve {¥,)'} ve ad —bc#0 olmak iizere, X' = ax +by
ve y' =cX+dy olur. Bu durumda,
O(7,7") = (ad —bc) O(%,7)
oldugu gosterilebilir. Boylece QO nun isareti I1 nin baz se¢ciminden bagimsizdir. Simdi
IT yi non-dejenere alalim ve {56, )7} , (H, gnp) i¢in bir ortonormal baz olsun. O zaman
O(%,7)=g(%.%)g(5.5)#0
olur. Ozellikle, IT nin (—,—) veya (++) isaretli olmasi i¢in gerek ve yeter sart
Q()?,)?)>O ve IT nin (—,+) isaretli olmas1 i¢in gerek ve yeter sart Q()?,)?)<O

olmasidir.
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Tersine, IT yi dejenere alalim ve {)?, )7} , &n, ye gore I nin bir ortonormal bazi olsun.

Boylece X veya y null vektdr olur. O zaman Q(X,y)=0 olur.

Tamm 2.5.10: (M , g) bir yari-Riemann manifoldu ve R, (M , g) nin egrilik tensorii
olsun. Bu durumda 7, (M ) deki bir I1 non-dejenere diizleminin sectional egriligi,
I1=span{X,y} olmak iizere,

g(R(%,7)7.%)
0(%.7)
dir (Garcia-Rio and Kiipeli 1999).

K(P)=

Bir non-dejenere diizlemin sectional egriligi iyi tanimlidir yani, IT nin baz segiminden
bagimsizdir. Bunu gérmek igin IT nin {¥,y} ve {¥,)'} gibi iki bazim alalim. Bu
durumda, ad —bc#0 olmak iizere, ¥ =a¥+by ve ' =ci+dy dir. Bdylece bazi
hesaplamalar sonucunda,
¢(R(¥.5)7.%) = (ad =be) g(R(%,7)7.5)
Ve
0(%,5')=(ad -bc) O(%,7)
oldugu goriiliir. Boylece,
g(R(¥.5)7.%) _g(R(%.5)5.%)
O(x.5) O(%.5)

olur. Yani, non-dejenere bir diizlemin sectional egriligi iyi tanimlidir.

K(P)=

(M , g) bir yari-Riemann manifoldu ve R, (M , g) nin egrilik tensorii olsun.
V X,Y,Z eN(M) igin, R nin lineer olmasindan dolayn,
R(.,Y,Z)=(X >R(X,Y)Z)

N(M) den RX(M) ye tanimlanan doniisiim de lineerdir.
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Tamm 2.5.11: (M,g) bir yari-Riemann manifoldu ve R, (M,g) nin egrilik tensérii
olsun.

Ric(Y,Z)=traceR( .,Y)Z
seklinde tanimlanan

Ric:N(M)xR(M)—C" (M)

doniisiimiine (M , g) nin Ricci tensorii denir (Garcia-Rio and Kiipeli 1999).

Ricci tensorii, agik bir sekilde biitiin degiskenlerine gére lineerdir ve bdylece (M, g)

izerinde (0,2) tipli bir tensor alanidir.

Teorem 2.5.4: (M , g) bir yari-Riemann manifoldu ve Ric, (M , g) nin Ricci tensorii
olsun. Bu durumda V Y,Z e X(M ) igin
Ric(Y,Z) = Ric(Z,Y)

dir yani (M , g) nin Ricci tensorii simetriktir.

Tamm 2.5.12: (M,g) bir yari-Riemann manifoldu ve Ric, (M,g) nin Ricci tensorii

olsun. Sifirdan farkli, null olmayan bir v € N(M ) vektoriine gore, (M ,g) nin Ricci
egriligi
Ric(5.3
SI{(\?): zc(ﬁv,ﬁv)
2(5.9)

ile tanimlanir (Garcia-Rio and Kiipeli 1999).

Ayrica (M , g) nin skalar egriligi, g ye gére Ric nin izi olarak tanimlanir yani,

S= Zn:g(Xi,Xi)Ric(Xi,Xi)
i=1

olur. Burada {)? ],)? . ¢ } , ortonormal bir lokal ¢atidir.

> n
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3. MATERYAL ve YONTEM

3.1. Oklid Uzayinda Egriler

Tanmm 3.1.1: 7/, [0 nin acik bir araligt olmak {izere, diferensiyellenebilir bir

o : I —— E" fonksiyonuna E" de bir egri denir (Hacisalihoglu 1983).

Tanmm 3.1.2: E" de bir M egrisi (/,«) koordinat komsulugu ile verilsin.

a:I—E", a(t)=(a,),0,(),....a,(t))

day
dt

da,
dt

a(t)

olmak tizere «'(¢)= [

] dir. a’(t)|a(t) eT E" tanjant vektoriine M nin

seeey
t t

a(t) noktasindaki (/,) koordinat komsuluguna gore hiz vektorii ve Vel igin
||a’(t)|| =1 ise M ye birim hizli egri denir. Bu durumda egrinin ¢ € / parametresine yay

parametresi ad1 verilir (Hacisalihoglu 1983).

Tamm 3.1.3: M c E" egrisi (/,) koordinat komsulugu ile verilsin. Bu durumda,

(k)

W= {a’,a”,...,a(”} sistemi lineer bagimsiz ve Va'©, k>r icin, a® e Sp{l//} olmak

lizere, ¥ den elde edilen {Vl,...,V,} ortonormal sistemine M egrisinin Serret-Frenet r-
ayakli alan1t ve Pe M igin {V1 (P),...,Vr(P)} ye P e M noktasindaki Serret-Frenet r-

ayaklist denir (Hacisalihoglu 1983).

Tanmim 3.1.4: M c E® egrisi (I,a) koordinat komsulugu ile verilsin. s €/ igin, M
nin Frenet 3- ayaklis1 {T(s), N(s), B(s)} ise,
1) Sp{T (s),N (s)} vektor uzay ile birlesen, a(s) noktasindaki afin alt uzaya oskiilator

diizlem,

2) Sp{N (s),B(s)} vektor uzayi ile birlesen, a(s) noktasindaki afin alt uzaya normal

diizlem,
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3) Sp {T (s),B(s)} vektor uzayi ile birlesen, a(s) noktasindaki afin alt uzaya rektifiyan

diizlem denir (Hacisalihoglu 1983).

Tanmm 3.1.5: M c E" egrisi (/,a) koordinat komsulugu ile verilsin. s € I bu egrinin
yay parametresi olmak tiizere, M’nin a(s) noktasindaki Frenet r-ayaklisi

{Vl (8),..., V. (s)} olsun. Buna gore 1 <i <r igin,
ki T— R, k6 =V 0700)
seklinde tanimli &, fonksiyonuna M egrisinin i-yinci egrilik fonksiyonu ve s €/ igin

k;(s) reel sayisina da a(s) noktasinda M nin i-yinci egriligi denir (Hacisalihoglu

1983).

Teorem 3.1.1: M c E" egrisi (I,a) koordinat komsulugu ile verilsin. s € I bu egrinin
yay parametresi olmak iizere, a(s) noktasinda i-yinci egrilik k,(s) ve Frenet r-

ayaklist  {V;(s),...,V.(s)} ise
(1) ¥, () = k, ()Y (s)
@)V, (5) =~k (5, () + Ky ()W (5), 14,

B) V, () =~k ()., (5)
dir (Hacisalihoglu 1983).

3.2. Oklid Uzayinda Yiizeyler

3.2.1. Yiizeylerin parametrizasyonu

Tamm 3.2.1: U, E* diizleminin baglantil1 bir acik alt kiimesi olsun. U ile homeomorf

olan E’ Oklid uzayinin alt kiimesine sade yiizey denir.



28

Tamm 3.2.2: S yiizeyi verilmis olsun. E* diizleminin U < E* bdlgesinin homeomorf
y:U —S doniisiimiinde yiizeyin M €S noktasinin, E* diizleminin M, € E’
noktasimna doniistigii agiktir. M, noktasinin kartezyen koordinatlarini u ve v ile
gosterelim. u ve v ye ylizeyin M noktasinin egrisel koordinatlar1 denir. y ya ise S

ylizeyinin parametrizasyonu denir (Salimov ve Magden 2008).

Stireklilige gore, U bolgesindeki her bir dogruya, yiizeyde herhangi bir egri karsilik
gelecektir. u =sbt, v=sbt dogrularina, yiizeyde karsilik gelen egrilere ylizeyin
koordinat egrileri denir. u =sbt, v=sbt aileleri ylizey iizerinde koordinat sebekesi ad1

verilen bir sistem olusturur.

v

v

Sekil 3.1. S yiizeyi iizerindeki koordinat sebekesi

Yiizeyin M noktasinin (u,v) egrisel koordinatlarinin verilmesi, M noktasini tayin eder.

Bu ise, M noktasmn OM =7 yer vektoriinlin tayin edilmesi demektir. Boylece y

parametrizasyonu, yiizeyin noktalarmin yer vektori olan noktalarin egrisel

koordinatlarinin siirekli fonksiyonu olarak verilebilir.
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Bu yer vektoriinii
F=r (u, v)

ile gosterecegiz. Buna yiizeyin parametrik denklemi denir. 7 =7 (u,v) ifadesi

x:x(u,v)
y=y(u,v)
z:z(u,v)

¢ koordinat denklemlerine denktir. Bu ifadeye ylizeyin parametrik denkleminin

koordinatlarla ifadesi denir.

x o e

ou Ou Ou
(4)=

a o &

ov Ov Ov

matrisini gz oniine alalim. Eger (u,,v,) noktasinda 4 matrisinin ranki 2 ise bdyle

noktaya regiiler nokta, bu sart bozulursa, singiiler nokta denir (Salimov ve Magden

2008).

vektorlerine koordinat vektorleri denir.

Yiizey, lokal olarak birbirine denk olan,

W 7=F(uy). [Er], =0
x = x(u,v) Xy o

@ {y=y(uy) . rank gz 23 g: =2,
z=z(u,v) o o ov

®) Fxy.2)=0.  gradF| =0,

@ z=/(xy)

ifadelerinden biri ile verilebilir.
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3.2.2. Yiizeyin teget diizlemi

Tamim 3.2.3: Yiizey iizerindeki keyfi bir M noktasindan gecen bir dogru, bu noktadan
gecen herhangi bir egriye tegetse, bu dogru yiizeye M noktasinda tegettir denir.

= — 1 2
r=r(u U )

yiizeyi lizerinde

u' =u’ (t)
denklemi ile verilen egriyi géz Oniine alalim. Bu egri ylizey iizerinde oldugundan,

F= F(u' (1).u? (t))
olarak yazabiliriz. Bu egrinin teget vektoriinii bulmak icin ¢ degiskenine gore tlirev
alirsak,

oF  OF du' OF du® _du' _ du?
— + =F—t7

ot ou dr ouw ar ‘dr  *ar

bulunur. Yiizey lizerinde olan ve M noktasindan gecen keyfi egrinin teget vektoriiniin
r. ve 1, vektorlerinin lineer terkibi olarak yazilabildigi bu esitlikten goriiliir. Buradan
da 7 ve r, vektorlerinin tayin ettigi diizlemin, M noktasinda yiizeye teget olan biitiin

dogrular1 ihtiva ettigi ¢ikar. Bu diizleme, M noktasinda ylizeye teget diizlem denir

(Salimov ve Magden 2008).

3.2.3. Yiizey elementleri ve birinci esas form

Tamim 3.2.4: U, E* nin agik alt kiimesi olsun.

F:U—>E
immersiyonuna parametrelendirilmis yiizey elementi denir. 7  dOniislimiiniin
immersiyon olmasi, bu doniisiimiin rankinin maksimum olmasi1 demektir. 7 nin
rankinin maksimum oldugu durumda regiiler yiizey elementinden konusulur. Aksi

takdirde singiilerlik s6z konusudur.
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F:U—>E, ueU, p=r(u)
olmak {izere 7 yiizey elementi i¢in agsagidaki notasyonlar1 kullanacagiz.
T.U: U nun u noktasindaki tanjant uzayr, T,U ={u}x[?,
T,E’: E’iin p noktasindaki tanjant uzayr, T E’={p}xE’,
T7: 7 donlisiimiiniin p noktasindaki tanjant diizlemi (teget diizlemi ) ve
1, 7: 7 doniisimiiniin p noktasindaki normal uzay1
ri®Ll,F=T, E
seklindedir. 77 nin elemanlarma teget vektorler, L 7 in elemanlarna normal

vektorler denir (Kiihnel 2005).

Tamim 3.2.5: Herhangi X,Y €T 7 tanjant vektorleri igin birinci esas form,
1(X,Y)=(X.Y)
seklinde tanimlanir. Buna 7,U tanjant uzaymdaki simetrik bilineer form olarak da

bakilabilir.

F(u,v) = (x(u,v),y(u,v),z(u,v))

doniislimiinlin birinci esas formu asagidaki simetrik, pozitif tanimli matris ile

tanimlanir.
1(@ @j I(a? afj oF oF\ [oF oF
( ) E F ou’ ou ou Ov 3 ou’ ou 814 8v
YF G 1(@ 7 (2T |z (2E
ov’ ou ov’ Ov ov’ ou ov’ Ov

( g,.j) matrisine metrik tensor de denir.

Birinci esas form quadratik diferensiyel olarak asagidaki gibi yazilir.
ds® = Edu’ + 2Fdudv + Gdv*
Burada ds’, yay uzunlugu elemamidir. E, F, G fonksiyonlar1 ise u ve v

parametrelerine baghdir.
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Teorem 3.2.1: Birinci esas formun matrisi 7 =7o¢@ parametre donilisimii altinda

asagidaki gibi olur.

(&,)=(Do) (g,)(Do)

Burada D¢, @ nin Jacobi matrisini gosterir (Kiihnel 2005).

Tamm 3.2.6: 7:U — E’ bir yiizey elementi ve u = (ul,uz) eU olsun.

a
ou'

+p(u) 2

u

X:UST, E, X(u)=a(u)

(u)

u

seklinde tanimlanan X doniisiimiine tanjant vektor alan1 denir. Normal vektor alani ise,
or or
=1 X5z
ou ou

u

seklinde tanimlanir (Kiihnel 2005).

X (u)=7(u)

u

o or
N 1 2
Ornek 3.2.1: N =+ 04O
or or

ou' 8 ou’

birim vektorii bir normal vektor alanidir. N birim normaline N:U — S*> c E°
dontisiimii gibi de bakilabilir. Orijine bagli olan bu vektére Gauss doniisiimii denir. Bu

doniisiim ayrica /. esas formu ve egriligi tanimlar.

Tamm 3.2.7: Ylizey iizerinde diferensiyellenebilir bir birim normal vektdr alanina bu

yiizey iizerinde bir yonlendirme denir (Kiihnel 2005).

3.2.4. Gauss doniisiimii ve yiizeylerin egriligi

Egrilerin egriliginin tegetlerin degisimi olarak tanimlanmasi gibi, yiizeylerin egriligi de
teget diizlemlerdeki degisim olarak tanimlanacaktir. Her bir diizlem onun normal
vektorii ile karakterize edilebileceginden, diizlemlerdeki degisimi incelemek yerine

onlarin normal vektorlerindeki degisimi inceleyebiliriz.
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Tamm 3.2.8: 7:U — E° yiizey elementi ve bu yiizey elementinden bagimsiz olan
birim kiire S* = {(x,y,z) eF: X+y*+z° = 1} olsun. N:U — S* Gauss doniisiimii

or Or
PRy
N( 1 2)= Ou__Ou
oo
ou' ou’

seklinde tanimlanir (Kiihnel 2005).

Buradaki anlayis, N(u) birim normal vektoriiniin artik 7(u) goriintii noktasina

baglanmasi degil, bir paralel tasima ile uzayin orijinine baglanmasidir.
or or j

PRl

ou Ou

or or

ou' 8 ou’

seklinde tanimlanan —N vektorii ile N vektorii yer degistirebilir. Yani isaret se¢imi
keyfi olup yonlendirmenin se¢imine baglidir. Bu durumda iki farkli Gauss doniistimii

vardir.

Tanim 3.2.9: Y, E” nin agik bir alt kiimesinde tanimlanan bir diferensiyellenebilir
vektor alant ve X', bu agik kiimenin sabit bir P noktasinda yonlii bir vektor olsun yani,

(P,X)eT,E" olsun. Bu durumda,
D,Y|,=DY| (X)= ltirrol%(Y(PHX)—Y(P))

ifadesine Y nin X vektor alan1 boyunca yonlii tiirevi denir (Kiihnel 2005).

Tamim 3.2.10: 7 yiizeyine teget olan X ve Y vektor alanlarini alalim. Bu durumda

Tang

V.Y=(D,Y)"™ =D,Y—(D,Y,N)N

ifadesine Y nin X yoniindeki kovaryant tiirevi denir (Kiihnel 2005).
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Sekil 3.2. M ylizeyi {lizerinde tanimlanan yonlii tiirev ve kovaryant tiirevin geometrik

gosterimi

D yonlii tiirev operatorii uzaydaki herhangi vektor alanlariyla tanimlanirken, V
kovaryant tiirev operatorii sadece yiizey elementi iizerindeki teget vektor alanlar ile

tanimlanir. Kovaryant tiirev, bir yiizey {izerindeki paralellik kavrami ile ilgilidir. Eger

[J" uzayindaki farkli iki noktadaki tanjant vektorler birbirine esit ise bu vektorlere

Oklid anlaminda paraleldirler denir.

Tamim 3.2.11: E" de bir M yiizeyini ve bu ylizey iizerinde bir o : [ — M parametrik
egrisini alalim. « egrisi boyunca M ye teget olan X ve Y vektor alanlari i¢in,
V,Y=0

oluyorsa bu vektor alanlarina Levi-Civita anlaminda paraleldir denir.

Tamim 3.2.12 (Weingarten doniisiimii=Sekil operatorii): N, E” de bir M yiizeyi
tizerinde tanimlanan birim normal vektor alan1 ve V, Riemann konneksiyonu olmak
iizere, V X e N(M) igin

S(X)=V,N
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seklinde tanimlanan S donilisiimiine M ilizerinde sekil operatorii veya Weingarten

dontigiimii denir (Hacisalihoglu 1983).

Tamm 3.2.13 (II. ve III. esas form): E" de bir M yiizeyi ve bu yiizey lizerinde

tanimli, N birim normal vektor alani verilsin. X ve Y tanjant vektdrleri igin;

(1) I1. esas form, II(X,Y)=1(S(X),Y)=(S(X).Y)
(2) 1. esas form, III(X,Y)=1(S*(X),Y)=1(S(X).S(Y))=(S(X).S(Y))

seklinde tanimlanir. Bu esitlikler, S nin self-adjoint olma 6zelliginden yazildi.

Teorem 3.2.2: M, E" de bir ylizey ve S, M nin sekil operatorii olsun. Bu durumda,
S:N(M)—>N(M) doniisimii lineerdir.

Teorem 3.2.3: M, E" de bir ylizey ve S, M nin sekil operatorii olsun. Bu durumda §

sekil operatorii simetriktir.

I, II ve III. esas formu lokal koordinatlarda asagidaki sekilde ifade edebiliriz:

I: g, = <%, aal:j > ( Birinci esas form )
2 —
II: h,=(N, 8' A P a—N., 81”’ ( Ikinci esas form )
! Ou'ou’ ou'  ou’
1al: e, = <%, SAZ > ( Ugiincii esas form )
u' Ou

S (%) => % esitligi ile verilen Weingarten doniisiimiiniin 4’ matrisi,
u -

J

or \ or ,
< au auk k - Jk

hij = Z hg v
3
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1

esitliklerini saglar. Burada ( g”) matrisi ( g )7 , yani ( g,-,-) matrisinin ters matrisidir

(Kiihnel 2005).

(hii) , her zaman simetrik bir matris olmasina ragmen, (hl:f ) matrisi her zaman simetrik

olmak zorunda degildir. Bu durum S nin self-adjoint olma 6zelligine bir ¢eliski teskil

etmez.

Tamim 3.2.14: E" nin bir M yiizeyi lizerinde g-yuncu esas formu, 1<g<n olmak

| I R(M)xR(M)—>C"(M,0)
I'(x,7)=(s""(x).7)

seklinde tanimlanan /¢ fonksiyonudur (Hacisalihoglu 1983).

Tamm 3.2.15: M, E" de bir yiizey ve S, M nin sekil operatorii olsun. M nin bir P

noktasina karsilik gelen S (P) nin karakteristik degerleri M nin bu noktadaki asli

egrilikleri olarak adlandirilir. Bu egrilikler &, &, ile gosterilir.

Asli egriliklere karsilik gelen ve karakteristik vektdr denen vektorlerin belirttigi

dogrultulara da M nin P noktasindaki asli egrilik dogrultular: denir.

Tanim 3.2.16: M, E" de bir ylizey ve S(P) , M nin P noktasindaki sekil operatorii
olmak iizere,

K:M -0, K(P)=detS(P)
olarak tanimlanan fonksiyona M nin Gauss egrilik fonksiyonu ve K (P) degerine de M

nin P noktasindaki Gauss egriligi denir (Hacisalihoglu 1983).
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Tamm 3.2.17: M, E" de bir yiizey ve S(P) , M nin P noktasindaki sekil operatorii
olmak tizere,

H:M -0, H(P)=I(S(P))
olarak tanimlanan H fonksiyonuna M nin ortalama egrilik fonksiyonu ve H (P)

degerine de M nin P noktasindaki ortalama egriligi denir (Hacisalihoglu 1983).

Tamm 3.2.18: M, E" de bir yiizey ve a, M lizerinde bir egri olsun. Ayrica 7, « nin

teget vektor alan1 ve S, M nin sekil operatorii olsun. 7' vektor alan1 o egrisi boyunca
S nin karakteristik vektorlerine karsilik geliyorsa o egrisine M iizerinde bir egrilik

cizgisidir denir (Hacisalihoglu 1983).

Tanim 3.2.19: M, E" de bir ylizey ve S(P) , M nin P noktasindaki sekil operatorii

olmak tizere,

(1) 3Ael in, S (P) = AI"" ise P noktasmna M nin umbilik noktas1 denir.

2) S(P)=O ise P noktasina M nin bir diizlenme noktasidir denir (Hacisalihoglu

1983).
3.2.5. Normal egrilik ve yiizeyin ikinci esas formu

Tamamen yiizey lizerinde yatan bir egrinin egriliginin ne kadarinin sadece o yiizeyden
kaynaklandigin1 sorgulamak dogaldir. Bu durumu sorgulamak i¢in yiizey iizerinde yatan
bir a egrisi alalim. « egrisinin herhangi bir P noktasindaki birim teget vektorii
a'(P) =X olsun. (Buradaki «' vektorii, egrinin dogal parametreye gore tiirevini
gostermektedir) @ nin x egriligi, «”" vektoriiniin uzunlugu olarak tamimlanir. "
vektoriinii onun teget ve normal boliimlerine ayiralim.
a' = (a”)nmg + <a", N>N
teget boliimi  normal boliimii

a" vektoriiniin normal bolimii
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{(a",N)N = <‘§Tf‘,N>N = —<a',‘2—]:>N =(X,S(X))N=1I(X,X)N

seklindedir (Kiihnel 2005).

Boylece normal bilesenin, egrinin se¢imine degil, P noktasindaki a'=X tegetine

bagli oldugunu gordiik. Bu iliski Meusnier Teoremi olarak ifade edilir.

Bu yiizden /I(X,X) ifadesine, o egrisinin x, normal egriligi diyebiliriz. Simdi

normal egriligin tanimin1 verelim.

Tanim 3.2.20: Yiizeyin bir P noktasindaki o" egrilik vektoriiniin, bu noktadaki yiizey
normali dogrultusundaki izdiisiimiine, bu noktadaki ylizey egrisinin normal egriligi

denir ve x, ile gosterilir (Salimov ve Magden 2008).

3.2.6. Yiizey noktalarimin simiflandirilmasi

S, ylizey iizerinde alinan sekil operatorii ve k,, k, asli egrilikler olsun. Bu durumda,

(1) K =k, k, degerine Gauss egriligi ve

2) H= %(k1 + kz) degerine ortalama egrilik denir.

(3) Yiizey tizerinde alinan bir P noktasina,

K (P)>0 ise eliptik nokta,

K (P)<0 ise hiperbolik nokta,

K(P =0 ve H( ) # 0 ise parabolik nokta,
(
(

)
)
P)
)=

Ky

k, ( ) ise umbilik nokta ve,

Ky

P)=k, (P) 0 ise bir yayilma noktas1 denir (Kiihnel 2005).
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4. ARASTIRMA BULGULARI

4.1. E; Minkowski Uzay1

Bu béliimde, dnce Lorentz metrigini tanitacak ve daha sonra bu metrik yardimiyla bir
vektoriin, tanjant diizlemin, yiizeyin ve en nihayetinde bir uzayin karakterini yani,

space-like, time-like veya null olma durumunu inceleyecegiz.

13 vektor uzayinin bir bazi, ¢ =(1,0,0), e, =(O,l,0), é =(0,0,1) olmak {izere,
B= {51,52,53} kiimesini alalim. u = (u,,uz,u3) ve v= (v,,vz,v3) olmak iizere, u,vell’
vektorleri igin,

<u,v>L =uv, +U,v, —u,v,
seklinde tanimlanan metrige Lorentz metrigi denir. Metrigi bu sekilde tanimlanan ve

E'= (D <> L) ile gosterilen uzaya ise Minkowski uzayi denir. Bu béliimde £’ metrik

uzayin1 Minkowski uzaymdan ayirmak icin, E° = (D ’ <, >e) ile gdsterecegiz.

Bu uzayda u ve v gibi iki vektoriin ¢arpimi

1 0 O
<u,v>:u‘ 01 0 |v=u'Gv
0 0 -1

seklinde de verilir. Burada metrik katsayilarinin g, =<éi,éj> seklinde tanimlandigin

hatirlayarak, G = ( gi/.) matrisinin, metrik tensoér oldugunu soyleriz (Lopez 2008).

Tamim 4.1.1: E] uzayinm null vektdrlerinin tamaminin olusturdugu kiimeye null koni
denir ve
C= {(x,y,z) € El3 : x? +y2 —zt = O} —{(0,0,0)}

seklinde tanimlanir.
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E; uzayindaki time-like vektdrlerin kiimesini 7 ile gdsterecek olursak, bu kiime
T:{(x,y,z)eEf Xty -2° <O}

seklinde tanimlanir (Lopez 2008).

Space-like

v

Time-

like null

Sekil 4.1. E uzayindaki null koni

Tanim 4.1.2: Bir U < [1° alt vektdr uzay verilsin. U iizerinde <,> ., Indirgenmis
metrigi,

(u,v>‘u :<u,v>L, u,velU
seklinde tanimlansin. Eger indirgenmis metrik, pozitif tanimli ise, U alt uzayina space-

like, non-dejenere ise U alt uzayina time-like, dejenere ve U # {O} ise U alt uzayma

null denir. E; deki herhangi bir alt uzay bu ii¢ gesitten birine aittir (Lopez 2008).

Ornek 4.1.1: [° vektor uzaymin bir bazi, ¢ =(1,0,0), é, =(O,1,0), é =(0,0,1)
olmak iizere,
(1) ¢ ve e, vektorleri space-like, e, vektorii time-like ve e€,+¢€, vektorii null

vektordur.
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(2) Sp{é.é,} diizlemi space-like, Sp{é.é,} ve Sp{é,.é,} diizlemleri time-like ve
Sp{é.é, +é,} diizlemi null olur.

(3) & +¢é,+é, vektorii space-like vektordir ama Sp{é,é +¢é, +é3} diizlemi null
diizlemdir.

(4) &, +&, vektorii null vektdrdir ama Sp{é, +¢,,¢,} diizlemi time-likedr.

Simdi bir metrik uzaymn 6zelliklerini inceleyelim. g, non-dejenere bir metrik olmak
lizere (V, g) metrik uzaymi alalm. U c V' alt vektdr uzayina dik olan alt uzay U™ ile

gosterilir ve
Ul:{veV: g(u,v)zO, VueU}

seklinde tanimlanir.

Teorem 4.1.1: (¥, g) bir metrik uzay olsun.
(1) Eger U V' bir alt uzay ise boy(V)=boy(U )+ boy(UL),
(2) Eger U c V bir alt uzay ise (UL )l =U ve

(3) Eger U V' bir non-dejenere alt uzay ise U™ de bir non-dejenere alt uzaydir.

ispat:

m

(1) U nun bir bazi {¢,é,,...,é,} olsun. Bunu ¥ nin bir bazi olan {&é,,...,é,} bazina

genisletecegiz. Eger u = le.él. e U™ olursa, bu durumda

O=<inéi,éj>=2gﬁxi=0, 1<j<m
i=1 i=1
olur. Son esitligi matris seklinde ifade edecek olursak,

g - g [N 0

gml gmn xn 0
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seklindedir. Yani AX =0 ve 4= ( gl.j) olur. Metrik non-dejenere oldugundan 4 nin

ranki m dir. Sonug olarak, AX =0 denkleminin ¢ézlimleri n»—m boyutlu bir alt uzay

olusturur.
(2) (UL)L c U oldugu igin boy(UL)L =boy(U) olur.
(3) B={é.é,,...é,}, U nun bir ortonormal bazi olsun. ¥ nin bir B={¢,é,,...,é,}

bazini elde etmek i¢in bu baz1 genisletecegiz. U* nin boyutu n—m oldugu i¢in, U™ nin

bazi {€,.,,¢ é,} olur.

m+25°""

Teorem 4.1.2:

(1) Ve E] vektoriinii alalim. ¥ nin time-like olmasi igin gerek ve yeter sart (Sp{f/} )L
nin space-like olmasidir. Bu durumda E; = Sp {\7} +(Sp {\7} )L olur. Diger taraftan v nin

space-like olmasi i¢in gerek ve yeter sart (Sp {\7})L nin time-like olmasidir.

(2) UV alt uzayinm space-like olmasi igin gerek ve yeter sart U" nin time-like
olmasidir.

(3) UV alt uzaymm null olmas1 i¢in gerek ve yeter sart U nin null olmasidir

(Lopez 2008).

ispat:

(1) Eger v bir time-like vektdr ise bu vektdrii, E; iin bir ortonormal bazi olan
B= {él ,6,,V } nin bir pargasi olarak alabiliriz. Bu durumda

(Sp{v})l =Spié.e,}

alt uzayi space-like olur.

Tersine, <,> . metriginin pozitif oldugu durumda, {EI,EZ}, (Sp{ﬁ})L nin

(sp{7)
ortonormal bir bazi olsun. Bu durumda {é,¢,,v} bazi i¢in g, =g,, =1 oldugundan

g5; <0 dir. Yani v, time-like vektordiir.



43

(2) U, bir time-like alt uzay ise veU bir time-like vektordiir. Bu durumda
U c (Sp{ﬁ})L olur. (Sp{f/})L space-like oldugundan U" de space-like olur.
Teoremin tersinin ispati, (U * )l =U oldugundan benzer sekilde yapilir.

(3) Bu 6zellik, yukandaki iki 6zelligin bir sonucu olarak ispatlanir.

Teorem 4.1.3:

(1) iki # ve ¥ null vektdriiniin lineer bagimli olmasi icin gerek ve yeter sart <ﬁ,\7> =0
olmasidir.

(2) u ve v gibi iki time-like vektor birbirine dik olamaz.

(3) U, bir null alt uzay ise bu durumda boy(U NU L) =1 olur (Lopez 2008).

Teorem 4.1.4: U c E, iki boyutlu bir alt uzay olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler

denktir.
(1) U, bir time-like alt uzaydir.

(2) U, iki tane lineer bagimsiz null vektor igerir.

(3) U, bir time-like vektor igerir (Lopez 2008).

Teorem 4.1.5: U, E; in bir alt uzay1 olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler denktir.
(1) U, bir null alt uzaydir.

(2) U, null vektor igerir ama bir time-like vektor icermez.

B UNC=L —{0} ve boyL =1 dir (Lopez 2008).

Teorem 4.1.6: I1, £ in bir diizlemi ve 7, Oklid metrigine gore bu diizleme dik bir
vektor olsun. Bu durumda, IT nin bir space-like (veya sirasiyla time-like, null) diizlem
olmasi icin gerek ve yeter sart, 7 nin bir time-like (veya sirasiyla space-like, null)

vektor olmasidir (Lopez 2008).
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Ispat: IT diizlemi,

H:{(x,y,z)eD 3 ax+by+cz:O}

seklinde tanimlamirsa bu durumda 7 vektérii, (a,b,c) vektdriine diktir. Bu diizlemi,

I1= {(x, y,z) el’: ax+by —(—c)z = 0} = (Sp {(a,b,—c)})l
biciminde de yazabilecegimiz igin (a,b, —c) vektoriiniin  karakterinin 7z ile ayni

oldugunu sdyleyebiliriz.

Tanimm 4.1.3: u,ve E,3 olmak tizere, uxv ile tanéimlanan tek bir vektére, ¥ ve v nin
Lorentz vektdr ¢arpimi denir. uxv vektori,

<u><v, W>L = det(u,v,w)
esitligini saglar. Dolayisiyla w vektorii yerine genel baz vektorlerinden biri alinarak

uxv vektor carpimi,
UXV=U, U, U
seklinde tanimlanir (Lopez 2008).

Teorem 4.1.7: Yukarda bahsi gegen vektor carpimi asagidaki 6zellikleri saglar.

(1) uxv=—vxu

(2) uxv, u ve v ye diktir.

(3) uxv=0 olmas! i¢cin gerek ve yeter sart u ve v vektorlerinin lineer bagimli
olmasidir.

(4) uxv =0 vektoriiniin I1 = span {u,v} diizleminde yatmas1 i¢in gerek ve yeter sart I1

diizleminin null olmasidir.
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4.2. Ef Minkowski Uzayinda Egriler

Oklid uzayinda oldugu gibi Minkowski uzayimnda da egrinin tanimu,
a:1cll > E

seklinde tanimlanan difeferensiyellenebilir doniisiim olarak verilir.

Tamim 4.2.1: «, E’ de bir egri olsun. Eger herhangi bir ¢ € I parametresi igin, a'(t)

hiz vektorii space-like (sirasiyla time-like, null) ise, « egrisine space-like (sirasiyla

time-like, null) egri denir.

a:l— E; diferensiyellenebilir doniisiimii ile tanimlanan « egrisi, / agik araligmin

tamaminda sadece space-like, time-like veya null olmayabilir. Ornegin;
a(t)=(cosh(t),t2,sinh(t))

olarak tanimlanan « egrisi i¢in

a'(t) = (sinh(t) ,2t,cosh (t))

olup <a’(l),a’(l)>:4lz—1 olur. Bdylece bu egri, (—oo,—%ju(%,ooj araliginda

space-like, (— j araliginda time-like ve {—%,%} noktalarinda null olur.

N | —

1
23

Tanim 4.2.2: «:1 — E egrisini alahm. Eger V rel parametresi igin a'(t);tO

oluyorsa « egrisine regiiler egri denir.

E’ de tanimlanan bazi diizlemsel egri 6rnekleri verelim.

Ornek 4.2.1: p,v e’ vektérlerini ve 7> 0 reel sayisini alalim.
(1) a(t)= p+tv dogrusu v ile aym karaktere sahiptir.

?2) a (t) =p+ r(cos t,sin t,O) cemberi space-like bir diizlemde, space-like bir egridir.
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() a(t)=p+r(0,sinhz,cosht) hiperbolii time-like bir diizlemde, space-like bir
egridir.
(4) a(t)=p+r(0,cosht,sinht) hiperbolii null bir diizlemde, time-like bir egridir.

B) a(t)= (t,tz,tz) parabolii null bir diizlemde, space-like bir egridir.

Simdi de diizlemsel olmayan egri 6rneklerine bakalim:

(1) a(t)=(cost,sint,at), a+0 helis egrisi bir Oklid helisidir.
(2) a(t)=(at,sinht,cosht), a+0.

(3) a(t)=(at,cosht,sinhz), a#0.

Teorem 4.2.1: Herhangi bir time-like veya null egri, regiilerdir.

Ispat: «, time-like egrisini alabm. x,y ve z fonksiyonlar1 ¢ °‘ye bagh

diferensiyellenebilir fonksiyonlar olmak tizere bu egriyi,

a(t)=(x(1),»(1).2(1))

seklinde gosterebiliriz. Bu durumda
(a'(1),a'(1)) = (x' (1)) +(v' (1)) = (2'(1)) <0

ve z'(t) #0 dir. Yani o egrisi regiilerdir.

Eger a egrisi null olursa, yine z'(¢)#0 olur. Aksi takdirde x'(r)=y'(¢)=0 ve

a'(t) =0 olur. Buise « ’'nin ¢ noktasinda space-like olmas1 demektir.

Teorem 4.2.2: E’ deki bir IT diizleminde, kapali bir & egrisi alalim.
(1) Eger o egrisi space-like ise IT diizlemi de space-like olur.

(2) Bu kapali « egrisi, time-like veya null olamaz (Lopez 2008).
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4.3. Ef Minkowski Uzayinda Yiizeyler

Ucgiincii bolimde E° Oklid uzaymnda yiizeyler genel olarak ele alindi. Dérdiincii
boliimde de E; Minkowski uzay1 ve bu uzaym bazi dzellikleri tanitildiktan sonra E;
uzaymdaki egriler hakkinda kisa bir bilgi verildi. Simdi E’ de yiizeylerden
bahsedebiliriz.

E; de yiizeyler aym E’ de oldugu gibi U ] olmak iizere, 7:U — E’ seklinde bir

immersiyon olarak tanimlanir.

E’ de farkli tipten vektorler (space-like, time-like ve null) oldugundan, diizlemler de

farkli isimlerle (space-like, time-like ve null) adlandirilirlar. Dolayisiyla yilizeylerin

teget diizlemleri de bu diizlemlerden biri olacaktir.

Birinci esas form, E’ deki yiizeylerde oldugu gibi tammlamir. Ancak bu form E’
Minkowski uzayindaki yiizeylerde pozitif tanimli veya maksimal ranka sahip olmak
zorunda degildir. En azindan rank sifir da olamaz. Ciinkii E’ de sadece null
vektorlerden olusan iki boyutlu bir diizlem yoktur. Bu durum, E deki yiizeylerin

asagidaki gibi farkli siniflandirilmasina yol acar.

Tanim 4.3.1: 7:U — E; seklinde tanimlanan yiizeyin,

(1) Birinci esas formu pozitif tanimli ise bu yiizeye space-like,
(2) Birinci esas formu indefinit ise bu yiizeye time-like,

(3) Birinci esas formunun ranki 1 ise bu ylizeye null yiizey denir (Kiihnel 2005).

Ornek 4.3.1: E  deki wu=(x.,x,,x;) ve v=(y,r,y;) vektdrleri icin,

(u,v> =Xy, +X,y, —X;y; olsun.
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1) —x7 —x; +x; =1 iki kanath hiperboloidi her yerde space-like yiizeydir. Bu yiizey
x,x, diizlemindeki —x; +x; =1 space-like hiperbol egrisinin x, ekseni etrafinda
donmesiyle olusur.

2) x’ +x; —x; =1 tek kanatli hiperboloidi her yerde time-like yiizeydir. Bu yiizey x,x,
diizlemindeki x7 —x; =1 time-like hiperbol egrisinin x, ekseni etrafinda dénmesiyle

olusur.
3) x' +x; —x; =0 null konisinden orijini ¢ikaralim. Bu yiizey null yiizey olur. Orijin

noktasinda null koni regiiler bir ylizey olmayacagi i¢in bu nokta ¢ikarildu.

Iki kanatl
hiperboloid

Null koni

Sekil 4.2. Tek kanatl ve iki kanath hiperboloid ile birlikte null koni

Teorem 4.3.1: 7:U — E’ doniisiimii ile verilen yiizeyin space-like (veya sirasiyla

time-like, null) yiizey olmasi i¢in gerek ve yeter sart, < , >L skalar ¢arpimina gore,

yilizeyin her p =7 (u) noktasindaki 7 7 tanjant diizlemine dik olan bir X # 0 time-like

vektoriiniin olmasidir (Kiihnel 2005).
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Ispat: ik olarak tanjant diizlemle baslayacak ve X vektoriinii arayacagiz. Tanjant

diizlemin space-like oldugunu diisiinerek o diizlemde bir {v,v,} ortonormal baz

secelim ve buna X vektoriinii de ekleyerek iic boyutlu uzayin bazina tamamlayalim.
X vektorii tanjant diizleme diktir. Bu durumda X time-like olur, aksi takdirde E; deki

i¢ carpim pozitif (semi) definit olacaktir.

Ikinci durum da, v, vektorli space-like, v, vektorii time-like segilerek benzer sekilde

verilir. Bu durumda X space-like olur. Aksi takdirde E; deki i¢ ¢arpim, iki boyutlu bir

diizlem tizerinde pozitif tanimli olmayacaktir.

Son durumda, v, in null ve v, nin space-like veya time-like ama v, e dik oldugu bir

tanjant diizlemin bazini segebiliriz. Sonra da X =v, alirz.

Tersine, bir space-like vektoriin dik tiimleyen uzayinin bir time-like diizlem ve time-like
vektoriin dik tlimleyen uzayinin da bir space-like diizlem oldugunu biliyoruz. Bir X
null vektori i¢in dik tiimleyen uzay: bildigimiz klasik anlamdaki gibi degildir. Ciinkii
X kendi kendine diktir. Eger X e dik olan diizlem varsa o diizlem ayn1 zamanda X i1
igerir ve bu yiizden diizlem null olur. Bunu gérmek i¢in, X e dik olan ve ayn1 zamanda
X 1 icermeyen hi¢bir diizlemin olamayacagini goérmeliyiz. Eger boyle olsaydi, ya
diizlemin space-like oldugu durumda i¢ ¢arpim pozitif semi-definit olacakti, ya da eger
X e dik bir diizlem null vektor iceriyorsa, sadece null vektorlerden olusan bir diizlem

olacakti ki bu imkansizdir.

Sonug olarak, bir space-like ylizeyin, isaretine bagli olarak, bir tek birim normali vardir
ve o da time-like’dir. Benzer sekilde, bir time-like yiizeyin, isaretine bagl olarak, bir
tek birim normali vardir ve o da space-like’dir. Null yiizeyin bir tek 1-boyutlu normal

uzay1 vardir ve bu uzay tanjant diizlemde yatar. Null yiizeyin normal uzay1 ve tanjant

uzay1 ayni diizlemde yattig1 igin E’ uzayini geremezler.
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Ornek 4.3.2: Bir 6nceki 6rnekte verdigimiz iki kanatl hiperboloidin birim normali
time-like oldugu icin bu yiizey space-like olur. Benzer sekilde, tek kanatli hiperboloidin
birim normali space-like oldugundan bu yiizey time-like olur. Null konide ise koni
tizerindeki bir noktadaki her bir yer vektoriiniin, kendi kendine normal bir vektor

oldugunu goriiyoruz.

Tamim 4.3.2: Bir ylizey lizerinde alinan herhangi bir tanjant diizlem space-like (veya
sirastyla time-like, null) ise ylizeye space-like yiizey (veya sirasiyla time-like, null)

denir (Lopez 2008).

Teorem 4.3.2: Herhangi bir space-like yiizey, lokal olarak z=0 diizleminde
tanimlanan bir fonksiyonun grafigidir (Lopez 2008).

Ispat: 7:U — E’ seklinde verilen bir yiizeyin

7= F(u,v) = (x(u,v),y(u,v),z(u,v))
seklinde verilen bir parametrizasyonunu dusiinelim. 7, x7, vektor, 7, ve 7, ye dik
oldugu i¢in bir time-like vektdrdiir. Boylece onun {igiincii bileseni sifir olmaz. Bu
koordinat

X X

u v

xV yV

seklindedir. Yiizeyin bir noktasi civarinda
o (u,v) — (x(u,v),y(u,v))
dontigiimiiniin bir diffeomorfizm oldugunu savunmak i¢in kapali fonksiyon teoremini

kullanacagiz. 7 immersiyonunu 7o¢ ' doniisiimii ile yeniden parametrelendirelim. Bu

durumda 7, zo¢™' fonksiyonunun grafigi ile uyusur.
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Tamm 4.3.3: 7:U — E] yiizeyini ve

H? = {P ek’ : <P, P> =—1, z> 0} seklinde tanimlanan hiperboloidi ele alalim.

X7
N(u,v)=—"—
seklinde tanimlanan
N:U—>H®

doniisiimiine yiizeyin Gauss doniistimii denir.

N nin secimi bize yiizey icin bir yonlendirme verir. Herhangi bir yilizeyin bir P
noktasindaki tanjant diizleminin bir {u,v} baziyla verildigini kabul edersek,
{u,v,N(P)} Ef icin bir baz olur. Bu baz pozitif yonli ise yani, det(u,v,N(P)) >0

ise, yiizey pozitif yonlendirilmistir denir.

Teorem 4.3.3: 7:U —>E’ bir space-like yiizeyi verilsin. Bu durumda U,

yonlendirilebilir bir ylizeydir (Lopez 2008).

Ispat: Yiizey space-like oldugundan her bir tanjant diizlemi space-like olacaktir.

Lorentz i¢ carpimiyla bu tanjant diizleme dik olan bir N birim vektorii tanimlayabiliriz.

Yiizeyin 7 =7(u,v) seklinde verildigini dikkate alarak 7 ve 7 teget vektdrlerini
diisiinelim. Bu vektorler space-like oldugu i¢in 7, x7 vektorii time-like olur. N

vektoruni

<Y
X
Bl

N(u,v):

=
X
N

olarak tanimlayabiliriz. Boylece her bir noktanin bir komsulugunda, ylizey iizerinde

diferensiyellenebilir bir birim normal vektér alam vardir. Ornegin, é, :(0, 0,1)

vektoriinii alalim. Bu vektor ayn1 zamanda time-like oldugu igin,

(N(P).e,)|=1
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olur. Boylece bir koordinat komsulugunda her P igin,
(N(P).é)z1 veya (N(P).&)<-1

olur. Ornegin negatif isaretli bir vektdr sectigimizde bu vektdr, yiizeye normal bir

vektor alan1 tanimlamamiza imkan saglar. Yani yilizey yonlendirilebilir olur.

4.4. E} Minkowski Uzayindaki Yiizeylerin Egrilikleri

Bu béliimde, dncelikle E; Minkowski uzaymndaki herhangi bir yiizey igin /. ve II. esas

form tanimlanacak ve bunlara bagli olarak yiizeyin Gauss ve ortalama egriliklerinin
tanim1 verilecektir. Daha sonra bu egrilikler, space-like ve time-like yiizeyler icin ayri

ayr1 incelenecektir.

Tanmim 4.4.1: E’ Minkowski uzayindaki bir yiizeyin birinci esas formu lokal

koordinatlarda,

o
8=\ ow "o .

seklinde tanimlanir.

Oklid uzayinda ikinci esas formu
I(X,Y)=1(SX,Y)
olarak tamimlamis ve bunun bir skalar degere karsilik geldigini sdylemistik. E’

Minkowski uzayinda ise, ylizeyin birim normalinin farkl tipleri nedeniyle, ikinci esas

form vektor degerli olarak goz oniine alinir ve

(1(x.7).N), = (sx.1),

esitligini saglayan 1/ (X Y ) vektorii olarak tanimlanir.

Bu esitlik koordinatlarla ifade edilecek olursa, N yardimiyla tanimlanan isaret

£= <N,N>L olmak tlizere,
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— — 2—
11[6—’"_, 6r.j:h[.N:g F NV N
ou' ou’ ! ou'ou’ .

ifadesi elde edilir.

Bu durumda Gauss egriligi,

(I(X,Xx),1(v,Y)) —(1(X.Y),11(Y,X)) Det(h,)
(X, X)I(V. ) -1(X.Y)I(V.X) Det(g,)

&

—

olarak tanimlanir. Burada {X Y } , tanjant diizlemin herhangi bir bazidir. Yani X = %
u

ve ¥ = % de olabilir (Kiihnel 2005).
u

Eger, <éi, é,> L =& olmak {izere, bir {él ,éz} ortonormal bazini alirsak bu durumda

K=, (11(.8).11(2.2), ~(1(@2) 21 (2.2),)

ifadesi elde edilir (Kiihnel 2005).

Benzer sekilde ortalama egrilik de, ikinci esas formun izi ile bilinen vektorel formda
tanimlanabilir. Bu durumda H ortalama egrilik vektorii,
gll(é,¢)+s,1(¢,,¢,)

2

H=HN =

seklindedir (Kiihnel 2005).
4.4.1. Space-like yiizeylerin egrilikleri

M, bir space-like yiizey ve N, bu yiizeyin Gauss doniisiimii olsun. E; ve M nin Levi-

Civita konneksiyonlarini sirasiyla V° ve V ile gosterelim. Bu durumda X ve Y, M de

iki vektor alani olmak tizere,

v, Y=(v5r)
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olur. Burada (V"XY )T ile V.Y vektor alanimin teget kismi gosterilmektedir. Yiizeyin
ikinci esas formu ise

n(X,Y)=(v4y)
seklinde tanimlanan 7 :X(M )xR(M)—>N(M )L simetrik doniisiimdiir. X ve Y, M
nin teget vektor alanlari olmak iizere Gauss formiilii

VY =V, Y+II(X.Y)
olur. Z, yiizeye normal bir vektor alani olmak iizere, —V$.Z nin teget bileseni A, (X)
ile gosterilsin. Yani 4, (X )= —(V(j(Z )T olsun. Bu durumda

(4,(x),v)=(11(X.7),2)
elde edilir. Burada

A, R(M)>R(M)
doniistimiine Z ye gore Weingarten dontisimii denir. Ayrica 4, doniisiimii, M nin

metrigine gore lineer ve self-adjointdir (Lopez 2008).

Eger Z = N olarak alinirsa <V§(N ,N > =0 olacagindan,
Ay (X)=-ViN
esitligi elde edilir. Bu durumda § = 4, doniisiimiine yiizeyin Weingarten doniisiimii
denir. Bu doniisiim self-adjoint oldugundan
(8X,Y)=(X,SY)
esitligi vardir. X,Y e X(M ) vektor alanlari igin,
H(X,Y)=—(II(X,Y),N)N =—(SX,Y)N
ve boylece
VY =V,Y-(SX,Y)N

elde edilir. Son ifadenin gercekligini gérmek i¢in asagidaki sekli ve bundan istifade ile

de yapilan ara islemleri verelim:
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Sekil 4.3. Yiizey tizerindeki kovaryant tiirev

Sekil 4.3’ten de gorildiigii gibi
0y _
Vi Y,=Vy Y, +AN,
dir. Bu esitlikteki A4 fonksiyonunu bulmak igin esitligin her iki tarafint N, ile skalar

carpalim. Bu durumda,

X, p° p
%,_J
0 1

(V3 YN, )= (V. YN, )+ (N, N, )
NS

ve boylece

2=V} ¥,.N,)
elde edilir. Diger taraftan (¥,,N,)=0 oldugunu biliyoruz. Bu esitligin X, yonindeki
tiirevi alinirsa,

X,[(%,) =, 0]
(V3 1,.N, ) +(Y,. Vi N, ) =0

olur. Burada

Vi N,=S(X,)

oldugundan,
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<Vg(pr’Np> = _<YP’S(XP )>
yani,

2=-(1,,8(x,))
oldugu goriiliir. Bu deger

V(j(pr =V, Y, +AN,
ifadesinde yerine yazilirsa gercekten de,

Vi, =V Y, ~(S(X,).5,)N,

esitliginin saglandig goriiliir.

Sonu¢ olarak space-like ylizeyler i¢cin Weingarten doOniisiimiiniin  matrisi

diagonallestirilebilir. Yani, Pe M ve X €T, M olmak tizere,
S, (X)=(5X),
olarak tanimlanan
S, T,.M —>T,M
dontigiimii diagonallestirilebilir. S, nin karakteristik degerlerine asli egrilikler denir ve

k,(p) ile gosterilir.

Yiizeyin ortalama egrilik vektor alanin

ﬁ=%kUﬂ

seklinde tanimliyoruz. {E1 , Ez} ortonormal vektor alanlarini alalim. Bu durumda,

olur.
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H = HN esitligini elde etmek icin yiizeyin ortalama egriligi

Hz—%l'z(S)

olur. Eger H#0 ise bu durumda <ﬁ,ﬁ>=—H2 <0 olacagindan H, future-directed

olur.

M space-like yiizeyinin egrilik tensérii, £, in R’ egriligi sifir oldugu igin Gauss
denklemi yardimiyla
R(X,Y)Z=—(SX,Z)SY +(SY,Z)SX

seklinde ifade edilir. Ricci egriligi

Ric(X,Y):ZZ:<R(X,E,.)Y,Ei>

i=1

(SX,SY)+2H (SX,Y)

ve skalar egrilik
p=1Iz(Ric)=—-4H" + Iz(S*)
olur. K, Gauss egriligi olmak iizere p =2K oldugu i¢in yiizeyin Gauss egriligi
Iz(S*
K=-2H+ M

seklindedir.
4.4.2. Time-like yiizeylerin egrilikleri

M bir time-like ylizey yani, M {iizerindeki indirgenmis metrik, indeksi 1 olan non-

dejenere bir metrik olsun. Yiizey lokal olarak yonlendirilebilirdir. Bu yiizeylerde birim
normal vektdr alani olan N artik space-like olur ve S} ={ pekE’: < )2 p>=1} tek
kanatli hiperboloid olmak tiizere,

N:UcM S}

seklinde tanimlanir. En azindan lokal olarak N yi tanimlamak miimkiin oldugu i¢in

space-like yiizeylerde verilen ifadelere benzer yorumlar yapilabilir. Bu durumda

X,Y eX(M) ve S, bu yiizeyin Weingarten doniisiimii olmak tizere,
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VY=V, Y+II(X,Y)=V,Y+(I[(X,Y),N)N
=V,Y+(SX,Y)N
esitligi elde edilir. Burada da S, Weingarten doniisiimi self-adjointtir. Yani,
X,Y eX(M) igin
(SX,Y)=(X,8Y)

dir. Time-like yiizeylerin space-like yiizeylerden farki sekil operatdriiniin matrisinin
diagonallestirilememesidir. Clinkii pozitif definit olmayan bir metrige gore self-adjoint
bir doniisiim diagonallestirilemez. Yani time-like ylizeyler ic¢in, bir ortonormal baza

gore sekil operatdriiniin matrisi simetrik olamaz.

Ancak ortalama egrilik ve Gauss egriligi space-like yiizeylerde tanimlandigi gibidir.
Yani,

H=%1‘z(11) ve K =Det(II)

seklindedir. Ornegin, E, time-like vektdr olacak sekilde {E],Ez} ortonormal vektor

sistemini g6z Oniine alalim. Bu durumda,
1
H =§(II(E1,E1)—II(E2,E2))
ve
K =1(E,E)l(E,E,)~1(E,E,)

olarak bulunur.

Ornek 4.4.1: Time-like yiizeye bir rnek olarak,
Slz(r)={peE13: <p,p>=r}
seklinde tanimlanan S} (r) uzaymi verebiliriz. Bu yiizeyin ortalama ve Gauss
egriliklerini hesaplamak i¢in
N:UcM—>S;

Gauss doniisiimiinii ve

(N,),:T, (M) > Ty, (s7(r))
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diferensiyel doniisiimiinii ele alahm. Burada N (p)= L oldugundan, veT (M) olmak

7

lizere,

olur. Bu ise, u,v e X(M ) olmak iizere,

1, (u,v)= %(u,v>

oldugu anlamina gelir. Boylece ortalama egrilik ve Gauss egriligi,

1 1
H:—, K=—2
r r

olarak bulunur.

4.5. Egriliklerin Lokal Hesaplamalar:

7:Ucl?—E’ immersiyonu ile verilen space-like yiizeyi géz oniine alalim. Bu
yiizeyin parametrik olarak ifadesi 7 =7 (u,v) olmak iizere, {F,,7} yiizeyin tanjant
diizleminin bir bazi olsun. Yuzeyler i¢in I esas formun 7 M fzerindeki metrik
oldugunu yani,
1,=(, ) T,MxT,M -
1, ()= (),

seklinde oldugunu hatirlayalim.

B={;7u,17v} bazina gore /. esas formun matrisi, E=<;7u,r >, F=<17,17>, G=<

E F
olmak iizere, (gi,) - [ F G] olur. Metrigin pozitif tanimli olmasi i¢in gerek ve yeter

sart,
det(I)= EG-F*>0

olmasidir. Yiizeyin time-like olmasi durumunda bu sart,
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det(I)=EG—-F*<0

olur.

|

N

X

N=- seklinde tanimlanan normal vektor alanin1 gz oniine alalim. Yiizeyin bir

X

=~
S

p noktasindaki /I. esas formu,

1, TMxT M —LU

1, (u,v) = —<(N* )p (”)’V> = <Sp (”)’v>

seklindedir.

B={7,,F,} bazina gore II. esas formun matrisi,

e=— <r N> <N,ruu>
f==(N)==(7.N,) =(N.7,)
g==(%.N,)=(N.7,)
e f
olmak tizere, (f gj olur.

Yiizeyin S sekil operatoriiniin matrisi,

(h;)=(gm)4(h@):(g%)(h@) ( “hy )

o6

Seklindedir. Buradan K =detS ve H =%I.ZS oldugundan space-like ylizey i¢in

yani,

ortalama egrilik ve Gauss egriligi,
1eG-2fF+gE
2 EG-F’
eg— /"
EG-F’®
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seklinde olur. Yiizeyin time-like olmasi durumunda verilen formiillerin sadece isareti

degisir.

Yiizeyin space-like ve time-like olma durumlar1 arasindaki farki géstermek igin, sekil

operatorli diagonal olmayan bir time-like ylizeyi ele alacagiz.

Ornek 4.5.1: a:/cll — E’ null egrisini ele alalm ve bu egrinin Frenet iigliisiinii
{T,N,B} ile gosterelim. Bu egrinin binormal vektdrii birim space-like vektor olacaktir.
Ayrica,

X(s,t) = a(s)+tB(s)
seklinde tanimlanan

X:Ix0 > E
doniligiimiinii diistinelim ve {X . ¢ ;} bazina gére X yiizeyinin sekil operatdriiniin

matrisini hesaplayalim. Bundan 6nce /. ve /1. esas formun katsayilar1 verilecektir.

X =T+tB'=T—tiN ve X,=B oldugui¢in /. esas formun katsayilari,

) )

seklindedir. Bu matrisin determinanti negatif oldugu i¢in yiizey time-like bir yilizeydir.

1I. esas formun katsayilarint hesaplamak igin,
X, =(1-10*)T+(1-1z')N+1B, X, =-N, X, =0
esitliklerini kullanacagiz. Bu durumda /1. esas formun katsayilari,
—~l+t(-c+7'+£7°) ¢
)-[E
r 0

olur. Bu sonuglardan sonra Weingarten doniisiimiiniin matrisi ise,

T 0
Bl —1+tr(—1+(—1+t)t72)+tr' T
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olarak bulunur. Bu matris diagonallestirilemez. Diger taraftan bu yilizeyin ortalama

egriligi H =t ve Gauss egriligi K = 7° olacaktir.
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5. SONUC

Bu tezde, E; Minkowski uzayimnda yiizeyler teorisine gegmeden dnce bazi kavramlarin

tanimlar1 hatirlatilmistir. Ik olarak indefinit metriin ve bu metrik yardimiyla semi-
Riemann manifoldlarinin tanimi ifade edilmis, semi-Riemann manifolduna bir hazirlik
olarak manifoldlar ve Riemann manifoldu hakkinda genel bilgilere yer verilmistir.
Indefinit metrige bir 6rnek olan Lorentz metriginin tanimi verildikten sonra bu metrik

vasitastyla Minkowski uzayinin tanimi verilerek bu uzaydaki ylizeyler incelenmistir.

Minkowski uzayinda Oklid uzaymdan farkli olarak, indefinit metrigin varligindan
dolay1 6nce vektorler, egriler ve diizlemler, sonra da yiizeyler, time-like, space-like ve
null olmak iizere ii¢ farkli gruba ayrilmistir. Dolayistyla Minkowski uzayinda yiizeyler
teorisi incelenirken, yiizeylerle ilgili 6zellikler bu {i¢ farkli grup altinda incelenmistir.
Bu tezde daha cok time-like ve space-like yiizeylerin Ozellikleri arasindaki bazi

farkliliklar ifade edilmistir.
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