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1. GIRIS

Tarihsel olarak sabit nokta teorisi caligmalar1 iki ana dalda gelismektedir. Birincisi,
normlu lineer uzaylarm kompakt, konveks alt kiimeleri iizerinde tanimli siirekli
operatorler igin sabit nokta teorisidir. Digeri ise, tam metrik uzaylar iizerinde biiziilme

ve biiziilme tipi doniisiimler i¢in sabit nokta teorisidir.

Normlu lineer uzaylarda sabit nokta teorisi caligmalari, 1909-1913 yillar1 arasinda L.E.J
Brouwer ile baglamistir. Bilinen en basit sabit nokta teoremi: ”[a, b] € R olmak {izere
f:la, b] - [a, b] siirekli bir doniisiim ise, bu durumda f nin [a, b] araliginda bir sabit
noktasi vardir.” seklindedir. Brouwer bu teoremi, 1912 yilinda, R" {izerine su sekilde
genisletmistir: “B, R™ de kapali bir yuvar olsun. Bu durumda f:B — B siirekli

doniistimii bir sabit noktaya sahiptir.”

1922 de Banach, Banach sabit nokta teoremi veya biiziilme ilkesi olarak bilinen “f, bir
(X,d) tam metrik uzayindan yine kendisi iizerine tanimlanan bir biiziilme doniisiimii
ise, f nin X de bir tek sabit noktasi vardir ve herhangi bir x € X igin (f™(x)) Picard

iterasyonu bu sabit noktaya yakinsar” teoremini verdi.

Banach’m bu ¢aligmasi bundan sonra ki yapilan ¢calismalarin genellestirilmesinde temel
teskil eder. 1930 yilinda I. Schauder, X Banach uzaymin bostan farkli bir konveks alt
kiimesinden, bu konveks alt kiimenin bir kompakt alt kiimesine tanimli, siirekli herhangi
bir doniisiimiin sabit noktas1 oldugunu ispatladi. 1950 de F.E. Browder, 1965 de W.A.
Kirk, 1968 de R. Kanan, 1972 de Zamfirescu ve daha pek ¢ok kisi bu temel sonuglari
genellestirmis ve bazi yeni sonuclar elde etmislerdir. Aslinda bu teori, bir integral
denklemin ¢oziimiiniin varhigini gostermek amaciyla kurulmustur. Banach sabit nokta
teoremi, doniisiimiin sabit noktasinin varligimi garanti ettigi gibi, Brouwer ve Schauder
sabit nokta teoremlerinden farkli olarak bu sabit noktanm tekligini ve nasil
bulunabilecegini gdstermektedir. Yine, Banach sabit nokta teoremi belirli doniisiimlerin

sabit noktalar1 i¢in bir varlik ve teklik teoremi olup, ayrica (uygulamaya ydnelik



problemlerin ¢6ziimiinde) sabit noktaya en iyi yaklasimi elde etmek i¢in insa esasina

dayanan bir iglem yontemini verir. Bu isleme “iterasyon” adi verilir.

Iterasyon ydntemleri, uygulamali matematigin hemen hemen tiim dallarmda kullanilir.
Yakimsaklik ispatlar1 ve hata tahminleri, biiylik bir ¢ogunlukla Banach sabit nokta

teoreminin bir uygulamasi yardimiyla elde edilir.

Iterasyonla ilgili kisa bir tarihge vermek gerekirse; Yaklasik iki bin yildan fazla tarihe
sahip olan Ardisik Yaklasimlar iterasyonunu ilk kez bir Italyan matematik¢isi olan
Picard kullanarak adi diferansiyel denklemler i¢in Cauchy probleminin tahmini
¢Ozlimiinii arastirmigtir. Bu sahada ilk teorik sonu¢ Polonyali matematik¢i S.Banach’a

ait olan “Daralma Doniisiim Prensibi” veya “Banach Sabit Nokta Teoremi” dir.

Son kirk yilda, operatorlerin bazi siniflari i¢in iterasyon yontemlerinin sabit noktaya
yakinsamasi ile ilgili pek ¢ok calisma yapilmistir. Baz1 operator smiflar: i¢in birden
fazla iterasyon sabit noktaya yakinsayabilir. Bu durumda hangi iterasyonun kullanilmas1
gerektigini karar vermek ¢ok 6nemlidir. Bunun i¢in son yillarda bazi operatorlerin sinifi
icin, iterasyon yoOntemlerinin sabit noktaya yakinsama hizlar1 iizerine ¢alismalar
yapilmistir. Bu tezde, Zamfirescu operatorlerinin sinifinda Picard, Krasnoselskij, Mann,

Ishikawa ve iki adim Mann iterasyon metotlarmin yakisama hizlar karsilagtirildi.

Sunulan bu tezde metrik uzayda ve Banach uzayinda sabit nokta teorisi incelenmistir.
Kuramsal temeller adin1 alan ikinci béliimde temel tanim, teorem ve kavramlara yer
verilmistir. DoOntistimlerin  sabit noktalarmin hangi sartlar altinda var oldugu

incelenmistir.

Ugiincii boliimde ilk olarak, Picard, Krasnoselskij, Mann, Ishikawa ve iki adim Mann
gibi 6nemli iterasyon yontemleri tanitilmistir. Daha sonra, iterasyonlarin yakisama hizi
kavram1 verilmistir. Ayrica Zamfirescu operatorlerinin sinifinda, bahsedilen iterasyon

yontemlerinin sabit noktaya yakinsamalar1 incelenmistir.



Dordiincii boliimde, Zamfirescu operatorleri sinifinda Picard, Krasnoselskij, Mann,
Ishikawa ve iki adim Mann iterasyon yOntemlerinin yakinsama hizlar1 mukayese

edilmistir.

Besinci boliimde ise iterasyon yontemlerinin yakinsama hizlari, bir bilgisayar programi

yardimu ile 6rnekler {izerinde niimerik olarak karsilastirilmistir.



2. KURAMSAL TEMELLER

2.1. Genel Kavramlar

Bu boliimde, ¢alismamizda kullanacagimiz bazi temel kavramlarla ilgili tanim, teorem

ve ornekler verilecektir.

Tanim 2.1.1 (Metrik Uzay): X bos olmayan bir kiime ve d: X X X = R bir fonksiyon

olsun. Eger her x,y,z € X i¢in,
iLdx,y)=0ox=y

ii. d(x,y) = d(y,x)

iii. d(x,y) < d(x,z)+ d(z,y)

sartlar1 saglaniyorsa, d ye X iizerinde bir metrik, d ile birlikte X e metrik uzay denir ve

X = (X, d) ile gosterilir.

Tanm 2.1.2 (Yakinsak Dizi): (X, d) bir metrik uzay ve {x,}, X de bir dizi olsun.

limd(x,,x)=0
n—-oo

olacak sekilde bir x € X varsa, {x,} dizisine X de yakmsak ve x e de dizinin limiti

denir. {x,,} dizisi yakinsak ve limiti x ise, bu durum

limx, = x veyax,, = x
n—->oo

sembollerinden biri ile gosterilir.

Tanim 2.1.3 (Cauchy Dizisi): (X, d) bir metrik uzay ve {x,} bu uzayda bir dizi olsun.
Her € >0 i¢cin m,n > n, oldugunda,
d(x,,, x,) < €

olacak sekilde bir ny = ny(&) sayisi varsa, {x,} dizisine Cauchy dizisi denir.



Tamm 2.1.4 (Tam Metrik Uzay): (X,d) bir metrik uzay olsun. X deki her {x,}

Cauchy dizisi yakmsak ise, (X, d) metrik uzayina tam metrik uzay denir.

Tamm 2.1.5 (Kompakt Metrik Uzay): (X,d) bir metrik uzay olsun. X deki her dizi
yakinsak bir alt diziye sahipse, (X, d) uzayina kompakt metrik uzay denir.

Tanim 2.1.6 (Siirekli Doniisiim): X = (X,d) ve Y = (Y, p) iki metrik uzay, f: X - Y
bir doniisim ve x, € X olsun. Her &> 0 sayis1 i¢in, d(x,x,) <& oldugunda

p(f(x), f(x0)) < € veya denk bir ifade ile,

F(D(xo; 8)) € D(f (xo); €)

olacak sekilde bir § > 0 sayis1 varsa, f ye x, noktasinda siireklidir denir. f, X in her

noktasinda siirekli ise, f ye X {izerinde stireklidir denir.

Tamm 2.1.7 (Acik ve Kapah Kiime): X bir metrik uzay ve A € X olsun. Her x € A4
icin D(x; 1) € A olacak sekilde bir > 0 sayis1 varsa, A ya X in agik alt kiimesi denir.
X in herhangi bir B alt kiimesinin X deki tiimleyeni olan B* = X — B, X de agik ise B

ye kapali kiime denir.

Tamm 2.1.8 (Topolojik Uzay): X bos olmayan bir kiime ve 7, X in alt kiimelerinin bir
ailesi olsun. Eger, asagidaki sartlar saglaniyorsa, T ya X icin bir topoloji ve (X, 1)

ikilisine de bir topolojik uzay denir.
1. X,0 € 1 dur,
i1. T ya ait sonlu sayida kiimenin kesisimi 7 ya aittir,

1il. T ya ait sonsuz sayida kiimenin birlesimi 7 ya aittir.



Tamm 2.1.9 (Lineer Uzay): L bos olmayan bir kiime ve F bir cisim olsun. +: L X L —
L ve :F X L - L islemleri asagidaki sartlar saglaniyorsa, L ye F cismi lizerinde lineer

uzay (vektor uzay1) denir:

A) (L, +) degismeli bir gruptur. Yani,

Gl.Herx,y € Liginx +y € L dir.

G2.Herx,y,z€Ligcnx + (y+z) = (x +y) + z dir.

G3.Herx € L igin x + 8 = 6 + x = x olacak sekilde 6 € L vardur.
G4. Her x € L i¢in x + (—x) = (—x) + x = 6 olacak sekilde —x € L vardur.
G5.Herx,y € Licinx +y =y + x dir.

B)x,y € L ve a, f € F olmak iizere asagidaki sartlar saglanir:

L1. ax € L dir.

[2.a.(x+y) =a.x+ a.ydir.

L3. (a+f).x =a.x + f.x dir.

L4. (af).x = a.(B.x) dir.

L5. 1.x = x dir (burada 1, F nin birim elemanidir).

F = Rise L ye reel lineer uzay, F = C ise L ye kompleks lineer uzay uzay adi verilir.

Tanim 2.1.10 (Konveks Kiime): L bir lineer uzay ve A € L olsun. Her x,y € A4 i¢in

B={z€l: z=ax+(1—-a)y0<a<1}c A

1se, A kiimesine konveks kiime denir.

Tanim 2.1.11 (Normlu Uzay): N bir lineer uzay olsun. || |[: N - R fonksiyonunun x

deki degerini ||x|| ile gosterelim. Bu fonksiyon i¢in,

Nl. |Ix]|=0x=86

N2. |lax|| = |a|llx]l, (a € F)



N3. [l + yll < llxll + llyll

sartlar1 saglaniyorsa, || || fonksiyonuna N iizerinde bir norm ve (N, || [|) ikilisine de

normlu uzay denir.

Tamm 2.1.12 (Banach Uzay1l): N normlu lineer uzay olsun. N, d(x,y) = |[x — y]||

norm metrigine gore tam ise, N ye Banach uzay1 denir.

N nin reel ve kompleks lineer uzay olusuna gore Banach uzay1 da reel veya kompleks

Banach uzay1 olarak adlandirilir.

Tamim 2.1.13 (i¢ Carpim Fonksiyonu ve i¢ Carpim Uzay1 ): L, F cismi iizerinde bir

lineer uzay olsun. ( ):L X L - F fonksiyonu,
I1.{(x+y,2z)={(x,2) + (y,2)

12. (ax,y) = alx,y), (ad € F)

13. (x,y) = (y, x)
4. (x,x) > 0ve({x,x) =0 x =0

sartlarin1 sagliyorsa, bu fonksiyona i¢ ¢carpim fonksiyonu (veya i¢ ¢arpim) denir.

Uzerinde i¢ garpim fonksiyonunun tanimlandig1 vektdr uzayina i¢ ¢arpim uzayi (veya

on-Hilbert uzay1 ) denir. i¢ carpim uzay1 (L,{ )) ile gosterilir.

Tanim 2.1.14 (Hilbert Uzay1): X bir i¢ ¢arpim uzay1 ve || ||, i¢ ¢arpim normu olsun.
d(x,y) = |lx — y|| = \/{x —y,x — y) olarak tanimlanirsa, (X, d) bir metrik uzay olur.

I¢ carpim normuyla tanimlanan bu d metrigine goére X i¢ ¢arpim uzayi tam ise, X e
Hilbert uzay1 denir.
Bu tanimdan Hilbert uzaylarinin, 6zel bir normdan elde edilmis Banach uzaylar1 oldugu

goriiliir.



Tamm 2.1.15 (Stmrh Lineer Operator): N ve N iki normlu uzay ve T: N — N bir

lineer operator olsun. Her x € N i¢in

ITxIl < Kllx]|

olacak sekilde bir K > 0 reel sayis1 varsa, T ye sinirli lineer operator denir.

Tanmim 2.1.16 (Cebirsel Dual): X bir reel lineer uzay olsun. X de tanimli tiim reel
degerli lineer fonksiyonellerin kiimesi L(X,R) yani L(X,R) = {T:T:X — Rlineer}
olsun. Ty, T, € L(X,R) i¢in

{(Tl +T5)(x) = Ty (x) + T2 (x)
(aT;)(x) = aT;(x)

olarak tanimlanirsa, L(X, R) bir reel lineer uzay olur. Bu L(X, R) uzayma X in cebirsel

duali denir ve X' ile gosterilir.

Tamim 2.1.17 (Topolojik Dual): X bir normlu lineer uzay olsun. X de tanimli tiim
strekli ve reel degerli lineer fonksiyonellerin kiimesi C(X,R) yani C(X,R) =
{T:T:X — Rlineer ve siirekli} olsun. T;, T, € C(X, R) i¢in

{(Tl + Tz)(x) = T1(x) + Tz(x)
(aTp(x) = aTy(x)

olarak tanimlanirsa, C(X,R) bir lineer uzay olur. Bu C(X,R) uzayma X in topolojik

duali denir ve X™* ile gosterilir.

Burada X*, ||T|| = sup{|T(x)|:|lx|| < 1} normuna gére normlu lineer uzaydir. Ayrica
R tam oldugu i¢cin X tam olmasa bile X* daima bir Banach uzaydir. Bu X* uzaymna

bazen X in esi veya eslenigi ad1 da verilir.

Yukaridaki tanimlardan da anlasilacagi gibi X* topolojik duali, X' cebirsel dualinin bir

alt uzayidir. Sonlu boyutlu uzaylarin topolojik dualleri ile cebirsel dualleri aynidir.



Tanim 2.1.18 (Kuvvetli Yakinsakhik): X, bir normlu uzay ve {x,}, X de bir dizi olsun.
Eger,

lim||x, —x|| =0

n-—-oo
olacak sekilde bir x € X varsa, {x,} dizisi x e kuvvetli yakinsaktir (veya norma gore
yakinsaktir) denir ve bu durum

limx, = x

n—-oo

ya da kisaca x,, - x ile gosterilir. Buradaki x e, {x,} dizisinin kuvvetli limiti denir.

Tanim 2.1.20 (Zayif Yakinsakhk): X normlu uzay ve {x,}, X de bir dizi olsun. Eger,
her f € X* i¢gin,

limf (x,) = £(2)

olacak sekilde bir x € X varsa, {x,} dizisi x e zayif yakinsaktir denir ve bu durum ya

VA
X, = x ya da x,, = x seklinde gosterilir. Buradaki x e, {x,} dizisinin zayif limiti adi

verilir.

Teorem 2.1.21 (Kuvvetli ve Zayif Yakinsakhik): X normlu uzay ve {x,}, X de bir dizi

olsun. Bu durumda asagidaki ii¢ 6nerme saglanir.
(a) Kuvvetli yakinsaklik, zay1f yakinsaklig1 gerektirir.
(b) (a) nin tersi genel olarak dogru degildir.

(c) dim(X) < oo ise, zayif yakinsaklik kuvvetli yakinsaklig1 gerektirir.
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2.2. Sabit Nokta Kavramm

Tamm 2.2.1 (Sabit Nokta): X bos olmayan bir kiime ve T:X — X herhangi bir
dontistim olsun. Eger Tx = x olacak sekilde bir x € X varsa, x noktasina T nin sabit

noktasi denir.

Yani Tx = x denkleminin ¢6ziimii, T nin bir sabit noktasidir. T nin sabit noktalarinin
kiimesi Fr veya Fix(T) ile gosterilir. X herhangi bir kiime ve T: X — X bir doniisiim
olsun. Herhangi bir x € X icin T"(x), T"*1(x) = T(T"(x)) seklinde tanimlanir.

T™(x), T altinda x in n. iterasyonu olarak adlandirilir.

T:X — X bir doniisiim olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler yazilabilir.
1. Keyfi bir n € N i¢in Fr € Fpn dir.

2. Bir n € N igin Fn = {x} ise, F; = {x} dir. Ancak bunun tersi her zaman dogru
degildir. Ornegin, T:{1,2,3} = {1,2,3} bir déniisiim ve T(1) =3, T(2) =2 ve T(3) =
1 olarak tamimlanirsa, Fr2 = {1,2,3} olur. Ancak F = {2} dir.

Ornek 2.2.1.1: X = [0,2] olmak iizere T:X — X, Tx = 4 — x seklinde tanimlanan

doniisiimiin sabit noktas1 x = 2 dir.

Ornek 2.2.1.2: X # @ olmak iizere I: X - X seklindeki 6zdes doniisiimii i¢in X in her

bir noktasi sabit noktadir.

Ornek 2.2.1.3: X = R X R olmak iizere T: X — X, T(x,y) = (x,0) doniisiimiiniin sabit
noktalar1, (x, 0) seklindeki noktalardir.

Ornek 2.2.1.4: T: (0,1] = (0,1], Tx = %x dontistimiiniin sabit noktasi yoktur. Boyle bir

doniisiim i¢in x = 0 sabit nokta olabilirdi. Fakat 0 & (0,1] dur.
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Tanmm 2.2.2 (Lipschitzian Déniisiim): (X, d) metrik uzay ve T: X — X bir doniisiim

olsun. Her x,y € X icin,

d(Tx,Ty) < kd(x,y) (2.1)
olacak sekilde bir k > 0 sabiti varsa, T ye Lipschitzian doniisiim denir. esitsizligine,
Lipschitz sart1 ve bu sart1 saglayan en kiigiik k sayisina da Lipschitz sabiti denir.
Bu tanima gore her T Lipschitzian doniisiimii diizgiin siireklidir. Ciinkii, her € > 0 i¢in

d(x,y) <b8ved = % oldugunda

d(Tx, Ty) < kd(x,y) <k£ =¢

yazilir. Yani T diizgiin stireklidir.

Ornek 2.2.3.1: X = R, d(x,y) = |x — y| ve T: R — R, Tx= 4x olsun. Bu durumda
d(Tx,Ty) = |4x — 4y| = 4|x — y| = 4d(x, y),

olur. k = 4 i¢cin T fonksiyonu Lipschitz sartini saglar.

Tanim 2.2.4 (Daraltan Doniisiim): (X, d) bir metrik uzay ve T: X — X bir Lipschitzian
doniisiim olsun. Eger (2.1) esitsizligi 0 < k < 1 olmas1 halinde saglaniyorsa, T ye

daraltan doniisiim veya biiziilme doniisiimii (contraction) denir.

Tam olmayan metrik uzaylarda tanimlanan daraltan doniisiimlerin sabit noktalara sahip
olmas1 gerekmez. Lipschitz kosulunu saglayan her doniisiim, diizgliin siirekli
oldugundan daraltan dontigiimler de diizgiin stireklidir. Dolayisiyla T siirekli degilse, bir
daraltan doniisiim olamaz. Buna karsin, T daraltan doniisiim olmasa bile, herhangi bir n

icin T™ bir daraltan doniisiim olabilir. Bunu asagidaki 6rnek iizerinde gorebiliriz.

Ornek 2.2.4.2: T:[0,2] = [0,2] olmak {izere

0,x € [0,v2]

Tt = {l,x e (vV2,2]
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olarak tanimlansm. T fonksiyonu x = /2 de siireksiz oldugundan daraltan bir doniisiim
olamaz. Diger taraftan, T2:{0,1} - {0,1}, T?(x) = 0 olup T? daraltan bir doniisiimdiir.

Ayrica x = 0, T? nin tek sabit noktasidir.

Tamm 2.2.5 (Kesin Daraltan Déniisiim): (X,d) bir metrik uzay ve T:X — X bir

doniisiim olsun. Her x,y € X ve x # y i¢in,

d(Tx, Ty) < d(x,y)

ise, T ye kesin daraltan doniisiim (contractive) denir.

Ornek 2.2.5.1: X = R, d(x,y) = |[x —y| ve T:R - R, Tx = In(1 + %) —% olsun. T

dontistimii kesin daraltan olup daraltan degildir. Cilinkii ;

ex

T'(x) = <1lve0<T'(x)<1

1+e*

dir. Ayrica Ortalama Deger Teoremi’nden

T(x)-T)
x—y

T'(c) =

oldugunu biliyoruz. Dolayisiyla T'(¢) < 1 olur. Yani,

T'(c) =

W< 12T T < |x -yl

dir.

Tamm 2.2.6 (Genislemeyen Doniisiim): (X,d) bir metrik uzay ve T:X — X bir

doniisiim olsun. Her x,y € X i¢in,

d(Tx,Ty) < d(x,y)

ise, T ye genislemeyen (nonexpansive) doniisiim denir.
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Banach uzaylarinda tanimli genislemeyen doniistimlerin sabit noktalarinin var olmasi
gerekmez. Bunun i¢in ya uzay ya da doniistim lizerine bazi ek kosullar konulmasi

gereklidir.

2.2.1. Doniisiimler arasindaki baglanti

Yukaridaki doniistimler gz Oniine alarak asagidaki gerektirmeler yazilabilir:

T — daraltan = T — kesin daraltan = T — genislemeyen = T — Lipschitzian

T-lipschitzian

T-genislemeyen

T-kesin daraltan

T-daraltan

Cizelge 2.2.1.1 Doniisiimler arasindaki baglanti
Ornek 2.2.1.1: X=R, d(x,y)=|x—y| v¢e T:R> R, Tx=x+6 olsun. Bu
durumda,

d(Tx,Ty) =|x+6—y—6|=|x—y|=d(x,y)
oldugundan her x,y € X i¢in d(Tx,Ty) < d(x,y) sart1 saglanmis olur. Dolaysiyla T
genislemeyen bir doniisiimdiir. Fakat T ne daraltan ne de kesin daraltan doniistimdyir.
Tamm 2.2.7 (Diizgiin Lipschitzian Doniisiim): X bir Banach uzayi, K da X in bos
olmayan bir alt kiimesi ve T: K — K bir doniisiim olsun. Eger her x,y € K i¢in

IT"x —T"yll < Lllx — I

olacak sekilde L > 0 sayis1 varsa, T ye diizgiin Lipschitzian doniisiim denir.
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Tamm 2.2.8 (Diizgiin Konveks Uzay): X bir Banach uzay1 olsun. Her ¢ > 0 ve

x|l <1, llyll €1, |llx — yl| = ¢ sartlarin1 saglayan her x, y € X i¢in

1
§I|x+y|| <1-6(e)

olacak sekilde bir §(¢) > 0 varsa, X e diizgiin (uniformly) konveks Banach uzayi adi
verilir (Aksoy 1990; Khamsi 1990).

Ornek 2.2.8.1: R" uzay1 Euclidean normuna gore diizgiin konveks bir Banach uzay1
oldugu halde, ||x|| = YX7-,|x;| normuna gore diizgiin konveks degildir.

Ornek 2.2.8.2: Her Hilbert uzay: diizgiin konveks bir uzaydir. Gergekten H bir Hilbert

uzay1 olmak tizere her x,y € H i¢in paralelkenar kuralindan

lx + 112 = 2(xlI* + llyllI?) = llx = yII?

yazilabilir. x #y olmak iizere x,y € D(0;1) ={x € X:||x|| <1} ve |lx—yl|l > ¢

oldugunu kabul edelim. Boylece

lx + yll? < 4 — &2

olur. Sayet 6(¢) = 1 — /1 — €2 /4 segilirse,

1
Sl +yll < 1-8()

elde edilir. O halde, H diizgiin konveks bir uzaydir.
2.3. Sabit Nokta Teoremleri

Bazi doniisiimlerin sabit noktasi olmadigi halde bazilariin var oldugunu hatta bu sabit
noktalarin sayisinin birden fazla olabilecegi bilinir. O halde “Hangi tiir doniisiimlerin
sabit noktalar1 var ve bu sabit noktalar hangi kosullar altinda tek olur?” sorusu ile
karsilagilir. Bu soruyu daha detayli olarak cevaplamak i¢in asagidaki teorem ve

ornekleri verebiliriz.
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Teorem 2.3.1: [a, b], R de bir kapali aralik ve f:[a, b] = [a, b] siirekli bir doniisiim

olsun. Bu durumda f(c) = c olacak sekilde [a, b] araliginda bir ¢ sayis1 vardir.

Ispat: Her x € [a,b] i¢in, T(x) = x — f(x) olacak sekilde bir T: [a, b] = R déniisiimii
tanimlayalim. Bu durumda, T siirekli bir doniisiimdiir. Eger f(a) = a ise, T(a) < 0 ve
f(b) < b ise, T(b) = 0 olur. Ara deger teoremine gore T(c) = 0 olacagindan, f(c) =

c olacak sekilde bir ¢ € [a, b] vardur.

Teorem 2.3.2 (Banach Daralma ilkesi): (X,d) tam metrik uzay ve T:X — X bir

daraltan doniisiim olsun. Bu durumda T, bir tek sabit noktaya sahiptir.

Ispat: x,, X de keyfi bir nokta ve
X1 = TxO, Xy = Tx1 = szO,. o Xnte1 = Txn = Tn+1x0

olsun. {x,} dizisinin Cauchy dizisi oldugunu, dolayisiyla x € X e yakinsadigini ve x in
Tx = x denkleminin bir tek ¢oziimii oldugunu gosterecegiz. O halde n>1 ve p>1

icin
d(Xp4pr xn) = d(T™Px,, Tx)
< kd(xp4p1,Xn_1) = kd(T™P 1x,, TP 1x,) <.
< k™d(Xpsp-n Xn-n) = k™d(x,, %)
< k™ (d(xpx ) +d(xp-1,%0))
< k™ (kd(xp-1, Xp—z) + (-1, %p—3) + d(p-2.%0))
= k™ (d(xp-2.%0) + (X1, %p—3) + ke (-1, %))

< k™Md(xp-2,%0) + kd(xp_2,%p_3) + k2d(xp_2 %p—3) ]
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< k™(d(xq, x0) + kd(xq, x0) + k2d(xq,x0)+...)

= k"d(xy,x0) (1 + k + k? + k3+...)

= knd(xl' xO) (ﬁ)

bulunur. Yani,

n

k
d(xn+p’ xn) =< 1—k d (x4, %)

elde edilir. 0 < k < 1 oldugundan n — oo i¢in limit alinirsa, d(xn+p,xn) — 0 olur. Bu
da {x,} dizisinin Cauchy dizisi oldugunu gosterir. X tam oldugundan x, —» x € X ve
dolaywsiyla x,,,4 = x dir. T doniistimii siirekli oldugundan dizisel stireklidir. Yani
Tx, - Tx dir. x,,1 = Tx,, denkleminden n — oo i¢in limit alinirsa x = Tx elde edilir.
Simdi bu sabit noktanin tek oldugunu gdésterelim. y, T nin baska bir sabit noktas1 yani

Ty = y olsun. Buna gore,

d(x,y) =d(Tx,Ty) < kd(x,y)

olur. Bu da d(x,y) = 0 olmasin1 gerektirir. Ciinkii,

d(x,y) < kd(x,y) = d(x,y) — kd(x,y) <0

yani
dlx,y)[1—-k] <0

olur. k < 1 oldugundan 1 —k > 0 dir. O halde hem 1 —k > 0 hem de d(x,y) =0
oldugundan d(x,y)[1—k] <0 esitsizliginin saglanmasi1 i¢in d(x,y) = 0 olmasi
gerekir. O halde x = y dir.

Ornek 2.33: X=R, K=[01]cX, T:K—>K ve Tx =§ olsun. x, =§ olarak
segelim. Daraltan dontistimden,

1
X1 = TxO =g,
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2 1
X, =Tx, =T*xy =—
2 1 0 12°

X3 = sz = szl = T3x0 =

Xp =Txp_q =T?xp_p = =T"x,

seklinde bir dizi elde ederiz. n — oo igin limit alinirsa, lim,,_, X, = 0 olur. Dolayisiyla

T doniisiimiiniin sabit noktas1 0 € [0,1] dir. Sabit nokta tanimindan da

X
Tx=xz§=xzx=2xzx=0

oldugu agiktir.

Teorem 2.3.4 (Brouwer Sabit Nokta Teoremi): D, R™ de kapali bir kiire (dolayisiyla
R™ nin bir kompak ve konveks alt kiimesi) olsun. Bu durumda, T:D — D siirekli

doniisiimii en az bir sabit noktaya sahiptir (Khamsi and Kirk 2001).

Brouwer Teoremi herhangi bir Banach uzay1 (sonsuz boyutlu uzay) icin genisletilemez.

Bununla ilgili bir 6rnek asagida verilmistir.

Ornek 2.3.4.1: D, c, Banach uzaymda bir kapahh birim kiire olsun.
x = (xy,%3,...,Xp...) € Di¢in

T:D-> D, T(x)=(1—|x{|,x1,%p,...,%,...)
seklinde tanimlansin. Her x,y € D i¢in

ITCe) =TI = llx = yli

oldugundan T siireklidir. Ancak, Tx = x denkleminin D de bir ¢6ziimii yoktur.
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Teorem 2.3.5 (Schauder Sabit Nokta Teoremi): X bir Banach uzayi, K da X in bos
olmayan kompakt konveks bir alt kiimesi ve T: K — K siirekli bir doniisiim olsun. Bu

durumda T en az bir sabit noktaya sahiptir (Khamsi and Kirk 2001).

Teorem 2.3.6: (X,d) tam metrik uzay, n € N i¢in T" bir daraltan doniisiim olmak
izere T:X — X donilisimii verilsin. Bu durumda T bir tek sabit noktaya sahiptir

(Khamsi and Kirk 2001).

Ispat: Banach sabit nokta teoremi geregince, T™ bir tek x, sabit noktasma sahiptir.

Dolayisiyla,
Tn+1x0 = T(TnxO) = TxO

yazilir. Ayrica Tx,, T™ nin bir sabit noktasidir. T™ nin sabit noktasi tek oldugu igin
Txy = xy olur. Eger Ty = y ise, bu durumda T"y = y olur. Bu ise y = x; olmasm

gerektirir.

Teorem 2.3.7: (X, d) bir kompakt metrik uzay ve T: X — X kesin daraltan bir doniisiim
olsun. Bu durumda T bir tek x, sabit noktasma sahiptir. Ustelik her x € X igin,

lim,,,T"x = xy dir (Khamsi and Kirk 2001).

Teorem 2.3.8: (X,d) bir tam metrik uzay, x, € X ve T:D(x,,1) - X daraltan bir

doniisiim olsun. Eger

d(Txg,x0) < (1 —Kk)r

ise, bu durumda T doniisiimii D (x,, ) diskinde bir tek sabit noktaya sahiptir (Agarwal,

Meehan and O’Regan 2001).

Ispat: d(Tx,,x,) < (1 — k)1, olmak iizere 0 < ry < r sartmi saglayan bir r, sayisi

vardir. Gosterecegiz ki T: D (xq, 1) = D(xq, 1) dir. Eger x € D(x,,1y) ise,

d(Tx,xy) < d(Tx,Txy) + d(Txy, x,)
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S kd(x, XO) + (1 - k)ro S TO

olur. Banach sabit nokta teoreminden dolay1 T nin D(x,,7,) € D(x,,7) da bir tek sabit

noktasi vardur.

Ornek 2.3.8.1: X = [a, b], d(x,y) = |x — y| ve T: X — X bir doniisiim olsun. Eger T,
[a, b] kapali araliginda siirekli, (a, b) agik araliginda tiirevlenebilir bir doniisiim ve her

x € (a,b) igin,
IT'x| <k<1

ise, T nin X de bir tek sabit noktas1 vardir. Gergekten de ortalama deger teoreminden her

x,y € [a, b] i¢in ¢ € (x,y) olmak lizere,
|Tx —Ty| = |T'(c)(x —y)| < k|x —y|

olur. Boylece Banach daralma ilkesi geregi, T nin bir tek sabit noktas1 vardir.

Ornek 2.3.82: X =(02] ve T:X = X, Tx = % doniistimii verilsin. Ayrica X kiimesi

iizerinde alisilmis metrik tanimlansin. Bu durumda,

x y 1 1
d(Tx,Ty) = |§—§ =§Ix—yl = gd(x,y)

oldugundan, T bir daraltan doniisiimdiir. Fakat T nin X de bir sabit noktast yoktur.

Ciinkii sabit noktanin tanimi geregi Tx = x deng =x = 5x = x = x = 0 olur. Burada

x=0¢ (0,2] = X oldugundan T nin X de bir sabit noktas1 yoktur. Bu 6rnekte de
goriildigl gibi tam olmayan metrik uzaylarda tanimlanan daraltan doniisiimlerin sabit

noktasi olmas1 gerekmez.

Ornek 2.3.8.3: X = [1,00) kiimesi iizerinde d(x,y) = |x — y| metrigi ve T:X — X,

Tx =x+ % doniisiimii verilsin. x # y olmak {izere her x,y € X i¢cin

d(Tx,Ty) = |Tx — Ty|
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x3y2—x2—x2y3+y?

nyZ

< lx—yl|x2y?—(x+y)|
- nyZ

|x2y?—(x+y)|

olur. Burada her x,y € X = [1, o) i¢in oy =1 olacagindan

lx — yllx2y? = (x + )|
x2y2

<|x-yl

olur ki bu da d(Tx,Ty) < d(x,y) sartinin saglandigmi gosterir. O halde T bir daraltan
dontistim degildir fakat kesin daraltan bir doniisiimdiir. Dikkat edilirse burada T nin bir

sabit noktas1 yoktur.

Ornek 2.3.8.4: X = [0,1] kiimesi ve bu kiime iizerinde d(x,y) = |x —y| metrigi
verilsin. T:X - X, T(x) = vx + 1 doniisiimii her x,y € X icin d(Tx,Ty) < d(x,y)

sartin1 saglar. Ciinkti

d(T(), T®)) = IT() = TR

=|Vx+1-\y+1]

_ Vx+1i+/y+1
_k¢x+1—Jy+U(ﬁﬁr73)

_ lx — yl
Vx+1+./y+1|

_ lx — yl
Vx+1+./y+1|

1
_wﬁﬂﬁﬁﬂx_ﬂ
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dir. Burada her x,y € R (x = 0 ve y = 0) i¢in

1
<
Vx+1+./y+1|

1

olacagindan

1
|\/x+1+\/y+1||x_

d(T(x), T()) = vl

<|x—-yl=dx,y)

olur ki bu da d(Tx,Ty) < d(x,y) sartmm saglandigini yani T nin genislemeyen
doniisiim oldugunu gosterir. Ayrica her x € X i¢in, T(x) = vVx + 1 # x oldugundan T
nin sabit noktast yoktur. Bu oOrnekte de tam metrik uzay {izerine tanimlanan

genislemeyen bir doniisiimiin bir sabit noktaya sahip olmasi gerekmedigi gosterilmistir.
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3. MATERYAL ve YONTEM

3.1. iterasyon Yontemleri

Bir doniisiimiin sabit noktasini veya noktalarin1 bulurken kullanilan ¢esitli iterasyon
metotlar1 vardir. Bunlardan bazilar1 Picard, Krasnoselskij, Mann, Ishikawa, Noor ve iki

adim Mann iterasyon metotlaridir. Simdi bu iterasyon metotlarindan bazilarini verelim.

3.1.1. Picard iterasyon metodu :(X, | ||) reel normlu uzay ve T: X — X bir doniisiim

olsun. Picard iterasyonu, p, € X olmak tizere
Pn+1 = TnPO'n = 0'1'2' (31)

seklinde tanimlanir (Picard 1980). P(p,, T) ile gosterilen Picard iterasyonu, ardigik

yaklasikliklarm dizisi (sequence of successive approximations) olarak da adlandirilir.

3.1.2 Krasnoselskij iterasyon metodu :(X,|| ||) reel normlu uzay ve T: X — X bir

doniisiim olsun. Krasnoselskij iterasyonu, k, € X ve A € [0,1] i¢in

kner = (1 — Dky + ATky,n = 0,1,2, ... (3.2)

seklinde tanmmlanir (Krasnoselskij 1955). {k,} Krasnoselskij itersayonunu kisaca

K(kg, A, T) ile gosterilir. Ayrica bu iterasyon A = 1 i¢in Picard iterasyonuna indirgenir.

3.1.3 Mann iterasyon metodu : (X, | ||) reel normlu uzay, T: X — X bir doniisiim ve
X € X keyfi bir nokta olmak {izere, Mann iterasyonu

Xne1 = (1 — ap)x, + ayTx,,n =0,1,2, ... (3.3)

seklinde tanmmlanir (Mannl953). Burada her n € Nigin {a,} € [0,1] dir. Mann

iterasyonu kisaca M(x,, a,, T) ile gosterilir. (3.3) esitligi ile verilen Mann
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iterasyonunda «a, = A (sabit) olarak almirsa bu iterasyon, Krasnoselskij iterasyonuna

indirgenir (Berinde 2006).

3.1.4 Ishikawa iterasyon metodu :(X,|| ||) reel normlu uzay, T: X — X bir doniisiim

ve u, € X keyfi bir nokta olmak tizere Ishikawa iterasyonu,

{unﬂ =1 - a)u, + a,Tv, (3.4)

v, = (1 - B u, + B,Tu,,n=0,1,2,..
seklinde tanimlanir (Ishikawa 1974). Burada her n € N i¢in {a,}, {8,} € [0,1] dir.

Ishikawa iterasyonu kisaca 1(ug, a,,, B, T) ile gosterilir. Ayrica (3.4) esitligi ile verilen

iterasyonda f3,, = 0 alinmas1 durumunda bu iterasyonun, Mann iterasyonuna indirgenir.

3.1.5 Noor iterasyon metodu :(X,|| ||) reel normlu uzay, T:X — X bir doniisiim
olsun. uy € X keyfi bir nokta olmak tizere Noor iterasyonu,
Upyr = 1 —a)u, + a,Tv,

v, =1-B u,+ B,Tw, (3.5)
w, =1-y)u,+y,Tu,n=0,1,.2,..

seklinde tanimlanir (Noor 2000). Burada her n € N i¢in (a,,), (8,) ve (v5,) € [0,1] dir.

3.1.6 n-adim iterasyon metodu (multistep iteration) :(X,|| ||) reel normlu uzay,
T:X — X bir doniisiim ve k, € X keyfi bir nokta olmak {izere n-adim iterasyonu, p > 2
i¢cin
-1 -1 -1
th™ = (1 - B2 Dk, + YTk,

ti = (1-pBL)k, + BLTLE, (3.6)
kpii =1 —ak, + a,Tthi=12,....,p—2

seklinde tanimlanir (Rhoades ve Soltuz 2004). Burada her n € Ni¢in {a,} c [0,1] ve
{Bi} < [0,1) dir.
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3.1.7. iki adim Mann iterasyonu :(X,|| ||) reel normlu uzay, T: X — X bir doniisiim

ve xo € X keyfi bir nokta olmak iizere iki adim Mann iterasyonu,

{xn+1 = (1 - an)yn + anTyn, (3 7)

Yo =0 -BDxn+ BpnTxy,n=012,..

seklinde tanimlanir (Thianwan 2008). Hern € Ni¢in {a,}, {,} € [0,1] dir. Ayrica
(3.7) esitligi ile verilen iterasyonda, S, = 0 alimmasit durumunda iki adim Mann

iterasyonu Mann iterasyonuna indirgenir.

Yukarida verilen iterasyon metotlarinin, her zaman doniistimlerin sabit noktalarina

yakinsamasi garanti edilemez. Bu durumla ilgili bir 6rnek asagida verilmistir.

Ornek 3.1.8: Alisilmis normla birlikte, K = E,Z] cR ve T:K—>K, Tx ==

X

doniisiimii verilsin. Bu durumda,
1) T bir tek sabit noktaya sahiptir ve Fr = {1} dir.
2) (3.1) ile verilen Picard iterasyonu x, # 1 i¢in 1’e yakinsamaz.
3) 0 < r < 1 olmak tiizere,
0<A<2(1-1r)/(17 = 2r)

sartini saglayan her A i¢in Krasnoselskij iterasyonu T nin sabit noktasina yakinsar.
3.2. Baz1 Doniisiimler icin Yakinsama Hizlan

(X,d) bir metrik uzay ve {x,}, X de bir dizi olsun. {x,} sabit nokta iterasyonu,
T: X — X operatoriiniin x* sabit noktasina yakimsasm. Yani, n — o i¢in x,, = x* olsun.

Bu durumda, her € > 0 ve n = n; i¢in
d(x,,x*) <e¢ (3.8)
olacak sekilde pozitif bir n, sayis1 vardir. Eger n, sayisi, x, baslangi¢ noktasina, &-

sayisina ve T operatdriine bagh ise (3.8) esitsizligi, iterasyon yontemi i¢in bir durma

kriteri olarak kullanilir.



25

Verilen herhangi bir T operatorii icin uygulanan iterasyon metodunda kag¢inci adimda

durulmasi gerektigi ile ilgili asagida bir bagmt1 verilmistir.

Eger T, X tam metrik uzaymda k-daraltan bir operatdr ise hem 6nceki hem de sonraki

hata degerleri

d(x,,x*) < %d(xo,xl),n =0,12,.. (3.9)

k
d(x,,x*) < md(xn, Xn+1),n =0,1,2,...

seklindedir. Burada p, baslangi¢ noktasi olmak tizere, {p,,} Picard iterasyonu ve x* da T

nin tek sabit noktasidir. 0 < k < 1 oldugundan, (3.9) dan eger d(p,, p;) # 0 ise

n

d(pn,x") < 77 Ao, p1) <&
olup
(1-k)e ((1 — k)e)
k™d(po, <(A-ke= k"< ——= = n<logy| —7——=
(Po. 1) d(po, 1) 8k d(po, 1)
elde edilir. Eger
(1-k)e

ny = logy——<
° “ d(po, P1)
segilirse n > n, icin, p, baslangi¢ noktasi ile baslanildiginda n, adimda, {p,,} Picard

iterasyonu ¢ dan daha az bir hata ile x* a yaklasr.

Tamm 3.2.1: {a,,} ve {b,,}, sirasiyla a ve b ye yakinsayan pozitif sayilarin iki dizisi ve

|an_a|
= lim ————
b= lim o =5l

olsun.

1)l = 0 ise {a,} nin a ya yakmsamasi, {b,} nin b ye yakisamasmdan daha hizlidir.
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2)0 <l < wise, {a,} ve {b,} dizileri ayn1 yakinsaklik oranina sahiptir.
3) | = oo ise, {b,} dizisi {a,} dizisinden daha hizl1 yakinsar.

Yukaridaki tanimda verilen yakinsama orani kavrami, iki dizinin yakisama hizlarini
karsilastrmada yardimci olur. {x,} ve {y,} sabit nokta iterasyonlarmm ayni x*

noktasma yakinsadigini kabul edelim. Bu takdirde 6nceki hata degerleri
d(x,,x*) <a,n=012,..
d(y,x*) < b,,n=0,12,..

seklinde olur. Burada {a,} ve {b,} sifira yakinsayan pozitif reel say1 dizileridir.

Tamm 3.2.2: Eger {a,} dizisi {b,} dizisinden daha hizli yakinsarsa, bu durumda {x,,}
sabit nokta iterasyonu, x* a {y,} sabit nokta iterasyonundan daha hizli yakinsar ya da
{x,.} sabit nokta iterasyonu {y, } sabit nokta iterasyonundan daha iyidir denir.

Rhoades, her n € Nigin d(x,,x*) < d(y,,x*) ise, {x,,} sabit nokta iterasyonunun {y,}

sabit nokta iterasyonundan daha iyi oldugunu ispatlamistir.

Teorem 3.2.3: (X,d) kompakt bir metrik uzay ve T:X — X kesin daraltan operator
olsun. Bu takdirde T kesin Picard operatordiir yani P(p,, T) Picard iterasyonu T nin

sabit noktasina yakinsar.

Ispat: {p,} Picard iterasyonu, p, € X ve n > 0 igin p,, = T™p, olsun. (X, d) kompakt
oldugundan, {p,} dizisinin x* € X e yakinsayan {pnk} alt dizisi vardir. T kesin daraltan

oldugundan siirekli bir doniisimdiir ve {d(p,,pn+1)} dizisi kesin azalan olup pozitif

terimlidir. Dolayisiyla bu dizi yakinsaktir. Metrik fonksiyonunun stirekliliginden,

Tlli_r){)lod(pnk, Tpnk) =d(x* Tx")

yazilir. Buradan

d(x," Tx") = lim d(pn, pnss) = lim d(pris, Psa) = d(Tx7, T7x7)
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elde edilir. Sayet x* # Tx™ oldugu kabul edilirse, T nin kesin daraltan olusundan

d(x*,Tx*) = d(Tx*,T(Tx*)) < d(x*,Tx*)

olur. Bu bir geligkidir. O halde x* = Tx* dir. Yani F; = {x*} dir. Bu ise, her py € X
icin Picard iterasyonunun X de yakinsak oldugunu ve limitinin de T nin tek sabit noktas1

oldugunu gostertir.

Sonu¢ 3.2.3.1: (X, d) tam metrik uzay ve T: X = X kesin daraltan operator olsun. Eger
{T™p,} Picard iterasyonunun yakinsak bir alt diziye sahip olacak sekilde p, € X varsa,
bu durumda F; = {x*} dir ve x*, bu alt dizinin limitidir (Berinde 2004).

Teorem 3.2.4: (X,d) tam metrik uzay ve T: X — X doniisim olsun. Eger her x,y € X
igin
d(Tx,Ty) < ald(x,Tx) + d(y,Ty)] (3.10)

olacak sekilde a € [O, %) varsa T, Picard operatoriidiir yani P(p,, T) Picard iterasyonu T

nin sabit noktasina yakinsar.

Ispat: T, (3.10) esitsizligini saglamasi durumunda cardF; < 1 oldugu bilinir. p, € X

ve p, = T"p, Picard iterasyonu olsun. Bu durumda (3.10) esitsizliginden
d(pn' pn+1) = d(Tpn—lr Tpn) < a[d(pn—l' pn) + d(pn' pn+1)]
elde edilir. Buradan

d(pn' pn+1) < ﬁd(pn—lf pn)'n = 1'2"'" (311)

yazilir. a € [O, %) icin, 0 < ﬁ < 1 oldugundan {p,} nin Cauchy dizisi oldugu ve

boylece yakinsak oldugu sonucu ¢ikarilir. {p,,} nin limiti x* € X olsun. Bu taktirde

d(x*,Tx*) <d(x*p,) +dp,, Tx*) <d(x*p,) + ald(x*,pp_q) + d(x*, Tx*)]
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yazilir. Buradan

d(x* Tx*) < id(x*,pn) + aad(pn_l,pn),n =0,1,2,...

1—

ve (3.11) esitsizligi ile birlikte

* * 1 * a n
d(x rTx ) < ;d(x ;pn) + (E) d(p0r pl)rn = Orlrzp--

elde edilir. (3.12) esitsizliginde n — oo i¢in limit alinirsa,
d(x*,Tx*) =0 x*=Tx"*

olur. Yani F; = {x*} dir. Dolayisiyla her bir p, € X igin p,, = x* olur.

Ornek 3.2.4.1: T: R — R doniisiimii

0,x<1

T(x) = {
) \/Z,X >1
olarak tanimlansin. Bu takirde

1) T siirekli degildir,

(3.12)

i) T, (3.10) esitsizligini saglar. Bu nedenle 3.2.4. Teoreminden T bir Picard

dontisiimiidiir.

i11) T genislemeyen degildir.

Sonu¢ 3.2.5: Yukaridaki teoremin sartlar1 saglanmis olsun. Bu durumda Picard

iterasyonun hata tahminleri,

n

d(pp,x*) < d(pe,p1),n=0,12,.

l1—«a

d(pan*) S ﬁd(pnr pn—l)rn = 0,1,2, -
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seklindedir. Burada a = ﬁ dir. Eger T, k-daraltan (veya kesin daraltan ya da (3.10)

esitsizligini  sagliyorsa) ise Fp = {x*} dir. Kesin daraltan operatorler smifi,
genislemeyen operatorlerin smifinin icinde yer alir. Genislemeyen operatorlerin

genellestirilmesi, en az bir sabit nokta olan quasi-genislemeyen operatorlerdir.

Tamm 3.2.6 (Quasi genislemeyen operator): X tam metrik uzay ve T: X — X bir
dontistim olsun. x* bir sabit nokta olmak {izere her x € X icin

d(Tx,x*) < d(x,x*)
oluyorsa, T ye quasi genislemeyen operator denir.

Quasi genislemeyen doniisiim smifin1 igeren bir operator smifi 1972 de Zamfirescu
tarafindan verilmistir. Zamfirescu’nun teoremi Banach, Kanan ve Chatterjea sabit nokta

teoremlerinin genellestirilmis seklidir.

Tanmm 3.2.7 (Zamfirescu operator): T: X — X bir doniisiim olsun. Eger her x € X i¢in
agsagidaki (z;) — (z3) sartlarindan en az biri dogru olacak sekildle 0 < a <1 ve
0 < B,y <0,5 sartlarm1 saglayan a,B ve y reel sayilar1 varsa, T ye Zamfirescu

operator denir.
(Zl) d(Txr TY) S (Zd(x, 3’);
(z) d(Tx, Ty) < Bld(x, Tx) + d(y, Ty)];

(z3) d(Tx,Ty) < yld(x,Ty) + d(y, Tx)].

Teorem 3.2.8 (Zamfirescu): (X,d) bir tam metrik uzay ve T: X — X de Zamfirescu
operatorii olsun. Bu durumda T doniisiimiiniin sabit noktast vardir ve bu sabit nokta

tektir.

Ispat: § = max{ a ,% ,ﬁ} olarak alinirsa § < 1 oldugu aciktir. Simdi herhangi bir

Xo € X iginx = T"(x,) ve y =T"™1(x,) alalm ve kabul eldim ki x # y dir. Aksi

halde x, T nin bir sabit noktas1 olur. Eger (z;) sart1 saglanirsa,
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d(T"“( x0), T 2( xo)) < 5d(T"( %), T™1( xo))
yazilir. (z,) sart1 saglanirsa,

(TnH( Xo), T2 ( xo)) < ﬂ{d(T”( Xo), T™( xo)) + d(TnH( Xo), T2 ( xo))}
olur. Bu ifade

AT (), T7¥2(x0)) £ 7o (T (), T ()

B
< 6d(T™(x0), T™*(x0))
esitsizligini gerektirir. Benzer sekilde (z3) sartmin saglanmasi halinde

d(TnH( Xo), T2 ( xo)) < ]/d(T"( Xo), T2( xo))
< ]/d(T"( Xo), T™( xo)) + Vd(TnH( Xo), T2 ( xo))
veya
d(TnH( x0), T™%( xo)) < 5d(Tn( x0), T™*1( xo))

dir. Bu ifade {T™( x,)} dizisinin, bir Cauchy dizisi oldugunu ve dolayisiyla bir x €

X noktasina yakinsadigini gosterir.

Simdi x noktasinin T doniisiimiiniin bir sabit noktas1 oldugunu gosterelim. Bunun i¢in
T(z) # z olsun. D = {x €X:d(x,z) < id(z,T(z))} yuvarint gozoniine alalim.

Burada her x € D i¢in d(x,T(z)) = %d(z, T(z)) olduguna dikkat edelim. Buradan her

n = ngy igin T™(x,) € D olacak sekilde bir ng sayist vardr. Simdi x = T™ (x,) ve

y = z alarak asagidaki ii¢ durumdan birini elde ederiz.

1. d(T”O“( xo),T(z)) < ad(T™(xg),2)

ifadesi bizi
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ad(T™(xy),z) < d(T™(x),2z) < %d(z,T(z)) < d(T”O“( xo),T(z))
celiskisine gotiiriir.
2. d(T™0*1(x0),T(2)) < Bld(T(x0), T™*1(x)) + d(z, T(2))]
ifadesi de yine asagidaki ifadeyle bir geliski olusturur.
Bld(T™(x0), T+ (x0)) + d(z, T(2))]

< %[d(T”O( Xo),Z) + d(z, T™o+1( xo)) + d(z, T(z))]

<

S w

d(z,T(2)) < d(T™*1(x,),T(2))

3. d(T”0+1( xo),T(z)) < y[d(T”O( xo),T(z)) + d(T™+1( xo),z)] Ifadesi de

y[d(T™0(x0), T(2)) + d(T™** (x,), 2)]

<

N =

[d(T™(x0),2) + d(T™*1(x,),2) + d(2,T(2))]

d(z,T(2)) < d(T™*1(x,),T(2))

S w

<

ile celisir. Boylece T(z) =z oldugu goriilir. Simdi z noktasmm tek oldugunu
gosterelim. Sayet z' € X, bir bagka sabit nokta yani T(z') = z' ise bu durumda =z’

ve z noktalar1 i¢in hipotezdeki
d(T(2),T(z")) =d(z z'),
d(T(2),T(2)) >d(z,T(2)+d(z,T(z")),
d(T(2),7(29) = ;[d(z,7(2)) +d(2,T(2))]

sartlarmdan higbiri saglanmaz. Dolayisiyla z = z' diir.
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Teorem 3.2.9: (X,d) tam metrik uzay, T:X — X bir doniisim olsun. a,f ve y,
0<a<1, 0<pB,y<0,5 sartlarin1 saglayan reel sayilar olsun. Her x,y € X i¢in
(z,) — (z3) sartlardan en az biri dogru ise T Picard Operatoriidiir yani P(p,, T) Picard

iterasyonu T nin sabit noktasina kuvvetli yakinsar.
Ispat: x,y € X olsun. (z;) — (z3) den en az biri dogru olsun. Sayet (z,) dogru ise, bu
durumda
d(Tx,Ty) < Bld(x,Tx) +d(y, Ty)]
< B{d(x,Tx) + [d(y,x) + d(x,Tx) + d(Tx,Ty)]}

olur. Bu ifadeden,
(1-p)d(Tx,Ty) < 2pd(x,Tx) + pd(x,y)

olup

d(Tx, Ty) <

d(x,Tx) +

d(x,y)

2B B
1-p) 1-p)

elde edilir. Eger (z3) dogru ise, benzer sekilde

2y y
< — _
d(Tx,Ty) < T yd(x, Tx) + T Vd(x, y)

elde edilir.

0 =max{a,%,%} (3.13)

alimirsa, 0 < § < 1 olur. Bu durumda her x,y € X igin,

d(Tx,Ty) < 26d(x,Tx) + 5d(x,y) (3.14)

esitsizligi saglanir. Benzer sekilde her x, y € X i¢in,

d(Tx,Ty) < 26d(x,Ty) + 6d(x,y) (3.15)
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yazilabilir. (3.14) den cardF; < 1 oldugu goriiliir. Simdi, T nin tek bir sabit noktaya

sahip oldugunu gosterelim. p, herhangi bir nokta ve {p,},

Pn =T"po,n=0,1,2,...

seklinde tanimlanan Picard iterasyonu olsun. Eger (3.15) de x: = p,,, y: = p,,_1 alinirsa

d(pn+1' pn) < 5d(pnr pn—l)

olur. Buradan {p,,} nin bir Cauchy dizisi ve bu ylizden yakimsak oldugu sonucu ¢ikarilir.

x* € X, bu dizinin limiti olsun. O halde

ylli_l;god(pn+1' pn) =0

dir. (3.14) ve liggen esitsizliginden
dx*,Tx*) < d(x7, pn+1) + d(Tpn' Tx")

< d(x*,pps1) + 6d(x*, p,) + 26d(p,,, Tp,)

elde edilir. Buradan n — co limit almirsa,

d(Pn, Trn) = d(Pp, Pns1) = 0
olup,
dx*,Tx*) =0 x*=Tx"*
elde edilir. Boylece her p, € X ve n — oo i¢in p,, = x* ve Fy = {x*} dir.
Teorem 3.2.10: E keyfi bir Banach uzayi, K da E nin kapali konveks bir alt kiimesi ve

T:K — K, Zamfirescu operatorii olsun. k, € K ve A € [0,1] olmak {izere K(ky,A,T)

Krasnoselskij iterasyonu T nin sabit noktasina kuvvetli yakinsar.

Ispat:Teorem 3.2.8 den T nin K da bir tek sabit noktas1 oldugu gosterildi. Bu sabit
nokta x* olsun. &, (3.13) deki gibi olmak {izere her x,y € K i¢in

ITx — Tyl < 8llx — vyl + 268]|lx — Tx|| (3.16)
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olur. ky € K olmak tizere, {k,} Krasnoselskij iterasyonu olsun. Bu taktirde
lkner — 27l = 111 = Dk, + ATk, — (1 — 2+ Dx”|
=11 =D ky —x7) + ATk, — x7)|
< (@ = Dllkn, — x| + ATk — x7|l
yazilir. (3.16) da x: = x* ve y: = k,, alinirsa

ITkn — x|l < Sllky, — x|

elde edilir. (3.17) ve (3.18) den
lknsr —x7ll < (1= (1 =8 Dllk,, — x|, n = 0,1,2...
yazilir. Buradan
lkper — 2"l < (1= (1= D™ Ik — x|
elde edilir. 0 < § < 1 ve 1 € [0,1] oldugundan, n — oo i¢in limit alinirsa,

Aa-a-sHn"t-o0

olur. Dolayisiyla

lim[[kyeq —x*[[ =0
n—oo

(3.17)

(3.18)

dir. Yani {k,} Krasnoselskij iterasyonu T doniisiimiiniin x* sabit noktasma kuvvetli

yakinsar.

Teorem 3.2.11: E keyfi bir Banach uzayi, K da E nin kapali konveks bir alt kiimesi ve

T:K - K Zamfirescu operatorii olsun. x, € K olmak flizere M(xy, a,,T) Mann

iterasyonu T nin sabit noktasina kuvvetli yakinsar.

Ispat: Teorem 3.2.8 den T nin K da bir tek sabit noktasi oldugu gosterildi. Bu sabit

nokta x* olsun. &, (3.13) deki gibi olmak {izere her x,y € K i¢in

ITx — Tyl < 6llx — yll + 26 |lx — Tx||

(3.19)
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olur. Herhangi bir x, € K i¢in, {x,,} Mann iterasyonu olsun. Bu durumda

lxper — x| =111 — @)%y + @y Tx,, — (1 — a,, + ) x|

=|(1 — ap) O, —x7) + @ (Tx, — x|
< (1 - an)”xn - X*” + an”Txn - X*”
dir. (3.19) esitsizliginde x: = x* ve y: = x,, alinirsa,

ITxn — x*I| < 6llxn — x|l

elde edilir. (3.20) den

lxpe: — x| <[1—-(1=8a,lllx, —x*|,n=0,1,2,..

bulunur. Buradan

x40 — 271 < Tlg=oll — (1 = O] . llx — x|, = 0,1,2,...

olur. 0 < § < 1, @y € [0,1] ve X7°_y @, = o0 oldugundan,

n
lim Hu —(1=8ag] =0
" O0k=1

dir. Dolayisiyla (3.21) den

lim [lxpq — x|l =0
n—oo

oldugu sonucu ¢ikarilir. Yani {x,}, x* a kuvvetli yakinsar.

(3.20)

(3.21)

Teorem 3.2.12: E keyfi bir Banach uzayi, K da E nin kapali konveks bir alt kiimesi ve

T:K — K Zamfirescu operatorii olsun. u, € K olmak tizere 1(uy, a,, B, T) Ishikawa

iterasyonu T nin sabit noktasina kuvvetli yakinsar.

Ispat: x* T nin K da bir tek sabit noktasi olsun. &§, (3.13) deki gibi olmak iizere her

x,y € K i¢cin

ITx — Tyl < 6llx — yll + 26|lx — Tx||

(3.22)
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olur. uy € K olmak tizere {u,}, (3.4) ile tanimlanan Ishikawa iterasyonu olsun. Bu

taktirde
”un+1 - X*” = ”(1 - an)un + anTvn - (1 —a, + an)X*” (323)

= ”(1 - an)(un - X*) + an(Tvn - X*)”

< (1 - an)”un - X*” + an”Tvn - X*”

yazilir. (3.22) da x: = x* ve y: = v,, alinirsa,
ITv, — x| < éllv, — x7|
elde edilir. Ayrica;

v — 21l = (1 = Bwuy + BuTu, — (1 = B+ B)x||
=11 - Bn)(uy — x7) + Bn(Tu, — x|
<A -Blluy — x|l + BullTu, — x7|

yazilir. (3.22) ifadesinde x: = x* ve y: = u,, alirsa,

ITu, — x*|| < 8llu, — x°| (3.24)
elde edilir. (3.23) ve (3.24) ifadelerinden,
luper —x"ll < [1 - (1 - 8a,, (1 - 6B)]llu, — x°l
yazilir. Ayrica
(1-A-®a,(1-86,)) <1 - (1-8)ay)
esitsizliginden
lupr — 2" < [1 - (1 - 8)?ay]llu, —x*[,n=0,1,2,..

yazilir. Buradan

n
ltnsr =2l < [ [11 = (0 = 02 llup = 71
k=1
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elde edilir. 0 < 8§ < 1, ap, Bn € [0,1] ve Y-y @, = o dan

n
lim | |[1-(1-6)%a,]=0
" k=1

olur. Dolayisiyla

lim [[uy4q —x*[[ =0
n—oco

dir. Yani Ishikawa iterasyonu, T doniisiimiiniin x* sabit noktasmna kuvvetli yakinsar.
Asagidaki teorem ile Zamfirescu operatdr sinifinda iki adim Mann iterasyonunun tek

sabit noktaya kuvvetli yakisaklig1 ilk defa ispat edilmistir.

Teorem 3.2.13: E keyfi bir Banach uzayi, K da E nin kapali konveks bir alt kiimesi ve
T:K — K Zamfirescu operatorii olsun. xy, € K olmak tizere (3.7) ile tanimlanan iki adim

Mann iterasyonu T nin sabit noktasina kuvvetli yakinsar.

Ispat: Her x,y € K icin 8, (3.13) deki gibi segilsin. Keyfi bir Banach uzayimnda verilen
Zamfirescu operatorlerinin sinifi i¢in iki adim Mann iterasyonunun sabit noktaya
kuvvetli yakinsadigini gosterecegiz: {x,}, (3.7) ile verilen iki adim Mann iterasyonu,

Xo € K ve x* € F(T) olsun. Bu durumda
||xn+1 - X*” = ”(1 - an)yn + anTy - [(1 - an) + an]X*” (325)
< (1= a)llyn — x*|l + ap Ty, — x|

dir. (3.22) de x: = x* ve y: = y, alinirsa

ITyn — x|l < Slly, — x71l, (3.26)

olur.Diger yandan

”yn - X*” = ”(1 - .Bn)xn + .BnTxn - (1 - .Bn + .Bn)X*”

< (1_.Bn)||xn_X*|| +.Bn”Txn_X*” (327)
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olur.Yine

(3.22) de x: = x*ve y: = x,, alinirsa,

ITxn — x*1| < 8llxy — x|l

elde edilir. (3.28), (3.27) de yerine yazilirsa,

lyn —x*Il < (1 = B)llxxp, — x| + BrllTx, — x|l

< (1= Bllxn, — x*1I + 8Bnllxn — x"l

<@ = Bn+8B)llxn, — x|

= (1= 8,1 = 8)llx, — x|

olur. (3.26), (3.25) de kullanilirsa,
41 — %71 = 11 — @)y + @n Ty — [(1 — an) + ap]x”||

< (A= a)dllyn =71+ anllTy, — x7l

< (1= a)llyn = x"1 + anblly, — x|l

< (1= a)llyn = x"1 + anblly, — xl

<A —ay+ andlly, — x”ll

< (1= a,(1=8))(1 =B (1= &)llxp — 27
< (1-a,(1=8)lly, — x|l

elde edilir. Yani

lxper — x| <[1—-(1=8)a,lllx, — x*|,n=0,1,2....

dir. Buradan

n

xnss — %71l < 1_[(1 — (1= ) lIxo - x'ln = 0,1,2,..

k=1

(3.28)
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elde edilir.
§<1, ay,Br€(01) ve Xr_pa, =

oldugundan

n
lim| |1-(1-8a) =0,
" k=0

olur. O halde

lim ||x,,; —x*|| =0,
n—-oo

yazilir. Yani {x,} dizisi x* sabit noktasina kuvvetli yakinsar.
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4. ARASTIRMA BULGULARI

4.1. Zamfirescu operatorlerinin sinifinda iterasyon yontemlerinin karsilastirilmasi

Bir Onceki bolimde, Zamfirescu operatorlerinin smifinda Picard iterasyonu,
Krasnoselskij iterasyonu, Mann iterasyonu, Ishikawa ve iki adim Mann iterasyonu gibi
onemli sabit nokta iterasyon metotlarinin, boyle bir operatdriin tek sabit noktasina
yakinsadig1 gosterildi. Boyle durumlarda hangi metodun sabit noktaya daha hizli

yakinsadigini bilmek 6nemlidir.

Bu sebeple, bu kisimda Picard, Krasnoselskij, Mann, Ishikawa, iki adim Mann iterasyon
metotlarinin yakinsama hizlari mukayese edilecektir. Asagidaki ornek {a,}, {B.}

dizilerinin se¢iminin, iterasyon hizlarmi etkiledigini gostermektedir.

Ornek 4.1.1: T: [0,1] = [0,1], Tx = %x doniistimiinii alalim. {a,,}, {8, } dizilerini

* n>16

(Zn=ﬁn=0,n=1,2,3,...,15Ve(Zn=ﬁn=\/_ﬁ’n >

olarak secelim. Burada T Zamfirescu operatorii olup x* = 0, T nin tek sabit noktasidir.
Biz bu ornekte Ishikawa iterasyonunun Mann iterasyonundan daha hizli1 yakinsadigmi
gosterecegiz. n = 1,2,3,...,16 i¢cin x,, = y, = x, alalim. Bu halde x, # 0 olmak iizere

Mann iterasyonu

Xny1 = (1 — an)xn + a,Txy
(1 4) 4 41
=|1-—=)x, +—=5x
v/ ot m2T"
(-5
= —— X
\/T_l n
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olur. Ishikawa iterasyonu ise

un+1 = (1 — ap)up + @, T((1 — Bpup + BrTuy)

= (1 —\/ir_l)un +\/ir_1%((1 —\/ir_l)un +\/ir_1%vn>

seklinde yazilir.O halde

2 4
n — — — —
Upsp — 0 _ f=16 (1 Vi i)xo

—ol| 2
Xnt1 ?=16 (1 - ﬁ) Xo
n 4
T
- i _2,
i=16 1- /\/I
n

dir. Bu durumda

. r 4
0 < lim (1 - )
n—-oo 1 1 —
i=16 -2V
n
. ~— 4
< lim (1 — —,)
n-o | 1 i
i=16
n
. ~— 1
< lim (1 — —,)
n-o | 1 i
i=16
. (15 16 17 n-— 1)
= lm — 0 — — e e
n-o\16 17 18 n
15
= lim—=0

n-o N
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elde edilir. O halde

dir. Dolayistyla bu da bize Ishikawa iterasyonunun T nin sabit noktasina, Mann

iterasyonundan daha hizli yakinsadigini gosterir.

Teorem 4.1.1: E diizglin konveks Banach uzayi, K da E nin kapali konveks bir alt
kiimesi ve T: K — K, (z;) — (z3) sartlarin1 saglayan Zamfirescu operatdr olsun. py € K
olmak iizere (3.1) ile tanimlanan Picard iterasyonu ile (3.3) ile tanimlanan Mann

iterasyonu verilsin. {a,, }y=, dizisi,

1) a, = 13
mo<ea,<1,
iil) Yoo @n (1 —a@y) = .

sartlarin1 saglasm. Bu durumda Picard iterasyonu, Mann iterasyonundan daha hizli

yakinsar (Berinde2004).

Ispat: T zamfirescu operatériiniin bir tek sabit noktaya sahip oldugunu,Picard ve Mann
itersayonlarinin bu sabit noktaya yakmnsadigim1i Teorem 3.2.8 ve 3.2.10 dan

biliyoruz.(3.19) esitsizliginde y = p,,, x = x* alinirsa,

Ipns1 — 71l < Sllpn — x|
olarak bulunur. indirgeme yontemi kullanilarak,

lppts —x* Il < 8™lpy —x*I, n=0

yazilir. Simdi x, € K ve {x,} ile tanimlanan Mann iterasyonu olsun. O zaman (3.3) ile

verilen Mann iterasyonunu kullanarak

lxpsr — 27Nl = 11 = a)xn + @ Txy, — [(1 — @) + ap]x*||
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ifadesini elde ederiz. (3.19) day = x,, ve x = x™ aliirsa,
ITxn, — x*| < Sllxn — x"Il + 261lx, — x|l = 381lx, — x7 |l
bulunur. Buradan,
IxXp41 — "Il < [1 — an +38. aplllx, — x|

yazilir. Bu sekilde devam edilirse,

n
e =2l < [ (1= i + 38 alll = xlln = 0,1.2,..
k=1

olarak bulunur. {p,,} ve {x,,} i karsilastirmak i¢in 6™ ve

n
1_[[1 — Uy + 36. (Zk]
k=1

ifadelerini karsilastirmaliyiz. Ilk olarak her § > 0, [1 — a; +38.a,] > 0 ve {a; ),

icin (ii) sartinin saglandigina dikkat edelim. Eger § € [O, %) alinirsa,
[1 — Uy + 35.(Zk] >1
1 1). .
olur. § € [E'E) icin,
[1 — g + 35.(Zk] >1

elde edilir. Boylece 6 € |2, 1) igin,

571
0< i < limé" =0
- n1—>n;> Hﬁzl[l — g + 35.(Zk] 711_{2’

olur. Dolayisiyla, Picard iterasyonu Mann iterasyonundan daha hizli yakinsar. Eger
b€ [O, %) alinirsa, herhangi bir {a,,} < [0,1] i¢in
1< 1-26
Me=TS357 a5 +1

elde edilir. Bu esitsizlikten,
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<1-6
1-— ay + 35(Zk
yazilir. Boylece
57’1
<@-o"

ﬁ:l[l - ak + 350(k] ( )

ve
57’1
lim =0

n-oo Hﬁzl[l —a, + 38 ay]

olarak bulunur. Yani § € [O, %) icin Picard iterasyonu, Mann iterasyonundan daha hizli
yakinsar. Yukaridaki teoremde gecen {a,,} dizisi i¢in
(iv)  Xnmo@n =

sartim dikkate alalim. (i) ve (ii) sartmi saglayan bir {a,,} dizisi

0<a,(1—-a, <a,

oldugundan, (iv) sartmni saglar. (iv) sart1 (iii) den daha zayiftir. Dolayisiyla yukaridaki

teorem (iv) sart1 ile de gecerlidir.

Teorem 4.1.2: T: K — K bir Zamfirescu operator olsun. py € K i¢in (3.1) ile verilen
Picard iterasyonu ve k, € K ve A € (0,1) i¢in (3.2) ile verilen Krasnoselskij iterasyonu
olsun. Bu taktirde Picard iterasyonu, T nin sabit noktasmna Krasnoselskij iterasyonundan

daha hizli yakimsar (Berinde 2004).

Ispat: 3.2.8. ve 3.2.10. Teoremlerinden T operatoriiniin tek sabit noktaya sahip oldugu,
Picard ve Krasnoselskij iterasyonlarinin bu sabit noktaya yakinsadigi biliniyor. Bu sabit
noktaya x* olsun.d, (3.13) deki gibi her x,y € K igin T operatorii (3.19) daki esitsizligi
saglamak tizere p, € K ve (3.1) ile tanimlanan Picard iterasyonunu alalim. (3.19) da

y:= p, ve x: = x*alinirsa,

IPn+1 — x"I < 6llpn — 7|l
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yazilir. Buradan

lpnir —x* Il < 8™lpy —x*|l,n=0 (4.1)

elde edilir. ky € K olmak tizere {k,}, Krasnoselskij iterasyonu olsun. Bu durumda

lkper — 2"l < 11 = Dk + ATk — (1 = 2+ Dx”||
=11 = Dkp —x7) + ATky, — x|
< (A= Dllky —x7ll + ATk, — x| (4.2)

yazilir. (3.19) da x: = x* ve y: = k,, alinirsa,

Tk, — x|l < Sllky, — x| (4.3)

elde edilir. (4.2) ve (4.3) esitsizliklerden,

lknsr —x" < (1 = Dllky — x|l + A8k, — x7 |l
<1 -0 -8)Dlk, — x|
yazilir. § € [0,1) ve 1 € [0,1] oldugundan, 6, = (1 — (1 — §)A) < 1 olur. Buradan
lkper — 2"l < (1= (1 = D™ Ik — x|
< llko — x~l (4.4)

elde edilir. Boylece {p,} ve {k,} dizilerini karsilastirmak i¢in (4.1) ve (4.4) den

an . -
a, = 6" veb, =1alinrsac, = b—" i¢in
n

Cn+1
C?’l

=6<1

olur. Bu ise Y- ¢, yakimsak oldugunu gosterir. O halde

. . a
limc, = lim = =10
n-oo n-oo bp

bulunur. Dolayisiyla Picard iterasyonu T doniistimiiniin sabit noktasina Krasnoseslkij

iterasyonundan daha hizli yakinsar.
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Teorem 4.1.3: E keyfi bir Banach uzayi, K da E nin kapali konveks bir alt kiimesi ve
T:K — K bir Zamfirescu operator olsun. p, € K i¢in (3.1) ile verilen Picard iterasyonu
ve ug € K icin (3.4) ile verilen Ishikawa iterasyonu verilsin. Bu taktirde Picard
iterasyonu T nin sabit noktasina, Ishikawa iterasyonundan daha hizli yakinsar (Babu

and Vara Prasad 2006).

Ispat: 3.2.9. ve 3.2.12. Teoremlerinden, Picard iterasyonun ve Ishikawa iterasyonun T
nin bir tek sabit noktasina yakinsadigini biliyoruz. Bu sabit nokta x* olsun. &, (3.13)
deki gibi olmak {izere her x ,y € K i¢in T doniisimii (3.19) daki esitsizligi saglamak

iizere (3.19) da y: = p,, ve x: = x* alinirsa,

IPn+1 — x*I < 6llpn — 7|l

yazilir. Indirgeme yontemiyle,

lpnir —x* Il < 8™lpy —x*|l,n=0 (4.5)

elde edilir. uy, € K olmak tizere {u,} dizisi (3.4) ile tanimlanan Ishikawa iterasyonu

olsun.

luper — x| = 1(1 — ap)u, + apTu, — (1 — a, + a)x*||
= ”(1 - an)(un - X*) + an(Tvn - X*)”
< (1 - an)”un - X*” + an”Tvn - X*” (46)

yazilir. (3.19) da x:= x* ve y: = v, alinirsa,

ITv, —x*|| < 68llv, — x*| 4.7)

elde edilir. Ayrica

”vn - X*” = ”(1 - .Bn)un + .BnTun - (1 - .Bn + .Bn)X*”
=11 = B (up — x7) + Bu(Tup, — x|

< (1 - .Bn)”un - X*” + .Bn”Tun - X*” (48)
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yazilir. (3.19) da x: = x* ve y: = u,, alinirsa,

ITu, — x*|| < Sllu, — x| (4.9)
elde edilir. (4.6) ve (4.9) ifadelerinden,
lupsr —x7Il < (X — ap)lluy — x7I + Say llv, — x|
< (A = allun = x7ll + San[(1 = B llun — x"I| + BallTupn — 7]
< A —a)llug — x|l + 8an [(1 = B)llun — x*I + 8By lluy — x7|]
= ((1 = ap) + 8an (1 = Bo) + 8B, lluy — x°
=[1-(1-8an(1—6B)uy —x"l

yazilir. Ayrica
(1-(1-8a,(1-8B)) <1~ (1-8)ay)

esitsizliginden,

luper —x* Il < [1— A= 8)2a,]llu, —x*||,n=0,12,,.. (4.10)

yazilir. Tekrar indirgeme yontemi kullanilarak,

lunsr — X1 < Ti=a[1 — (1 = 8 2] lluo — x| (4.11)

elde edilir. Boylece {p,} ve {u,} dizilerini karsilastirmak i¢in (4.9) ve (4.11)
ifadelerinden, a,, = 6™ ve

n

b= [l1- - 87al

k=1
.« . .« a e
dizilerini karsilastirmaliy1z. ¢,, = b—" olmak {izere,
n

Cn+1 5

= <1
¢ [1—(1—68)%ay]
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esitsizliginden, };c, serisi yakinsaktir. Dolayisiyla lim,,_c, = lirnn_ml;—n = 0 olur.
n

Bu ise, Picard Iterasyonunun T doniisiimiiniin sabit noktasina Ishikawa iterasyonundan

daha hizli yakisadigini gosterir.

Teorem 4.1.4: E keyfi bir Banach uzayi, K da E nin kapali konveks bir alt kiimesi ve
T:K - K bir Zamfirescu operatorii olsun. ky € K icin (3.2) ile tanimlanan
Krasnoselskij iterasyonu ve u, € K i¢in (3.4) ile tanimlanan Ishikawa iterasyonu olsun.
Bu durumda Krasnoselskij iterasyonu T nin sabit noktasina Ishikawa iterasyonundan

daha hizli yakinsar. ( Xue 2008)

Ispat: Teorem 3.2.8. den T nin bir tek sabit noktas1 oldugu biliniyor. Bu sabit nokta

x*olsun. Krasnoselskij iterasyonu i¢in (3.2) kullanilarak

lknsr —x"Il < (1 = Dllky — x|l + ATk, — Tx"|l
yazilir. (3.19) da x = x* ve y = k,, alinirsa,
Tk, — Tx"|l < 8llk, — x"l

elde edilir. Bu durumda

lknsr —x* 1 < (1 = (1 = O)Dllk, — x|
<A-QA=8)D" ko — x|l

\(

lim (1 — (1 —8&)A)™ kg —x*|| > 0
n—->oo
yazilir. Ishikawa iterasyonu i¢in (3.4) U kullanarak
||un+1 - X*” = (1 - an)”un - X*” - an”Tvn - TX*” (4-12)

elde ederiz. (3.19) dax = x* ve y = v,, alinirsa,

ITv, — Tx*|| < 6llv, — x|l (4.13)

yazilir. Tekrar (3.2) ve (3.4) kullanilarak,



49

v, —x7Il < (1 = B)lluy — x*Il + BullTu, — Tx"||
<A -Q0A-8BIu, —x"l (4.14)
olur. (4.12), (4.13) ve (4.14) den
sy = 2711 = (1 = ap — €, 6(1 = (1 = 8)B))lluy — x|l
=(1-1+8a)lluy, —x°l
>(1-1+8a,)A-A+8ap_q) A=A+ 6ap)llug — x|

elde edilir. Teorem 4.1.1 deki gibi

lfezq — "l - (1-@Q =8|k — x|
luper —x* [~ A=A+ &a,) A=A+ Hay—q) - (1= A+ ag)llug — x*||

ifadesi yazilir. n — oo i¢in bu ifade 0 olur. Boylece

e — 1l

e
e, — x|

elde edilir. Dolayisiyla Krasnoselskij iterasyonu Ishikawa iterasyonundan daha hizli

yakinsar.

Ornek 4.1.5: T:[0,1] = [0,1], Tx = %x doniistimiinii alalim. {a,,}, {8, } dizilerini

n=123,..,15 i¢cin a, =6, =0 ve n =216 i¢in a,, =, = \%

olarak secelim. Burada T Zamfirescu operatorii olup x* = 0, T nin tek sabit noktasidir.
Biz bu ornekte Ishikawa iterasyonunun Mann iterasyonundan daha hizli yakinsadigini

gosterecegiz. Bu halde x, # 0 icin Mann iterasyonu

Xny1 = (1 —ap)xy, + ayTx,

= (1 —\%)xn+\%%xn



50

olur. Ishikawa iterasyonu ise,
un+1 = (1 — ap)up + @, T((1 — Bp)up + BrTuy)

= (1 —\/ir_l)un +\/ir_1%((1 —\/ir_l)un +\/ir_1%vn>

seklinde yazilir. O halde

-0 2
Xnt1 ?=16 (1 - ﬁ) Xo

n 4/_

_ _ i

= 1 T2 2/
i=16 \/I
N 4

_ 1— )
[ ( i—2+i

dir. Bu durumda
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; . 4
0 < lim (1 - )
n—-oo 1 1 —
i=16 i—2vi
n
CTT(,
< lim (1 — —,)
n-o 1l | i
i=16
n
T/, L
< lim (1 — —,)
n-o 1l | i
i=16

_ (15 16 17 n—l)
~0e\16 1718 n

= lim—=20
n-o N

elde edilir. Buradan

n—oo

n
u -0 4
Unin 77 |=lirn1_[(1—_ ,)=o
Xpse1 — 0 noo i i—2+i

sonucu elde edilir. Bu da bize Ishikawa iterasyonunun T nin sabit noktasina, Mann

iterasyonundan daha hizli yakinsadigini gosterir.

Simdi her n € N i¢in

an=.8n=ﬁ

olarak segelim. Bu durumda Mann iterasyonu

Xny1 = (1 — ap)xn + a,Tx,

~(1-Ym i,

2n—1
=( 2n )xn
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ve Ishikawa iterasyonu

un+1 = (1 —ay)u, + anT((l — B u, + ,BnTun)

_(1 1) +11 (1 1) +11
- /YT h2 n)in T a2t
:n

2i+1
=H(1_ 412 )u1

i=1

seklinde yazilabilir. Buradan

. 1
= lim(1 - ——
n—-oo 4n4“-2n

lim ¥ =1

Upsp — 0
n—-oo

Xn+1 — 0

elde edilir. Yani, Mann ve Ishikawa iterasyonu ayn1 yakinsama oranina sahiptir.
Sayet her n € N i¢cin

n—1

ay = Pp = n

olarak segilirse, ayn1 doniisiim i¢in benzer islemler yapilarak

Uppq — O _ ( 2n? — 6n )n
_— — | =

I
Rt n?—8n+3

n—-oo

Xnt1 — 01 noe

oldugu goriiliir. Yani yukaridaki durumun aksine Mann iterasyonunun Ishikawa

iterasyonundan daha hizli yakinsadig1 sonucuna ulasilir.

Ornek 4.1.6: f:R—> R, f(x) = xTH fonksiyonu verilsin. d(x,y) = |x — y| alisilmig

metrigi ile birlikte f fonksiyonun Zamfirescu operatdrii oldugu aciktir. Picard,
Krasnoselkij, Mann, Ishikawa, Iki adim Mann iterasyon ydntemlerini karsilastirmak

amaciyla
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olarak secelim. Ayrica yukaridaki bes iterasyon i¢in ortak baslangi¢ noktasi olarak ilk

olarak x, = 2 ve daha sonra da x, = 0 alarak asagidaki tablolar1 olusturabiliriz.

4.2.iterasy0n hizlarinin karsilastirilmasi

Cizelge 4.2.1. Iterasyon hizlarinin karsilastirilmasi

Picard Krasnoselkji Mann Ishikawa iki adim Mann
iterasyonu iterasyonu iterasyonu iterasyonu iterasyonu
Xo 2.000000 2.000000 2.000000 2.000000 2.000000
X1 1.500000 1.750000 1.750000 1.625000 1.375000
Xy 1.250000 1.562500 1.625000 1.494792 1.234375
X3 1.125000 1.421875 1.546875 1.422635 1.170898
Xy 1.062500 1.316406 1.492188 1.375088 1.134583
X 1.031250 1.237305 1.451172 1.340705 1.111031
Xg 1.015625 1.177979 1.418945 1.314341 1.094508
X7 1.007813 1.133484 1.392761 1.293291 1.082273
Xg 1.003906 1.100113 1.370941 1.275979 1.072846
Xg 1.001953 1.075085 1.352394 1.261414 1.065359
X10 1.000977 1.056314 1.336376 1.248937 1.059268
X5 1.000000 1.000000 1.157618 1.114528 1.012545
X100 1.000000 1.000000 1.112139 1.081283 1.006319
! ! ! ! ! !
1 1 1 1 1 1
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Cizelge 4.2.2. Iterasyon hizlarinin karsilastirilmasi

. Picard Krasnoselkji . Mann .Ishikawa iki adim
Iterasyonu Iterasyonu Iterasyonu Iterasyonu Mann
iterasyonu
Xy | 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000
x; | 5.000000E-01 | 2.500000E-01 | 2.500000E-01 | 3.750000E-01 | 6.250000E-
01
x, | 7.500000E-01 | 4.375000E-01 | 3.750000E-01 | 5.052084E-01 | 7.656250E-
01
x5 | 8.750000E-01 | 5.781250E-01 | 4.531250E-01 | 5.773655E-01 | 8.291016E-
01
x4 | 9.375000E-01 | 6.835938E-01 | 5.078125E-01 | 6.249118E-01 | 8.654175E-
01
xs | 9.687500E-01 | 7.626953E-01 | 5.488281E-01 | 6.592949E-01 | 8.889694E-
01
Xe | 9.843750E-01 | 8.220215E-01 | 5.810547E-01 | 6.856590E-01 | 9.054918E-
01
x; | 9.921875E-01 | 8.665161E-01 | 6.072388E-01 | 7.067086E-01 | 9.177273E-
01
xg | 9.960938E-01 | 8.998871E-01 | 6.290588E-01 | 7.240210E-01 | 9.271544E-
01
X9 | 9.980469E-01 | 9.249153E-01 | 6.476059E-01 | 7.385865E-01 | 9.346412E-
01
X19 | 9.990234E-01 | 9.436865E-01 | 6.636238E-01 | 7.510630E-01 | 9.407315E-
01
Xso | 1.000000 9.999995E-01 | 8.423822E-01 | 8.854722E-01 | 9.874552E-
01
X100 | 1.000000 9.999999E-01 | 8.878611E-01 | 9.187169E-01 | 9.936811E-
01
l l l ! l l
1 1 1 1 1 1

Yukaridaki sonuglar, FORTRAN 90 Programlama Dili kullanilarak elde edilmistir.
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5. TARTISMA ve SONUC

Bu calismada daraltan doniisiimlerin sinifin1 da ihtiva eden Zamfirescu operatorlerinin
smifi ele almmistir. Zamfirescu operatdrlerinin mevcut sabit noktalarini elde etmek i¢in
kullanilan ¢esitli iterasyon metotlar1 incelenmis ve bu iterasyon metotlarinin sabit
noktaya kuvvetli yakinsakliklar1 goriilmiistiir.

Ayrica dizilerin yakmsama kavrami incelenerek, ¢ok bilinen Picard, Krasnoselskij,
Mann, Ishikawa ve iki adim Mann iterasyon metotlar1 yardimiyla olusturulmus dizilerin
ozellikle Picard iterasyonu ile yakinsama hizlar1 karsilastirilmistir. Bu karsilastirma
sonucunda sabit noktaya yakmsamasi durumunda Picard iterasyonunun en hizh
iterasyon oldugu sonucuna varilmaistir.
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