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OZET

Iki boyutlu bir manyetik tuzakta hapsedilmis ve birbirleriyle giiclii etkilesme
igerisinde olan asir1 soguk bozonlarin lokalizasyonu, logaritmik ve Bessel fonksiyonlari
ile tanimli iki farkli model kullanarak incelenmistir. Bose-Einstein yogusmasinda sonlu
sayidaki girdaplar ile Abrikosov orgiilerini anlamaya yonelik, Hartree, Hartree-Fock ve
varyasyonel yontemleriyle ayr1 hesaplamalar yapilmistir. Sayist 2 ile 9 arasinda degisen
bozonik Rubidyum atomlarindan olusmus sistemin taban durum enerjileri ve yogunluk
profilleri elde edilmistir.

Izotropik tuzak altinda, yogusmanin fiziksel dzellikleri parcaciklar arasindaki
etkilesme siddeti degistirilerek incelenmistir. Bdylelikle atomlar arasindaki giiclii
etkilesmelerin ~ sebep oldugu simetri kirilmalar1  nedeniyle, Bose-Einstein
yogusmasindan, fermiyonik kristal fazina ge¢is agik bir sekilde goriilmektedir.
Sonuglar, varyasyonel yontemlerin Wigner Molekiilii lokalizasyona, Hartree-Fock
yaklagiminin bir siiper molekiiliin delokalizasyonuna izin verdigi goriilmistiir. Ek
olarak, logaritmik etkilesme potansiyeli kullanimi ile kristallesen bozonlar Coulombik
etkilesmelere gore farkl kristalizasyon olusturmaktadir.

Anizotropik harmonik tuzak potansiyelinin etkileri, kristal yapilar i¢in
incelenmistir. Anizotropi parametresinin azaltilmasi ile bozonik atomlarin iki boyutlu
dagilimdan bir boyutlu dagilima gecis yaptigi gorilmiistiir. Ayrica, Bose-Einstein
yogusmasi ile Wigner kristalizasyonu arasindaki gecis kriterleri analitik bir metot

gelistirilerek belirlenmistir.

Yil: 2010
Sayfa:121

Anahtar Kelimeler: Bose Einstein Yogusmasi, Wigner Kristali, Siiper molekiil,

Varyasyonel metot, Hartree-Fock Metodu, Harmonik tuzak.
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SUMMARY

The localization of strongly coupled ultra cold bosonic atoms confined in a two
dimensional magnetic trap is investigated via two different models of interparticle
interactions, that are a logarithmic potential and a potential described by Bessel
functions. An understanding towards the Abrikosov lattice formation by a finite number
of vortices in Bose-Einstein Condensate have been developed by using various
calculations, namely Hartree, Hartree-Fock and the variational methods. The ground
state energies and the density profiles have been obtained for the systems of bosonic
Rubidium atoms with their number ranging from two to nine.

Physical properties of the condensate are analyzed by varying the strength of the
interparticle interactions under an isotropic trap geometry. Therefore an obvious phase
transition from Bose-Einstein Condensation to the fermion-like crystals is observed due
to the broken symmetry causing from strong correlations between the atoms. The results
exhibit that the variational method allows the localization of Wigner Molecules while
Hartree-Fock approximation obtains the delocalization of a supermolecule. Also the use
of logarithmic interaction potential crystallizes the bosons to different configuration
than that of Coulombic interactions.

The effects of anisotropic harmonical trap potential are also investigated for the
crystalline structures. It has been shown that the bosonic atoms are driven from a two
dimensional configuration to that of one dimensional, if the anisotropy parameter is
small. In addition, the transition criterions between Bose-Einstein Condensate and

Wigner Crystallization have been determined by developing an analytical method.

Year: 2010
Pages: 121
Key Words: Bose Einstein Condensation, Wigner Crystal, Super Molecule, Variational

Method, Hartree-Fock Method, Harmonic trap.

il



TESEKKUR

Tim doktora ¢alisma slirecim boyunca caligmay1 yonlendiren, danismanligimi
istlenen ve ¢alismanin her adiminda bilgilerinden yararlandigim danigmanlarim sayin

hocalarim Prof. Dr. . Erol OKAN’ a ve Prof.Dr. Zehra Akdeniz’e,

Calismanin tamami boyunca yardimini ve bilgisini hi¢ esirgemeyen hocam

Yard.Dog.Dr. Saban AKTAS , Dr. Pablo CAPUZZI ve Prof. Dr. Mario TOSIye,
Ders asamasinda bilgilerinden faydalandigim Fizik boliimii hocalarima,

Kisa periyotlar icinde yapilan donemlik savunma zamanlarinda sabirla dinleyip,
cesaretlendirdigi icin T.U. Miihendislik — Mimarlik Fakiiltesi Makine Miihendisligi
Boliimii 6gretim iiyelerinden Dog. Dr. Taner TIMARCI ’ya,

Calismanin yapim ve yazim asamalarinda yaptig1 sayisiz ve paha bigilmez
yardimlarindan dolay1 Ars.Gér. Engin CICEK ve degerli arkadasim Deniz EKSI’ye,
her adimda verdikleri destek ve moral i¢in arkadaslarim Ozge KILICOGLU ve Baris
OZKAPI'ya,

Ayrica bu tez Trakya Universitesi Bilimsel Arastirma Projeleri Miidiirliigii
tarafindan TUBAP-2008/42 nolu projeyle desteklenmistir. Trakya Universitesi Bilimsel

Arastirma Projeleri Miidiirliigli’ne

Her an yanimda olup, sevgilerini hi¢ eksik etmedikleri icin Anne ve Babama,

sonsuz tesekkiirlerimi sunarim.

il



ICINDEKILER

OZET i
SUMMARY il
TESEKKUR iii
SEMBOLLER ve KISALTMALAR vi
TABLOLARIN ve SEKILLERIN LISTESI viii
1. GIRIS 1
1.1. Bose-Einstein Yogusmasinin (BEY) Tarihsel Gelisimi 9
1.2. Alkali Atomlarla Bose-Einstein Yogusmasi (BEY) 11
1.3. Laboratuar Ortaminda Sogutma ve Tuzaklama 12
1.4 Pargaciklar Arasi1 Giiclii Iticiligi Olan Birka¢ Bozonlu Sistem 15
1.5 Pseudo Potansiyel Yaklagiklig 16

1.6 Itici Potansiyel Siddeti ve Bozon Molekiiliiniin Olusumu (Tonks Bolgesi) 18

2. ETKILESEN SISTEMLERDE COZUM YONTEMLERI 21
2.1 Cok Pargacik Problemi 22
2.2 Born-Oppenheimer Yaklagimi 23
2.3 Dalga Fonksiyonu Yaklasikliklart 24

2.3.1 Bogoliubov Yaklagimi 24
2.3.2 Gross-Pitaevskii Denklemi 25
2.3.3 Hartree Yaklasimi 29
2.3.4 Hartree-Fock Yaklasimi 30
2.3.5. Varyasyon Yontemi 31
2.3.6 Monte Carlo Yontemi 33
2.4 Yogunluk Fonksiyoneli Yaklagimlari 34
2.4.1 Thomas-Fermi Yaklagimi 35
2.4.2 Hohenberg-Kohn teorisi 36
2.4.3 Kohn-Sham Denklemleri 37

v



2.5 Coziim Yontemlerinin Kiyaslanmasi Ve Bozonlara Uygulanmasi 38

3. HARTREE-FOCK VE VARYASYONEL YAKLASIMIN BOZONIK SISTEMLER

ICIN TEORISI 41
3.1 Bozonlar I¢in Hartree-Fock Yaklasiklig 43
3.2 Bozonlar i¢in Gaussian Yaklasiklig 49

4. iIZOTROPIK TUZAK ICINDEKi BOZONLAR ICIN HARTREE, HARTREE-
FOCK VE VARYASYONEL SONUC 52

4.1 Etkilesme Potansiyelin Incelenmesi 54

4.2 Hartree, Hartree-Fock ve Varyasyon Yontemi ile Sistemin Toplam Enerjisinin

Bulunmast 60
4.3 Yogunluk Dagilimin Incelenmesi ve Tek Pargacik Matrisleri 70
4.3.1. Wigner Kristali(Molekiilii) 73

4.3.2. Siiper Molekiil 77

5. ANIZOTROPIK TUZAK VE VARYASYONEL SONUCLAR 83
5.1 Deneysel Diizenek ve Calisma Prensibi 86
5.2 Yogunluk Dagiliminin incelenmesi 87
5.3 Sonuglarin Bazi Deneysel ve Teorik Calismalarla Karsilastiriimasi 93
5.4 Eylemsizlik Momenti 99
5.5 Faz Gegisinin Niimerik Olarak Belirlenmesi 105

6. SONUCLAR VE DEGERLENDIRME 111
KAYNAKLAR 113
OZGECMIS 121



SEMBOLLER ve KISALTMALAR

SEMBOLLER

: de Broglie dalga boyu

: Ciftlenim (coupling) sabiti

: Etkilesme ve kinetik enerji orani

: Sistemin dalga fonksiyonu

: D1s potansiyel

: Etkilesme potansiyeli

: Iyonlar arasi etkilesme potansiyeli
: Elektronlar arasi etkilesme potansiyeli
: Kimyasal potansiyel

: Parcacik yogunlugu

: Yaratici alan operatorii

: Yok edici alan operatorii

: Bessel fonksiyonu

: Artirma ve azaltma operatorleri

: Ortiisme matrisi

: Anizotropi parametresi

: Manyetik uzunluk

: Potansiyelin erim uzunlugu

: Itici potansiyel siddeti (¢iftlenim sabiti)
: Tek pargacik dalga fonksiyonu

: Wigner Seitz yarigap1

: Bohr yarigap1

: Parcacigin x ve y eksenindeki konumu

Vi



Vkritik

BEY
BCS
MOT
TOP

HFB
QMC
YET

GP

TD
UBHF
IMSL
DUMPOL
RHF
VMC

: Gaussian dalga fonksiyonun genisligi
: Eylemsizlik momenti

: Toplam pargacik sayisi

: Herbir enerji seviyesindeki parcacik sayisi

: Kritik potansiyel degeri

KISALTMALAR

: Bose Einstein Yogusmasi

: J. Bordan, L.N. Cooper ve J.R. Schreffer

: Manyetik optik tuzak

: Zaman ydriingesel potansiyel

: Hartree-Fock Bogoliubov yaklasikligi

: Kuantum Monte Carlo yontemi

: Yogunluk Fonksiyoneli Teorisi

: Gross Pitaevski Teoremi

: Taban durum

: Sinirlandirilmamis Bose Hartree-Fock Yaklasikligi
: Uluslar aras1 Matematiksel ve Istatistiksel Kiitiiphaneler
: Cok degiskenli fonksiyonlarim minimizasyonu

: Sinirlandirilmis Hartree-Fock Yaklasikligi

: Varyasyonel Monte Carlo yontemi

vii



TABLOLAR

Tablo 1.1 Kinetik ve Etkilesme enerjilerin ve ciflenim sabitinin farkli boyutlarda
yaklagik ifadeleri gosterilmesi 18
Tablo 4.1 Yogunluk dagilimmin pargacik sayma gore degisik etkilesme potansiyelleri

icin karsilagtirilmasi 76
SEKILLERIN LISTESI

Sekil 1. 1: Bose-Einstein yogusmasi igin sematik bir gosterim 7
Sekil 1. 2: Yogunluk profillerinin sicakli§a bagli degisimine gére BEY 8
Sekil 1. 3: Lazerler yardimiyla parcaciklarin yavaglatilmasi 13
Sekil 1. 4: Buharlastirarak Sogutma konfigiirasyonu 13
Sekil 1. 5: Optik kristal 6rgii gosterimi 14
Sekil 1. 6: Bozon gazinin farkli etkilesme siddetleri i¢cin davranigini gosterilmesi 20
Sekil 4. 1: Etkilesme enerjisinin logaritmik ve Bessel fonksiyonu i¢in konuma bagl

degisimi ve karsilastirilmast 57

Sekil 4.2: Bessel ve logaritmik potansiyelin etkilesme enerjisine etkisinin
karsilastirilmasi 58

Sekil 4. 3: Toplam potansiyel enerjinin Logaritmik ve Bessel fonksiyonu i¢in konuma
bagli degisimi ve karsilastirilmasi 59
Sekil 4. 4: ki parcacigm toplam enerjisinin ¢iftlenim sabitine gore degisiminin ii¢ farkli
yaklagsiklik ile incelenmesi 63
Sekil 4. 5: Ug pargacigin toplam enerjisinin ¢iftlenim sabitine gére degisiminin ii¢ farkls
yaklasiklik ile incelenmesi 64
Sekil 4. 6: Dort parcacigin toplam enerjisinin ¢iftlenim sabitine gore degisiminin ii¢
farkl yaklasiklik ile incelenmesi 65
Sekil 4. 7: Bes pargacigin toplam enerjisinin ¢iftlenim sabitine gore degisiminin ii¢
farkl yaklasiklik ile incelenmesi 66
Sekil 4. 8: Alt1 par¢acigin toplam enerjisinin ¢iftlenim sabitine gore degisiminin ii¢

farkli yaklagiklik ile incelenmesi 67

viii



Sekil 4.9: Alt1 parcacik i¢in taban durum enerjisinin arastirilmasi 68

Sekil 4.10: Yedi parcacik i¢in taban durum enerjisinin arastirilmasi 69

Sekil 4.11: Yogunluk profillerinin farkli ¢iftlenim sabiti siddetine gore degisimi 79
Sekil 4.12: Iki pargacik i¢in yogunluk dagiliminim iki farkli yontemle incelenmesi 80
Sekil 4.13: Dort pargacik i¢cin yogunluk dagiliminin iki farkli yontemle incelenmesi 81
Sekil 4.14: Alt1 pargacik i¢in yogunluk dagiliminin iki farkli yontemle incelenmesi 82
Sekil 5. 1: Toplam enerjinin anizotropi parametresine bagl degisimi 85
Sekil 5. 2: Deneysel Diizenek 86
Sekil 5.3: Dort parcacik i¢in yogunluk dagilimlarinin farkl ¢iftlenim sabiti ve
anizotropi parametreleri i¢in incelenmesi 89
Sekil 5.4: Bes pargacik i¢in yogunluk dagilimlarinin farkli ¢iftlenim sabiti ve anizotropi
parametreleri i¢in incelenmesi 90
Sekil 5.5: Alt1 parcacik i¢in yogunluk dagilimlarinin farkl ¢iftlenim sabiti ve anizotropi
parametreleri i¢in incelenmesi 91
Sekil 5.6:Dokuz parcacik i¢in yogunluk dagilimlarinin farkl: ¢iftlenim sabiti ve
anizotropi parametreleri i¢in incelenmesi 92
Sekil 5. 7: Dort pargacik i¢in yogunluk dagilimu ¢iftlenim sabiti V,, = 5SAwW degerinde
anizotropi parametresine gore degisimin incelenmesi 95

Sekil 5. 8: Bes pargacik i¢in yogunluk dagilimin ¢iftlenim sabiti V,, = 5Saw degerinde

anizotropi parametresine gore degisimin incelenmesi 96

Sekil 5. 9: Alt1 pargacik i¢in yogunluk dagilimin ¢iftlenim sabiti V, = 5Aiw degerinde

anizotropi parametresine gore degisimin incelenmesi 97

Sekil 5. 10: Dokuz pargacik i¢in yogunluk dagilimin ¢iftlenim sabiti V) = 5aiw

degerinde anizotropi parametresine gore degisimin incelenmesi 98

Sekil 5. 11: Eylemsizlik momentinin x ve y bilesenlerinin (I, / I, ) oraninin ¢iftlenim

sabitine gore degisiminin farkli anizotropi parametreleri i¢in incelenmesi
102

Sekil 5. 12: Eylemsizlik momentinin x ve y bilesenlerinin oraninin (I, / I, ) anizotropi

parametresine gore degisiminin incelenmesi 103

1X



Sekil 5. 13: Yogunluk dagiliminin ¢iftlenim sabiti V, =5Aw degerinde pargacik sayisi
No=4, 5, 6 ve 9 oldugunda anizotropi parametresi o =0,2vea =0.1 i¢in
degisiminin incelenmesi 104

Sekil 5.14: N/N, oranin ¢iftlenim sabitine gore degisimi anizotropi parametresi

a=100,...... ,0.1 degerleri i¢in incelenmesi 107
Sekil 5.15: N/N,, oranin ¢iftlenim parametresine gore degisimi anizotropi parametresi
a =1ve 0.5 alindiginda 4, 5, 6 ve 9 parcacik i¢in incelenmesi 108
Sekil 5.16: N/N,, oraninn ¢iftlenim sabitine gore degisimi ve fonksiyona gore fit egrisi
anizotropi parametresi =1 ve 0.5 oldugunda sirasiyla 4,6 ve 9 parcacik
i¢in incelenmesi 109

Sekil 5.17: Kritik ¢iftlenim sabitinin iki farkli yaklagim altinda anizotropi parametresine

gore degisimi sirastyla Ny=4, 5, 6 ve 9 parcacik icin karsilastirilmasi 110



BOLUM 1: GIRIS

Gazlar, kendi aralarindaki etkilesmeleri sivi ve katilara gore daha zayif olan
molekiil veya atomlardan olusur. Fiziksel davranis acisindan gazlar1 klasik ve kuantum
gazlari olarak iki sinifa ayirmak miimkiindiir. Bose-Einstein Yogusmasi (BEY), sadece
kuantum gazlarinda gozlenen bir kavramdir ve bu acgidan klasik gazlardan farkliliginin
incelenmesi gerekir.

Bir gazi olusturan molekiiller toplulugunun c¢ok az sayidaki bir alt kiimesi
carpismalar yoluyla giiclii etkilesmelere girerler. Molekiiller aras1 kuvvetler Van der
Waals kuvvetleri olarak tanimlanir. Buna gore, molekiiller herhangi bir anda
caplarindan daha biiyilkk mesafelere uzaklastirildiginda etkilesimin biiyiikligii,
aralarindaki uzakligin altinct kuvvetiyle hizli bir sekilde azalir. Bu nedenle diisiik
yogunluklarda gaz molekiillerinin birbirleriyle etkilesmeleri c¢ok kiiclik potansiyel
enerjilere sahiptir. Molekiiller arasinda ortalama uzaklik 30 A° mertebesindedir bu da
bir molekiiliin capinin 10 kat1 kadardir (Ketterle, 1999).

Ideal gaz, molekiiller aras1 etkilesme potansiyel enerjisinin hareketin kinetik
enerjisi yaninda ihmal edilebildigi durumla temsil edilir. Boyle bir gazi temsil eden
boliisiim fonksiyonu ve dolayisiyla gazin serbest enerjisi, klasik istatistik mekanige
uygun, Maxwell-Boltzman istatistigi ile elde edilir.

Icerisinde N tane molekiilden olusan V hacimli bir kutunun bir 1s1 banyosunda
oldugu biiylik kanonik toplulugu ele alalim. Gazin bir molekiiliiniin herhangi bir
parcacigmi bir durumda bulunma olasiligi ile tanimlanan miimkiin olan durumlarin
sayis1, molekiillerin sayisiyla listelenebilir. Buna gore, 1.nci durumda bulunan molekiil
n;, 2.nci durumda bulunan molekil n, ve r.nci durumda bulunan molekiilde n,
durumunu isgal eder. Toplam molekiil sayisi seviyelerdeki parcacik sayisinin toplami

cinsinden

N=>n, (1.1)



ile verilir. Sistem yeterince biiyiik segildiginde enerji seviyeleri birbirine olduk¢a yakin
olacagindan molekiillerin enerjileri girilebilir durumlarin sayist ile iliskilendirilir.

Molekiillerin enerjileri

E,<E,<....<E, (1.2)

olarak siralanir.
Gazlarin teorisinde momentumu p olan bir m kiitleli pargaciga eslik eden De

Broglie dalga boyu A, yaklasik olarak

Ao (1.3)
27amkgT

termal dalga boyuna esittir. Burada h Plank sabiti, kg Boltzman sabiti, T ise gazin
sicakligidir. Bir gazin pargacik yogunlugu n ile gosterilirse, bir pargacigin ¢evresindeki

hacim 1/n ve pargaciklar arasindaki ortalama uzaklik (l/n)l/ 3

olur. Boylece gazlar
siiflandirmak tizere aranilan kriter elde edilir. Termal dalga boyu ile pargaciklar

arasindaki mesafe karsilastirilirsa,

A<<(1/n)'? > Klasik Gaz

(1.4)
A>>(@1/n)"? - Kuantum Gaz

ayrimu yapilabilir. Baska bir ifade ile, parcaciklar arasindaki uzaklik termal dalga
boyundan biiylik ise de Broglie dalgalar1 yeterli dl¢lide girisim yapamazlar. Bu tip
parcaciklar Newton mekanigine uyarlar ve gaz klasiktir. Ancak parcaciklarin de Broglie
dalga boylar1 molekiiller aras1 ortalama serbest yola yakin veya esit biiyiikliikte ise
girigim ortaya ¢ikar. Gaz artik kuantum rejimindedir (Karaoglu, 2003).

Kuantum rejiminde bir gazin fiziksel davranisini anlayabilmek i¢in kuantum
istatistigi bakis agisindan girilebilir durumlarin sayisin1 ve diger ozelliklerini bilmek

gereklidir. Kuantum mekanigine gore girilebilir durumlarin sayis1 n,,n, ... setinin biitiin

keyfi degerleri alamaz. Kisitlamalar vardir. Kuantum mekaniksel agidan bakildiginda



birbirinden ayirt edilemeyen pargaciklarin bulundugu ¢ok parcacikli bir sistemin toplam
dalga fonksiyonu, pargaciklarin yer degistirmesine gore ya simetrik ya da antisimetrik

olmalidir. Parcaciklarin dalga fonksiyonunun simetrik ya da antisimetrik olmasini
parcacigin sahip oldugu spin belirler. Spin kuantum mekanigine ait bir kavramdir ve
parcacigl temsil eden dalga fonksiyonunun bir donme operasyonu altinda parcacigi

tekrar yaratmasi olarak tanimlanir. Bir pargacigin spin sayisi da bu dénmenin nicelik
degerine esittir. Bir kuantum pargacig1 i¢in spin % veya % nin tam katlar1 degerine

sahiptir
Parcaciklar spin degerine bagli olarak iki sinifa ayrilabilir. Bu iki siif fiziksel
olarak tamamen farkl1 &zelliklere sahiptir. ilk sinif, doluluk sayisinin tamsay1 degerler

aldigi,
n, =0,1,23,.....,0 (1.5)

parcaciklar kiimesidir. Bu siniftaki parcaciklar Bose-Einstein istatistigine uyarlar.
Ormnegin n ve K mezonlari, fonon bu siifa dahil olan bozon genel adiyla anilan

parcaciklardir. Diger siniftaki pargaciklar doluluk sayilarinin alabilecegi degerler
n,=0,1 (1.6)

olan gruptur. Bu pargaciklar Fermi-Dirac istatistiine uyarlar. Elektron, pozitron, proton
ve nétron bu siniftaki fermiyon adi verilen parcaciklara 6rnek olarak verilebilir.
Bose-Einstein yogugsmasinin nasil meydana geldigini gostermek icin kiitlesi
stfirdan farkli bir bozon gazinin fiziksel davranisi ele alinir. Bozon gazlari, spini bir tam
saylya esit olan atomlardan olusur. Bozonlar, fermiyonlarin tersine Pauli disarlama
ilkesine uymazlar. Bu 6zellikleri 6nemli fiziksel sonuglara yol agmaktadir. Bir bozon

gazinin dagilim fonksiyonu,

— 1

M= A (1.7)

bagintisi ile verilir. Sistemdeki tiim parcaciklarin sayisi ise,



No=2m =2 : (1.8)

(&i—p) -1

olur. Burada ¢;, kinetik enerjiyi ve u, kimyasal potansiyeli gosterir. kg Boltzman

sabiti ve T sicaklik olmak lizere S = 1 ile verilir. Parcaciklarin termal De Broglie
B

2
dalga boyu A = /% olarak hesaplanabilir. Dalga boyunun sicaklik ile ters orantili
B

oldugu kolayca goriilebilmektedir (Tosi, 2003). Sistem sicakligi disiiriilmeye
baslandiginda, parcaciklar1 temsil eden De Broglie dalga boyu biiyiikliigii artmaktadir

72023

(Sekil 1.1). Pargacik sayr yogunlugu ile orantili olarak bir T, =3.31 kritik

mkg

sicakliginda dalga paketlerinin siiperpozisyonu baglar ve sicaklik, T, azaldikca gii¢lenir.

V hacim olmak {izere, {i¢ boyutta serbest parcacik i¢in durum yogunlugu,

9(e) = L[Z—mj%e% (1.9)
32 2 '

ve bu durumlarin enerji yogunlugu

g(e)ds =

V2rmy?
h—354dg (1.10)

olur. (1.8) bagintisinin integral formunu dikkate alarak (1.10) bagintisini yeniden

yazarsak toplam parcacik sayisi,

3 1
v aramy2E g
R VG

N, de (1.11)



elde edilir. Sistemin sicakligi azaldiginda uyarilmis durumdaki pargaciklari sayisi azalirken
taban durumdaki parcaciklarin sayisi artmaya baglar. Sicaklik diisiiriildiigiinde en diistik
enerjili taban durumda dahi (E, =0), doluluk sayis1 negatif olamayacagina gore Bose
gazimda kimyasal potansiyel —oo< <0 olmasimi gerektirir ve sicaklik diistiikce
kimyasal potansiyel u ‘de kiigiilir. 4 =0 iken T =T, de minimum kritik bir T,
sicakligr tanimlar. Bu kritik sicakliktan diisiik sicakliklarda bir bozon gazinin faz
degistirecegine acikca isaret eder (Sekil 1.2).

Ancak (1.11) denklemi uyarilmis enerji diizeylerindeki parcaciklarin sayisini
verir. Ciinkii denklem ¢ >0 degerlerini goz Oniine alir. Taban enerji diizeyindeki,

enerjisi ve momentumu sifir olan pargaciklarin sayist,

1
N, = T (1.12)
ve uyarilmis durum
ho N %
mkgT )72
o= IO e iy el (113)
h 0 eﬂ(s 4 _q
ile verilir. Boylece, toplam pargacik sayisi
3
1 mkgT %
No—e_ﬁ#_1+2.612V( 2 ] (1.14)

elde edilir.

Bozonik gazlar i¢in T, kritik sicakliginin iistiinde, taban durumdaki pargaciklar
tamamen ihmal edilebilirler. Fakat kritik T, sicakliginin altinda kimyasal potansiyel

sifira gider. Kritik sicakligin altinda enerjisi sifirdan farkli pargaciklarin sayisi (1.13)

bagmtis1 x# =0 alinarak,



%
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elde edilir. Sonug olarak N, ,/N oram toplam pargacik sayisi i¢inde enerjisi & >0

>0

olanlarin kesrini verirken, kalan parcaciklarin,

V2
(Nl/NO):l—(T—J (1.16)

orani ise enerjisi ve momentumu sifir olan pargaciklarin kesrini verir. Kritik sicakligin
istiinde taban durumdaki parcaciklarin sayisi ihmal edilecek kadar az sayida iken sicaklik
gecis sicakliginin altina disiirtildiigiinde pargaciklarin ¢ok biiyiik bir kismi taban durumda
bulunur. Taban enerjisine ulasan parcaciklarin enerjisi ve momentumlari sifir olur. Bu
sekilde parcaciklarin ¢ok biiyiik bir kismi taban durumda bulunmasina Bose-Einstein
Yogusmast (BEY) adi verilir. Yogusmanin en 6nemli fiziksel sonucu, sistemde bulunan
tiim bozonik pargaciklarin ayni taban enerji durumuna ulasarak tek bir pargacik gibi
davranmasi seklinde 6zetlenebilir. Sekil 1.2 de BEY gosterilmistir. Fermiyonlarin ayni
kuantum durumunda bulunmalart Pauli disarlama ilkesine gore imkansizdir.
Fermiyonlar bu o6zelliklerini diisiik sicakliklarda da korumaktadirlar. Dolayisiyla

Fermiyon gazlari ile BEY elde edilemez.
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Sekil 1.1 Bose-Einstein yogusmasinin sematik olarak tasviri. a) Yiiksek sicakliklarda
zayif etkilesimli bir gaz ‘bilardo toplari’ndan olusan bir sistem gibi davranir. b) Diigiik

sicakliklarda, atomlar A4 genisliginde dalga paketleri olarak goz Oniine alinirlar. BEY gecis
sicakliginda, A4 atomlar arasindaki uzaklikla karsilastirilabilir biiytikliiktedir. c) Sicaklik sifira

yaklastiginda, termal bulut ortadan kaybolmasi ve saf bozon yogusmasi

Sekil 1.1, ideal gaz atomlarinin Bose Einstein Yogusmasini nasil olusturdugunu

aciklamaktadir. Sekil 1.1 a, yiilksek sicakliklarda atomlar bilardo toplari



gorilintiisiindedir ve ideal gaz atomlar1 serbestce hareket eder. Sekil 1.1 b, atomun De
Broglie dalga boyu ile sicaklik ters orantili oldugundan sicaklik azaldikca atomlarin
dalga karakteri one ¢ikar ve De Broglie dalga boyu ile temsil edilmeye baglarlar. Sekil

1.1.c’ de ise atomlar arasi uzaklik d ile atomlarin De Broglie dalga boyu A, ’'nin
karsilagtirilabilir hale geldigi durumdur. T, kritik sicakligin altinda BEY’in ortaya

ciktigr gozlenir. Yogunluk profillerinin sicaklia bagh degisimi Sekil 1.2 de

gosterilmistir.

Sekil 1.2 Yogunluk profillerinin sicakliga bagli degisimine gére BEY



1.1. Bose-Einstein Yogusmasin (BEY) Tarihsel Gelisimi

Yirminci yiizyilin baginda, 15183in dalga m1 yoksa tanecik mi oldugu bilim
adamlar1 tarafindan tartisilmistir. Planck bazi deneylerinde 1518in tanecikmis gibi
davrandigin1 fark etti. Isik sanki devamli dalgalar degil de, enerji paketcikleri gibi
geliyordu. Isitilan cisimlerden yayilan radyasyonun spektral dagiliminin enerjinin
kesikli diizeylere sahip olmasi ile belirlenmisti. Bu kesif 1918 Nobel Fizik ddiiltinii aldu.
Planck’in sonuglarini tekrar iireten Einstein, daha sonra Raman spektrumu ile
iligkilendirilecek olan frekans degisimi, atomlarin 151k ile iyonize edilmesini ve {lizerine
151k diisiiriilen metal yilizeylerden elektron yayinlanmasini sonradan foton adi verilecek
enerji paketleri ile aciklandi. Fotoelektrik etki olarak bilinen son agiklama Einstein’e
1921 yili Nobel odiilii getirdi.

1924 yilinda Hintli fizik¢i S.N. Bose, 1sigmm kuanta ya da fotonlar olarak
adlandirilan kesikli enerji paketleri olarak davranabilecegini gosterdi (Bose, 1924).
Einstein, Bose’nin fotonlar i¢in yaptig1 bu g¢alismayr ayirt edilemez parcaciklar igin
genellestirdi ve etkilesmeyen bozonik pargaciklarin toplam sayisinin korunmasi sarti ile
tek bir kuantum durumuna yogusabileceklerini gosterdi. Bdylece Bose-Einstein
istatistigi dogmus oldu ve bu faz gecisi de Bose-Einstein yogusmasi olarak adlandirildi.

Diisiik sicaklik fiziginin tarihi 1908 yilinda Onnes kaynama sicakligi 4.2K olan
helyumu sivilastirmay1 basarmist. Ug yil sonra, Onnes ve arkadaslar1 metallerin diisiik
sicaklikta direnclerini incelerken siiperiletkenlik olayini1 kesfetti. Bu nedenle Onnes
1913 yilinda Nobel fizik 6diliini kazanmigtir. Ancak 1938 yilinda London bu siiper
akigkanligin helyum atomlarinin bozonik karakterinden kaynaklanmasi gerektigini ileri

siirdii. Bu tez bozonik karakter tasimayan ve su an bildigimiz sekliyle Fermi-Dirac

istatistigine uyan (*He ) izotopunun siiper akiskan dzelligi ile desteklendi.

Landau, siiper akiskanlarin hicbir direng kuvveti ile karsilasmadan akan bir sivi
gibi davranisini agiklayan teoriyi ilk defa 1941 yilinda olusturuldu. Teoriye gore,
girilebilir enerji durumlar1 yeterince azaltildiginda ancak uzun dalga boyuna sahip
fotonlarin uyarillacagini ve boylece siiper akigkan bir durum olusacagi fikrine

dayantyordu (Landau, 1941).



Stiperiletkenligin modern teorisi Bardon, Cooper ve Schrieffer (BCS) tarafindan
1957 yilinda agiklanmistir. Bu mikroskobik teori, metallerin elektronlar1 arasindaki
etkilesmenin fononlar ile gergeklestigini varsaymaktadir. iletim elektronlarinin Fermi
kiiresinin olusturdugu bir metal diisiinelim. Bu elektronlar birbirlerini Coulomb kuvveti
ile iteceklerdir. Fermi kiiresinin i¢indeki diger elektronlarin perdelemesi sonucu bu
kuvvet azalacaktir. Perdelemeyi de dikkate aldiktan sonra iki elektron arasindaki kuvvet
itici kiigiik bir kuvvettir. BCS teorisine gore, spinleri ve momentumlar1 esit fakat
birbirine zit iki elektron fonon etkilesmeleri sonucu bir bozon olustururlar. iki
elektrondan olusan bdyle bir sisteme Cooper ¢ifti denir. Normalde elektronlar Fermi-
Dirac istatistigine uyarlar fakat siiper iletken ge¢is sicakliginin altinda olusan Cooper
ciftleri, olarak da bilinen elektron ciftleri bozon gazi gibi davranarak Bose-Einstein
yogusmasina benzer bir durumun ortaya ¢ikmasina yol agarlar. Bu iletim elektronlari
Fermi yiizeyinin kgOp enerjisine esit enerji aralig1 igindedirler.

Deneysel gozlemlerin yapilabilmesi i¢in gerekli olan ¢ok diisiik sicakliklara
ulagmak, atomlarin lazer ile sogutma tekniklerinden sonra miimkiin olmustur
(Letokhov,1979 ve Phillips, 1979). Bolim 1.3 de bu konuya ayrintili deginilecektir.
Bunun hemen ardindan Phillips, Chu ve Cohen-Tannoudji dnceki teorilerin dngordiigii
limitler altinda sogutma ydntemi gelistirdiler (Nobel Odiilii, 1997) .

Optik tuzak BEY olayimnin goézlenmesi icin son yillarda sik¢a kullanilan bir
yontemdir. Optik tuzaklar ¢ok zayif oldugundan fiziksel agidan yeterli sayida atom
toplamak i¢in sabirli bir tuzaklama siireci gerekir. Phillips’in grubu tuzaklama i¢in daha
etkili olan manyetik alan kullandilar. Atomik sogurmanin Zeeman yavaglaticiligi ile
manyetik alan gradyentinin bir birlesimi olan bu ydntem yararhi bir tuzaklama
Onerisiydi. Yine de optik tuzaklar diisiik boyutlu BEY olaylarinin incelenmesinde
yaygin olarak kullanilmaktadir. Daha gii¢lii tuzaklama yapabilmek i¢in alkali atomlarda
yapilan deneylerde Magneto-Optik Tuzaklama (MOT) kullanmak ¢ok yaygindir
(Dalibard, 1986). Ciinkii bu yontemle atomlarin hem sogutulmast hem de

tuzaklanmasinin etkili bir sekilde gerceklestirilebilmektedir (Aydiner, 2005).
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1.2. Alkali Atomlarla Bose-Einstein Yogusmasi

Atomik gazlardaki ilk olarak hidrojen kullanarak BEY elde edilmesi i¢in tim
parcacik yogunluklar1 denenmesine ragmen basarili olunamadi. Bu nedenle hidrojen
atomunda BEY gozlemek icin lazer sogutma yontemi kullanildi. Ancak, hidrojen
atomunun dalga boyu herhangi bir lazer kaynagi ile rezonansa getirilemiyordu. Bu
nedenle ¢aligmalar alkali atomlara yonlendirildi. Alkali atomlarin enerji seviyelerinin
yapist lazere dayali tekniklere oldukca iyi uyarlar. Cilinkii optik gecisleri mevcut
lazerlerle uyarilabilir ve i¢ enerji seviyeleri ¢ok diisiik sicakliklara kadar sogutmaya
elveriglidir (Moerdijk, 1994).

[k baslarda Wieman’m temel diisiincesi atomlar1 MOT iginde lazer kullanarak
sogutmakti. Bu diisiincesini gergeklestirmek i¢in Cornell ile birlikte Rubidyum
atomunda BEY’i ger¢eklestirmeye calistilar. Atomlar1 sogutma islemi birka¢g asamada

gerceklestirildi. Ilk olarak lazer ile sogutulan atomlarin sicakligini, mutlak sifira 100K

‘e kadar yaklastirildi. Lazerle sogutma yontemi ile erisilen sicaklik BEY olayimni
gozlemlemek icin yeterli degildi. Ciinkii tuzagin icinde merkezdeki manyetik alan sifir
oluyor ve bu durumda atomlarin spin dogrultularinin degismesine neden oluyordu.
Manyetik tuzagin merkezinde bulunan alan ortadan kalktiginda spin durumlar
kontrolsiiz bir sekilde degisiyordu. Cornell atomlarin kaybini1 6nlemek i¢in merkezinde
manyetik momenti sifir olmayan yonca yapragi seklinde bir tuzak onermistir. Boylece
tuzak potansiyeli ortalama olarak dagiliyor ve parcacik kaybi1 gozlenmiyordu. Ayrica
manyetik tuzak parcaciklarin merkezde toplanmasint sagliyordu (Sekil 1.3). Fakat
BEY’i gozleyebilmek icin sicakligi daha da diigiirmek gerekiyordu. Sistemi sogutmanin
bir baska yolu da sistemdeki enerjitik atomlarin magnetik alandan kaynaklanan
dontisleri sirasinda ¢arpigmalarina sebep olacagindan sicak atomlarin magnetik tuzagin
disina ¢ikmalarini, dolayisiyla soguk atomlarin tuzakta kalmasii saglar. Enerjitik

parcaciklarin buharlagtirma yoluyla disar1 atilmasi sonucunda sicaklik, mutlak sifira

I1nK ’e kadar yaklastirilmis ve %’Rb da BEY Wieman, Cornell ve Ketterle tarafindan
lazerle sogutmaya ilave olarak buharlagtirarak sogutma yonteminin sisteme eklenmesi ile

deneysel olarak gozlenmistir (Sekil 1.2).

11



1.3. Laboratuar Ortaminda Sogutma ve Tuzaklama

Bose-Einstein yogusmasi deneylerinin yapilabilmesi ¢ok diisiik sicakliklara ulasmak
gerekir. Atom ve molekiiller iizerinde spektroskopik gozlemler yapmak, yiiksek hizla
hareket ettikleri siirece, ¢ok kesin sonuglar vermeyecektir. Bir sistemde parcaciklarin
kinetik enerjilerini kaybetmesi hizlarinin azalacagi anlamina gelmektedir. Bir enerji
bicimi olan sicaklik, bir pargacik sistemi i¢in bir anlama sahiptir ve bdylece bir sistemin
kinetik enerjisi sicaklifin  parametrik bir Olcuisiidiir. Dolayistyla, sistemdeki
parcaciklarin kinetik enerjilerini azaltmak fiziksel olarak sistemin sicakligini diislirmeye
yani sogutmaya karsilik gelir. Diger yandan tuzaklama ise atomun tiim serbestlik
dereceleri dogrultusunda hareketlerini kisitlama olarak bilinir (Anderson vd., 1995).

Lazer ile sogutma kavramu ilk olarak 1968 yilinda Letokhov, 1970 yilinda A.
Ashkin tarafindan 6ne siiriildii. Bu konuda farkli ¢alismalar yiiriitiildiigii yillarda ilk defa
lazer 15181n1n serbest atomlari sogutmada kullanilabilecegini gosterdiler (Hansch ve
Schawlov, 1975). Lazer ile sogutmadaki amag, foton-atom sac¢ilmasinda “Doppler
etkisini” kullanarak atomlarin ortalama hizlarimi diisirmek ve bu yolla onlarin
sicakligini diisiirmektir (Sekil 1.3 ).

Atomlarin yavaglamasi atomlarin disardan foton sogurmasi ile gerceklesir.
Ciinkii foton sogurma ile atomun momentumunu degistirir. Doppler kaymasi olarak
bilinen, atomun enerjisini azaltma yontemi sayesinde, atom siirekli olarak hareket yonii
dogrultusunda momentum sogurur. Lazer ile sogutma diizeneginde atomlar hapsedilemez
sadece ortalama hizlan diistiriiliir. Eger ti¢ boyutlu bir lazer diizenegi saglanirsa atomlar
tim serbestlik dereceleri dogrultusunda sogutulabilir (Sekil 1.3). Lazer ve uzaysal
olarak degisen manyetik alanin birlikte kullanilmasi ile olusturulan Manyetik Optik
Tuzak (MOT), atomlar iizerine konuma bagh bir kuvvet uygulayarak uzayin belli bir
kisminda bu soguk atom bulutunu bir arada tutabilir. Manyetik alan ile etkilesen
atomlar, Zeeman yarilmasina maruz kalir. Atomlar, manyetik alanin sifir oldugu tuzak

merkezine dogru geri ¢agirici bir kuvvet algilarlar.
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Sekil 1.3 Lazerler yardimiyla par¢aciklarin yavaslatilmasi

Lazerle sogutma ile ulasilan sicakliklar, olduk¢a diisiik olmasina ragmen Bose-
Einstein yogunlagsmasinin gozlenmesine yeterli olmadigindan BEY’i elde etmek igin
gereken yol gelistirilen sogutma yontemlerinin birlestirilmesinden ge¢mektedir. ilk
olarak lazerle sogutulan parcaciklar buharlagtirma yontemi ile ikinci bir sogutmaya tabi
tutulur. Buharlagtirarak sogutmadaki amag, yliksek enerjili atomlarin tuzaktan

kagmasina izin vermektir. Boylece tuzak igerisinde diisiik enerjili parcaciklar kalir

(Sekil 1.4).

-4

Sekil 1.4 Buharlagtirarak Sogutma konfigiirasyonu

(www.physics.lsa.umich.edu).
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Manyetik optik tuzaklarin boyutu ve Ol¢ilisii ¢cok 6nemlidir. Bunun yani sira,
potansiyel tuzak icindeki soguk atomlar1 diizgiin olarak donmelerine neden
olabilmektedir (Sekil 1.5).

En iyi gozlem yapilan deneyler, diisiik boyutlu yapilar ve atomlar aras1 kuvvetli
etkilesme deneyleridir. Bu sistemler optik Orgii icinde Bose-Einstein yogusmasinin
olugmasinit saglar. Optik orgli karsilikli olarak yerlestirilmis birbirine dik ii¢ boyutlu
olarak yerlestirilmis lazerden olusan bir yapidir. Optik tuzagin derinligi uygulanan lazer
1sininin yogunlugu ile orantilidir. Eger {i¢ boyutlu olarak yerlestirilmis lazerlerin iki
tanesinin yogunlugu digerinden fazla ise atomlar yogunlugun diisiik oldugu dogrultuda
hareket ederler. Boylece iki boyutlu bir yap1 olusturulur ve parcaciklar bir boyutta
hareket ederler. Yeterince yiiksek 15in yogunlugu gonderilirse olusturulan iki boyutlu
tiip benzeri yapilar arasinda gecis imkansiz hale gelir ve sistem etkin olarak bir boyutlu
olur. Tiip ekseni boyundaki parcacigin hareketi 3. lazerin yogunlugu degistirilerek
modiile edilebilir. Boyle yapilar deneysel olarak (Kinoshita vd., 2004) tarafindan
calisildt ve kuvvetli etkilesme gosteren Bose gazinin 6zellikleri anlasilmak icin

kullanildi.

lattice

Y
IS E
.
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z -
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Sekil 1.5. Sekilde optik kristal 6rgli gosterilmistir. a) optik kristal 6rgiiniin {i¢
boyutta karsilikli konmus lazerle olusturulmasi. b) deneysel olarak optik 6rgii olusumu

¢) lazer 1s1nlarindan olugan kare 6rgii kuyunun etkin potansiyeli
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Diger bir durum ise bir boyuttaki 151n yogunlugunun diger iki boyuttan daha
ylksek oldugu durumdur. Bu durumda atomik bulut kiigiik disk seklinde kiigiik gruplara
boliiniir. Lazer 1s1n1n yogunlugu degistirilerek her potansiyel kuyusunda birkag¢ pargacik
tuzaklanabilir ve diger potansiyel tuzagindan bagimsiz olarak parcaciklar bulunduklari
potansiyel kuyusu icinde hareket ettirilebilir. Her bir potansiyel kuyusu ayni yontem
kullanilarak bagimsiz olarak dondiiriilebilir. Bunlar binlerce pargaciktan olusan Bose-
Einstein yogusmasinin olusturulmasi i¢in kullanilir. Pargaciklar aras1 etkilesme genis bir
araliga tagmabilir ve yliksek bir hassasiyetle kontrol edilebilir. Burada parcaciklar arasi
etkilesmeyi degistirmenin birka¢ yolu vardir. En yaygin olani sagilma uzunlugunun
degistirilmesidir. Bu gecislerde disardan uygulanan manyetik alanla saglanabilir.

Atomlarim sa¢ilma uzunlugu manyetik alana baglhdir.

1.4 Parcaciklar Arasi Giiclii iticiligi Olan Birka¢ Bozonlu Sistem

Bu kisimda, bir tuzak i¢inde donen giiglii iticiligi olan bozonlar incelenecektir.
yeni bir durum gosterdigi anlagilmistir.

Cesitli potansiyeller kullanilarak zayif etkilesmeli soguk atom problemi yirmi
yilt askin siiredir arastirilmistir. Bu calismada aralarinda giiglii iticili§i olan birkag
bozondan olusan bir sistemin taban durum O6zellikleri incelenmistir. Calismalarimizi
ilerletmek ve birka¢ atomdan olusan sistemin taban durum o6zelliklerin anlamak i¢in
Bose-Einstein yogusmasimin taniminin diizenlenmesine ve degistirmeye gereksinim
duyulmustur. Yogusmanin termodinamik tanimi agik¢a az sayidaki pargacik igin
kullanilamayacagimi gostermektedir. Bu yiizden az sayida pargaciktan olusan Bose-
Einstein yogusmasindan sunu anliyoruz ki sistemin biitiin pargaciklar1 ayni tek pargacik
kuantum seviyesinde bulunmaktadir. Bunun anlami sistemin dalga fonksiyonunun tek

parcacik dalga fonksiyonlarinin ¢arpimi olarak karakterize edilmesidir.
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1.5 Pseudo Potansiyel Yaklasikhig:

Aralarinda giicli itici etkilesme olan bozonlari tanimlamaya baglarken Once
parcaciklar arasi etkilesme potansiyelini belirlemeliyiz. Soguk gazin yiiksiiz atomlardan
olustugunu farz edelim. Etkilesme potansiyelinin eriminin de De Broglie dalga
boyundan ¢ok kii¢iik oldugunu farz edelim. Bu durumda parcaciklar arasi potansiyelin
sekli Onemli degildir, ¢iinkii biitlin pargaciklar uzaya dagilacak ve sadece diger
parcaciklarin ortalama potansiyelini hissedecektir. Pargaciklar arasi etkilesme sadece bir
parametre ile sacilma uzunlugu a ile karakterize edilebilir ki, bu da potansiyelin etkin
capidir. Bu limitte kisa erimli potansiyelden sagilma, capt a olan bir kat1 kiireden

sacilma olarak goriilebilir. Merkez koordinatlarda kati kiirenin Schrodinger denklemi

V2+k2 (=0  (r>a) @17
w(r)=0 (r<a '

olarak tanimlanir. Sinir kosullarindan etkilesme potansiyelini tanimlamak ¢ok zordur.
Problemi kolaylastirmak icin kati kiire potansiyeli yerine bir pseudo potansiyel
tanimlanir. Ancak bu potansiyel hi¢bir sinir kosulu gerektirmeden dogru genlik ve kiire

disinda dogru faz degisimi vermelidir. Ug boyutta, pseudo potansiyel
U3 (1) =Wsgd(F) — (1) (1.18)

yaklagimiyla tanimlanir. Burada Wip ¢iftlenme sabitidir. Eger ciftlenme parametresi
pozitif ise bu bozonlar arasi itici etkilesme, negatif ise cekici etkilesme vardir. Ug

boyutlu sistemin ¢iftlenme parametresi sagilma uzakligina bagl olarak,

(1.19)
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ile tamimlanir. Burada a = a5 atomik sagilma uzunlugu, m ise indirgenmis kiitledir. Ug

boyutlu c¢iftlenme parametresi atomun parametrelerine baglidir ve tuzaklama
potansiyelinin parametrelerinden bagimsizdir. Bir boyutta ve iki boyutta sistemin
pseudo potansiyel tanimi ii¢ boyuta gore daha kolaydir. Kisa erimli etkilesmeler Dirac

delta fonksiyonu ile sdyle tanimlanir.
U@ (r)=Wé(r) (1.20)

Tuzaklama potansiyelini hesaba katarak sagilma genligi hesaplandiktan sonra iki

boyutlu ¢iftlenim sabiti

_2Jxn? 1

m '/a+(%/ﬂ)ln[%qzl2j

WZB

(1.21)

dir. Burada 1= %W tuzaklama potansiyelinin disk diizlemine dik uzunlugu

karakterize eder, ( ise carpisan pargaciklarin momentumunu gostermektedir. I1>>a
limitinde logaritmik terim 6nemsiz olur ve W enerjiden bagimsiz hale gelir. Diger
yandan, eger |yaklasik a ise, logaritmik terim baskin hale gelir. Bu durumda ciftlenme

parametresi yaklasik

2zn? 1

m In(a/l)

W =~

(1.22)

olarak tanimlanir. Tuzaklama potansiyeli deforme edilerek ¢ekici atomlar igin, dnce

atomlarin  birbirini  ittigi  bolgeye wulasilabilir. Bir boyutta ciftlenme sabiti

2
a :—I— l—CE ve C =1.0326 olmak lizere
1B 2a |
hz
W, g :_ma (1.23)
1B
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ile ifade edilir.

1D 2D 3D
K=~ n*n%/m n*n/m n*n?3 /m
I~ nW nW nW

2h’a 20 r 4nh’a
w ml min(l/ka) m

Tablo 1.1 Kinetik ve Etkilesme enerjilerin ve g¢iftlenme sabitinin (W) farkl

boyutlarda yaklasik ifadelerinin gosterilmesi

1.6 itici Potansiyel Siddeti ve Bozon Molekiiliiniin Olusumu (Tonks Bélgesi)

Atomlar arasi iticiligi karakterize etmek icin boyutsuz bir terim olan etkilesme

enerjisi ile kinetik enerji arasindaki orani veren y = K parametresi ile baslayabiliriz. y

gosteriyor ki etkilesme siddeti sadece W ya bagli degil ayn1 zamanda atom gazinin

yogunluguna da baghdir. Tablo 1.1 den de goriildiigi gibi kuvvetli etkilesme (y >>1)

her bir durum igin farklidir.
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Sekil 1.6 da goriildigi gibi, sifir sicaklikta ve y =0durumunda biitiin

parcaciklar en diisiik enerjileri ile aym1 kuantum seviyesine diiserler. Boylece Bose-

Einstein yogusmasi olusur. Zayif iticilik oldugu durumda (y ~ 1)etkilesmeden dolay1

her ne kadar yoriingeler bozulsa da bozonlar hala kendi yoriingelerinde bulunurlar.
Yiiksek iticilik siddetinde ( > 1) bozonlar ortak yoriingelerini bozarak itici enerjilerini
minimize ederler. Bu durumda Bose-Einstein yogusmasi bozulur ve bozonlar igine
girilmez kiireler gibi davranirlar. Bagka bir deyisle, uzayda ayni noktada bulunmay1
engellerler. Bu davranig fermiyonlarin Pauli diglama ilkesinden kaynaklanan
davraniglarina  benzediginden fermiyonik Ozellikler gdstermesine neden olur.
Tuzaklanmis asir1 soguk atomlarin deneysel olarak gozlenmesinden ¢ok Once bu
davranis teorik olarak gosterilmistir (Girardeau, 1960). Daha sonra ayni sistemi ele

alarak, bozonlar arasi etkilesme potansiyeli U,J(x —x') olarak tespit edilmistir (Lieb ve

Liniger, 1963). Bu sonuca taban durum ve uyarilmis durumlar incelenerek ulasilmistir.

Ayrica bir boyutta kuvvetli etkilesme limitinde U, — o bozonlarin gercekten

fermiyonlar gibi davrandigini ispatlandi. Klasik olarak kati kiire parcaciklarindan olusan
bir gaz problemi Tonks tarafindan ¢oziildii. Bozonlar arasinda siddetli iticiligin oldugu
bolgede bozonlar fermiyon gibi davranirlar, bu durum genelde Tonks-Girardeau bolgesi
olarak tanimlanmaktadir. Son zamanlarda yapilan deneyler (Kinoshita vd., 2004 ve

Paredes vd., 2004) Girardeau’nun yapmis oldugu 6ngoriiyli dogrulamaktadir.
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Sekil 1.6. Bozon gazinin farkli etkilesme siddetleri i¢in davraniginin
gosterilmesi. Sekil a ve b de ise zayif etkilesme oldugunda Bose-Einstein Yogusmasi
gozlenmekte, c¢) Siddetli itmenin oldugu limitte pargaciklar farkli orbitallere

lokalizasyonunun incelenmesi
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BOLUM 2: ETKILESEN SISTEMLERDE COZUM YONTEMLERI

Bu béliimde, BEY ve kristal faza gegcisi inceleyen yontemler dzetlenecektir. Ilk
onceleri sifir sicaklikta parcaciklar arasinda zayif etkilesmeleri tanimlamak igin
Bogoliubov yaklagimi kullanilmistir. Yogusma durumunda kullanilan dalga fonksiyonu
Gross-Pitaevskii denklemleri ile verilir. Yogusmayan parcaciklarin etkisi ise Hartree-
Fock-Bogoliubov (HFB) denklemleri kullanilarak incelenir. Cok pargacikli sistemlerin
incelenmesinde benimsenen diger bir ¢dziim yolu ise Kuantum Monte Carlo simulasyon
yontemidir. Yontem enerji, yogunluk dagilimi gibi bircok fiziksel o6zelliklerin
hesaplanmasinda kullanilmis ve deneylerle uyumlu sonuglar vermistir (Ceperley, 1995
ve Giorgini vd., 1999). Ancak anizotropik tuzak i¢in ayni seyler sdylenemez. Boliim 5
de, Monte Carlo yontemi ile elde edilmis sonuglarla Varyasyon yontemi ile elde
ettigimiz sonuglar karsilastirilacaktir. Bose Einstein yogusmasinin incelenmesinde
kullanilan bir diger yontem de Yogunluk Fonksiyoneli Teoremi (YFT) dir. Yogunluk
Fonksiyoneli Teoremi parcaciklar arasindaki etkilesme ve korelasyon etkilerini de
icerdiginden metaller, yariiletkenler ve yalitkanlarin temel durum 6zelliklerini
belirlemek icin oldukca basarili bir yaklasimdir. Bu 6zellikleri nedeniyle YFT fikri
etkilesen bir elektronlar sistemini ¢ok-cisim dalga fonksiyonlar1 yoluyla degil elektron
yogunlugu ile tamimlayan bir teori olmasma ragmen son zamanlarda bozon
sistemlerinde kullanilmaya baglanmistir (Kim ve Zubarev, 2003). Yukarida belirtilen
¢coziim yoOntemlerine benzer sistemin dalga fonksiyonun belirlenmesine dayanan ve
literatiirde kullanim1 daha fazla tercih edilen yontem ise varyasyon yaklagimidir.

Asagida bu yontemler 6zetlenecektir.
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2.1 Cok Parcacik Problemi

Elektronlarin ve ¢ekirdegin olusturdugu bir sistem i¢in Schrodinger denklemi,

formunda verilir. Hamilton operatorii atomik birim sisteminde,

. Ne | 5 Ni 1 5 Ne Nj ZI Ne Nj 1 Ne Nj Z|Zj
H=-Y-Vi-Y—Vi-3 — 22 + ==
i-12 i-12M, i:1|:1“i — R,‘ i=1 j>i |} —Fj‘ 1=1j>1|R, — Rj‘ (2.2)

1

gibi ifade edilir. Burada M, c¢ekirdek kiitlesi, Z, atom sayisi, I; ve R, ise sirasiyla

elektron ve cekirdegin koordinatlaridir. Denklem (2.2)’ de ilk terim elektronun ikinci
terim ise ¢ekirdegin kinetik enerjisini, ticlincii terim ¢ekirdek ve elektronlar arasindaki
coulomb ¢ekim alani terimini, dordiincli terim elektronlar arasindaki coulomb itme
potansiyelini ve besinci terim ise c¢ekirdekler arasinda meydana gelen coulomb itme
potansiyelini ifade etmektedir. Boyle bir sistemin taban durumu 6zellikleri zamandan

bagimsiz,

H‘/j(ﬁ’ﬁl):EV/(ﬁ>ﬁl) (2.3)
Schrodinger denkleminin ¢ozlimlerinden elde edilir. Burada W(ﬁ,ﬁ,) ¢ok pargacik
dalga fonksiyonu ve E sistemin toplam enerjisidir. Denklem (2.2) de tanimlanan

sistemin hamilton ifadesinin ¢Oziimiini kolaylastirmak i¢in bazi yaklagimlar

yapilmaktadir. Bu yaklagimlardan en 6nemlisi Born-Oppenheimer yaklasimidir.
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2.2 Born-Oppenheimer Yaklasimi

Cok elektronlu sistemlerin elektronik yapisini anlamada temel O6neme sahip
Born-Oppenheimer yaklasiminda elektron ve c¢ekirdeklerin hareketleri ayr1 ayri

incelenir (Born, 1927). Elektron ve ¢ekirdegin kiitlelerini karsilagtirildiginda elektronun

M
kiitlesi ¢ekirdegin kiitlesine gore c¢ok daha hafiftir (—=1836,1j. Bu nedenle
m

cekirdegin sabit oldugu ve sadece elektronlarin hareket halinde oldugu diisiiniilebilir.
Dolayisiyla da ¢eirdegin kinetik enerjisi, elektronlarinkine goére ihmal edilebilir
derecede kiicliktiir. Ayn1 zamanda cekirdek-cekirdek etkilesmesine de bir sabit gibi
bakilabilir. Bu durumda (Denklem 2.2” deki ikinci terim) verilen ¢ekirdegin kinetik

enerji terimi ihmal edilebilir. Bu durumda hamiltonyen,

\vE

il 9

A= Ly (2.4)
i1 i=1j>i =T

N | —
1l

I
=

|
el
T
v
—_

|
_-1

bigiminde elde edilir. Denklem 2.4, N, tane elektronun N; tane ¢ekirdegin alaninda

hareketini tanimlayan hamiltonyen ifadesidir. Cekirdeklerin kiitleleri elektronlara gore
oldukga agir oldugu igin, elektronlarin koordinatlarini1 ¢ekirdegin koordinatlar1 belirler.
Yani dalga fonksiyonu, elektronlarin koordinatlarima baghiyken, ¢ekirdegin
koordinatlarina parametrik olarak baglidir. Elektronlarin hareketini tanimlayan dalga

fonksiyonu,
Ve, =V, (r, R) (2.5)
ve, enerjisi ise ,

&, =¢&,(R) (2.6)
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seklinde verilir. Cekirdekler arasi etkilesme ile birlikte toplam enerji,

Ni Ni Z,Z4
e (R) =6 (R)+ 2 3 ——— 2.7)
a=1p>a Ra - Rﬁ‘

formunda ifade edilir. Cekirdek, Born-Oppenheimer yaklagiminda bir potansiyel enerji
yiizeyinde hareket eder. Bu potansiyel ise elektronik problemin ¢dziilmesi ile bulunur.
Born-Oppenheimer yaklagimi yaygmn bir sekilde kullanilmasina ragmen,

elektron ile ¢ekirdegin hareketi birbirinden ayrilmadigi durumlarda gecersizdir.

2.3 Dalga Fonksiyonu Yaklasikliklar:

2.3.1 Bogoliubov Yaklasimi

Bogoliubov 1947 yilinda, sifir sicaklikta aralarinda zayif etkilesme olan ¢ok
parcacikli Bose gazlari i¢in bir yaklasim tanimlamistir. Taban durumdaki pargaciklarin
diizenli oldugunu varsayimi onun en 6nemli sonucudur. Bogoliubov, seyreltik bir bozon
gazinda icin parcaciklar arasinda itici etkilesme oldugunu ve periyodik sinir kosullari ile
¢Oziim yapilabilecegini varsaymistir. Bu varsayim ¢ok pargacik problemini
kolaylastirmis ve bildigimiz yollarla etkilesmeleri hesaba katmamiza yardimci olmustur.
Bose-Einstein yogusmasinin 6zelliklerinin incelenmesinde halen kullanilmaktadir ve tist

seviyelerdeki pargaciklarin (N, ) thmal edildigi durumda iyi sonuglar vermektedir

(DuBois vd., 2003).
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Etkilesen bozon gazinin standart hamiltonyenti ,

A =2 [dry (R )+ [drdr (9 (W (F-F o w ) @8)

ile verilir. Burada H o tek pargacik hamiltonyeni,

A p2
Ho = o + Ve (F) (2.9)

olarak tanimlanir. Denklem (2.8) de, w(r) ve w'(r), sirasiyla bir bozon yok
edilmesine ve yaratilmasina karsilik gelen alan operatorleri ve U (F —r") pargaciklar

arasi etkilesme potansiyelidir. Eger parcaciklar arasi etkilesme yok ise Ny pargacigin
hepsi enerjisi ve momentumu sifir olan taban durumunda bulunur. Béylece yogusan
parcacik sayisi toplam pargacik sayisina esit olur. Eger pargaciklar arasi etkilesme goz
online alinirsa parcaciklar birbirinden uzaklagsmaya ve farkli konumlarda lokalize

olmaya baslayacaklardir.

2.3.2 Gross-Pitaevskii Denklemi

Kritik sicaklik degerinin altinda biitiin bozonlar en diigiik enerji seviyesinde yani
taban durumda bulunma egilimi gostermektedirler. Sicaklik azaltilmaya devam edilirse
belirli bir degerde tiim parcaciklar ayni enerji durumuna gececek ve sistem tek bir dalga
fonksiyonu ile tanimlanabilecektir. Bununla birlikte problemin ¢ok pargacik problemi

oldugu ve pargaciklar aras1 etkilesmelerin hesaba katilmasi halen gereklidir.
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Gross-Pitaevskii denklemi, seyreltik atomik gazlarda goriillen Bose-Einstein
yogusmasi olaymi agiklamakta bagsarilidir. Ciinkii sistem tek bir dalga fonksiyonu ile
temsil edilmekte ve parcaciklar aras1 etkilesme s-dalga sagilmasi ile
tanimlanabilmektedir. BEY olayinin gézlemlendigi durum iki kosula baglidir. Bunlarin

ilki T, kritik sicaklik olmak tizere T << T, , ikincisi ise n yogusma yogunlugu, a s-dalga

boyu olmak iizere n'*a<<1 kosullaridir Boylelikle BEY olayr tek bir denklemle

tanimlanabilmektedir.

Tuzak potansiyeli i¢indeki yogugmay1 veren enerji fonksiyonu,
| n* 2 2 g 4
E(y () =fdr| IV y ) +V Oy (0] +Zw(r) (2.10)

ile tammlanir. Integral igerisindeki terimler sirastyla kinetik, tuzaklama ve etkilesme

2

potansiyel enerjilerini gostermektedir. Burada g = ve m tuzaklanmis bozonlarin

atomik kiitlesidir. Burada temas potansiyeli V (‘F —F

)>
V(‘F—f"):uoé(f—F') @2.11)

olarak verilir (Romanovsky, 2004).Bu denklem tiim atomlarin taban durumda
bulundugu kabul edilerek yazilmistir. Gergekte ise yogusmaya katilmayan atomlarin
bulunmasi veya taban durumda bulunan atomlar arasindaki atomik etkilesim nedeniyle
tiim atomlar taban durumda bulunmayabilir.

Bose-Enstein yogusmasi durumunda, biitiin bozonlar ayni kuantum durumunda
bulunduklarma gore Ny pargacikli bir sistemin dalga fonksiyonu tek parcacik dalga

fonksiyonlariin ¢arpimi olarak,
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VAR Ty )= T (1) (2.12)

yazilabilir.

Biitiin atomlarin taban durumda bulundugu veya uyarilmis atomlarla taban
durumdaki yogusan atomlarin hi¢ etkilesmedigi varsayildiginda Gross-Pitaevskii
denklemleri gegerlidir. Gross-Pitaevskii denklemi yukarida tanimlanan enerji
denkleminin dalga fonksiyonu ile minimize edilerek enerjiyi elde eder. Zamandan

bagimsiz Gross-Pitaevski denklemi,

2
—;—mvzw(r) V(N (0 + glw (D] w(r) = py(r) (2.13)

seklinde tanimlanir.

Zamana bagli Gross-Pitaevskii Denklemi ise normalize edilmis dalga

fonksiyonu kullanilarak,

" og(r,t) _ n?

p —%vz +V(r,t)+ NU0|¢(r,t)|2}¢(r,t) (2.14)

ile verilir. Zamana bagh dalga fonksiyonu,

#(r,t) =e “g(r) (2.15)

ile tamimlanir. Indirgenmis koordinatlarda zamana bagli GP denklemi,

001 | o +V (r,t) + glp(r,t) 2]¢(r,t) (2.16)

ot

sekline doniisiir. Burada g boyutsuz sabiti, {i¢ boyutlu sistemler i¢in,
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(2.17)

dir. Denklem (2.14)’lin uygulanabilmesi i¢in toplam atom sayisinin yeteri kadar fazla
olmast; seyreltik olma kosulunun saglanabilmesi i¢in de sicakligin yeteri kadar diistik
olmas1 gerekmektedir. Ancak bu sekilde yogusmanin hem kuantumsal hem de termal
olarak bozunmasinin ihmal edilmesine olanak saglanir. Pargacik basina diisen enerjinin

beklenen degeri
E=] [—¢"(r,t)V2¢(r,t)+V|¢(r,t)|2 +% g|¢(r,t)|“}dr (2.18)

ile tanimlanir.
Kiiresel bir tuzaklayici potansiyel kullanildiginda kimyasal potansiyel i¢in

zamandan bagimsiz Gross-Pitaevskii denklemi

w0 ) V24V () gl () 2.19)

ifadesi ile gosterilir. Denklem(2.19), birbirlerinden bagimsiz bir sekilde Gross ve
Pitaevski tarafindan 1961 yilinda tiiretilmistir ve diistik sicakliklardaki uniform olmayan

seyreltik Bose gazlarinin arastirilmasinda temel aragtir. Bu denklem, parcaciklar {izerine
etkiyen potansiyelin, V dis potansiyellerinin toplami ve g|¢(r)|2 diger bozonlar

tarafindan olusturulan ortalama alan olmak tizere, lineer olmayan Schrodinger denklemi
formundadir. Burada 6z degerin, lineer Schrodinger denkleminde oldugu gibi parcacik
basina diisen enerji olmayip, kimyasal potansiyeldir. Ayni seviyede bulunan tiim
parcaciklar i¢in kimyasal potansiyel, parcacik basina diisen enerjidir; ancak etkilesen
parcgaciklar i¢in bu durum s6z konusu degildir.

Zamana bagli ve zamandan bagimsiz Gross Pitaevskii (GP) denklemleri oldukga
diisiik sicakliklarda etkilesimin zayif oldugu sistemlerde ve uyarilmis atomlarin thmal

edildigi durumlar i¢in iyi bir yaklasimdir (Blakie, 2004).
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2.3.3 Hartree Yaklagimi

Hartree yaklagiminda ¢ok elektronlu sistemin dalga fonksiyonunu tek elektron
dalga fonksiyonlarinin ¢arpimi olarak yazma ilkesine dayanir (Hartree, 1928). Hartree

yaklagiminda sistemin dalga fonksiyonu,

v (T Fy )= Hl//.(r) (2.20)

ile ifade edilir. Denklemde 1. elektrona etki eden potansiyel V,(r), iyon ve Hartree

potansiyelinin toplami olarak,
Vi (F) =Vipon (F) + Vi (F) (2.21)

ile tanimlanir. Viyon Ve Vharree potansiyelleri sirasiyla,

Viyon (F) = —ZZ—“ J.dq (I’ ) (2.22)

Zr-r| ‘ ‘

denklemleri ile verilir. Hartree potansiyelindeki yogunluk terimi,

olr)-x

Sl (F)| (2.23)

i

seklindedir. Bu durumda hamiltonyen,

H= 20% +V, (F) (2.24)
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formunda olup, Denklem (2.20) ile birlikte alinarak toplam enerjiyi minimum yapan tek
elektron dalga fonksiyonlari, Hartree denklemi ile verilir. Toplam enerjiyi en kiiclik

yapan tek elektron dalga fonksiyonlar1 Hartree denklemleri ile verilir. Bu denklem,

{—%V? +Viyon<F)}wi )+ ar \v;(_er‘w (F)=ewi(r) (2.25)

ile gosterilmektedir. Denklem (2.25), yoriingeler icin 6z uyumlu ¢oziildiginde
denklem (2.20) ile sistemin dalga fonksiyonu elde edilmis olunur. Hartree yaklasimi
atomlar i¢in giizel sonuglar verir. Tek elektron fonksiyonlarinda oldukca iyidir. Fakat
pargacik indislerinin degis tokusu oldugunda tam bir simetriye sahip degildir. Halbuki
cok elektron dalga fonksiyonu komsu indislerin degis tokusuna goére antisimetrik
olmalidir. Bu yiizden, Hartree yaklasimi yerine Hartree-Fock yaklasimi daha yaygin

kullanilir.

2.3.4 Hartree-Fock Yaklasimi

Genel olarak c¢ok pargacik problemi tam olarak c¢oziilemediginden tek yol
yaklasik ¢oziim yapmaktir. En iyi yaklagimlardan birisi uygun dalga fonksiyonu se¢imi
ile coOzlimleri basitlestirmektir. Parcaciklar arasi etkilesme kuvvetli ise ve bu
etkilesmelerden dolay1 parcaciklar yogusma durumundan baska bir faza gecis yapmaya
egilimli ise Bogoliubov yaklagiminin kullanilmas1 uygun olmaz. Bu degisimi
aciklayacak yontemlerden en sik kullanilani ortalama alan teoremlerinden birisi olan
Hartree-Fock yaklasikligidir. Parcaciklar birbirinden ayirt edilemeyen bozonlar oldugu
icin sistemi tanimlayan dalga fonksiyonu iki pargacigin konumlar1 degistiginde simetrik

kalmalhdir. Hartree-Fock yaklasiminda dalga fonksiyonu bu simetri 06zelligini

saglayacak sekilde secilir. Dalga fonksiyonu ,
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WloF o Fy) 2wl ) (2.26)

formuna sahiptir. Taban durum enerjisinin beklenen degeri,

E =(TD|H|TD) =X nH, +%zninj Vi +Vii) —%Zni (M + 1DV (2.27)
i i i

olarak yazilir (Christopher, 2004). Burada n, = <di+di> i.orbital de bulunma olasiligin
ifade eder. Bu yaklasimin ayrintilar1 bir sonraki boliimde tartigilacaktir. Hartree-Fock

;
yaklagimi kullanilarak harmonik bir tuzakta tuzaklanmis T>0 sicakligindaki Li

atomlarinin 6zellikleri (Bergaman, 1997) ve iki farkli spin yonelimine sahip bir sistemin

87
ozellikleri hesaplanmislardir (Esry vd., 1997). Rb igin ise yogusmanin yer¢ekiminden

ve atomlar arasindaki etkilesmelerden etkilendigini gosterilmistir (Rieger vd., 2007).

Bu yaklasimin avantajli yonii tek parcacik dalga fonksiyonunu igeren bir Slater
determinant1 kullanilmasi, varyasyonel olmasi ve toplam enerjiyi minimize eden bir
deneme dalga fonksiyonunu kullanmasidir. Ancak Hartree-Fock metodu parcaciklar
arasindaki korelasyonu g6z Oniine almaz. Ayrica degis-tokus terimi yerel olmadigindan
Hartree Fock denkleminin ¢dziimii olduk¢a zordur ve hesaplanmasi da yogunluk

fonksiyonel teorisine gore oldukca uzundur.

2.3.5. Varyasyon Yontemi

Varyasyon yonteminde, sistemin ger¢ek minimum enerji degerini bulmak i¢in

bir deneme dalga fonksiyonu tanimlanir. Bu fonksiyon, a; ve A gibi baz1 degisim
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parametreleri i¢eren bir deneme dalga fonksiyonudur. Bu deneme dalga fonksiyonu ile

sistemin zamandan bagimsiz Hamilton operatoriiniin ortalama degeri,

A

E(y) = {lRlv) (2.28)
(wlw)

gibi tanimlanir. Bu ortalama degeri minimum yapacak parametre degerleri hesaplanir.

Taban durum enerjisini bulmak i¢in bu a; degerlerini

—E (a,,ay,......8,) =0 (2.29)

kosulundan belirlemek gerekir. Boylece, belirlenen bu a; ve A varyasyon parametreleri

.deneme dalga fonksiyonunda yerine konularak, bulunan taban durum enerjisine karsilik
gelen 6zfonksiyonlar da bulunmus olur (Levine, 2000).

Birgok durumda, deneme dalga fonksiyonu belirlemek ayr1 bir problem
olusturmaktadir. Ciinkii secilen deneme dalga fonksiyonu, varyasyon parametresine
bagli olarak belirli bir analitik formla sinirli kalsada varyasyon parametreleri dl¢iisiinde
degisiklikler olabilir. (Safak vd., 2003). Sistemi daha i1yi tanimlayabilmek i¢in bircok
varyasyon parametresi iceren deneme dalga fonksiyonlar1 kullanildiginda islem zamani
cok uzayabilmekte ancak genellikle ¢ok iyi sonug¢ vermektedir. Bir sonraki boliimde bu
yontemle c¢ok sayida varyasyon parametresi kullanilarak sistemi nasil daha iyi

modellenebilecegi gosterilecektir.
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2.3.6 Monte Carlo Yontemi

Ny cisim probleminin analitik ¢éziimiiniin olmayist Molekiiler Dinamik adli
sayisal ¢oziimleme yOnteminin ortaya ¢ikmasina neden olmustur (Rapaport, 1995).
Ancak, Molekiiler Dinamik yiiksek sayida matematiksel hesaplama iceren bir yontem
oldugundan bazi1 problemlerin ¢6ziimii miimkiin olsa bile sonu¢ almak ¢ok uzun
bilgisayar zamani gerektirebilir.

Rastgele sayilar iizerine kurulmus ¢ok cisim sistemlerini simiile etmek igin kullanilan
metotlardan birisi de Monte Carlo yontemidir. Faz uzayida sadece konum bilinmekte fakat
momentum hakkinda bir bilgi bulunmamaktadir. Hareketin yonii rastgele sayilar
sayesinde belirlenir. Bu yonteme gore belirlenen kurallar ¢ercevesinde bu sayilar kabul
veya reddedilir. Molekiiler olaylarin agiklanmasinda Molekiiler Monte Carlo olarak
adlandirilan yontem kullanilir. Bu yontem, taban durum enerjilerinin hesaplanmasinda
Boltzman Dagiliminin kullanildigr Klasik Monte Carlo ve dalga fonksiyonlarin ve
enerji diizeylerinin hesaplanmasinda kullanilan Kuantum Monte Carlo ydntemleri
olarak ikiye ayrilir.

McMillan 1964 ve Kalos 1974, Varyasyonel Monte Carlo yontemi ve Green
fonksiyonu Monte Carlo yontemini ilk olarak basit bozon sistemlerine uygulanmistir.
Buradaki sistemde, etkilesim potansiyelinin sadece parcaciklar arasindaki mesafeye

bagli oldugu diistiniilmiistiir.
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2.4 Yogunluk Fonksiyoneli Yaklasimlar:

Yogunluk fonksiyoneli Teorisi(YFT); temelde kuantum mekanik yasalarindan
sistemin Ozelliklerini anlamaya amacglayan atom, molekiil ve katilarin elektronik
yapilarini hesaplayabilen basarili bir teoridir. Bu teorinin kapsami ¢ok genis olmakla
birlikte, temelini ¢ok pargacik sisteminin temel durum ozelliklerini tahmin edebilme
diistincesi olusturmaktadir. YFT nin kullandig1 yaklasimda temel degisken olarak, ¢ok-

cisim dalga fonksiyonu yerine, parcacik yogunlugu kullanilir.

Ny par¢acikli sistem i¢in Schrodinger denklemi,

[No(_hz ) j 1 No ]
)y Vi +V(r) |+ 2U(r,1) () = Ew(n) (2.30)
i 2m 2i<j

seklindedir. Burada U(r;,ry), parcaciklar arasi etkilesmeyi tanimlamaktadir. n(r)

yogunlugu sadece ii¢ tane uzaysal koordinatin (dalga fonksiyonunun ya da Ny tane
koordinatinin degil) fonksiyonu oldugundan, bu teorem cok biiyiik sistemleri bile
hesaplama kolaylig1 getirir. Yogunluk fonksiyoneli teorisi, sistemdeki tiim diger
parcaciklarla etkilesim halinde olan bireysel parcaciklarin etkilesmelerini ele alarak
baslayan Hartree-Fock teorinin tersine biitiin pargacikli sistemi g6z Oniine alinarak
baslanir (Capelle, 2003). Hohenberg ve Kohn homojen olmayan elektron gazinin taban
durumunu bulmak i¢in YFT’yi gelistirmislerdir (Hohenberg P. and Kohn W 1964).

Boyle bir sistem igin, bulunan dalga fonksiyonu kullanilarak sistemdeki pargacik

yogunlugu n(r) soyle hesaplanir.

— - = — 2 — —
n(r) = NOH\PO(rl,rz,...,rNO) dr,..fy, (2.31)
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Burada w/(r) sistemin taban durumu dalga fonksiyonudur. Hohenberg ve Kohn sistemin

taban durum enerjisinin yogunlugun fonksiyoneli olarak verilebilecegi gostermislerdir.

Bu ¢6ziim yonteminin bozonlardan olugan bir sisteme uygulamasi ayrintili olarak
gosterilmistir (Akbas,2007). Yogunluk fonksiyonelleri teorisine dayanan Thomas-Fermi
teorisi hala giiniimiizdeki ¢alismalarda ¢6ziim yontemi olarak kullanilmaktadir.

gunluk fonksiyonelleri teorisinin ilk formu olan Thomas-Fermi yaklasimi

glinlimiizde bir ¢ok ¢alismada ¢oziim yontemi olarak kullanilmaktadir.

2.4.1 Thomas-Fermi Yaklasim

Thomas ve Fermi teoreminde, atomun kinetik enerjisini elektron yogunlugunun
fonksiyoneli olarak temsil edilip bir atomun enerjisi hesaplanmistir. Bu ifadeyi
parcacik-¢ekirdek ve parcaciklar arasi etkilesmeleri temsil eden klasik ifadelerle
birlestirmislerdir. Bu iki etkilesme de elektron yogunlugu cinsinden ifade edilirse

sistemin enerjisi,

E[n(n]= Asjd3rn%(r)+jd3rvd“ (r)n(r) +%jd3rjd3r'nTLn(,r") (2.32)
r—r

2
formunda verilebilir. Burada, A =%(37r2)3 =2.8712 olarak tanimlanan bir

katsayidir. Thomas-Fermi teorisi ¢ok parcacik etkilesmelerini tanimlamakta 6nemli bir
ilk adim olmasina ragmen, Hartree-Fock teorisince ongoriilen bir atomun degis-tokus
enerjisini dikkate almadigindan dogrulugu sinirlidir. Ayrica bu yaklasiklikta pargaciklar

aras1 etkilesmeler gz Oniine alinirken denklem (2.32) de son terim parcaciklarin

kendileri ile etkilesmelerini de igermektedir. Thomas Fermi yaklasikligi sadece ¢ok
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biiylik sayida pargacik igeren sistemlere uygulandigi i¢in bu hatanin giderilmesine gerek

duyulmamustir.

2.4.2 Hohenberg-Kohn Teorisi

Hohenberg ve Kohn 1964 yilinda n(r) parcacik yogunlugunun fonksiyonelini

temel alan varyasyonel bir yontem gelistirdiler. Yontem, dis potansiyel ne olursa olsun
taban durumdaki tiim elektronik sistemlere uygulanabilen bir F[n(r)] fonksiyonelinin
tanimlanmasina dayanir.

Boylelikle sistemin taban durumundaki biitiin fiziksel o6zellikleri parcacik
yogunlugu cinsinden tanimlanabilecegi i¢in sistemin bu Hamiltonyene karsilik gelen

toplam enerjisinin beklenen degeri,

E[n]=T[n]+U[n]+V[n] (2.33)

seklinde parcacik yogunlugunun bir fonksiyoneli olarak yazilir. Burada T kinetik
enerjiyi, U parcaciklar arasi etkilesmeyi, V ise dis potansiyeli tanimlamaktadir. Bu
denklemde enerjiyi minimum yapan parcacik yogunlugu n(r) belirlenir ve n(r)

kullanilarak taban durum dalga fonksiyonu da belirlenmis olur.

Ilkesel olarak Hohenberg-Kohn teorisi higbir yaklasim i¢ermez ve bu anlamda
tamdir ve biitiin gozlenebilirlerin tam olarak hesaplanmasi miimkiindiir. Ancak kinetik
ve etkilesme fonksiyonellerini tanimlayan tam ve acik bir form heniiz belirlenememistir.

Bu nedenle, bu fonksiyoneller i¢in baz1 yaklagimlarin kullanilmas: gerekmektedir.
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2.4.3 Kohn-Sham Denklemleri

Kohn ve Sham 1965 de, ¢ok-pargacik sistemleri i¢in, degisim ve korelasyon
etkilerini de igeren, Hartree-Fock denklemlerinine benzer 6z-uyumlu denklemler icin bir
formiilasyon onerdiler. Bu formiilasyonda, gercek ve etkilesen bir elektronlar sistemi,
etkilesmeyen kuramsal bir sisteme doniistiiriilerek etkin bir potansiyelde hareket
ettirilir.

Yogunluk fonksiyoneli teorisi, dalga fonksiyonlarin1 kullanmadan sadece temel
durum elektron yogunlugunu kullanarak ¢ok parcacik sistemlerinin 6zelliklerini

belirlemeyi amaglar. Ny elektron igeren bir sistemin Schrodinger denklemi,

H :%[ U —v? +V(r)}+u 25(r ) (2.34)

i=1 i<j

olarak tanimlanir. Bu denklemi kullanarak enerji yogunluk fonksiyonu cinsinden

tanimlanirsa en genel halde

E(n(r))_ [Vz(* ")hr +jv(r)n(r)dr+ jjmdrdr +E,.(n(F)) (2.35)

seklinde tanimlanir.

Enerjideki ilk terim kinetik enerjiyi, ikinci terim dis potansiyelden kaynaklanan
enerjiyi, tUgclincli terim elektron-elektron etkilesmseninden kaynaklanan Hartree

Potansiyeli, son terim ise ilk {i¢ terimde hesaplanamayan tiim katkilar1 igeren degis-tokus
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ve korelasyon enerjisini gostermektedir. Degis-tokus ve korelasyon potansiyelinin
bilinmesi halinde kapali bir takim olusturan bu denklemler ilk kez (Kohn ve Sham
1965) tarafindan tiiretilmistir. Tam formu bilinmeyen degis-tokus ve korelasyon
potansiyeli yogunlugun bir fonksiyonudur, fakat dis potansiyele bagl bir katki olarak
aliabilir. Bu baglilik, incelenen fiziksel sistemin kendine 6zgii bir degis-tokus ve

korelasyon enerji fonksiyonuna sahip oldugunu gosterir.

Buraya kadar Kohn-Sham Denklemleri fermiyonlar i¢in tanimlansada benzer
yaklagimlar ii¢ ve daha az boyutlu tuzaklardaki Ny bozondan olusan sistem i¢inde

kullanilabilir. Bu durumda elektron i¢in tanimlanan yogunluk dagilimi bozonlar i¢in,

n(r) = Nojwo(r)| (2.36)

ifadesinden hesaplanir, yani etkilesmeyen sistemde biitiin bozonlarin taban durumda

bulunduklar1 varsayilir.

2.5 Coziim Yontemlerinin Kiyaslanmasi ve Bozonlara Uygulanmasi

Tek elektron dalga fonksiyonlarmin ¢arpimindan olusan Hartree dalga
fonksiyonun tanimlanmasinin akabinde, Slater determinanti olarak isimlendirilen dalga
fonksiyonu Slater ve Fock tarafindan olusturulmustur. Sistemin Schrodinger denklemi,
kendi i¢inde tutarli alan dongiisii i¢inde c¢oziiliir. Elde edilen dalga fonksiyonlari
atomdaki elektronlar1 tanimlayan en iyi dalga fonksiyonlaridir. Ancak hesap

glicliigiinden, yillarca, dalga fonksiyonu yerine elektron yogunlugu kullanilmistir.
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YFT’de ise sistemin taban durum enerjisi, yogunluk fonksiyoneli olarak
yazilmistir. Yogunluk, sistemin parcacik sayisini, parcacik-parcacik etkilesmelerini,
parcaciklarin ¢ekirdekle etkilesim potansiyeli gibi sistemle ilgili tim bilgiyi

vermektedir.

Bogoliubov yaklagimi sifir sicakliktaki zayif etkilesimli bozon gazlari igin
gelistirilmistir. Ust seviyelerdeki bozonlarin ihmal edilebildigi makroskopik yogusma
limitinde Bogoliubov yaklasiminda kullanilan dalga fonksiyonu Gross-Pitaevskii
denklemleri ile verilir. Sonlu sicakliklarda yogusmayan parcaciklarin etkileri Hartree-
Fock-Bogoliubov (HFB) denklemleri kullanilarak incelenebilir. Hartree-Fock
yaklasiklig1 korelasyon etkilerini icermemektedir. Bu calismada ikinci kuantumlanma
formalizmi kullanilarak uyarilmis durumlarin da etkisi incelenmistir. Literatiirde yer
alan sekliyle bozonlar i¢in YFT yaklasimi su ana kadar Gross-Pitaevskii teorisinin ¢ok
da ilerisine gidememistir yani sadece sifir sicaklik ve zayif etkilesmeler ele alinarak
hesaplamalar yapilmistir. Bu yaklagimda da {ist sevilerdeki bozonlarla etkilesmeler g6z
ard1 edilmektedir. Degis-tokus ve korelasyon enerjisinin toplam enerjiye olan katkisi
tam olarak bilinmemektedir ve buradan kaynaklanan engel YFT yaklagiminin esas
eksikligidir. Thomas-Fermi teorisinde sadece c¢ok biiyiikk sayida parcacik igeren
sistemlere uygulandigi i¢in Ny<10 pargacik sistemleri i¢in uygun degildir. Kuantum
Monte Carlo (QMC) yontemleriyle ¢ok parcacik bozon sistemlerinde parcaciklar arasi
etkilesim sonucunda {iist seviyelere uyarilma oranlar1 incelenmistir (DuBois, 2001 ve

DuBois, 2002).

Benzer olarak Hartre-Fock yonteminden varyasyon yontemine indirgenmis
sekliyle kuvvetli ve zayif (temas potansiyeli) etkilesmeler i¢in taban durum
hesaplamalar1 yapmislardir (Romanovsky, 2004). Ancak, yapilan hesaplamalara gore;
cok parcacik bozon sistemlerinin taban durumdaki bazi 6zelliklerini incelerken temas
potansiyeli kullanilmasinin dogru olmadigim1 gostermistir. Temas potansiyeli sifir
menzilli bir potansiyel oldugu i¢in sadece aymi konumda bulunmalar1 halinde bir
etkilesim s6z konusu olacaktir. Bu nedenle tuzak icerisindeki ¢ok kiiclik bir bolgede
tim pargaciklarin bulunmasi miimkiin olabilecektir. Gerg¢ekte ise Bose Einstein
Yogusmast sirasinda sicaklifin ¢ok diisiik olmasi nedeniyle parcaciklarin termal de

Broglie dalga boylari ¢ok uzun hale gelir ve pargaciklar siirekli bir etkilesim

39



icindedirler. Bu yiizden bu tezde parcaciklar arasi etkileseme olarak kuvvetli itici
logaritmik ve Bessel fonksiyonlar1 ile tanimlanan potansiyel kullanilmis ve {ist
seviyedeki parcaciklarin etkilerini de hesaba katarak sistemin enerjisi Hartre-Fock

Yaklagimi ve Varyasyon yontemi ile aragtirilacaktir.
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BOLUM 3: HARTREE-FOCK VE VARYASYONEL YAKLASIMIN BOZONIK
SISTEMLER iCIN TEORISI

Bir sistemde yer alan parcaciklarin yerleri degistirildiginde sistemin fiziksel
parametrelerinde bir degisim olmuyorsa parcaciklar 6zdestir. Klasik istatistik mekanikte
yoriingeleri izlenebilir oldugundan pargaciklar 6zdes olmasina ragmen birbirinden ayirt
edilmesi miimkiindiir. Kuantum istatistiginde 6zdes parcaciklar birbirinden ayirt etmek
miimkiin degildir. Ayirt edici tek 6zellik fermiyonlar i¢in gecerli olan Pauli disarilama
ilkesine gore, ayni kuantum sayilarina sahip iki fermiyon ayni sistem i¢inde bulunamaz.

iki parcacikli bir sistem &rneginde durumu inceleyebiliriz. Pargaciklarin
birincisinin yerinin ve spininin 1 sayis1 ile gosterildigini ve bu pargaciZin ¢,
durumunda bulundugunu, ikinci pargacigin yerini ve spinini 2 sayisi ile gosterildigini ve
bu par¢aifin ¢y durumunda bulundugunu farz edelim. Cok pargacikli bir sistemi
tanimlayan dalga fonksiyonu her bir parcacigin dalga fonksiyonlarinin ¢arpimina esittir

ve v (1,2) = #a(1)@g (2) olarak ifade edilir. Iki pargacik degis tokus edildiginde yeni
dalga fonksiyonu w(1,2)=¢g(1)@#,(2) seklinde olur. Olasilik yogunlugu, 6zdes

parcaciklar aralarinda yer degistirdigi zaman ayni kalmalidir yani degis-tokus edilmis

dalga fonksiyonu y/(2,1)ile gercek dalga fonksiyonu /(1,2) arasinda en fazla isareti

farkli olabilir. Eger pargaciklarin degis-tokusu ile dalga fonksiyonun isareti degisiyorsa
bu durumda dalga fonksiyonu antisimetriktir. Ozdes pargaciklari tammlayan dalga
fonksiyonu parcaciklarin degis-tokusu altinda isaret degistirmiyorsa dalga fonksiyonu
simetriktir. Simetrik dalga fonksiyonlarina sahip 6zdes pargaciklar Bose-Einstein
istatistigine uyarlar ve bu nedenle bozon adin1 alirlar. Antisimetrik dalga
fonksiyonlarina sahip 6zdes parcaciklar da Fermi Dirac istatistigine uyarlar ve bu
sebepten dolayr fermiyon adimi alirlar. Bir pargacigin spinlerinin degeri ile bu
parcaciklardan olusan sistemlere ait dalga fonksiyonlarinin simetri 6zelligi arasinda bir
iligki vardir. Spinleri % nin tam kati1 degerinde olan parcaciklar bozondur. Spinleri 7

nin buguklu tam kat1 degerinde olan parcaciklar fermiyondur. Mezonlar ve fotonlar
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bozonik 06zellik, protonlar ve nétronlar fermiyonik 6zellik gostermektedir. Bu

acilamalarin 15181nda toplam dalga fonksiyonu séyle tanimlanir.

v12) = a0 (195 ()] G.1)
Eger (3.1) denkleminde ortadaki isaret arti segilirse toplam dalga fonksiyonu
parcaciklarin degis-tokusuna gore simetrik durumu yani bozon benzeri parcaciklari
tanimlamaktadir. Eger aradaki isaret eksi ise o zaman sonu¢ antisimetrik dalga
fonksiyonudur. Bu durumda fermiyonlar1 tanimlamaktadir. Basindaki kat say1 ise
parcacik sayisina bagl olarak degisen normalizasyon katsayisidir.
Eger iki fermiyon aynt kuantum durumunda ise

Pa(D) =g (1) Ve §p(2) =pg(2)olur. Bu durumda fermiyonlar1 tanimlayan dalga

fonksiyonu sifir olur dolayisiyla olasilik yogunlugu da sifirdir. O halde iki fermiyon
aynt kuantum durumunda bulunamaz. Bu durum Pauli disarilama ilkesinin
matematiksel temelidir. Buna kargin sistemi tanimlayan dalga fonksiyonu A ve B
katsayilarinin esit olmasi durumunda bozonlar i¢in sifir olmamaktadir. Bu sebepten
dolay1r bozonlarin ayni kuantum durumunda bulunabildigini yani Pauli disarilama
ilkesine uymadig1 goriilmektedir. Yeteri kadar diisiik sicakliklara inilirse bozonlar
fermiyonlara gore cok farkli davramis gosterip biiyiik bir ¢ogunlugu taban durum
enerjisinde toplanmaya baslarlar. Boyle tek bir kuantum durumuna toplanmaya Bose-
Einstein yogusmasi denilmektedir.

Bu aciklamalar 15181nda Bose-Einstein yogusmasini gozlemek i¢in tanimlanmasi
gereken dalga fonksiyonu Hartree dalga fonksiyonu olmali yani tek parcagik dalga
fonksiyonlarinin ¢arpimindan olusmalidir. Eger bozon parcaciklarinin da kendi
aralarinda degis-tokus yaptigini géz Oniinde alinirsa bu durumda simetri 6zelligini
saglayan Hartre-Fock dalga fonksiyonu kullanilmalidir. Bu iki dalga fonksiyonu tanimi
kullanilarak parcaciklar arasi etkilesme potansiyelinin siddeti degistirildiginde parcacik

dagiliminin nasil degistigi ve faz gec¢isinin incelenmesi bu tezin arastirma konusudur.
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3.1 Bozonlar i¢in Hartree-Fock Yaklasikhigi

Cok pargacikli bozonik sistemlerinin incelenmesinde Hartree-Fock yaklasiklimi

kullanilacaktir. Ikinci kuantumlanma formalizmi altinda sistemin hamilton fonksiyonu
alan operatorleri w " (r) ve w(r) kullanilarak tanmimlamir. w *(r) ve w(r) uzayda r

konumunda bir parcacigin yaratilmasina ve yok edilmesine karsilik gelir.

Alan operatdrleri bozonlardan olugan boyle stirekli sistemler i¢in komiitator

(N, (r)]=o(r-r) (3.2)

bagintisina uyarlar. Parcacik sayisi,

Ny = [d*ry Ny () (3.3)

olur. Sistemin hamiltonyeni ,

A

A= [dry (R + [drary O V(- lw@we) G4

olarak verilir (Dalfovo, 1999 ve Olivier, 2004). Burada tek pargacik hamiltonyeni H ),

2

H, = ;—m+Vext(F) (3.5)

dir. Denklem 3.4 ‘teki V (‘F - F") pargaciklar arasi etkilesme potansiyelidir. Ug boyutlu

seyreltilmis bozon gazi i¢in etkilesme potansiyeli (Yannouleas, 2005),

V(-1 =gor-r) (3.6)
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tanimlanir. Bozonlar aras1 Coulomb etkilesmesi ifadesi li¢c boyutta Poisson denklemi

coziilerek iki boyutta indirgendiginde,

-
(3.7)

V(=) =| VoK,

oldugu gosterilmistir (Nelson, 1989). Burada K, Bessel fonksiyonudur. Bessel

F-F
fonksiyonunun limit durumlar1 incelendiginde X =‘ ‘ tanimlamas1 yapilirsa
K
etkilesim potansiyelinin
V, ZeX | x>>1
2X
V(r-r= (3.8)

~VyLog(x), x<<1

oldugu goriilmiistir (Davoudi vd., 2001). Burada Vv, ciftlenim sabiti, ¥ varyasyon
parametresini gosterir. Bessel fonksiyonun degiskeni ¢ok kiiciik ise bu ifade seriye
acilabilir ve yaklasik olarak logaritmik bir fonksiyona esit olarak diisiiniilebilir. Alan
operatdriinii hangi par¢acigin dalga fonksiyonu oldugunu bilmedigimiz ¢, (f) cinsinden

yaratici ve yok edici fonksiyonlar yardimiyla,
(7)) =2di" () 3.9)
I
belirlenir. Burada d* ve d ile gosterilen yaratma ve yok etme operatorleri,

d N0>=\/N_0|N0_1>
d¥[Ng) =Ny +1|Ng +1)

(3.10)
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ve
(3.11)

ozelliklerine sahiptirler. Taban durum enerjisinin beklenen degerini artirma ve azaltma

operatorlerine bagl olarak asagidaki gibi yazilabilir (Christopher, 2004).

E =(TD|H|TD) =X n;H, +%Zninj(\/ijij +Vijji)_%zni(ni + Vi (3.12)
i i i

Bu denklemdeki n; = <di+di > , bir pargacigin i.orbital de bulunma olasiligin ifade eder.

(3.12) denkleminde

Hy = (i[H,]i) = [ 4 (MH,g, (P)dF (3.13)

Vi = (iiV[KI) = [ 4 (Mg, (7 WV (F =T i (P (Fdrdr (3.14)
ve

(TD[d;dd, d||TD) = (& Sy + S NN = Sa Ny (; +1) (3.15)

olarak ele alinmustir. ¢, () ‘yi diklik kosulunu saglayan ¢, (r) cinsinden
¢i(1) =2Ci' o (T) (3.16)
n

olur. Boylece alan operatoriinii tekrar diizenlenirse,

Y (F) =2.8,¢,(F) (3.17)
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elde edilir. (3.16) denklemini (3.12) denkleminde yerine yazarsak taban durum enerjisi,

% ' 1 * * ' '
E= Znicin Ciann +EZ ninicin CJm Ci ij (Vnmn'm' +Vnmm'n')
i ]
nn' nn'
mm'

(3.18)
nmn'm'

—%_z n.(n, +HCrC™CrCmy
j

'
nn
'
mm

bulunur. E ‘yi minimize ederek {Ci”,ni} katsayilarint elde edilir. Dalga fonksiyonun

ortogonallik 6zelligini kullanip minimizasyon yapilirsa denklem,

aE u ln' I 1 J ! ol %
ac_{‘:nkazcan° ~&Cl +§”Zninjci”c;“ [660uCT +G0uCT IV v )
I']I"I'y
mm (3.19)
Lsnm rnerer[ses,cm +sact v L )=0
2inn' iUl i i ki“nl™~i ik“ml™~i nmnm' 7
mm'
haline doniisiir. Bu denklem diizenlenirse,
| -
M Cic =N ZCE Ho +5nk _ZniCILn C'C" " MVatam *+Viimn *Vigmn *+Visnm)
“ .
(3.20)

1 ! %k
_E Ny (nk + 1) Z Cl? CFCQ (Vlnmn‘ +ann‘m )

nnm

elde edilir. Eger n, # 0 ise (3.20) denklemi,
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- ; 1 . '
H(l) +EZ niCim Cin (lenn' +len'n +Vlmn'n +Vlmnn')
inm
£Cy =YCy
k ™~k % k 1 M~ (321)
—E(nk +1)Z Ck Ck Inmn' +ann'm)
nm

olarak bulunur. Burada k =1,...n, sistemdeki pargacik sayisimni ve |=0,...Ngy.

hangi enerji durumunda oldugunu belirtmektedir. Bdylece bozonlar i¢in Hartree-Fock

denklemini elde edilmis olur. Denklem (3.21) yeni ifadelerle tanimlanirsa.

m

(anan) =Pu =2NCTC ve Pr =N, CICE (3.22)

olur. Bu ifadeler yardimiyla yogunluk fonksiyonu tanimlanabilir. Boylece durum

yogunlugu,

(1) = E0C"Clpnpy = 3 Py (N, (1) = Syl (1) (3.23)

olarak bulunur. (3.16) denklemini yogunluk fonksiyonu cinsinden tekrar diizenlenirse,
gkCII< = ZCI?' H(l)n' +Z:Pmn (Vlmn'n +Vlmnn')_2(nk +1)CIT*CI?(VImnn') (3-24)
n' nm nm

olarak elde edilir. Burada V., Hartree V|, ise Fock potansiyelleridir. Denklem

(3.24) de P, =P, esitligi kullanildi. Hartree kismunin Hartree potansiyelinin matrisi

oldugu goriiliir. Hartree potansiyelini,

Vi (F) = [ p(F )V (F - F{)dF! (3.25)
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gibi tanimlanir. Potansiyelin beklenen degeri,
(IVu (DI = [0 TV, (P, (M7 (3.26)

olur. Bu ifadeleri kullanarak enerji ifadesi,

nmn'm' +Vnmm'n‘ )

E =Y nCrCIHM +% Snn,CrereTem v
i ij

nn' nn'
mm'

3.27
1 n*~n'~m*¥~m' ( )
_E_Zni(ni”'l)ci Ci Ci Ci (Vnmn'm')
i

nn'
mm'

yada

o1 1 oy
E= Z I:)nn' H(;m + 5 Z Pnn' IDmm' (Vnmn'm' +Vnmm'n' ) - 5 Z niCin Cin I:)mm' (Vnmn'm') (3'28)
nn' nn' i

mm' nn'
mm'

olarak diizenlenebilir. Bu ifadeyi bir parcacigin enerjisi cinsinden tekrarlarsak,

* ' nV * ' 1 1 * A
2Nig =>n,C{ C"H, +2N0, PurCi " Vimrn +Vlmnn)_zzniplmncil C" Vimn )
I I I

' In' In'
nm 1 nm (3.29)
= Z I:)nn' H(l)n + Z I:)mm' I:)nn' (Vnmn'm' +Vnmmn' ) - 5 Z n; P' mnCiI*Cin (Vlmn'n )
" e
nm

formunda olur. Boylece taban durum enerjisi,

1 ; o
Znigi =E+ Z I:)mm'F)nn'(Vnmn'm' +Vnmm'n')_52ni I:)Imncil Cin (Vlmn'n)
i nn' i
mm I (3.30)
=2E _ann'H(;m'
nn'
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olarak bulunur. Enerji degerinin bulunmasi i¢in niimerik olarak 6z-uyumlu ¢6ziim

yapilir.

3.2 Bozonlar icin Gaussian Yaklasikhigi

Cok parcacik dalga fonksiyonunu tek pargacik dalga fonksiyonun carpiminin
olasiliklarinin toplami olarak asagidaki tanimlanir (Romanovsky, 2004 ve Mese vd.,

2008).

p=I1

|y/>=ﬁPerm[¢l(rl)...¢ (ry )]:\/—02415 ).¢p(Nn)(rNo) (3.31)

Buradaki toplam, p nin 1 den N, kadar permiitasyonlaridir. Burada p(i), i durumundaki

p permiitasyonunu ifade eder. Enerjinin beklenen degerini bulmak i¢in normalizasyonu

tanimlamak gerekir. Cok parcacik sistemi i¢in normalizasyon,

<1//|1//>:L' Perm[¢1 (r, )...¢NO (rNO )]' Perm[;é1 (r,).¢ . (rN0 )]dr1 .dry

(3.32)
= Jdndrg 80 (684,05 )5 0 (o W0 (1, )
P P,
olarak tanimlanir. Normalizasyonun taniminda genel olarak
Sij:_[¢i*(r)¢j (I’)dl’ (3.33)
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ortlisme matrisi kullanilir (Ira, 2000). Bu matris ifadesi kullanilarak normalizasyon

denklemi diizenlenirse,

S (3.34)

olmaktadir. En yalin hale indirgemek istenirse normalizasyon ifadesi,

No! No

p1=li=l

olarak tamimlanabilir. Ornek olarak iki parcacik i¢in normalizasyonu acik olarak ifade

edilirse, olas1 2 durum vardir ve bunlarda p={12,21} dir. Boylece normalizasyon

N,=S,;5,,+5, Sy, (3.36)

gibi tanimlanir. Benzer olarak {i¢ pargacik icin olast 6 durum vardir ve bunlar p={123,

132,213,231, 312, 321} dir.. Bdylece normalizasyon

N3=5,152S33+5) 153,523+ 571515533551 535234531 5125234531 55,53 (3.37)
gibidir. Cok parcacik sistemini en genel halde tanimlayan Hamiltonyen,
NP> 1, 5 .,
H=> 2—'+5 MW= (aX” +Y7) [+ 2 Vi (ri —r; )
i=1 i#] (3. 3 8)

=_NZ(): Ho (i}+ 2 Vi (ri =Tj )

i=1 i#]

olarak tanimlanir. Burada « anisotropi parametresi, Hy biitiin tek pargacik etkilerini

yani kinetik enerjiyi ve harmonik tuzak potansiyel enerjiyi icermektedir. Once tek

parcacik terimlerinden gelen enerji bulunursa,
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EO:N (w|H, (i) w) (3.39)

(=)

Il
—

olur. Bozonlar1 tanimlayan dalga fonksiyonunu parcaciklarin yer degistirmelerine gore
simetrik oldugundan birbirini tekrarlayan terimlerden kurtulup basitlestirirsek asagidaki

denklem elde edilir.

1 0! . No , (3.40)
=Noy— I¢p1(1) Ho (1)¢p2(1)dr1 J [12p,)Pp, (i) drz-dry,
No!pi.pa=1 i=2
Bu enerji denklemini daha yalin hale getirildiginde
No! No
E,= 1 ZHopl(l)Pz(l) Spl(i)pz(i) (3.41)
(No _1)! P1,p2=1 i=2
elde edilir. Parcaciklar aras1 etkilesmeyi iceren enerji denklemi
E,,, = [drdry (F)g; (P (r = vl (7)) (7) (3.42)

ile bulunur. Bu ifade de dalga fonksiyonu pargaciklarin yer degistirmelerine gore

simetrik oldugundan daha basit

Eim:Ww(l—zM
| (3.43)
No(N, —1) Yo I
:M > (ﬂ¢p1(1)¢p1(2)v(1_2)¢p2(l)¢921(2)dr1er)gSpl(i)pZ(i)

2(No!) o1/t

denklemiyle tanimlanir.

51



BOLUM 4: iZOTROPIK TUZAK ICINDEKiI BOZONLAR iCiN HARTREE,

HARTREE-FOCK VE VARYASYONEL SONUCLAR

Parcaciklar arasi etkilesmeler ihmal edilirse Ny bozondan olusan bir gazin

Hamilton fonksiyonu,

No

n o, .
H=Y -V +V(F) (4.1)

i=l1

ile tanimlanabilir. Deneysel olarak Bose-Einstein Yogumasinin gergeklesmesi
icin bozon gazi bir magneto optik tuzakta tutulur. Tuzagin merkezinde olusan
potansiyeli tanimlamak icin harmonik osilatér potansiyeli kullanilir. Disaridan

uygulanan iki boyutlu harmonik-osilator potansiyeli,
V(Fi):g(wlzx2 +W22y2) (4.2)

ile ifade edilebilir. Burada w,; ve w, sirasiyla x ve y dogrultudaki salinim frekanslaridir.

Eger w, = W, ise izotropik harmonik potansiyeli elde edilir.
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Indirgenmis uzunluk birimi tuzagin karakteristik genisligi olan |, = ,|— 1ile enerji
mw

birimi ise #w olarak tanimlanirsa indirgenmis birimlerde sistemin toplam Hamilton

operatorii (Mese vd., 2008),

olarak belirlenir. Denklem 4.3 de bozonlar arasi etkilesme ihmal edildiginden ¢ok
pargacikli sistemin Homiltonyeni tek parcacik hamiltonyenlerinin toplami olarak

tanimlanabilmektedir.
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4.1 Etkilesme Potansiyelinin incelenmesi

Parcaciklar arasi etkilesme potansiyeli denklem (3.7) de tanimlandig1 gibi

rr

- NO — —
V(‘r -r ‘) = ZV(‘ri - rj‘) =V,K,
i<]j K
seklindedir. Bununla birlikte K, (X) Bessel fonksiyonu argiimani x’in ¢ok kiigiik oldugu

durumlarda (x<<) —log(x) olarak ifade edilebilir. Bose-Einstein Yogusmasi probleminde

bozonlar arasi etkilesme potansiyelini logaritmik olarak kullanilmasinin dogru sonuclar

verdigi gozlenmigtir (C.J. Pethick ve H. Smith, 2002).

iy e* 4n? —1? .
y =0.577 Euler Sabiti ve 1,(x) = Nor BT F e olmak iizere K,
71X 18X

modifiye Bessel fonksiyonun en genel ifadesi

2 4
(XJ (Xj
2 2 1
e + o (l+5)+ ........ (4.4)

Kn (x) = (_1)n+1 (7/ + loge gjl n(X) +

ile verilir.

Bozonlar aras: etkilesme potansiyelinin beklenen degeri E , logaritmik ve Bessel

etkilesme fonksiyonlari icin sirasiyla Sekil 4.1.a ve b de gosterilmistir. Sekli 4.1 a da,

logaritmik potansiyel kullanildiginda potansiyelin erim mesafesi (cut off) olarak
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tanimlanan x =3.71ve x =7.42 degerleri i¢in etkilesme enerjilerinin davraniginda

karakter farkliligt gozlenmektedir. Bunun nedeni erim mesafesi x =3.71 nin

pargaciklarin farkli yerlerde lokalize olmasi durumunda parcaciklar aras1 mesafeye gore

kiiciik olmas1 ve potansiyelin degiskeni QF—F"/K)<1 ise log(x) ifadenin sonucu

negatif, eger birden biiyiik ise pozitif olmasidir. Bu nedenle erim mesafesi x =3.71
oldugunda etkilesme enerjisinde davranis farkliligi dogmaktadir. Eger x = 7.42 olarak
yani ilk degerin 2 kat1 alinirsa parcaciklarin farkli yerlerde lokalize olmasi durumunda
parcaciklar aras1 mesafe erim mesafesinden kiigiik kaldigindan ve potansiyel degiskeni
birden biiyiik olmasi i¢in pargaciklar aras1 mesafenin ¢ok biiylik olmasi gerektiginden
logaritmik potansiyel Bessel fonksiyonuna yakinsamaktadir. Ciftenim sabitinin degerini
degistirmek sadece etkilesme enerjinin derinligini etkilemekte, erim uzunlugunu ise

degistirmemektedir. xk’nin  aym  degerleri icin  Sekil 4.1 b de,
VoK (JF—F" /K) potansiyeli kullanildiginda iki farkli erim mesafesi i¢in karakter

farklilig1 goriillmemektedir.

Sekil 4.2 den gorildiigii gibi parcaciklar arast mesafe ¢ok artarsa etkilesme
enerjisi sifir olmaktadir. Bunun anlami, pargaciklar birbirleriyle etkilesmeden farkli
yerlerde lokalize olmakta ve kristal davranisi gostermektedir. Pargaciklar arasi
etkilesme enerjileri karsilagtirildiginda potansiyelinin degiskeni x<<1 oldugu durumda
Bessel fonksiyonunu — log(Xx) olarak almak iyi bir yaklasim olusturmaktadir.

Sekil 4.3 de ise etkilesme enerjisi ile harmonik tuzak enerjilerinin toplaminin
konuma gore nasil degistigi incelenmistir. Harmonik tuzak potansiyel enerjisi etkilesme
enerjiye gore daha etkin oldugundan logaritmik potansiyelin enerjisinde kiigiik erim

mesafeleri i¢in goriilen davranig farkliliklarinin ¢ok fazla etkisinin olmadig: belirlenir.
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Ancak ¢ok kiigiik gibi goriilen bu davranis degisikligi 6zellikle pargacik sayisinin biiytlik
oldugu durumlarda yogunluk dagilimlarinda 6nemli degigsmelere neden olmaktadir.
Sekil 4.3 a ve b de sistemin toplam potansiyel enerjini sirastyla logaritmik ve Bessel
fonksiyonlarina gore degisimi arastirilmistir. Sekil 4.3 ¢ de ise logaritmik ve Bessel
fonksiyonlar1 ile tanimlanan etkilesme ve tuzak potansiyel enerjilerinin toplami ayni
sekil tizerinde gosterilmistir. Genel olarak iki farkli fonksiyonla tanimlanan etkilesme
potansiyeli kullanilarak elde edilen toplam potansiyel enerjileri arasinda bir davranig

farklilig1 gézlenmemistir.
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2 Fr— 111+

0.0

V(r)= —voLogQr—r'\/K)

-0.2
Eet% V, = 5hw
hw 0
-0.4 - —m— k=371
e k=7.42
-0.6 —
-0.8 —T - 1 - 1 T 1T T T T T T T T T T 1
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
r/ly
b)
0.0
-0.2
0.4 V(r):VOKOQr—r'\/K)
Eet% V, = 5hw
W
-0.6 — —m— =371 =
e k=7.42
-0.8 - .
T T T T T
0 2 4 6 8 10
r/ly

Sekil 4.1 Etkilesme enerjisinin a) logaritmik ,b) Bessel fonksiyonu i¢in konuma

bagl degisimi
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O. 2 T T T T T T T T T

Sekil 4.2 Bessel ve logaritmik potansiyelin etkilesme enerjisine etkisinin

karsilastirilmasi
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V(r) = -V,Log Qrf FI‘/’()*]E (r)
V, = 5hw

b)

V(r):VOKOQF—F“/K)i—% ) 1
V, = 5hw T

0,0 0,5 1,0 1,5 2,0 2,5 3,0

AN

Ee(k + Etuzak 71
hw

-VOLog(lr-rlllK)+r2/2

V0K0(|r-r‘|lx)+r2/2 T

1.5 2,0 2,5 3,0
r/l,

Sekil 4.3 Toplam potansiyelinin enerjinin logaritmik ve Bessel fonksiyonu i¢in konuma

bagl degisimi ve karsilagtirilmasi
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4.2 Hartree, Hartree-Fock ve Varyasyon Yontemi ile SisteminToplam Enerjisinin

Bulunmasi

Cok pargacikli bozon sisteminin toplam enerjisinin hesaplanmasinda Hamilton
denkleminin yaratma ve yok etme operatdrleri cinsinden ifadesi (3.4) denkleminde ve
ilgili matris elemanlar1 (3.13 ve 3.14) denkleminde tanimlanmistir. Hartree yaklasikligi
icin sistemin dalga fonksiyonu tek parcacik dalga fonksiyonlarimin carpimi olarak
Denklem (2.20) de verildigi gibi kullanilmistir. Hartree-Fock yaklagikliinda ise
bozonlar i¢in simetri Ozelligini goéz Oniinde bulunduran Denklem (3.31) dalga
fonksiyonu ele alinmigtir. Varyasyonel yaklasimda ise sistemin dalga fonksiyonunu
tanimlarken tek pargacik dalga fonksiyonlarmin Gaussian formda oldugu varsayilmistir.
Gaussian dalga fonksiyonunun kullanilmasinin sebebi ise bozonlar karsilikli
iticiliklerini minimize etmek i¢in uygun olmasidir (Romanovsky, 2004).

Sekil 4. 4 de iki parcacigin toplam enerjisi ¢iftlenim sabitine bagl degisimi i¢in
ti¢ farkli yontemle bulunan sonuglar karsilagtirllmigtir. Diistik ciftlenim sabiti degeri igin

(V0 < 2hw) Hartree yaklagiklig1 ve varyasyon ile bulunan enerjilerin Hartree-Fock’dan

dala kiigiik oldugu goriilmektedir. Kiiciik ¢iftlenim sabiti degerleri i¢in Hartree-Fock
enerjisinin biiyiikk olmasinin sebebi hesaplamalarda kullanilan dalga fonksiyonu her ne
kadar bozonlar1 tanimlamasindan dolay1 simetrik olsa da sistemin Pauli disarlama
ilkesine uygun olarak yapilandirilmasindan kaynaklanmaktadir. Baska bir deyisle tek
parcacik dalga fonksiyonlar1 ortogonal secildiginden Bose-Einstein Yogusmas kiiclik

V, ’lar i¢in gozlenmemektedir. Ancak, biiyiik ¢iftlenim sabiti degerlerinde pargaciklar
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arasi etkilesme artmakta, ayni kuantum seviyesinde bulunma ihtimali azaldigindan
Hartree-Fock yaklasiklig1 ile Varyasyon yaklasikligi sonuglar1 ortiismektedir. Bu esnada
biiylik ¢iftlenim sabiti degerleri i¢in Hartree yaklasimi Pauli disarilama etkisini goz
oniine almadigindan ve bozonlar arasi itme biiyiik oldugundan daha biiyiik enerjilerde
minimize olabilmektedir. Benzer sonuglar Sekil 4.5 de 3 parcacik i¢in, Sekil 4.6 de 4
parcacik icin, Sekil 4.7 de 5 parcacik igin ve Sekil 4.8 de 6 pargacik igin gosterilmistir.
Alt1 parcacik i¢in bulunan sonuglar literatiirdeki bazi caligsmalarla uyum
gostermesine ragmen bazilariyla farklilik gostermektedir. Ele aldigimiz sisteme benzer
bir yapiy1 tek pargacik dalga fonksiyonunu Gaussian formda ele alarak ¢dzen bir
calisma yapilmistir. Bu ¢alismada alti pargacikli bir bozonik sistemin yiizey merkezli
bir besgen orgii seklinde kristalize oldugu tespit edilmistir (Romanovsky vd., 2004). Tk
olarak 6 pargacik i¢in gorilen bu dagilim literatiirde (1,Np-1) dagilimi1 olarak
tanimlanmakta olup burada Ny parcacik sayisini gostermektedir. Bu tez ¢alismasinda
varyasyon yaklagikligi kullanilarak bulunan sonuglar gosteriyor ki; 6 pargacik igin
dagilimin (1,Np-1) seklinde degil de (0,Np) altigensel (hegzogonal) bir dagilim
gosterdigi  goriilmistiir. Bu farkliligin nedeni, ayn1 yontemle yapilan c¢aligmada
etkilesme potansiyeli olarak coulomb ve temas potansiyellerinin kullanilmasidir.
Coulomb potansiyeli li¢ boyutlu etkileri ifade etmek icin, temas potansiyeli ise kisa
erimli etkileri tanimlamak icin gecerlidir. Bu nedenle iki boyutta etkilesen sistemlerde
log(r) potansiyel kullanmak hem BEY hem de kristalizasyonun goézlemlenmesi igin
daha dogrudur. Sekil 4.9 da goriildiigii gibi, Log(r) potansiyel kullanildiginda (0,6)
dagiliminin enerjisinin (1,5) dagilimi enerjisine gore daha diisilk olmasindan dolay1 alt1
parcacik i¢in sistemin gergek kristal yapisi (0,6) seklinde olacaktir. Bu durum yedi

parcacik i¢in degismektedir. Sekil 4.10 de gosterildigi gibi biiylik ciftlenim sabiti
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degerlerinde (1,6) dagiliminin enerjisi (0,7) dagilimi enerjisinden daha kiigiiktiir.
Bundan dolay1 sistem diisiik enerjili durumda bulunacagindan 7 parcacik icin (1,6)

kristalizasyonu tercih etmektedir (Mese vd., 2008).
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E/ho

Sekil 4.4 Iki pargacigin toplam enerjisinin ¢iftlenim sabitine gore degisiminin {i¢

farkli yaklagiklik ile incelenmesi
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Sekil 4.5 Ug parcacigin toplam enerjisinin ¢iftlenim sabitine gore degisiminin ii¢

farkli yaklagsiklik ile incelenmesi
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E/ho

Sekil 4.6 Dort parcacigin toplam enerjisinin ¢iftlenim sabitine gore degisiminin

tic farkl yaklasiklik ile incelenmesi
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Sekil 4.7 Bes parcacigin toplam enerjisinin ¢iftlenim sabitine gére degisiminin

ti¢ farkli yaklagiklik ile incelenmesi
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Sekil 4.8 Alt1 pargacigin toplam enerjisinin ¢iftlenim sabitine gére degisiminin

ti¢ farkli yaklagiklik ile incelenmesi
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Vo! o

Sekil 4.9 Alt1 pargacik i¢in taban durum enerjisinin arastirilmast
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Sekil 4.10 Yedi pargacik i¢in taban durum enerjisinin arastirilmasi
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4.3 Yogunluk Dagihmin Incelenmesi ve Tek Par¢acik Matrisleri

Bu boliimde, Hartree-Fock ve varyasyon yaklagikligi ile tanimlanan dalga
fonksiyonlart kullanilarak tanimlanan yogunluk dagilimlarina kullanilan dalga
fonksiyonu yaklagikliginin 6nemi incelenmistir.

Cok parcacik sistemini tanimlamada ikinci kuantumlanma formalizmi sikca
kullanilan bir yontemdir. Bu yaklagimda sistem alan operatorleri ™ (r) ve w(r)
kullanilarak tanimlanmistir. Bu alan operatorleri kullanilarak sistemin 6zellikleri hakkinda

birgok bilgi elde edilebilir. Boyle bir sistemin hamiltonyeni,

W (O)yr(F) (4.5)

q zoA NIy A 1 AT ST (P (7 A
H :Idrw (r)Hol//(r)+5J'drdr w (D™ (T )V(‘r—r

burada I-A|0 tek parcacik hamiltonyeni,  alan operatori, V(‘f— F") parcaciklar arasi

etkilesme potansiyelidir. Alan operatoriinii hangi pargacigin dalga fonksiyonu oldugunu

bilmedigimiz ¢; () cinsinden yaratici ve yok edici fonksiyonlar yardimiyla
Y (r)=2d{¢ () (4.6)
I

gibi tanimlanir. Tek pargacik yogunluk matrisi genellikle p(r,r') seklinde gosterilir. Tek

parcacik yogunluk matrisi alan operatdrleri cinsinden,

70



p(r,T) = (" (M (1) (7)

olarak tanimlanir. Yogunluk matrisini yaratici ve yok edici fonksiyonlari ile ifadesi

p(r, 1) = <§dr¢i (F)xd,g, <r>>=§¢r (g (D(di'd;) (48)
gibidir. Burada <d d j> = n;J; olarak tammlanirsa yoSunluk matrisi

p(r.r) = iZj:ni¢i+(F)¢i(F) (4.9)

sekline doniisiir. Bu kosulu saglayan tek pargacik dalga fonksiyonlari1 dogal ydriingeler
olarak adlandirilir ve n; bu yoriingelere yerlesen pargacik sayisini vermektedir. Sistemi
tanimlayan enerjisinin beklenen degeri yaratma ve yok etme operatdrlerine bagl olarak
boliim 3 de denklem (3.12) ile verilmistir.

Cok parcacik dalga fonksiyonunu yaratma ve yok etme operatorlerine bagh

olmadan,
1 1 N
|W>:\/N_O! Perm[g/ﬁ1 (r, )...¢N0 (rNO )}:TO' §1¢ o) (118 ooy (12 )4 p(No)(rNO ) (4.10)

gibi tanimlanir. Buradaki toplam biitiin p nin 1 den N kadar permiitasyonlaridir.

Sistemin toplam enerjisi,
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= _ WOHYD)

(w()|w(n)

NO No 7
HO,pl(l),pz(z)HSpl(i)pz(i) L (411)
1 i=2 N No! No
N,! - N No z_ Hspl(i)i
0° pl,p2=l 0 S pi=1 i<l
1, pl(l)pl(z)pza)pz(z)g 1(i) p2(i)

ve buradaki matris elemanlar,

Hoi = [P gy (PH 4, (7) 4.12)

Via = [ dFdryg (D)5 (7 (r = il (7 (1) (4.13)

seklinde tanimlanir (Mese vd., 2008). Bu denklemlerde kullanilan ortiisme matrisi
denklem (3.32) de tanimlandig gibisij:j ¢, (r)p,(r)dr ile ifade edilir. Bu ifade

yardimiyla yogunluk dagilimi hesaplanir. Bu ¢aligmada Ny parcaciktan olugan sistemin
dalga fonksiyonunu belirlerken iki farkli tek parcacik dalga fonksiyonu tanimlanmis ve

bunlarin sonucunda iki farkl fiziksel sonug elde edilmistir.
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4.3.1. Wigner Kristali(Molekiilii)

Ik olarak 1934 yilinda Eugene Wigner tarafindan &nerilen elektronlarin
kati(kristal) fazina Wigner kristali denmektedir (Wigner, 1934). Eger elektron
yogunlugu cok diisiik ise iki yada ii¢ boyutta ayni sekilde hareket eden elektronlar,
hareketsiz, dis etkileri nétiirleyerek kristallesir ve kristal 6rgii formuna gegerler. Bu
durum, diisiik yogunlukta potansiyel enerjinin kinetik enerjiye gore daha etkin
olmasinin sonucudur. Bu nedenle elektronlarin uzaysal dagilimi 6nem kazanmaktadir.

Mutlak sifir sicaklikta ayni sekilde hareket eden elektronlari tanimlayan bir

parametre vardir buna da Wigner-Seitz yarigapt denir ve r, =a/ag olarak tanimlanur.

Burada a pargaciklar aras1 uzaklik, ag ise Bohr yarigapidir. Kuantum Monte Carlo
simiilasyonlarina gore li¢ boyutta r=106 (Ceperley, 1980), iki boyutta ise r=35
(Tanatar, 1989) dir.

Yiiksek manyetik alanda yada diisiik yogunlukta kuantum noktalarda hapsedilen
parcaciklar kendiliginden bazi1 durumlarda yerellesebilirler ve bu diizen Wigner kristali
olarak da adlandirilir.

Wigner kristali olusumunu teorik olarak tanimlamak istersek Ny bozondan
olusan sistemin dalga fonksiyonunu belirlemek icin tek pargacik dalga fonksiyonunun

genisligini o ve konumlarmi a; ile tanimlamak {lizere Gaussian formunda,

expl- (F -4, /(20 (4.14)
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ile tanimlanir. Hesaplamalarda her bir parcacigin dalga fonksiyonun genisligi ayni

alinmistir. Denklemde bulunan o ve @; parametreleri pargacik sayisi sabit tutulup
toplam enerjinin minimizasyonundan bulunur. Ciftlenim parametresi V, = 0 limitinde
biitlin parcaciklar i¢in konumu ifade eden @; parametresi sifir bulunur. Boylece biitiin

pargaciklar ayni kuantum durumunda bulundugu ve tuzagin ortasinda bir tane yogunluk
dagilimimin temsil ettigi Bose-Einstein yogusmasi gézlenmektedir.

Hesaplamalarda pargaciklar arasi ¢iftlenim sabitinin degeri arttirilirsa yogunluk
dagilimlarindan parcgaciklarin tuzagin merkezi yerine kenarlarda lokalize oldugu
goriilmiistiir. Ciftenim sabitinin degeri arttirlldiginda pargaciklarin  hepsinin ayn
seviyede bulunma olasilig1 azalmaya baslamasindan dolay1 etkilesme enerjisi azalir.

Sekil 4.11 da ciftlenim sabitinin yogunluk dagilimina etkisi incelenmistir. a)
stitununda ciftlenim sabiti V, =14w i¢in, b) siitununda ise V, =3Aw degeri icin
parcacik sayist Ny=2,3,4 ve 6 oldugunda yogunluk dagilimlari karsilagtiriimigtir.
Ciftlenim sabiti V, =1Aw oldugunda, Bose-Eistein yogusmasmi temsil eden enerji
degeri Wigner kristali durumunu temsil eden enerji degerinden kiigiik oldugundan
sistemin bu ¢iftlenim sabiti degeri civarinda pargaciklar arasi korelasyonun devam ettigi
goriilmektedir. Bu nedenle bu ciftlenim sabiti degerinde sistem Bose-Einstein
yogusmas1 Ozelligini siirdiirmektedir. Eger Ciftlenim sabiti V,, =3 Ziwolursa, sistemi
minimum yapan enerji ve dalga fonksiyonlar1 incelendiginde taban durum yogunluk
dagilimlar1 Sekil 4.10 b) de ki gibi olmaktadir. Dolayistyla bu ¢iftlenim sabiti degerinde

sistem kristal 6zelligi gostermektedir.
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Ny pargaciktan olusan sistemin taban durum enerjisine karsilik sistemin dalga

fonksiyonu kullanilarak yogunluk dagilimlari ¢iftlenim sabitinin V,, = 47w degerinde

No=2,4 ve 6 parcacik icin Sekil 4.12, Sekil 4.13 ve Sekil 4.14’in a siklarinda
gosterilmistir. 2,3,4 ve 5 pargacik sonuclarinin literatiirdeki ¢caligmalarla ile uyum i¢inde
oldugu goriilmiistiir. Yalniz 6 parcacik i¢in Boliim 4.2 bahsedildigi gibi ayn1 problemi
baska etkilesme potansiyelleri i¢cin ¢ozen g¢aligmalarindan farkli sonu¢ bulunmustur.
Tablo 4.1 de gosterildigi gibi 6 parcacik i¢in genelde (1,5) dagilimi yani 1 pargacik
merkezde diger 5 tanesi onun etrafinda dizilmis bir dagilim bulunmustur (Saint Jean
2001, Campell 1979, Lai 1999, Bolton 1993, Bedanov 1994 ve Schweigert, 1998). Bu
calismanin sonuglarina gore varyasyonel yaklagim altinda logaritmik potansiyel

kullanarak (0,6) yani altigensel (hegzagonal) kirstallesme elde edilmistir.
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No | Bizim M. Saint | Campbell | Ying- | Bolton | Bedanov | Schweigert | Ying-
sonuglar Jean et al. | Ju et al |et al. | et al. | Ju
(Varyasyon) | (deneysel) | (MD) et al. | MC) | MCO) (MD) et al.

(MD) (MD)

V(r) | Log(r) 1/r 1/r

Ln(1/r) In(1/r) In(1/r) ¥
1/r

1 1 1 1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2 2 2 2

3 3 3 3 3 3 3 3 3

4 4 4 4 4 4 4 4 4

5 5 5 5 5 5 5 5 5

6 (0,6) (1,5) (1,5) (L,5) (1,5 |@1.5 (1,5) (1,5)

7 (1,6) (1,6) (1,6) (L,6) | (1,6) |(1,6) (1,6) (1,6)

8 (1,7) (1,7) 1,7) (L7 (1,7 11,7 (1,7) (1,7)

9 (1,8) (1,8) (1,8) (L% (2,7 |27 (2,7) (2,7)

Tablo 4.1 Yogunluk dagiliminin pargacik saymna gore degisik etkilesme

potansiyelleri i¢in karsilastirilmasi

76




4.3.2. Siiper Molekiil

Eun-Seong Kim ve Moses Chan helyum-4 i ¢ok diigiik sicakliklara kadar
sogutarak maddenin yeni bir hali denilen siiper kati yada siiper molekiilii buldular.
Bulduklar stiper katt hem direngsiz siv1 gibi siiperakiskan hemde bir kati kristalin biitiin
ozelliklerini barindirir (Kim, 2004).

Bu kisimda 6nce siiper molekiil 6zelliklerinin elde edildigi sistemi tanimlayalim.
Ny pargaciktan olusan sistemin dalga fonksiyonu birbirine ortogonal olan tek parcacik
dalga fonksiyonlarinda olusturulmustur. Bu dalga fonksiyonunu kullanarak ¢6ziim
arayan yonteme literatiirde Unrestricted Bose-Hartree-Fock(UBHF) yaklagiklig
denmektedir (Romanovsky vd., 2004). Tek parcacik dalga fonksiyonu harmonik osilator

0z fonksiyon ¢dziimlerini saglayan {gpi }ifadesi kullanilarak sOyle tanimlanir:
$i(F) =2 Cinn (F) (4.15)
n

Burada C;, varyasyon parametresi normalizasyon ve ortogonallik kosullarma bagli

olarak belirlenmektedir. C;, bulunurken niimerik hesaplamalarin uzunlugundan dolay:

izinli enerji seviyesi sayist Np,—=14 olarak ele alinmis buna karsilik ((Nmaxt1)
(Nmaxt2))/2 ifadesi izinli yoriinge sayisini vermek lizere minimum enerjiyi bulmak i¢in
denklem (4.15)’in girilebilir 120 harmonik osilatér 6z durumuna karsilik gelmektedir

(Gattobigio vd., 2005). Eger dalga fonksiyonu denklem(4.15) gibi tanimlanirsa
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parcaciklar aras1 gii¢lii etkilesme altinda dahi korelasyonlarin hala devam ettigi ve farkli
yerlerde lokalize olmadiklar1 goriilmektedir. Bu davranmiga sliper molekiil adi
verilmektedir (Mese vd., 2008). Alt1 parcacik i¢in izinli enerji seviyesi her bir parcacik
icin bir yoriingeye karsilik gelen Np.,=6 se¢ildiginde dahi yogunluk dagilimlarindan
stiper molekiil 6zelligini siirdlirdiigi gorilmiistiir. Sekil 4.12 de ¢iftlenim sabitinin
V, = 4haw degeri icin yogunluk fonksiyonlar: incelendiginde iki parcacik igin varyasyon
ve Hartree-fock yontemleriyle elde edilen sonuglarda Wigner kristali yapisindadir.
Fakat Ny=2 pargacik disinda yogunluk dagilimlarinda 6nemli farkliliklar dogurdugu

Sekil 4.13 ve sekil 4.14’1in a ve b siklarindan goriilmektedir.
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Sekil 4.11 Yogunluk profilleri ¢iftlenim sabiti siddetine gore degisimi, a) siitiiniinda

ciftlenim sabiti V,, = 1AW alinarak yukaridan asagiya 2, 3, 4 ve 6 parcacik i¢in, b) siitununda ise

ciftlenim sabiti V|, = 3AW almarak pargacik sayisi 2, 3, 4 ve 6 i¢in incelenmesi
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Sekil 4.12 Yogunluk dagilimmin V, =4Awda (x,y) diizleminin fonksiyonu

olarak(konumlar manyetik uzunluk biriminde |, = 1/i) izotropik iki boyutlu tuzak
mw

icinde logaritmik potansiyelle etkilesen 2 parcacik i¢in gosterilmistir. a) da Gaussian
yaklagikligi, b) de ise Unrestricted Bose-Hartree-Fock(UBHF) yaklasiklig1 ele alinarak

elde edilen sonuglarin gosterilmesi

80



e

-G *
- ﬂ%"‘}&‘ :g’:f !
.= AL
+_ " ’
=
4150
=} -6 =
b)
g
= o ) t f“l
T 1*1‘ Bt i‘
- o f‘iﬁ'ﬁ.ﬂ
e A
=1
o
+ = .

Sekil 4.13 Dort pargacik i¢in yogunluk dagiliminin a) Gaussian yaklasikligi b)

Hartree-Fock yaklasiklig1 icin karsilastirilmast
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Sekil 4.14 Alt1 pargacik i¢in yogunluk dagiliminin a) Gaussian yaklagiklig1 b)

Hartree-Fock yaklagiklig1 i¢in karsilastirilmast
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BOLUM 5: ANIZOTROPIK TUZAK VE VARYASYONEL SONUCLAR

Bir onceki boliimde izotropik olarak tuzaklanmis N pargacikli bir sistemi
Hartree-Fock ve varyasyon ¢oziim yontemleri kullanilarak arastirildi. Bu boliimde ise
anizotropik harmonik tuzagin yogunluk dagilimina ve eylemsizlik momentine etkisi
varyasyonel yaklasim kullanilarak incelenmistir. Denklem (4.2) de w, = \/EW2 yazilirsa
anizotropik tuzaklama elde edilir.

Parcgaciklar arasi etkilesme potansiyeli denklem (4.4) de tanimlanan Bessel

fonksiyonu ifadesi olmak {lizere anizotropik tuzak altinda ¢ok pargacik sistemi

i=l1 2m i

2
H =§(Ii+% mw? (ax? + y? )j +2 Vi (r = )
N (5.1)
0

:§ Ho (i Vi (r=;)

i#]

hamilton fonksiyonuyla tanimlanir. Burada « anizotropi parametresi, Hy biitiin tek
parcacik etkilerini yani kinetik enerjiyi ve harmonik tuzak potansiyel enerjiyi
igermektedir.

Anizotropik tuzak altinda sistemin taban durum enerjisini bulmak icin tek
parcacik dalga fonksiyonunu Denklem (4.14) tanimlanan Gaussian fonksiyonu olarak

alip Ny parcacik dalga fonksiyonu bozonlar i¢in denklem (3.31) da gosterildigi gibi

1 No!
w)= N p2=1¢ o) (11 )8 o) (124 p(NO)(rNo ) (5.2)

tanimlanmustir. Anizotropik tuzak parametresi « degeri 1 den 0.1 dogru azaltildiginda
yogunluk dagilimina etkisi incelenmistir. Anizotropik parametrenin azalmasi ile
enerjinin de azalmaya basladig1 ¢iftlenim sabiti V,, = 4awdegeri i¢in sekil 5.1 de

gosterilmistir. Ozellikle anizotropi parametresi « =0.5 degerinden daha kiiciik

&3



oldugunda tuzak potansiyelinin x dogrultusundaki etkisi azaldigindan sistemin enerji
degisimindeki etkisi belirgin olarak goriilmektedir. Parcaciklar1 bir arada tutan
tuzaklama potansiyeli anizotropi parametresinin kiigiiltiilmesi ile bir yondeki etkisi
azalmaya baslayacagindan yogunluk dagilimlarindan da goriilecegi gibi disk seklinden

(iki boyut) serit (tek boyut) sekline doniismektedir.
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Sekil 5.1 Toplam enerjinin anizotropi parametresine bagli degisimi c¢iftelim

sabiti V|, = 4aw degerinde parcacik sayis1t No=4,5,6 ve 9 i¢in degisimi
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5.1 Deneysel Diizenek ve Calisma Prensibi

Bu konuyla ilgili literatiirdeki deneysel ¢aligmalarin birinde kullanilan diizenek,

conducting layer
insulator

A TSIl

/

metallic frame

insulator

T loudspeakers —1

Sekil 5.2 Deneysel Diizenek (J. Phys.: Condens. Matter 14 (2002) 13653-13660)

seklinde hazirlanmistir. Bu calismada atomik boyuttaki pargaciklar yerine yaricapi
d=0.8mm olan g¢elik toplar kullanilmistir. Celik toplar1 yiikleyebilmek icin V. ile
gosterilen voltmetreye yaklasik 1000V uygulanmistir. Deney boyunca bu potansiyel
degeri sabit olarak uygulanmaktadir. 500V degerinden sonra toplar yiiklenmeye, ayni
yiiklii olduklart icin aralarindaki itmeden dolay1 birbirlerinden uzaklasmaya basladigi
goriilmiistiir. Ikinci potansiyel V. ise metalik ¢er¢eveye uygulanmakta ve yaklasik
olarak 1000V ile 2000V araliginda uygulanmistir. Burada metalik c¢erceve eliptik bir
yapidadir. Bu metalik ¢ergeve hesaplamarimizdaki harmonik tuzak gorevi gormektedir.
Bu metalik ¢erceve celik toplarla ayni yiike sahip oldugu i¢in kenarlardan ortaya dogru
itmektedir. Boyle bir yapidaki Ny tane ¢elik toptan olusan sistemin minimum enerjisini
bulmak icin, deney diizenegi bir masa {lizerine sabitleniyor daha sonra toplari
titrestirmek igin {i¢ tane hoparlor tarafindan yiiksek frekansta giiriiltii olusturulur. Bu
islem statik olarak yiiklii celik toplarin statik dengeye gelmesini saglamak igin

yapilmaktadir. Sistemin gergekten taban durumda olup olmadigini anlamak i¢in tavlama
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islemi yapilmistir. Sistem 6nce ergime sicakligina kadar 1sitilip sonra yavas yavas diistik
sicakliklara kadar sogutulur. Bunu yapmaktaki amagc; ¢elik toplarin {izerinde bulunan
elektronlarin dagiliminin en kararli duruma gelmesini saglamaktir. En yiiksek sicaklik
her defasinda %10 azaltilarak bu tavlama islemi birka¢ kez tekrarlanir. Bu tavlama
islemlerinden sonra sistemin sabit genlikli bir giiriiltii ile birka¢ dakikadan birkag saate
kadar salinimina izin verilir. Gozlemler sonunda en sik goriilen durum taban durum
olarak kabul edilir. Boylece atomik boyuttaki etkiler milimetre boyutundaki sistemde

tanimlanabilmektedir.

5.2 Yogunluk Dagilhiminin Incelenmesi

Bolim 4.3.1 de Wigner kristali incelenirken tek pargacik dalga fonksiyonu
Gaussian formunda ele alinmis ve sistemin dalga fonksiyonu simetri 6zelligi goz
onlinde bulundurularak belirlenmisti. Tek pargacik dalga fonksiyonunda bulunan

pargaciklarin - konumlarint  belirten a, ve a, parametreleri ve Gaussian dalga

fonksiyonunun genisligini gosteren o parametresi tamamen sayisal olarak elde edilip
sistemin taban durumu dalga fonksiyonu belirlenmistir. Yogunluk dagilimi bozonlar

icin denklem (2.36) de tanimlandig: gibi,

n(r) = Nolyy (] (53)

ifadesinden hesaplanir. Boylece Bessel fonksiyonu ile tanimlanan etkilesme potansiyel
altinda Sekil 5.3, Sekil 5.4, Sekil 5.5 ve Sekil 5.6 da sirasiyla parcacik sayis1t No=4, 5, 6

ve 9 i¢in yogunluk dagilimlar1 bazi ciftlenim sabiti degerleri i¢in anizotropi
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parametresine gore incelenmistir. Sekil 5.3 “lin i¢in ilk satirda 4 parcacik i¢in ¢iftlenim

sabiti V, =1Aw alindiginda anizotropi parametresi « =1,0.5ve 0.1 degerlerilerine,
ikinci satirda ise ¢iftlenim sabitinin V; =5 7w degerinde ayn1 anizotropi parametreleri

icin yogunluk dagilimlari incelenmistir. ilk satirdan goriilecegi gibi anizotropi
parametresi degeri azaltildiginda, yogunluk dagilimlarindan gorildiigii gibi, kiigiik
ciftlenim sabiti degerinde Bose-Einstein Yogusmasi 6zelligi gostermektedir. Ancak

ciftenim sabiti V, =17Aw degeri i¢in anizotropi parametresinin kiigiik degerlerinde

(a =0.1) sistemin BEY 6zelligini hizla kaybetmektedir. Ikinci satirda ise ¢iftlenim

sabitinin V, =5 Aw degerinde anizotropi parametresi kiigtltiilirse yogunluk

dagilimmin iki boyuttu dagilimdan tek boyutlu dagilima gecis yaptig1 tespit edilir.
Benzer davranislar Sekil 5.4, Sekil 5.5 ve Sekil 5.6 da sirasiyla pargacik sayist No=5, 6
ve 9 i¢in gozlenmistir. Bdylece anizotropik tuzagin yogunluk dagilimina etkisi belirgin
olarak elde edilmistir. Bir dnceki boliimde logaritmik etkilesme potansiyeli i¢in bulunan
sonuclar bu bolimde Bessel fonksiyonu kullanilarak elde edilen sonuglarla uyum
icindedir. Bir sonraki kisimda tiim anizotropi degerleri i¢in yogunluk dagilimlari

incelenmis, deneysel ve teorik ¢aligmalarla karsilagtirilmastir.
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Sekil 5.3 Dort parcacik i¢in yogunluk dagilimlarinin anizotropi parametresi
a=1,05,0.1 ve g¢iftlenim sabitinin V,=1Aw ve V,=5iaw degerlerinde

karsilastirilmasi

89



g
4
i i

iR

Sekil 5.4 Bes parcacik i¢in yogunluk dagilimlarinin anizotropi parametresi
a=1,05,0.1 ve g¢iftlenim sabitinin V,=1Aw ve V,=5iw degerlerinde

karsilastirilmasi
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Sekil 5.5 Alt1 pargacik i¢in yogunluk dagilimlarinin anizotropi parametresi
a=1,0.5,0.1 ve g¢iftlenim sabitinin V,=1Aw ve V,=5Aw degerlerinde

karsilastirilmasi
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Sekil 5.6 Dokuz parcacik i¢in yogunluk dagilimlarinin anizotropi parametresi
a=1,05,0.1 ve ¢iftlenim sabitinin V,=1Aw ve V,=5iaw degerlerinde

karsilastirilmasi
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5.3 Sonuclarin Bazi Deneysel ve Teorik Calismalarla Karsilastirilmasi

Bu tezde ele alinan yapiya benzer sistem klasik Newton yasalarini kullanarak
Monte Carlo simiilasyon yaklasiklig1r yontemi ile Apolinario ve arkadaslari tarafindan
incelenmistir (Apolinario vd., 2005). Bu c¢alismada pargaciklar arasi etkilesme
potansiyeli olarak logaritmik potansiyel kullanmilmistir. Alti pargacik i¢in anizotropi

parametresi « =1 ve dokuz parcactk i¢in o =10.9,0.8 ve 0.7 degerlerinde

buldugumuz sonuglar Apolinario ve arkadaslar1 tarafindan elde edilen sonuglardan
farklidir. Ancak, dokuz pargacik i¢cin buldugumuz sonuclar deneysel calisma ile daha
fazla uyum gostermektedir (Jean, 2002).

Tablo 4.1 de gosterildigi gibi izotropik durumda (o =1) 4, 5 pargacik i¢in Sekil
5.7 ve Sekil. 5.8 de benzer sonuglar elde edilmistir. Bes parcaciga kadar yogunluk
dagiliminin (0,N) seklinde oldugunu goriilmiis bu dagilim sekline de tek kabuk dagilimi
denilmektedir.

Sekil 5.9 de gosterildigi gibi alti parcacik icin Onceki boliimde elde edilen
sonuglara benzer sekilde izotropik durum igin (1,5) dagilimi yerine (0,6) dagilimi elde
edilmistir. Benzer teorik ve deneysel ¢alismalar (Apolinario vd., 2005, Romanovsky et
al., 2004 ve Jean, 2002) (0,6) dagiliminin taban durumu temsil etmedigini bu durumun
yar1 kararli durum(metastable) oldugunu sdylemislerdir. Sekil 4.9 da gosterildigi gibi
Gaussian dalga fonksiyonu yaklagiklig1 ile elde edilen sonuglar gdosteriyor ki; (0,6)
dagiliminin enerjisi (1,5) dagilimina gore daha diisilk olmaktadir. Bu yiizden (0,6)
dagiliminmi taban durum olarak bulunmaktadir. Etkilesme potansiyeli Bessel fonksiyonu
olarak ele alindiginda da yogunluk dagiliminda cift kabuk davranis1 (1,N-1) ilk olarak
yedi pargacikta goriilmiistiir.

Dokuz pargacik i¢in bulunan sonuglar Sekil 5.10 dan goriilecegi gibi daha
karmagiktir. Anizotropi parametresi 1 ile 0.1 arasinda degistiginde yogunluk dagiliminin
nasil degistigi ilk iki satirda gosterilmistir. Uglincii satirda teorik calisma sonuglari
(Apolinario vd., 2005) ve dordiincii satirda ise deneysel sonuglar (Jean, 2002)
gosterilmistir. Anizotropi parametresi 1 den 0.1 e dogru azaltilmaya baslandiginda ilk 9

parcacikta ortaya ¢ikan yogunluk dagiliminda bir faz gegisinin oldugu yani (1,8)
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dagilimindan (2,7) dagilimina gecis yapip tekrar baslangictaki (1,8) dagilimima geri
gecis yaptigi goriilmiistiir. Anizotropi parametresi « =0.9 olarak ele alindiginda

buldugumuz (2,7) dagilim sonuglari literatiirdeki deneysel ¢alisma ile uyum igindedir.

Kong ve arkadaslari bu dagilim farkliligina sebep tuzak potansiyelinin V ~r" tanim
formuna bagl olup olmadigini aragtirmiglardir. Tuzak potansiyelinin kuvveti n<2.2 ise
9 pargacik icin taban durum dagilimmin (2,7) seklinde oldugunu eger n>2.2 ise (1,8)
seklinde oldugunu gdstermislerdir (Kong vd., 2001). Tuzak potansiyelinin kuvvetini
artirmak tuzagin genisligini azaltmaktadir. Bunun sonucunda anizotropik tuzagin

pargaciklarin dagilimina etkisi daha iyi anlagilmaktadir.
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Sekil 5.7 Dort pargacik i¢in yogunluk dagilimin ciftlenim sabiti V,, = 5SAw

degerinde anizotropi parametresine gore degisiminin diger teorik ve deneysel sonuglarla
karsilastirilmasi
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Sekil 5.8 Bes parcacik i¢in yogunluk dagilimin ciftlenim sabiti V,, = 5Aw

degerinde anizotropi parametresine gore degisiminin diger teorik ve deneysel sonuglarla
karsilastirilmasi
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Sekil 5.9 Alt1 parcacik i¢in yogunluk dagilimin ciftlenim sabiti V,, = 5SAw

degerinde anizotropi parametresine gore degisiminin diger teorik ve deneysel sonuglarla

karsilastirilmasi
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Sekil 5.10 Dokuz parcacik i¢in yogunluk dagilimin ¢iftlenim sabiti V, = SAw

degerinde anizotropi parametresine gore degisiminin diger teorik ve deneysel sonuglarla
karsilastirilmasi
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5.4 Eylemsizlik Momenti

Eylemsizlik momenti veya atalet momenti donme hareketi yapan bir cismin
donme eylemsizligidir. Baska bir deyisle eylemsizlik momenti yiizey seklini

degistirmeye calisan kuvvete gosterdigi tepkidir ve en genel olarak
I =[prid’r (5.4)

ile tanimlanir (Goldstein, 1980). Burada, bir enerji durumunda bulunma olasilig1

p ve Ny pargacik sayisi, wy, Denklem (4.10) tanimlanan ¢ok parcacik dalga

fonksiyonu olmak iizere
2
P = NOZ"/’NO‘ (5.5)
I

dir. Boylece x ve y dogrultusundaki eylemsizlik momentleri sirasiyla,

= j p x>dxdy
(5.6)
= [ py*dxdy
yazilabilir (Marion, 1995). Yukaridaki denklemde degiskenler yerine koyulursa,
N 1 1 2
0=["[" x —exl{——((x a, (i) y a, (i) )}dxdy— +Za (i)
o o
N 0 o0 D 1 1 2
0 =j'7wj'fwy —Zex{ ((x a (|) y a, (i) )}dxdy— +Za i (5.7
o o’

=01 XyL eXp{:— JL ((x a, (i) (y -a, (i))2 )}dxdy: iZax (a, (i)

71'0
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bulunur. Bu ifadeler parcaciklarin harmonik tuzak geometrisinin degisimi altinda
eylemsizlik momentlerini analitik olarak bulmamizi saglar. Eylemsizlik momentinin
bilesenlerinin degisimine bakarak bozonlarin anizotropik tuzak etkisi altinda nasil bir
dagilim gosterdigini anlasilabilmektedir. Denklem (5.7) de bulunan ve parcaciklarin

konumunu belirleyen a, (i) ve a, (i) katsayilar ile Gaussianin genisligini gosteren o

parametresi tamamen niimerik olarak hicbir sinirlama yapmadan IMSL Kiitiiphanesi
altinda bulunan N degiskenli bir fonksiyonu mimimize eden degerleri bulmaya yarayan
DUMPOL algoritmas1 kullanilarak bulunmustur. Elde edilen bu katsayilar denklem
(5.7) ifadesinde yerine konulup eylemsizlik momenti bilesenleri analitik olarak
belirlenebilmektedir.

Sekil 5.11 de Ny=4, 5, 6 ve 9 parcacik icin eylemsizlik momentinin X ve y
bilesenlerinin oraninin ¢iftlenim sabitine goére degisimi anizotropi parametresi
(a=1,009,.......... ,0,1) icin incelenmistir. Eger anizotropi parametresi kiigiik ise
(x=0.2,0.1) x yoniindeki tuzak potansiyeli etkisi azalmakta sistem y dogrultusunda
bir boyuta tuzaklanmig gibi davranmaktadir. Ciinkii x dogrultusundaki tuzak etkisinin
azaltilmasi bu dogrultudaki eylemsizlik momentini arttirir. Bu nedenle kii¢iik anizotropi

degerlerinde |, / I, orani diger anizotropi degerlerine gore ¢ok biytiktiir.

Sekil 5.12 de ise yine x yoniindeki eylemsizlik momentinin y yd&niindeki
eylemsizlik momentine oraninin sabit ¢iftlenim sabiti i¢in(V,, = 5w ) farkli anizotropi
degerlerinde pargacik sayisina bagli degisimi incelenmistir. Kiigiik anizotropi degerleri

icin (¢=0.2,0.1) I, / I, oranindaki degisim pargacik sayisiyla orantili olarak

degismemektedir. Bu oran, anizotropi parametresi « = 0.1 oldugunda 9 parcacik i¢in en
kiiciik olmasinin sebebi sistem tam olarak tek boyutta tuzaklanmis gibi davranig
gostermemesidir. Bu nedenle 9 pargacik i¢in |, , parcacik sayis1t No=4, 5 ve 6 ya gore
daha diisiik olmaktadir. Anizotropi parametresinin daha bliylik degerleri igin
eylemsizlik momentlerinin orani |, / I, ciftlenim sabiti V, =5Aw olarak alindiginda
neredeyse ayni oldugu Sekil 5.12 de goriilmektedir. Eylemsizlik momentlerin
oranindaki degisimin en fazla oldugu anizotropi parametresi « =0.2, 0.1 degerlerini
daha iyi irdeleyebilmek i¢in Sekil 5.13 de yogunluk degisimleri a) siitununda « =0.2,

b) siitunun da ise & =0.1 alinarak pargacik sayis1 No=4, 5, 6, ve 9 i¢in gosterilmistir.
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Parcacik sayisi 4 ve 5 oldugunda  =0.2 ve 0.1 degerlerinde yogunluk dagilimlarindan
goriildiigli gibi her iki deger igin sistem sanki tek boyutta tuzaklanmis gibi
davranmaktadir. Bu nedenle o =0.2ve 0.1 degerleri icin Ny=4 ve 5 oldugunda
eylemsizlik momentlerin (I, / I, ) orani anizotropi parametresinin diger degerlerindeki
oranlarindan ¢ok biiylik oldugu Sekil 5.11 a ve b goriilmektedir. Sekil 5.11 ¢ ve d de ise
parcacik sayisi 6 ve 9 icin sistemin sanki tek boyutta tuzaklanmis gibi davranisi sadece
anizotropi parametresi = 0.1 oldugunda goriildiigiinden bu degerde |, / I, orani diger
degerlerin oranindan ¢ok biiyiik olmaktadir. Parcacik sayis1 azaltilirsa (Ny=4 veya 5)
sistemin daha ¢abuk tek boyutta tuzaklandig1 Sekil 5.13 deki yogunluk dagilimlarindan
anlasilmaktadir. Bu nedenle parcacik sayist az oldugunda eylemsizlik momentlerindeki

I, / I, orani a =0.2 ve 0.1 degerlerinde ¢ok bilyiik olmaktadir.
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Sekil 5.11. Eylemsizlik momentinin x ve y bilesenlerinin (I, / I, ) oraninin

ciftlenim parametresine gore degisimi anizotropi parametresinin « =1,0.9,........ ,0.1
degerlerinde, a) dort parcacik, b) bes parcacik, c) alt1 parcacik ve d) dokuz pargacik i¢in
incelenmesi
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Sekil 5.12. Eylemsizlik momentinin x ve y bilesenlerinin oranmm (I, /Iy)

anizotropi parametresine gore degisimi Ny=4, 5, 6 ve 9 parcacik i¢in ¢iftlenim sabiti
V, =5Aw degerinde karsilastirilmasi
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Sekil 5.13 Yogunluk dagiliminin ¢iftlenim sabiti V, =5Aw degerinde parcacik

40

sayist Nog=4, 5, 6 ve 9 oldugunda a siitununda anizotropi parametresi o =0,2, b

siitununda ise @ = 0.1 i¢in degisiminin incelenmesi
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5.5 Faz Gecisinin Niimerik Olarak Belirlenmesi

Bir bozonik sistemde N, toplam parcacik sayisint N ise bir enerji durumunda

bulunan parcacik sayisini gostersin. Ciftlenim sabitinin kii¢iik oldugu durumlarda
N

v, =~ 0) N—;l olmaktadir. Bu durumda sistem BEY fazindadir. Ciftlenim sabiti
0

artmaya basladiginda N degerinin azalmaya bagladigi ve biiyiik ciftenim sabiti

degerlerinde yaklastk N/N, —1/N, e esit olur. N=1 sonucu her yériingede bir

parg¢acik bulundugunu, bdylelikle Wigner kristalizasyonunun gozlendigini belirtir

(Wigner, 1934). Sekil 5.14 (a,b,c ve d) de 4, 5, 6 ve 9 pargacik i¢in « =1, 0.9,......0.1

degeri i¢in N/N, oraninn ¢iftlenim sabitine gore degisimi gosterilmistir. Sekil 5.15 de

ise anizotropi parametresi « =1ve 0.5 alindiginda pargacik sayisi kag¢ alinirsa alinsin

giftlenim sabiti arttirildiginda  N/N, —>1/N, yaklagikhigi kapali egri iginde

gosterilmistir. Eger anizotropi parametresi « =1 yerine o = 0.5secilirse daha kiiciik
ciftlenim sabiti degerinde (V, =5aw yerine yaklasik V, =3aw) N/N, > 1/N,
oranina ulasildig1 goriilmiistiir. Burada anizotropik tuzak etkisi bir yonde azaltilmakta,
bu nedenle pargaciklar daha diisiik bir ¢iftlenim sabiti degeri ile kristal o6zelligi
gostermeye baslamaktadir. Boylece sistemde faz gecisi gerceklesmektedir.

Bose Einstein yogusmasindan kristal faza gegisini gosteren kritik ¢iftlenim sabiti
iki yontemle hesaplanmustir. Ik yéntemde her bir enerji 6zdurumunda bulunan pargacik
sayis1 toplam parcgacik sayisina boliinerek ciftlenim sabitine gére degisim bulunur. Elde
edilen fonksiyonun ikinci tlirevi ya da egrilik ekstrapolasyonu kritik ¢iftlenim sabiti
degerini belirler.

N/N, ciftlenim sabitine gore degisimi;

y(X) = P1+P2*exp( —P3*x™) (5.8)
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fonksiyonuyla gosterilebilir. Burada P1,P2,P3 ve P4 fit parametreleridir. P1 parametresi

biiyiik ¢iftlenim sabiti degerlerinde yaklagik olarak P1=1/N, degerini vermektedir. Bu
fonksiyonun N/N, oranmin ¢iftlenim sabitine gére degisimini sagladigi Sekil 5.16 da

No=4, 6 ve 9 parcacik i¢in fit parametreleri ile birlikte gdsterilmistir. A siitununda
anizotropi parametresi « =1, b siitununda ise « =0.5 alinmistir. Bir fonksiyonda her
noktanin egimi, o noktadan gecen tegetin egimine esit ise maksimum veya minimum
noktada fonksiyona teget gecen dogrunun egimi sifir olmalidir. Oyleyse bu fonksiyonun

ikinci tiirevi alinip sifira esitlenirse kritik ¢iftenim sabiti degert,

1
P41 \/Ps
Vi =| ——— 5.9
kritik (P3*P4j ( )

olarak tanimlanabilir. Bu kiritik ciftlenim sabiti degerinden biiyiik degerlerde Bose-
Einstein yogusmasi yok olmaya Wigner kristali olusmaya baslamaktadir. Boylece
N/N, oranmin ¢iftenim sabitine gore degisimi bir exporansiyel (x") fonksiyon gibi
degistigi ve n degerinin anizotropi parametresi ve pargacik saymna gore degisiklik
gosterdigi P4 degerinden goriilmektedir.

Ikinci yontemde bozonlarm her bir kuantum 6z durumunda bulunma olasilig
ayrt ayrt hesaplanir. Biitlin parcaciklarin aym1 kuantum durumunda bulundugu
seviyeden bir parcacigin bir baska seviyeye gecisinden kritik ¢iftlenim sabiti degeri
belirlenir. Bagka bir deyisle, N = N, —1 durumunda BEY bozunuma ugrar. Ciinkii bu

kosulda bir bozon baska bir 6z durumda bulunmaya baslamis demektir. Denklem
(3.3)’den her bir enerji 6z durumunda bulunan pargacik sayisit hesaplanabilmektedir.
Sekil 5.17 de her iki yontemle bulunan kritik ¢iftlenim sabiti degerleri farkli anizotropi
parametresi degerlerinde 4, 5, 6 ve 9 pargacik i¢in gosterilmistir. Bu iki yontemle
bulunan kritik ciftlenim sabiti degerleri hemen hemen birbirlerine yakin ¢ikmakta ve
benzer bir karakter gostermektedir. Anizotropi parametresi azaltildiginda kritik
ciftlenim sabiti degerinin parcacik sayisindan bagimsiz olarak eksponansiyel olarak

azaldig1 belirlenmistir.
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Sekil 5.14. N/N, oranmnin ¢iftlenim sabitine gore degisiminin anizotropi
parametresi  =1,0.9,........ ,0.1 degerlerinde, a) 4 pargacik, b) 5 parcacik, c) 6 parcacik
ve d) 9 pargacik i¢in incelenmesi
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Sekil 5.15. N/N, oraninin ¢iftlenim parametresine gore degisimi anizotropi

parametresi « =1 ve 0.5 alindiginda 4, 5, 6 ve 9 parcacik i¢in incelenmesi
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Sekil 5.16 N/N, oraninn ¢iftlenim sabitine gére degisimi ve fonksiyona gore fit

egrisi, a siitununda anizotropi parametresi « =1, b siitununda ise a =0.5 oldugunda
parcacik sayist 4,6 ve 9 i¢gin degisiminin incelenmesi
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Sekil 5.17 Kritik ciftlenim sabitinin iki farkli yaklasim altinda anizotropi
parametresine gore degistigi sirastyla No=4, 5, 6 ve 9 parcacik i¢in karsilagtirilmasi
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6. SONUCLAR VE DEGERLENDIRME

Bose-Einstein Yogusmasinin kristal faza gecisi teorik olarak cesitli yontemlerle
incelenmistir. Bu ¢alismada iki boyutlu sistemler i¢in uygun oldugu bilinen logaritmik
etkilesme potansiyeli kullanilarak elde edilen sonuglar Coulomb ve Delta-Dirac
fonksiyonlarmin kullanildig1 ¢alismalarin sonuclari ile karsilagtirilmistir. Bu baglamda
harmonik tuzak i¢inde bulunan bir bozonik sistemin taban durum enerjilerinin ve
yogunluk dagilimlarinin pargacik sayisina bagl olarak degisimi Hartree, Hartree-Fock
ve varyasyonel yontemler kullanarak elde edilmistir. Ug yontemin karsilastirilmasinda
kiigiik ¢iftlenim sabitleri i¢cin Hartree ve varyasyonel sonuglarin Hartree-Fock
yonteminden daha diisiik enerjide sistemi minimize ettigi ve sistemin bu durumda Bose-
Einstein Yogusmas1 formunda oldugunu belirtmektedir. Ciftlenim sabitinin biiyiik
degerlerinde sistem kristalize olmaktadir. Bu durumdaki fiziksel ¢oztimler ise Hartree-
Fock ve varyasyonel yontemler tarafindan saglanmaktadir. Dolayisiyla Wigner
kristallerinin olusumunun Hartree-Fock ve varyasyonel yontemlerle incelenmesi
gerektigi aciktir. Ancak yogunluk fonksiyonlar1 incelendiginde iki yontem arasinda
No=2 parcacik sayisi disinda onemli farkliliklar dogmaktadir. Hartree-fock yonteminde
parcaciklar arasindaki bagdagmanin siirdiigii siiper molekiil faz1 goriiliirken,
varyasyonel yontemle Wigner kristallesmesi acgik olarak belirlenmektedir. Alt1 pargacik
icin varyasyonel yontemle bulunan sonuglar literatiirdeki benzer yontemle yapilan
caligmalarla karsilagtirildiginda yogunluk dagilimlar1 farkli bulunmustur. Bunun nedeni
Coulomb veya kisa erimli temas potansiyellerinin kullanilmasidir. Iki boyutta etkilesen
sistemler icin logaritmik potansiyel kullanmak daha gercekc¢idir. Bununla birlikte
varyasyonel yontemle bozonlar i¢in gaussian dalga fonksiyonlar1 dngoriilmekte ve bu
fonksyionlarin konumlar1 baslangic kosullarinda belirlenmektedir. Hartree-Fock
yonteminde ise hicbir simirlayici kosul bulunmamaktadir. Onceki calismalarla
karsilagtirma yapabilmek agisindan varyasyonel sonuglar kullanilmistir. Ciinkii siiper
molekiil taniminin elde edildigi bir calisma bu alanda bulunmamaktadir.

Ikinci asamada ise, anisotropik tuzak igerinde bulunan bozonlar arasindaki

etkilesme potansiyeli Bessel fonksiyonu ( K, (r)) kullanilarak anizotropi parametresi ve

ciftlenim sabitine gore degisimi incelenmistir. Yogunluk dagilimlar1 incelendiginde
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anizotropi parametresi (« ) 1’den 0.1°e dogru azaltildiginda sistemin yogunluk dagilin
iki boyuttan tek boyuta dogru degisim gosterdigi goriilmiistiir. Bu degisimin daha iyi
anlasilmasi i¢in x ve y dogrultusundaki eylemsizlik momentleri hesaplanmistir. Ayrica
sayisal olarak elde edilen parcaciklarin konumlar1 ve dalga fonksiyonlarinin genisligini
kullanarak x ve y yoniindeki eylemsizlik moment hesaplari i¢in analitik ifadeler

tiiretilmistir. Anizotropi parametresia = 0.2 ve 0.1 oldugunda eylemsizlik momentinin

x bileseni ¢ok biliyiik oldugu goriilmiistiir. Bu nedenle bozonik sistemin y ekseni
dogrultusunda lokalize oldugu goriilmiistiir.

Son olarak her bir enerji durumundaki pargacik sayis1 hesaplanarak anizotropi
parametresine gore degisimi bulunmustur. Bu degisimin 2. tiirevi alinarak Bose Einstein
Yogusmasindan kristal faza gegisi saglayan kritik ¢iftlenim sabiti degeri hesaplanmistir.
Anizotropi parametresi kiiciildiigiinde buna paralel olarak kritik ¢iftlenim sabiti degeri
de kiigiildiigii goriilmiistiir. Bu nedenle eger anizotropi parametresi kiiciikse sistemin
daha diisiik ¢iftlenim sabiti degerinde Bose Einstein yogusmasindan kristal faza

gecisinin kriterleri belirlenmistir.

Sonug olarak, bu tez izotropik ve anizotropik olarak tuzaklanmis birka¢ bozonlu
bir sistemde Bose Einstein Yogusmasinin yapisindaki bozulmanin anlasilmasi ve yeni
bir kuantum fazinin ortaya ¢ikiginin nedenlerini agiklanmasina yonelik bir katki olarak
degerlendirilebilir. Elde edilen sonucglarin gelecekte bozonik sistemlerin diger fiziksel
ozelliklerinin irdelenmesinde, Ornegin manyetik alan etkisinin arastirilmasina

aydinlatici olabilecegi diisiiniilmektedir.
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