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OZET

Bu gallsmada Lipa ve Lip (x,p) siniflarina ait'peri—

yodik fonksiyonlarln Norlund Ortalamasi yardlml 1le

7yaklaslmrdereéeieri 1ncelenm1$t1r.r

£, 2m periyodlu Lebesgue anlaminda integrallenebilen

bir fonksiyon, bunun Fourier seriside

£(x) ~ La + ¥ (a, coskx + b, sinkx)
270 k=1 k k=
olsun. Bu Fourier serisinin konjugeside
(- <]
z (bk coskx--—._ak sinkx) geklinde verilsin.
k=1
{pn}, Pn = Py + Py +;”+'Pn"w”' n - % gartini saglaYan

pozitif sabitlerin bir dizisi olsun.

n
» _ 1
Tn(x? = 5— kzo Pk Sk ifadesi Fourier serisinin (N,p )
' ortalamasidir.

Lipa sinifina ait 27 periyodlu periyodik f,fonksijbnunun

yaklagim derecesi

Cmax  E(®-T (0] =05~ = —1_k]
0<x<27 n k].k
. L.aﬂ\l ﬂ\n‘(\
ve f fonk51yonunun yaklaglm derece81 de
; ~ 1D B
1£Tx) -t (x)l =0 [§— 2 gl ile werilir.

k=1 k



VI

f, Lip(a,p) sinifina ait periyodik bir fonksiyon ise £

fonksiyonunun yaklagim dercesi

E (£) = Min [l £-T ile verilir ve

T
n

nﬂp

1

En(f) = 0( ) dir.

1
Qo= —
n p
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SUMMARY

In this paper the degree of approximation of certain
functions belonging to the class Lipoa and Lip(a,pY by

~~Norlund means have been determined.—

Let f be a periodic function with period:2ﬂ and integ-

rable in the Lebesgue sense. Let it's Fourier series

be given by
l o0
£(x) ~ 3 @, + 3 (ak coskx + bk sinkx)
. k=1 .

The conjugate series of the Fourier series is given by
o0

kii (b, coskx - a. sinky .

Let {pn}'be a sequence of positive constants such that

Py = Py + Py f 1) +eoa.t P, > %, n~>

n :
Z. P, Sk are the (N,pn) means of the

1
n Ph k=0

Fourier series.

The degree of approximatiqn of a periodic function £

with period 27 and belonging to the class of Lipqg  is

given by
i E@-T ] = 0 2 3 ko
max : X)-T (x = 0] == i ———
0<x<2r n. Pn k=1 kO

and the degree‘of approximation of conjugate series is
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given by

I ™5
p
pI—l

|£Txy -2 ()| = 0 [~
n

The degree of approximation be given by

E_(f) = min l€£-T i _, if £ is a periodic function

T
n

if
n' p

and belongs to the class Lip(a,p)

1.

i p

Then En(f) = 0(
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Giris

Periyodik~fonksiyonlar1n yaklagim dereceleri gegitli
arastlrmac;lar tarafindan degisik yO6nleri ile incelen--
mistir. Pefiyodik bir fonksiyonunun Fourier serisinin
(c,8) ortalamasi yardimi ile yaklagim derecesi ilk ola-
rak Alexist [1] tarafindan verilmigtir. Sahney ve Goel
[6] (N,pn) ortalamasi yardimi ile, daha sonrada Chandra
[2] (R,pn) ortalamasi yardimi ile periyodik fonksiyon-
larin Fourier serilerinin yaklasim derecesini incelemig-

tir.

Bu calismada (N,pn) ortalamasi yardimi ile 27 periyodlu
Lebesgﬁe anlaminda integrallenebilen periyodik fonksiyon-
larin yaklagim dereceleri #izerinde durulmugtur. Caligma
i¢ bdlimiinden ibarettir. Birinci b&liimde temel tanimlar-
la birlikte sonraki b&liimlerde faydalanilan Lemmalar
ifade ve ispat edilmigtir. Lipo ve Lip{(a,p) siniflarina
ait 27 periyodlu periyodik fonksiyonlarin yaKlasim de-
receleri tkinci b&limiin esasini tegkil etmigtir. Uglinci
bélﬁmde ise yine Lipa ve Lip(a,p) siniflarina ait 2«
periyodlu periyodik fonksiyonlarin konjugelerinin yakla-

sim dereceleri verilmigtir.



BIRINCI BOLUM

1. TEMEL TANIMLAR VE LEMMALAR

Eu b&llimde genel olarak g¢aligmamizda faydalanacadimiz

tanim ve Lemmalari verecedgiz.

Tanim 1.1. : £ fonksiyonu 27 periyodlu periyodik ve
Lehesgue anlaminda integrellenebilen bir fonksiyon ol-
sun.

OO

F(x) ~ % a. + X (ak coskx + b

0 sinkx) (1.1)
k=1

k
ifadesine f.fonksiyonunun x noktasindaki Fourier serisi
denir [ 9]. Burada agr Ay bk reel x deJigkeninden badim-

slz'katsayllardlr ve bunlar

.1 27 \ L
ag = = J £(u) du (1.2)
T o .
. 1 27
ak == J  f£(u) cosku du (1.3) .
e 0 . '
1 2T ,
‘b =7 [ £(u) sinku du (L.4)

0 )



‘seklindedirler.
o0

Tanim 1.2, : 2 (bk coskx - a, sinkx) (1.5)
=]

gseklindeki serilere (1.1) serisinin konjuge serisi de-

nir [9]. -

Tanim 1.3. : Kismi t0plamlai dizisi (s ) olan Za, 6 son-
suz serisi verilmis,olSun. (pn), P =Pyt Py teeot Py ooy
n - o olacak gekilde pozitif reel sabitlerin bir dizi-
sini gdstermek lizere Zan serisinin (N,pn) ortalamasini

Tn ile g8sterelim. Burada

1 n
T = = zZ p .8
n P k=0 P k "k
dir.
Eer lim T = s ise Za_ serisi veya bunun kismi top-
n - oo n

lamlar dizisi olan (sn), s degerine (N,p ) toplanabilir-

dir denir [6].

Diger taraftan bu (N,p,) metodunun matrisini gu gekilde

,yazaﬂiliriz.
P.__y.
npkfl ’ k<n
ay = n

0 ' k>n

Tanim 1.4. (HSlder Esitsizligi) : p > 1 olmak lizere £ (x)

fonksiYonu Lp,nin, g(x) fonksiyonu Lp/p—l nin elemani ise'



£(x) .g(x) L nin elemanidir ve

| S £(x).g(0 axl< (FIExIP axit/P (1 glo] PP "hdxyp-1/p
dir [8] .

Tanim 1.5. (Minkowski Egitsizligi) : p > 1 olmak izere

f(x) ve g(x) tP nin elemanlari olan iki fonksiyon ise

UIE + g 1P axdtP < (f1£ (0 Pax /P
+{f1g(x) 1P ax}'/P

dir [8].

Tanim 1.6. : Efer 0 < a < 1 igin £(x+h)-£f(x) = 0(|h[?*)
ise £ fonksiyonuna Lipd sinifina aittir denir ve

f € Lipo geklinde gdsterilir [2].

Tanim 1.7. : Eer a < x < b igin
b p 1/p o
{f |E£(x + h)-£x)|¥ dx} <Alhl", 0K<a <1
a : _
ise £ fonkéiybnu Lip (a,p) sinifina aittir denir ve

f € Lip (a,p) seklinde gdsterilir {3].

Tanim 1.8. : £ fonksiyonunun normu pi> 1 olmak izere

27T
el = E&)IP axyt/P
P .

seklinde verilir [7].



Tanim 1.9. : £ fonksiyonunun yaklagim derecesi E_ (£)

ile gbsterilir ve E (f) = Min [ £-T

T
n

nll p sgkllnde verilir

,Buradé Tn(x)', n.dereceden bir trigonometrik polinom-

dur {71

Lemma 1,10. {pn} pozitif ve artmayan bir dizi ise

e > 0 igin
P
1 1 B k
_< = 3
n®  Pp gm1 glte
dir [6].

Ispat : Madem ki: {pn} pozitif ve artmayan bir dizidir.
- p
Bu durumda {—I-lr-’-} dizisi de pozitif ve artmayan bir di-

zidir. Bu taktirde

1 1 P 1
— . = 'P_- _ﬂ- - —E . N
na n n
P n n P
: 1 n , 1 : n
Phonott k= Pn k21 ottt
o 1 B k
<= I )
Ph op=1 xOH
" 0 halde
1 1 B OB
=<5 I o
n® n k=1 k%

elde edilir.

Lemma 1.11.: {p,}, pozitif ve artmayan bir dizi,

o<t<uw ve herhangi bir n,a,b igin



| T p el kg

<
k = A PT

dur [3]. Burada A bir sabit ve T = [% ldir.
Lemma 1.12. E§er £(x), [0,7] araligi tizerinde Lip (a,p)
sinifina ait bir fonksiyon ise -

() = Ff(x +t) + £(x - t) - 2f(x)

olmak tizere ¢ (t) de [ 0,n] araligi lizerinde Lip (qa,p)
sifirfinin bir elemanidir [ 3].
Ispat : ¢(t) = £(x + t) + £(x-t)-2£(x)

¢(t + h) = £(x + t + h) + f(x-t-h)-2f(x)
o(t + h)-¢p(t) =[£(x + t + h) + £(x-t-h)-2£(x)}

[£(x + t) + £(x-t)=2£(x)]
= f(x + t + h)=£(x + t) + f£(x-t=h)-f(x~t)
elde edilir. Her iki tarafin mutlak dederi alinirsa

[6(t + h)=¢(t)] < |E(x + t + h)-£(x + t)|

+ | £(x~t-h)-£ (x~t) |
MinkOWSki Egitsizligi uygulanirsa; p > 1 olmak lzere
4 Y, i '
.{of [l + h)=p (£} P at}P < { sy |f(x + t + h)
0

1r .
-£x + )P ax3t’P + { [ £ (x~t-h)-£ (x-t)| P axi/P
c 0 :



elde edilir. Lip (a,p) nin tanimindan

T ..
{f 1E(x +t +h)=f(x + £)1P ax}1/P <an%0<a<1
0 : N
ve '
s 1/
{J I£(x-t-h)—£(x-t)| P ax}™P <a, In%0<a<1
0

yazilirsa

s
[f [t +n-9®) 1P ae}’P <ainl® + a,n®
0

=alnl% 0<a<1

olur.

Lemma 1.13.: f(x), p=>1, 0 <o <1 i¢in Lip (a,p) si-

nifina ait bir fonksiyon ise ap > 1 oldugunda f(x) fonk-

siyonu Lip (a- %) ginifinin bir fonksiyonuna denktir |[3].



IRKINCI BOLUM

2. LiPq VE LiP (a,p) SINIFLARINA AlIT PERIYODIK FONKSI-

YONLARIN YAKLASIM DERECELERL

Bu bolimde Lipo ve Lip (0.,p) siniflarina ait 27 peri-
yodlu periyodik bir fonksiyonun yaklagim derecesi ile

ilgili iki teoremi ifade ve ispat edecediz.

Teorem 2.1. : Lipo sinifina ait 2z periyodlu periyodik

f fonksiyonunun yaklagim derecesi

1 n Ek
max [ E(x)-T_(x)[ = O(z— Z
0<x<2m n Ph k=1 k°‘+I)

olarak verilir [6 1.

Burada Tn(x) Fourier serisinin (N,pn) ortalamasi ve
{pn} pozitif ve artmayan bir dizidir.
o l 'oo )
tspat : £(x) ~ 3 a, + 2. (a,_ coskx + b, sinkx) (2.1)
: . 2 % T Yk g Sink
 sefisinin klsmi'toplamlar dizisinin genel terimi sh(x)

olsun.



1 , n ] L
s (x) =3 ag + kil (a, coskx + b, sinkx) (2.2)

olur. ags aps by katsayilari yerine (1,2), (1,3), (1,4)

egitlikleri alinarsa

< . < T 27
f f(uydu + 2 {;- J f£(u)cosku coskx du
0

s._ (x)
n k=1 0

I
M=

1 2w |
= I f (u) sinku sinkx du}

0

+

2
) {% +. £ (cosku coskx + sinku sinkx) £ (u)du}
0 k=1

{% + z cosk (u-x) } £(u)du (2.3)
0 k=1

elde edilir. Simdi

sin(n + %)(u-x)

n
% + £ cosk(u-x) = ——
k=1 2 sin > (u-x)

oldugunu gdsterelim.

u-x = v dersek

n - sin(n +
+ ¥ coskv = 1
k=1 2 gin >

N

olur. .

Coskv.Sin L v =’£[Sin(k‘+ l)v-Sin(kg l)v]
~ 2 2 2 1 S 2
~dir. kyal den:nfe kadar degerler verilirse

' 1 1 . 1 s 1
cosv sin 5V =3 [Sin(1l + i)v—sln(l— f)V]
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Cos2v Sin v = % [Sin(2 + %)v—Sin(Z— %)vl

N =

CosS? Sin %’V = % [Sin(3 + %)v—Sin(3— %)v]

N 1 1 ,
. Cosnv Sin 5 v. =51 ,S,,,,:Ln(n,,%r,,vé-),y,-,s in (n- 5)37,],,, L

olur. Bu egitlikler taraf tarafa toplanirsa

n(
Sinol v X Coskv = L [Sin(n +'l)v—Sin L v]
=T v 4 2 L Z 2

n .

1 I 1, 1 o, 1
Sin 3 v kzl Coskv = 5A81n(n + i)v— 5 Sin 5V
1 n Sin(n + %)v
5 + ¥ Coskv = il

k=1 2 Sin 5 v

Simdi v = u-x yazilirsa
1 n Sin(n + %)(u-x)
> + X Cosk(u-x) = T :

k=1 ' 2Sin 5 (u-x)

esitligi elde edilmis olur. Bu egitlik (2.3) ifadesin-

de yerine yazilirsa,

I |
. 27 Sin(n + 7F) (u-x).
' 1 2
s (x) = = f
n T

—T . £f(u) du
0 2Sin 5 {(u-x)

bulunur. Bu ifade de u-x = t d&niiglimi yapilirsa

2r-x _ Sin(n + %)t

f —
-X 2 Sln 7 t

f(x + t) dt

SR

s, (x) =
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?F Sin(n +‘%)t

= % T f(x + t) dt
1 .
; 1 id 21T ~Sin(n + 7)1:
=s=1J +F] — f£(x + t) dt
) 0 T Sin -2- t
(2.4)
=Hl + H2

diyelim.

(2.4) ifadesindeki H, integralinde t = -v déniiglimii ya-

pilirsa
. -1 ;2# Sin(n + %Jv _—
= == — f(x-v) dv
2 Sin % v
1 0 Sin(n + %Jv
== J T f (x-v) dv
T 8in 5V
1
1 r Sin(n + f)v
S 0 Sin 3 Vv
2
. 1
: 1 3 Sln(nA+ 7)t
0 Sin 5 t

2

dir. O zaman (2.4) esitligi

1 7 Sin(n +,%)t
s (x) =5 [ :
n 2r g Sin % t

[E(x + t) + f(x—t)jdt -

(2.5)

. geklini alir. (2.5) te f(x) =1 alinirsa Sh(X) = 1 olur.

7 Sin(n +,%)t

.1 v
l = [ 2 dt
2 0 Sin'%'t
: ‘ 1
7 Sin(n + f)t
f(x) = J T 2 f{x) dt (2.6)

1
“ . '" - .
0 Sin ) t
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Tanim 1.3.'ten

1 n
T (x}) ==— X p S,
n ?n k=0 Bk k
N 1 n
T (x)-£(x) = 5~ Z p_ . s =- f£(x)
nh P x—p Pk 7k
1 I oy
=s— X .p_ ., (s ~-f£(x)) (2.7)
Pn k=0 B k k .

(2.7) ifadesinde (2.5} ve (2.6) ifadeleri kullanilirsa
T_(x) - £(x) =
1

, B , 7msin(k +3)t
= 5 Zp {527 JE(x+t) FE(x-t) T4t
© "n k=0 0 Sin 5 t
. 1
1 7 Sln(k-+§)t
-5 S . . 2£(x) dt }
0 Sin 3 t
1 L
=_;§;~0f {F[f(x + t) + £(x~-t)-2£(x)]
n Sin(k + %)t
z Ph-x 1 dt}
k=0 Sin 5 t
Diger taraftan
FIE(x + £) + £(x-t)=2£(x)] = ¢(£)
denirse
)£ ¢ 1 7 n Sin(k + )t
T (x)-£(x) = 5 [ ¢(t) .2 p _ — dt.
n a0 k=0 ™  singt
( (x) [ 1 T n Sin(k- + %)t
TEEX)-T (x)| =[5 [ ¢(t) Z p -
S ™n 0 k=0 7 sin Lt

2



T/n n
<A s LWLy e sink+ Delae
n 0 Slnzi: k=0
n
+ 1 fﬂ l¢(§)( | 2 P, _x Sinkt | at
TP, ayn t9 7 . k=0
1 T n
+—— [ |¢o(e)ll T p Cosktl dt
”Pnﬂ/n k=0 n-k -
‘olur.
If(x)—Tn(x)l:s I, + I, + 14
diyelim.
/n n ’
1, =1 5 Ll 5 5 sink+Dejae
n 0 Sin 7t k=0 '
n/n £
< =
max Il \Kl of = dt

o
_4 t” . o/n
Kl [ o | 0
1
=0 [—]
n®

Burada Lemma 1.10 dikkate alinirsa

1 n Pk
I. =0[5 Z | | (2.8)
! P k=1 k17O ‘

olur.

1. = L fﬂ[¢(t)ll 2 Pk 81n(k%H<}£
2 w P T,m tg > =0

K T

2 a-1
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n-1 k+1 P

1
=0y X J —iau]
Pn k=1 k u o
1 n Pk
=0z~ Z 3] (2.9)
Ph k=1 kT
B 1 #, n IR —_— .
I, == J 1¢)l | Z p coskt |dt
3 ﬂ'Pn “/n k=0 n k
P ‘
_ 1l 3 k
= o[ =— § _T¥E] (2.10)
n k= k

(2.8), (2.9), (2.10) birlikte diiglinliliirse

P
k
1 ke

~
o

1
max [ £(x)-T _(x)| = 0[5
o<x<27 2 Pn

bulunur ki, bu da teoremin ispatini tamamlar.

Teorem 2.2, : 0 < g < 1 igin £(x), Lip (o,p) sinifina
ait periyodik bir fonksiyon ve {ph} negatif olmayan,

artmayan ve

Pn = P(n) = po + pl +...-+Pn -+ 00, n —> oo

sartlarinl saélayah bir dizi olmak lizere

. n )19
> (py)) 1/q _ P (n).

n q

ise £ fonksiyonunun;yakla$1m~derecesi

| By = min T I
n
L

= 0( )
a-b-_.

h P
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dir. Burada T_(x), (2.1) serisinin (N,p ) ortalamasidif
[7]

Ispat : Teorem 2.1.'deki ispat geklini aynen takip
edersek

7 osin(nm + 3t

1
s (x) == [ ;
n T o 2 sin % £

[£(x + t) + £(x-t)]at

bulunur.
1
7 2 Sin(n + 3}t
- 1 2
1l = o7 J o dt
0 Sin 2’ t
. 1
. 1 # Sin(n + :?._)t
flx) = 5= ! T 2 f(x) dt
0 Sin-:—z- t

Tanim 1.3.'den

1 n
T (x) ==~ 2 p__; 8
‘n P, k=g P k k

oldujuda dikkate alinirsa

T, (’l_f),,-jf (8) = ﬂ—i,—r: ‘ J(;

N -

[£(x + t) + flx-t)-2£(x)]

n sin(k + 3)t

Z p
k=0 % sin ot

dt

% [£(x + t) + £(x=t)-28(x)} = ¢ (t)

~ denilirse



o , n sin(k + 3)t
T (x)-£(x) == [ o(t) Z p -\ - ' de
n™ TPL 0 =0 "% singt
T n -
= 6(1) ;%— i) Q%?L z Py sin(n-k)t dt
n O k=0
T/n L8 n
= 0(1)" ;%_f{f' + [ 1 gégL' z Py sin{n~k)}t dt
n 0 7/n k=0
=I5t I
diyelim.
T/n n
2 (t) .
I, = [ =2 2 p, sin(n-k) t dt
1 TPh 0 t k=0 k

Bu ifadeye Holder egitsizligi uygulanirsa ve

dp(t) € Lip (a,p) oldugu dikkate alinirsa
n

% sin (n~-k)t 1
T/n 7/n Px ol
1, =0 1 0 1 HELP g t/e B2 19 aepd
1 Ph 0 t? 0 R ”
-1 1 1
T/n ta~ P p #/n O[P_.nt]
=0 [ S | Ipdﬂ{f [————1——-——]th}q
n »0 %
7/n £ 1
= 0(5-)0(1)0(R_)0(n)0 Ls {(=1% at1¢
n t
*/n

= 0(n) .0 [f £99 gt 11/9

/n l/q

aq+l Io ]

0(n) 0 [t

1l

= o(n) ol 525y 1179
n



L ‘
T ) (2.11)

w n

2 3 p sinmkt at

~ ]
2 @aPpam b k=0

H6lder egitsizligi uygqulanirsa

' 1
w * n p,.sin(n-k)t —
1, = 0(-,;1—) [ S |.§3—(-§-’~Ip a1ty 1z X 1% at
n T/n t 7/n k=0 t
olur.

Lerma 1.11, Lemma 1.12 ve Lemma 1.13 dikkate alinirsa

(&)

: : T
T = 0o [ 5 ae /e

]

- |
oo [ s (EXhady /e

n 1
oy [ § B 1/q
0( n) [lf yq@_q+2 dy ]

elde edilir. Difer taraftan hipotez geregince



- 1 P(n) y
I, =0(z)0I| ]
2 Pn ot==1
n g
= 0(—) (2.12)
a—_.
n

dar.

(2.11) ve (2.12) egitlikleri birlikte dﬁsﬁnﬁlﬁr ve Ta-

nim 1.9.'da gdzdnline alinirsa

E_(f) = N'I;n IIf—Tnllp

bulunur ki, bu da teoremin ispatini tamamlar.



- UcUNCU BOLUM

3. LiPa VE LiP (a,p) SINIFLARINA AIT PERIYODIK FONKSI-

YONLARIN KONJUGELERININ YAKLASIM DERECELERTL

Bu bSlimde Tanim 1.2. ile verilen konjuge serisinin

(N,pn) ortalamasi yardimiyle yaklasim derecesi lizerin-
de durulmugtur. 27 periyodlu periyodik bir £ fonksiyo—
nunun Lipa ve Lip (a,p) siniflarina ait oluglarina g&-

re iki teorem ifade ve ispat edilmigtir.

Teorem-3.1. : {pn},

nlp,l <clp|
' S

T kip,-~p,_,! <elP |
N S n

gartlarini sadlayan bir dizi olmak iizeré Lipa sinifina
| v ~S

ait 27 periyodlu periyodik f fonksiyonunun .£(x) konjuge

fonksiyonunun (N,pn) ortalamasi yardimiyle yaklagim de-

recesi



ETR) -t ()] = 0(a- “k )’
R ot

Mo

1
ile verilir.

et .
Burada tn(x) Tanim 1.2. ile verilen konjuge serisinin

s{Nipﬁ}wertalamas&dixui4},

o0
tspat : £(x) ~ 3 (bﬁ cosnx-a_ sinnx) (3.1)
n=1 ‘ .

serisinin kismi toplamlar dizisinin genel terimi s;(x)

olsun, Yani,

k
sk(x) =~n£1 (bn cosnx-a §1nnx) : (3.2)

a,s bn katsayilari yerine (1.3), (1.4) egitlikleri kul-

lanilirsa

o k 1 27 ' 27
s (x) = 2 (= [ £(u) sinnu cosnx du - 7 I f£(u).
‘ n=1 0 0

cosnu sinnx &u)

2
= %-f X (sin nu cosnx-cosnu sinnx) f(u) du
0 n=

2
grl Iy Z sin n(u-x) £(u) du (3.3)
- To n=1 ‘

: elde‘ediiir. Simdi

k- . cos % (u-x) -cos (k + %)(u-x) ,
2 sinn(u-x) = . : ‘ ' s
n?lv ' . 2Sin 1 (u-x)

2
oldugunu g&sterelim.

u-x = v dersek
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k Cos %-v—Coé(k + %)v

¥ ginnv = — —
n=1 2 Sin7V

|

olur.
sin nvesin %1 v = - %- [cos(n + %—)v—cos(n-. %‘.)v]
dir. n'e 1 den k ya kadar degerler verilirse

~ ' 8inv.Sin % v = - %«[Cos(l + %Jv—Cos(l— %)v]

Sin2v.Sin % vV = - %[[cos(z + %)v—Cos(Z-_%)V]

L. . . - - » - - - - - - . - - . - . . . . 3

L3 . - - - . L3 L3 . . - - . - . . . - L3 - 3

, O 1, N
sinkv.sin 5 Vv = - 3 [cos(k’+ EJV cos (k E)V]
elde edilir. Bu egitlikler taraf tarafa toplanirsa

k
Sin 1 v ¥ sinnv = - L [cos(k + l)v—Cos - v]
z° 2 2 2 2

k Cos % v-Cos (k + %)v

Y sinnv = T ; @gg

n=1 2 Sin 5V
Simdi v yerine u-x yazilirsa fA %@?éé'

k Cos~% (u-x) ~Cos (k + %)(u—x)
¥ sinn (u-x) = ' T

n=1 , -2 8in 5 (u-x)

 egitligi elde edilmig olur. Bu esitlik (3.3) ifadesinde

yerine yazilirsa

Cos % (u-x)—Cos(k + %)(u-x)

27
spl0 =2 4

T £ (uydu
0 2 8in 5 (u-x) ‘

bulunur. Bu ifade de u-x = t ddniiglimi yapilirsa



o~ 1 2n-x Cos %— t-Cos (k + %—)t
s.k(x) =7 I : T f(x + t) dt
-x 2 Sin 5 t ‘
N 1 2 Cos izl- t-Cos(k + %—) t k
sk(x) == f T ’ f(x+ t) dt
. 0 2 Sin 5 t
1 7 "2‘{“66;%1 E—'é'cié'&'?’%ﬁ)ﬁ?
=1.T_~[f+f ] — f(x + t) dt
0 T 2 Sin 5 t
(3.4)
= E; + By
diyelim.
(3.4) ifadesindeki E, ifadesinde t = -y ddniiglimi yapi-
lirsa
2 1 1
. 1 T2 Cos > v~-Cos(k + 2-)v
E, == [ T f(x-v) "dv
w - 2 Sin -2— \'4
1 .1
1 0 Cos 5 v-Cos (k + -2-)v
= = ! f(x-v) dv
& 2 Sin %— v
1. 7. Cos :—ZL- v~Cos (k + %)v
=-= f T f(x-v) dv
.0 2 Sin = v
2
1 7 Cos -]2‘- t-Cos (k + %)t‘
I T — f(x-t) dt
T o 2 Sin = t .

2

dir. O zaman (3.4) esitliyi

Cos % t—Cqs (k + -']-'-')t

—k(x). == , T f(x + t) dt
T o 2 sin 3 t :
. 1 1
1 T Cos 5 t-Cos(k + 3)t 7
- J T £(x-t) dt
0 2 8in =

2
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T Cos % t-Cos (k +.%)t ‘ .
I - il [f(x + t)-f(x-t)]dt
0o - 2 8in 5 t

il Loy

D =

(3.5)
“geklini alir.

Ve ~ . T Cos(k + %) t
s, (x)-£(x) = - o= [f(x + t)~£(x=-t)]dt
k 1

0 Z Slnﬁiwt

8-

f(x + t)-f(x-t) = w(t)
.denirse

. 1
w Cos(k * 5t
1 2

s;(x)éf?x) = - dt

Tanim 1.3.'den

t (x) =g Z

y s~(x)
Pn k=0 n-k "k

t (x)-£(x) === X p [ s, (x)-£(x) ]
n Pn =0 n-k k

1 b 1 7 Cos(k t+ %)t
= §— Epn_k{"‘ %- f ‘P(t) 1 dt}
n k=0 ) 2 8in -2- t

Cos(k + 3t

T n
- 1 -1
'?"f b(t) z Phk 1

= at
0 n k=0 2 sin 5 t

. - . - T L n t
-t ol <% g LBl L3 5 costk + relat

0 2 Sin '2-t n k=0 .
1 T/m Tyl S L
R ¥ N , I 5= 2 p,_j coslk + 3)tldt
o T/n 2 Sin 2—1:; n k=

et (0l < I+ I,

diyelim.
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AR IO | R N !
I,=>= ¢ Jk———r—— |5~ £ p,_, cos(k + mt] dt
omyg 2sin 3t Fnk=0 °7F S 2

RN /P SRS | ) 1

p (t) € Lipa,f8in 3t = 0(x), 5= 2 P,y cos (k + 3)tl
n k=0 .
<1 [4].
oldugu godzOniine alinirsa
7/n o
I, =00y - &t
; 0 :
w/n
= o(t® b )
1,
= 0(=)
n®
Lemma 1.10.°'dan dolayi ise
n' P
I, = 0(5 "“T) (3.6)
1 "'y k bk
n :
1 T y(t)] IJL I p cos (k + i)t [ dt
Ip=7 L asinle Pn x=0 ™% 2
~ T g/n°°" 7 ,

w(t)»ejLipa oldugundan

. a-1 'n
0(——) S t | Z p

» cos(k + %jtldt
n n/n k=0 ‘

n-fk

- Lemma 1.11. dikkate alinairsa

e

o ‘
I, = 0(_- roeot p(d) at)
; Py T/n o

‘olut. Buradé?%?=’y ddniiglimii yapilirsa



s :
=0k >°“’}l P(y) ay)
n &
1 BBy ~
I,=0(z 2 ———T) (3.7)
2 Ph x=1 k?+ o

S
I £(x)-t_(x)| = 0(g— 21 ;;pﬁ
n::

$imdi de Lip (a,p), 0 < a <€ 1 sinifina ait £ fonksiyo-
nunun konjugesinin yaklagim derecesine ait bir teoremi

.ifade ve ispat edelim.

Teorem 3.2. : 0 < a <1 igin £(x), Lip (o,p) sinifina

ait periyodik bir fonksiyon ve {pn}
nip,l <clP [

n S
Z klp -p,_, <clP |
k=1 k ¥k-1' n

sartlarini saglayan bir dizi olmak iizere

ld .

(- P(y)q% 1/q - P(n)
(f, 0 (—F—)
1y né g §-1
ise’
~Hf(x)—tn(x)ﬂp = 0(—;:120
n P

dir.
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Burada't;(x)'Tanlm’l;z.“iie verilen konjuge serinin
(N,pn) ortélamaSLdlru Ayrica % + % =1, 1 <p <eve
8, q(l-8)-1 > 0 sartini saglayan pozitif keyfi bir sayi-

dir [5].

 ispat : Teorem 3.l1. in ispatindaki benzer yol takip

edilirse ) : .
(x)-t (x) == J [£(x + t)-£(x-t)] 5~ 2 p,
? "o Py k=0 DK
1
| dt
2 Sin 7 t
elde edilir.
v(t) = £(x + t)-£(x~t)
yazilirsa
1 ~ 1 & 1 n Cos{k + %)t
(x)-t (x) == [ glt) g~ Z p g T dt
T 0 n k=0 2 8in 5t
1 T/n
= ( f + ; ) _L____ E b,
ZTFP k
' 7/n Sin 2 t k=0
cos(k + )t dt
=“Il + I2
diyelim
7/n : n . |
I, = z;; I ‘f) Z  p _y cos(k + %)t'dt'

Bu ifadeye ‘H8lder Eslts1zll§in1 uygulanair ve Lemma 1.13

dikkate allnlrsa
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V‘"“/n ‘ n/n
1 tly(t)hp 1/p 1
I, < 55— 1 J (———=)* dt} {f (
L~ 2P, T 0 Sln(z)tl )
n B
bz P,y cos(k + —)tl)q ac}t/d
k 0 .
1
1, m/n (ttfiﬂggpdt}l/po{y/n( N
n 0 {-
. !
¥ + LHpd /
o P,y cosl(k 3 t) dat}
k=0 (
) ﬁ/n - ﬂ'/n _
= o(-——)O( ;oo L gt/ 0 )OL S (£84 2‘?[)csugl/q
n 0 0
a-2 + A
=.0(%)o(1)
1
(;-l 4 =
= 0(§) !
A 1 ‘
- o7 | (3.9)
n P
bulunur.
_ 1 i (t)
I, = 55— J “i——g" 2 Pk cos(k + —)t dt

n #/n Sin 5 k=0

.Yine'bu‘ifadeye de Holder Egitsizligi uygulanir ve Lemma
'1.13. dikkate alinirsa

| 1,- ™% 1y, p 1/p ¢ (7 1

I, =0(z3) . {J ( YPae} P {5 ¢ .

n a/n £ T/n t

n
£ p_, cos(k + H)d ac)t/d
k=0 7%



i
2

|+~
-~
—,

T n
=0 LS £P-1 g¢)yl/P £lf (—ié%%r)q,é%}l/q
. y Y

n T/n

4 T n P(y)q
=0(=—) {J t dat} {7J 4
Pn) " /n ) Joarsaatz Y

}l/q

P(n)

]

1l 1,-§
oo 0

= 0(—t) (3.10)

elde edilir.

Nihayet (3.9) ve (3.10) birlikte diigliniillirse

'f?&)—t;(x) = 0( L )

o- =

n P

bulunur. Bdylece
27
k) =t (5 = 1 ,p 1/p
Il £ (x) tn(x)”p O[Kof ( — l) dx) }
n P
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bulunmﬁs olur ki, buda teoremin'ispatinl‘ tamamlar.
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