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0ZEY

{ab.c} cumlesinin herhangi iki elemsninin ¢arpiming iki eksilttigimizde bir tam
kare elde ediliyorsa, bu cumleye P_p deelligine sahip cumie denir.

Bu ¢alismada, ab.ccZt atec olmak Uzere asafideki egitlikleri selayen{ab.c}
ab-2=x2
ac-2=y2
be-2=22

Bursda x, v, 2z €Z dir. P_, fezellifini seflayan bu ilillerin sonsuz tane olduZu
ispatiandi. Ye {1.b.c} {2.b.¢c }ixlileri agafidaki formda karskterize edildi.

{Lbc}={1,n%+2,n? 42043 }, (nEN,)

{2b.c)}={2 2n2+1,2n2 «4n+3 } (nEN)

Dsha sonra genel olerak {ab.c} Ululerinin istenilen dzellif¢e sship olacsk
sekildeki 8 larin ne olabilecedi arsstrildi. {ab.c} iklileri de asafidaki formda
bulundu.

{a. b c}={a nlan12p)+ (p22)/a, (n+1)ansa 2 20) + (p2+2)/a }

Bursdan22, ne M, 0¢p<a/2, p%=-2 (mode) &r. Bunlers ilave olarsk, {1,b.¢}
, {2bs} ve genel olarsk {8 t, ¢} ixlilerinin dortitdere genigletilemedidi
gisterildi.
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ABSTRACT

Itis called that the set {a, b. ¢} has the property P_5 . if the product of eny two
elements of {a, b, ¢} decreased by 2 is a perfect square.

In this study we consider triples of positive integers a < b < ¢ satisfying the
following equalities

ab-2=x?
8.c-2=y°
bc-2=22

for some X, v,2€ Z. We prowed that there are infinitely many triples with the
properiy P, .

¥echarastrized {1,b,¢}.{2b, ¢} triples in the following form:

{1.b,¢} ={1, n%2 n%2n+3) (ne K,),

{2.b.¢} =12, 2n%+1, 2n%+4n+3), (ne B),

Afer then generally we heve investigated a's such thet {e, b, ¢} triples heve the
required property and we found {s, b, ¢} triples in the following form:

{a,b, cl={a nlan +21) + (p2s2)/a, (n+1)ansa 2 2p) + (p22)/8 }

vhere n22, ne ¥, 0<p<a/2, p?=-2 (mod a) . In addition to these we showed
thegetz {1,b.¢},{2,b,¢} end {a b, ¢} cannot be extendet - tuples.



{m,0j

{a.n) =4

{m.n)=1

{ag. 87 ...8)=1
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GIRiS

ab+k=tam kere sarum seglayan ab tam ssyilarimin olugturdudu cumieler
wzerindeki ¢alismalsr ¢ok eskilere dayanir. L. E. Dickson [1] . konu ile ilgili
¢aligmatarin Dicphantus's  daysndiging ifade etmektedir. Unli matemstiked
Fermat; 1. 3, 8 120 sayilarinin Py Ozelligini safladiftni gostermigtir [12] Daha
sonra & Beker we HDsvenport [8], {1, 3,8 120} cumlesinin Py ozelligini

saglayacak sekilde begelemanit bir cumle olamayecadini ispat etmislerdic.
P. Kenagasabapathy ve T. Ponnwdured [9] { 1, 3. & 120 } cimiesinin
genisletilemedigini, Baker'den farkls metotler uypulayarak  ispat etmiglerdir.
YEHoggatt Jr. ve GEBergumli0] ize Fibonecci dizilerini kullansrak
{1,3.6,120} cumlesinden begka Py deelligini sa@layens  dortiulerin
olabilecefini, faket  bu  dortlilerin besliler olerak ifade edilemeyecedini
gistermiglerdir. P, Herchetheim [i1] Py cumlelerini ikililer, igliler wve

dortiuler olarak ele slmis dortulerin beslilere genigletilemedigini
1spatiamigtir,

Tekin zamands N.Thamotherampiliaa[i3] ise {1.2.7} cimlesini ele aldiBu
cumlenifi bir P, ciimlesi oidufunu  ve ayng fzellidi  sadlayan dirdinci) bir
elemeninn  bulunamayacaZini  ghsterdi. {1.5,10} cimlesi tzerinde ¢aligmaler
vapen  SPMohenty ve AMSRemessmyll4] bu  cimlenin P_; ciimlesi

oldufunu ve dértliolarsk ifade edilemeyeceding ispat ettiler Genel olarak Py
cumlielerinin ughulerden dortulere genisletilip genigletilemedigini

i
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aresiran  EErownli5].ozel olarek P_y climlesi olan {125} cUmlesinin
eenigletilemedigini gosterdi. Eszamanli Diophentine denkiemlerini ve Pell
denklemini kullanzrak {1512} ile verilen P4cumlesini {151296} gibi
dértluolarak ifede edenler SPMohenty ve A M.SFRemesamy[i6] dir. M.Nutt[17],
Thamotherampillas 'niin {1,2.7} cumlesinden hareket ederek Fp

cumlelerinin  penigletilemedigini genel olarak ispat ett.

Biz bu ¢aligmada P,  dzellifini seflayan Ugluler Uzerinde durduk Simdive
kadar yapilan ¢aligmalar, bir Py cUmlesinin  genisletilip genigletilemediZi
problemi  Uzerinde vofunlesmistir. Bizise ¢aligmamizda digerlerinden farkl

olarak P, Ozellifinde olen cumlelerin  ayrintilh bir karakterizasyonunu

vapuk. Soyleki: P, deellifini sadlayan Uglilerin teskili, bunlerin olusturdugu
cuimle ailelerd ve eleman savilari hakkinda bir tekim sonwglar  elde
etiik flave olarsk ligliller  geklinde ele aldifimiz  Po  cUmlelerinin

genigletilemedifini de  1spat ettik.

Fu  ¢alisms ug bifumden clusmustur Birinei bolum , ihtives duyacagimiz temel
tamim ve teoremleri kapsamaktsdir. Ikinci bolimde, P, ozellifinde olan
{1bc)l {2bc) ve genel olarak {abe}l Uglulerinin tegkili ve bunlarin
olugturduklars = aileleri karakierize eden bes tane teoremin ifade ve ispating
verdik. Bu ispatlarda Pell denkleminin  genis bir uygulamsasim 48 vapuk.
[adigmnamizin son bOlUmMU olen vBguncu bilum ise,  uUg tane teoremin ifade ve
1zpating keapsamalktadir. Bu teoremlerde, kongruans teorisini kullensrak we
egzamenli Diophantine denklemieri olusturarak Fo ozelliginde olan
{1.bec} {2b.c} ve en genel halde  {ab.c} uglilerinin dortiulere
genigletilemedifini  gistermis olduk.



BIRiINCI BOLUM
1.TEMEL TANIN VE TEOREKLER
Bu bilumde daha sonraki bdlumierde kullanscegimiz temel tanim ve tecremleri
Tanim 1.1. n =0, neZ ofsun. Seyet n | {x-y) ise x.y ile n modiiliine gire

kongrienttir denir ve x=y{mod n) yeestlr. n modulune gére x temsayising
kongrient olen bitin tam sayilarin cimiesine (mod n) ye gore bir kongrisns
sanusfs denir [2].

Kongrianz befintslars agafidaki deellikleri sahiptirier [3).x, v, z, t€Z olmek izere
i) x=vimodn) ve y=z{modn) ize x=2z{modn)

fi) x=yimodn) ve t1=2z(modn) ise x+t=viz{(modn)

i} z=v{modn) ve t=2z(modn) ise xt=yz{modn)

iv) x=vyimodn) ise x.t=y t{modn)

v) x=yimodn) ve heZ' ise P=y(yogp)

vi) f(x), katsayilars tem olan bir polinom olsun. Eger x,=y,{modn) ise
£{xy) = I(¥y){mod n)

vii)meZ ve mx= my(modn), (mn)d ige x=y(modn/d)



viti) (mn)>1, mx= m.y{modn) ise x= y{modn)

Tamim 1.2 a ve b tomsavilan (mod n) ye gire aymi kelena sehip iseler,
bu tamsavilera n moduline gire aym kelsn sinifindendir denir. &8 ve b
temsayerinin ayma  kelen sinmifindsolmesiigin gerek ve yeter gart

a= b {modn) olmasidir [3].

Yansm 1.3. 012, ...n-1 elemanlerinin olugturdugu cumieye n moduliine gire
bir komple kelan sistemi {sinifi) . du elemanlardan n ile aralarinda esal
olanlarin olusturdufu cimleye de n modilune gire indirgenmis kalan sistemi
{sinaf1) ad verilir [4].

Tanim 1.4, n\i\& olmak izere ax +b = 0{mod n) geklinde tsnimlansn
kongrianse lineer kongriane denir. ESer (an) =4 wve alv  ise bu
Yongrisanzin 4 tane ¢Ozimi vardir . Ozel olerek d=1 ise bu kongriensin bir
tane ¢iziimil vardir [3].

Tanim 1.5. ag.8; ...,8  tam sayilear olmek imere

f(x}=anxk+ aizk'i-r..,mk seklinde tanimisnan polinome tam ketsayili

polinom yeds kisaca tam polinom adi verilir. Eger (6y. 6, ....8 )1, yani
katsayiier aralarinds ecel ize bivie bir polinoms itkel polinom denir [3].

Tansm 1.6. f{(z) bir tem polinom, n € K olsun. ¢ bir tamsay: olmak tzere sayet

nltle) ise ¢ tamzayizing fi{x)=0{mod n) kongruansinin bir k6kii yada bir
<izituii denir [41

Tanim 1.7.b5. by, ...... by .- Dp€Z olmak izere

btpbimbzz% . .oebpx®s . sb 3T =0(mod n) cebirsel kongrilanss verilsin.
EZer n ile bolunemeyen ilk katsayy by, ise bu kongrilansin derecesi m dir
denir [3).



Simd fNx)=0(mod n) geklindeki kongriansisrin ¢izimlerini kerakterize eden
Uy tane teoremin ifedesini verelim.

Teorem 1.1. p asal ve f{x)=0(modp) kongriansi m.inci mertebeden dbir

kongrians olsun. Bu tekdirde bu kongruansin {mod p} ve gire birbirine
kongruent olmayan en fazla m tene ¢Gzimi vardir [5].

Teorem 1.2. f{x). tem bir polinom. my mj.....m, ikiserikiger erslarinda
&sal olan positif tamsayilar ve m=Mmy.M3...Mm, olsun. Bu takdirde
f{x)=0{mod m) kongriansimn ¢bezulebilir olmas igin gerek ve yeter sart her

bir i{i=l,2.....r) igin f{x)= O{modm;) kongrisnsiarimin ¢eilebilir
olmasidir [5].

Teorem 1.3. f{x) bir tam polinom , p asgel, o< 22 , x€Z olsun. f{x) = 0{mod p™ }
kongrianzinin bir ¢Szimilniin x, olmest icin gerek ve yeter sart

xo=a+70p°"1 olmesidir . Burada a, f{x)=0(mod p =1} Kongrilansinin bir

goziim® , y, ise (f(a)/p*™1}+ y1'(a)=0(mod p) Kongrilensinin dir ¢hziimiidiir .

Ayrica 0<a <p¥d ve 0 <y, <p dirl6).

flerteven bpitiimierde ifade ve 12pat edecefimiz teoremierde sik stk kuadratik
kongriansiarie kargilesacafiz . Bu sebeble kuadretik kongriensier ve
kuadratik rezididerie ilgili tenim ve teoremieri agsfida verecegiz .

Tamim 18 n=0 wve neZ , {a, n)l olacek gekilde ave n tamssyilar:

verilzin, q 2 gertini seflayen q dofsl savist icin x%=a{mod n} kongrisnsi
¢izilebiliyor ise ava n modiifiine gore q inci kuvvetten reziddi denir.
(el olarak q=2 ise & yakuadratik rezidii, q=3 ise kibik , q=4 ise bikuadratik



rezidi ady verilir[3).

Tanim 19. n=0, (8, nkl olmskizere x°=a{modn) seklinde verilen

kongrians ¢izillebilirise & ya n nin kusdratik rezidiisu , tu kongritans
¢izidemez ise & ys n nin kusdratik olmeyen rezidilsi denir. Kigslik igin
kKusdratik rezidii KR ile, kvadestik olmayen rezidii KW ile gosteritir[3].

Teorem 14. heZ' olmak ivere p=Zh+1 geklinde verilen bir tek asal cisun.
& tamsayist p nin bir kusdratik rezidisi veya kusdratik olmeyan rezidieis ise

sirasiyia 61/20-D = 41(mod p) veya &!/20-D = 1(mod p) dirl3].

Teorem 1.5. p tek azal zayisinin  kKuadratik ve kusdratik olmayan
rezidilerinin sayiss egittir ve her ikizide (p-1)/2 tanediri4].

Teorem 1.6. -2 sayizsi verilzin., Bu takdirde 8n+l ve 6n+3 sayilars asal
olacak gekiide herhengi iki say1 ise; -2 sayist bu esallar icin bir KR dur.
Ayrica 8n+5 ve 8n+7 sayilart asel olecsk gekilde herhangi iki sayy igze -2
zayizt bu ezsller icin bir KM dir(3].

Tanim 1.10. (Legendre Semwbolii):p tek asel, n #0{mod p) olsun. Bu tekdirde
(%) ile gisterilen ve "p izerinde n” dive okunsn legendre sembolii

+1, eger n, p asslinin bir KR eliize
()=
-1, eger n, p azelsnin bir KN zilize
seklinde tanimianir. Sayet n=0{(modp) ise (§4=o arls5).
Legendre semboliiniin agadidaki ozellikieri vardir{7].
i) {8
(8k) (Png)
ii) s=t{modp) ize (g),(g)



Hidealy.
ISR
iv) (%m

Simdi de Legendre semboliniin dsha genel bir ifadesiolan Jakobi semboiiini
terumiaysiim.

Tanim 1.11. (Jakobi Sembofis): P tek pozitif temsayiss her bir
b

ili=1.2... .r}igin p; ler asal olmek iizere P=Hpi°‘i seklinde verilsin Bu
i=1

taktirde (%) Jakobi sembolii.(_%_) Legendre sembolii olmak izere

>

1
r
{23 ¥j  esitligi ile verilir Bunagore { D)1, -1, 0 ofabilir.
p =11 :
=1 %

Avrics (? ¥ =0 olmsss icin gerek ve yeter sart (n,P)) 1 olmasidir(S].

Simdi Jekobi sembolis ile x? = a(mod P) kongrisnsiun ¢dzidlebitir clmass
erasindaki iliskiyi belirtetim. Bger x2 = a{mod P) kongrilansinin bir ¢bziimi varss
P'ninbirqarpmuoianherpimhicin(%)d oiaceemaan(Pi)ai dir. Yani
verilen kongriiansqﬁziﬁebiﬁrise(%)d dir. Ancak tunun tersi dogru degildir.

B&k&birifa&ile(-?—}.sl olmsss x° = a{mod P) kongrilensiun ¢ozillebitir
olmesint gerektirmez. ZiraP nin herhangi iki carpans olan Pi-Pj asallar icin

{(B)=-1,(8}%=-1,  oldudu helde (L )=41 dir. Hatbuki (& )=-1 ise
i B P 7

22 =8 (mod P) . . ti.
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Teorem 1.7. (Kernilikli Kuadratik Rezidu Teoremi): Efer p ve q tek asaller ise bu

tektirde
(g_ ) (.-g;), (-1) (p-1)g-1)/4

diri4).

Teorem 1.8. Eger p ve q tek asadlarinin her ikiside 4n+3 geklinde ize
(,g.)p(%), diger durumierds (g-)st-g-) dir {4

Agafida ifadelerini vereceZimiz i teorem de deellikie, kusdratik kongriansiarin
¢hzulebilmesi icin gerek we yeter gartlars ortaya koydukler: giti , bu tur
kongrusnsisrin kag tane ¢izumlerinin oldudu hakkinda da bize bilgi veririer.

Teorem 1.9. x2= a (mod n} kongrians: verilsin. (an)=d d=e’f, a=da;  n=dn;,
€. 1,8 n tamesyilar ve f karesel olmayan bir temsayr olsun. Bu taktirde

verilen kongrismsin ¢ozidebilir olmest icin gerek ve yeter gart (fing)=1 ve
fs; deferinin n; inbir KR siiolmesidir (3]

Teorem 1.10. p bir tek acal, a; p ile bdliinemeyen bir temszays , g = 2. ve phq
olacak gekilde q dogsl sayiss verilsin Efer x%=a (mod p%) kongrilsns: « =1 i¢in

chzillebilir izse « ¥ 1 olan biltiin o temsayiiars icin de ¢ozillebitirdir [3]

Teorem 1. 11.

i} q.a tek zayiar olsun. Bu taktirde x9 = a {mod 2% ) kongriansinin tam bir tane
chzumi verdir.

ii) a tek . ¢=2m , m tek temsay: olsun. « 2 3 olmak Uzere x%=a {mod 2%)
kongrianst , sayet &= 1{mod 8} ise dirt tane birdirine kongrient olmayan ¢izime
sahiptir. Difrer durumlarda ¢izim yoktur.

fli)atek sam ., ¢ = 2m . m tek temsay: veq = 2 olsun. Bu taktirde x4 =a {mod2%)



kongruans , sayeta =1{mod 4) ise iki tene birdirine kongrient clmayan ¢izime
sshiptir. Diger durumlarda ¢izim yoktur [3]

Buraya kedar verdigimix tenim ve teoremler genel olarak kongriensisr teorisi
Uzerine olen tenim ve teoremierdir Celigmaminin ilerleyen bdlimierinde bunlers
sik stk kullanms ve uygulama imkeni bulecsdiz. Bu ¢aligmamizda ¢ok sik olerak
kullanmays ihtivag duyacegimz bir kavram da Diophantine Denklem kavramdir.
Ozellikle Savilar Teorisi literatiriinde Pell Denklemi olarak gecen ve D karesel
olmayan bir tamsay: olmak Uzere

220y2 =l .. {1.1)

seklinds tenimlianen Diophantine dJenklemi, ispatimi ileriki bilumlerde
vapacagimiz teoremlerde stk sik kullanaca@imiz bir ¢ok Szeltiklere sahiptir.

0 halde {1.1) Diophsntine dJdenklemini kerakterize eden temel teoremlerin
ifadelerini ve bu denklemie ilgili tenimler: agagida verelim.

Teorem 1.12. (1.1} Diophantine denklemini sadlayen en ez bir tene x.y dogsl
sayl ¢ifd vardir [31

Tanim 1.12. (1.1} Diophantine denkleminin bimiin ¢fziimieri (xy) olersk
veritsin. EZer (x4.y1) verilen biitiin ¢dziimierin en kicigi ise (xy,y) ¢oziimiine
{1.1) Pelf denkleminin minimal veya teme] ¢dziimil denir [3]

Tenmm 1.13. (1.1) denkleminin bir (x,y,,) ¢Bziimii efer x y,=0 sarting sefliyores
bu {x,,7,) ciziimiine (1.1} Pell denkieminin triviyel (sgikar) ¢dziimii denir (3]

Tanim 1.14. (1.1) denkieminin herhangi iki ¢ietimi (x;,y,) ve (x,,y,) olarsk
verilsin. EZer x4=x; e yj=¥ ise bu iki ¢bziim birbirine esittir denir. Sayet btu

shziimier igin xy+7;¥'D > %, 4y, YD saru saflamyorsa (x.y;) ¢Bziimis
digerinden pityuktir denir (31
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Teorem 1.13. (1.1) Diophantine denkieminin sonsuz tene ¢iziimii vardir.
(2070 seklindeki dirtiin chzimier ; (x;.y;) temel ¢cizimier olmak izere

(g +¥p, Y Dxy 47, VD I

egitliginden elde edilirBurads ne N dir [3]).

{1.1) Diophatine denkleninin minimal ¢bzimad) genel olersk deneme yoluyla
tulunabilir. Ancsk bezt durumiarda bu yolla minimal ¢oziim bulmek pek kolsy
olmaz. Bu taktirde (1.1} denkleminin ¢Gzumierini bulmak i¢in

denkieminden faydalanabiliriz Simdi ilgili teoremi verelim.

Teorem 1.14 (1.2} Diophantine denklemi ¢Ozilebilir ve temel ¢izimi  (uy.vy)
olsun. Bu taktirde, {x;.¥;) (1.1} denkleminin teme} ¢oztmiiise

{x;+¥; YD) = (uy+¥; VD)2
dr Ayrics

(U #¥y, VD)= (ug4vy VDR
egitlidinde
i)n ; biriin pozitif tek tamsayilars teradifinda uy, ve v, ler (1.2) denkieminin
ii}n ; biatin poeitif ¢ift tamzaysiar: taradifinda x = uy, ,y=v,, de (1.1) denkieminin
bintin ¢hzimterini veririer [ 3].

D karesel olmayan bir dofal zays, C sifirdan ferkis bir tamsay: olmek tizere
w-bvi=C (1.3}

_ wWDvEC {14)
seklinde verilen Diophantine denkiemierini giz fniine alalim.
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Tanim 1.15. (1.3) Denkleminin bir ¢izumis; (uv), (1.1) denkieminin dir ¢dzumi
{x,y) olsun. Bu takdirde;

{usvvD) (x+y¥D} = (ux + vyD}) + (uy+vx)¥D = (u'+ V'VD)

oldudundan (u'v') de (1.3) denkleminin bir ¢dzlimiidiir. Bu ¢bziime (uv) ile
birlegtirilmi; ¢dziim denir. Birlegtirilmig dlitiin ¢dzimierin ciimiesi de (1.3) Gn
¢hzitn sinifing olugtururisr {31

(1.3} denkleminin herhangi iki ¢iziimii (u,v) ve (x,7) olzun. Buiki ¢iziimiin eyns
ainifian olmast i¢in gerek ve yeter gart

ux - vvd ve ¥YX-U¥ ...... 15}
C C

deferierinin temsay: olmalaridir [3]

Bir K snufimn {uyv)0=123...) ¢oriimlerini kapsaigin dusinetim. {u.-v;),
{i=123..) <¢Ozimlerinin olusturduiu sifi da K ile gosterelim. K ve K
siiflaring diribirinin Konjugesi denir. K ve £ siniflary genellikle farkhidirier.
Eder aym iseler K simfina belirsiz (muglek) simf denir. K don bir{ u®, v*)
chziminiisecelim, v K daki v ferin negatif olmayan en kilgiik degeri olzun.
Eder I belirsiz deditse, u” da v° gibi tek tirtii segitir. EZer K belirsiz ize u*2 0
olscak sekilde tek tiirlis secilebilir. Busekilde seciten ( u*, v* ) giziimiine K nin
temel ¢Oziimil adt veritir. Efer C= 1 ise (1,3) denkieminin ¢dziim sinifi bir
tanedir ve oda betirsizdir. [3).

Teorem 1.15. {13} denkleminin bir K suafinin temel ¢Sztmi (uv) (1.1}
denkleminin temel ¢dziimiide (x4, yy) ise
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0 <l ¢ v".?!:(xlni‘

esitsizlikleri sadlansr [3].

Teorem 1.16. {i 4) Diophantine denkleminin bir K sinsfinin temel ¢iziimii (u,v)
ve (1.1} in temel ¢Bztimii (xy, 1) ise

g< lttl < 'U%b("'”

egitsizlikleri safleniri3].

Simdi de {1.3) ve (1.4) Diophantine denkiemierinin biitin ¢Oziimierinin nesil
pulunacaging goeteren tir teoremin ifadesini verelim.

Teorem 1.17. {13) we (14) Diophantine denklemlerinin dutin ¢dziim
sinuflarinin sayiss soniu ve bistin sinufiarin temel ¢dzimleri bulunabilsin, Ayrica
bu temel ¢iztmler (16) ve (1.7) sartlarini sadliasiniar. ESer w*, v, £ sinsfinun
bir temel ¢iziimii ise K s1nifinin {u,v) geklindeki dirtiin ¢hztmleri

wyY D= U+ v VD) (v VD)

geklinde werilir. Burada (xy), (1.1} denkleminin bdutun ¢Szimlerini
taramakiadir[3].



Ixiwci pOLUM
2.P o CUMLELERININ YESKILI VE OZELLIXLERI.
Bu balimde P_, ciimlelerini gbz Gniine alacadizlnce genel olarsk kEZ olmek

{ere Py Gzelligini tenimiayacaiz Daha sonra k=-2 i¢in eel olarsk P_p deelligini
se§layan elemanlarin olustardugu cumleleri inceleyecegiz.

Tamsm21.i=j (i.j=1,2..n)olmak ieere X, x;+k=tam kare serun sadlaysn
X1 Xp.. Xy PoRitif tamsawlerina ninci tpten Py Geelligine sship elemanier,
buniarin alusturduiu cimleye de Py Gzellifine sehip cumle adi verilir{i5]

Buna gore k=-2 slindiZinda elde edilecek cimieye P_, dzelliini sadlayan cimie
denir.
Eger & b, ¢ iilileii P_, Gzellifini sedlayan bir iiclis ise, bu taktirde x,72€Z olmsak

uweere,

ab-2sx2
a.c-2=y2 2.1)
b.c-2-22

egitliklerini seglariar Bureds bizim problemimiz (2.1) sistemini seZlayan ab.c
dogel sayilarinin mnasy bulunacafidir Bu problemi diginirken & < b < ¢
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sirslamasing yepersek hem geneflifi bozmamig ofur, hem de bulabilecegimiz abc
iklillerinde siralama probiemini ortadan keldirmig oluruz. a.bc dofal senlaring
tulma problemi simdi (2.1) sistemini ofusturan Diophantine denkiemierinin
cizumlerini buims probiemi olsrak slinsbilir,

(2.1} szisteminde o1 alalim Bu taktirde aradifimiz tiglider {1.bc} Uiglideridir. Bu
uglulerin belirtenmesini seflayen agafideki teoremi verelim:

Teorem 2.1. a=1, 1d<c, b, cE Nolmsk ivere (2.1) sistemini saftayan
sonsuz tane {1,b,¢} ixtiuderi verdir.

Ispat : (21} Sisteminin birinci ve ikinci denklemierinden b=x2 4+ 2, c=y2+ 2
elde ederiz iclinet denklemde bu deferieri yerine koyarssk,

(x242)(y242)-2=22 (22)
denklemini buluruz. (2.2) egitliginin sol terefi

(xy+2)2+2[(x-y)2 -1]

sexlinde yezilabilir Bu ifade de v - x = 2 1 gartini saflsyan her x,y € Z i¢in tir
tamksere olacadinden 0 < x <y elarsk,(2.1) sistemini seftayan {1, b, ¢} ixliderini
tulmak daime mimkindir. Mesela hemen aklimiza gelen {1,b.c}ixtiileri {123},

{136} . {1, 6, 11} {1,11,18}, . . . geklinde olur. Bunisra (2.1) sisteminin temel
coziimieri ading verelim Bu taktirde bex242 , cxy%42 ve y-x=2 1 oldudu dikkete

alinirss (2.1) sisteminin temel ¢hziimlerini n € N, olmak {izere

{1.b, cE{1, 0?2, n2s2n+3) 23)

geklinde ifade edebiliriz. Herbir n > 0 temsayier igin bir 1iglia elde
edilebileceginden, bu iiglilerin sayist sonsuz tanedir. Bu da teoremin ispating
tequamiar,

Teorem 2.2. x, > 0 egitsiztifini saflaysn her bir x, tamsayisina karpilik P_o
dzelligini sadlayan sonsuz tane elemaniarin ojusturdugu bir
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Ags{{1. bix). q))ier climieler ailesi verdir. burada 1 €N dir. X, = ¥, icin

Axo‘“yo‘ 3 dir.

Ispat : Teorem Z.1. de P, deelligini seflayan {1,b.c) islidlerinin varlsging 1spat

ettit (2.1) zisteminin dizenlenmesi ile efde edilen (22) ezitidini gbednine
alatia {2 2) egittigi divenlenirze

L7 LY s &5 ) I (24)

denkiemi elde edilir Eger x=x, ise (2 4) denkiemi
Z2-(2 242072 2 2P s (25)

sektinde ifede edilebilir. (25) denkiemi bir Diophsntine denklemidir. Ve biz
tunun tiitida ¢izimierini ariyoruz Teorem 2.1 den her v = 41 icin (2.1) ziztemini

seglayen uygun igliller bulsbilecegimize gire (2.5) denkleminde =, 2 1 yazar ve
dizeniersek z =x,% %,#2 elde ederiz Boylece (25) Diophantine denklemi igin,

{25, 221, x5 23,42), (252 O (2.6

ciziimiintl elde ederiz. (26) ile buldufumuz chzimiere (25) Diophantine
denkiewinin tetel cozomieri divelim.

Simdi (25) Diophantine denkiemine yeniden dnefim. Her x>0 gartn1 sedleyan
%,, tamsayist icin X, 2+2=D sayist karesel bir says defildir, Aksinin dodru oldufunu
kabul edetim. Yani peN olmak ikere x,2+2:p? oldufunu kabul edelim Bu tektirde
x, 2425 p?
p2-x222
{p-24) (ptx5) =2
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Ve burada p-x,=1 . p+x =2 ve buradan da 2p=3 . p=3/2 ¢ N elde edilir Bu da bir
geliskidir. Biyiece (25) denklemi D= x,2 +2 karesel olmayen temsay: olmak tzere

22DV 2 2(D-1) e 2.7
sekline ddnusur.

simdi x, » 0 icin (27) denkieminin ¢izumlerini incelevetim. x,=0 ise (2.7}
denkiesai
denlemini verir. (2.8) in butiin ¢dziimlerini bulmak i¢in

Y .Y
2<-Zy“=1. .. (29}
Pell DPenklemine ihtivas duyariz. Tenim 1.12. den {2.9) denkleminin teme] ¢zumii

{5, 7= (3.2) ve Teorem 1.13. den (2.9) denkleminin bitin ¢Szimleri (2.0} ise

(Z +7,¥2)= 32v20 (00123..)

seklinde verilir Diger taraftan (2.8) denkleminin (2.6} ile verilen temel ¢Oetimleri
(a7 = (&1), {2-1) dir Halbuki Tenim 1.15 ve (135} ifedelerine gire (2.1) ve (2-1)
¢Oeumleri aym siniftendir. (2.8) denkleminin (1.6) ile elde edilecek ¢dstmleri ile
{2.6) ile elde edilecek ¢liztmleri aynidir ve dbir tanedir 0 halde {2.8) denkleminin
¢ozum smuf numarasi 1 dir. Teorem .1.17 uyarines {28) denkleminin bdutin

geumieri {2p,.¥p ) seklinde ise,

(et Fp¥'2 R(2r V2)302¥2)0 (0-0123...)
seklinde verilir Bu ¢dzumlerle ilgili kisa bir tablo verelim

n 2n ¥n
] 2 i

1 10 7
2 58 41
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3 38 239

4 19720 1393

3 11482 8119

6 66922 41321

? 390050 2n8?

8 2273318 1607521
TABLD -1~

Tablo-1.den hareketle (2.8) Diophentine denkleminin x,=0 i¢in elde ettigimiz
¢izumieri ve buna karsilik gelen {1.b.q;} igliilerinden bir keg tanesini asagida
verelim. (2.1) den b=xo 242, ¢=y+2 olduundan

(xv2>0.12)  Uglisine kermlik  {Lb.cy {123}

- =(0.7.10) - - {Lb.cp {1251}
" =(04158) - - {Lb.ogk{1.2.1683}
© ={0.2393%W) - - {Lb.og H{1.257123)

........................................................

Uslulerini elde ederiz. Boylece xy=0igin

Ae{{1231 {1251} {12683} {1.257123}....}
cumieler ailesini elde etmig olduk.

Simdi x,,=1 alatim. Bu taktirde (2.7) denklemi

223524 (2.10)

sekiinde ofur. (2.10) Diophentine denkleminin butiin ¢dziimlerini bulmak icin

22-3y%1 (2.11)

Pett Denklemini kullanscagsz. (2.11) Pell Denkieminin temel ¢ozumis
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(2P = (2.1) dir. {2,10) denkleminin temel ¢beiimleri ise (26) dan (.y)={4,2).(2.0)
dir. Halbuki (1.5) sartlart uyarinca buniar ayni siniftendir ve (2.10) denkleminin
¢bzim sinif numaresi 1 dir. 0 halde (2.10) denkleminin butiin cstimieri (z,.v,)

seklinde ise Teorem 1.17 geregince

(2g* VIT,)= @2V N VIR (2:0123....)

seklinde verilirElde edilecek ¢brumlerle ilgili Xisa bilgi Tablo-2 ile sgagida

n “n n
0 4 Z
1 14 8
p 52 30
3 194 112
4 724 418
5 2702 1560
6 10084 5622
7 F634 21728
8 140452 81090
JABLO-2

Tablo-2yi ghebniinde bulundurursak x=1 slindsfinda elde edeceBimiz {1,b.¢;)
iigtilteri
(yzk=(124) iclisine kershik  {Lb.cy}{1,36}
* ={l814)  C . {Lb.op {1.3.66}
= ={13052) - " {1.b.c3){1.3.902}
~ =(Lu212) - 0t {Lb.og R{1.3.12546)
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seklinde olur.Yani x,=1 i¢in (2.1) sistemini saglayen {1.b.c; } Uglilerinin climlesi
olerak

A={{136}.{1.356). {13902}, {1.312546). ..}
cumieler ailesini bulmug oluruz.

2,2 sidifmizda (2.7) Diophantine Denkdemi

2267210 .............. {2.12)
ve Pell Denklemi de

sektinde elde editir {2.12) nin temel ¢oziimieri (2.6} dan {z,¥)>=(8.3), (4.1) dir.
Ve (1.5) sartlari uyarinca bunier ey siniftandir. 0 haide (2.12) denkieminin
¢iziim s1naf numarsss 2 dir. Dolaviss ile Teorem 1.17 dikkste alinirsa (2.13) iin

minisusl ¢oztmii (Z 9 = (5.2) oldufundan (2.12) nin ditin ¢dziimieri
(2g# V6 ¥ ) = (B+346)(5+2v6) (0=0123,..)

(2 #9675 ") = (446} 542Y6)"  (n=0,123,..)

esitlikleri ile verilir. Bu egitliklerle elde edilen (2.12) nin ¢izimlerinin bir kegt
agagida Tablo 3 ve Tablo 4 ile verilmigtir,

1 Zn Yn
0 8 3
1 76 3
2 752 307
3 7444 3039
4 73668 30083
5 729436 297791
6 7220672 2947827
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7 71477204 29180479
8 52168 286856963
TABLO -3
n 1" o
1] 4 1
i 32 13
2 36 129
3 31 12n
4 309%4 12641
S 306512 125133
6 034156 1238689
? 30035048 12261757
8 297316324 121376881
TABLO-4

Tablo3, Teblo4 gizininde bulundurulursa x=2, ve (212) denkleminin
sizimlerine karsiik gelen {1,b.¢; Jugtuleri
(ryzk(238)  iglisinekerplik  {Lb.c) {1611}

"3 * {Lbepk{16471)
" @317 - " {LbegH16963)
" =(2129316) " " {Lbogk{16.16643)

..........................................................

ve bivlece X522 igin

A{{16.11 {16,171 1{1.6.953141.6,16643)...}
ciumieler ailesini elde ederiz.

Benzer bir diisiince ile hareketederek 2,345, igin destrasyla Ay A As,..
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aileleri elde edilir. 0 halde her bir x,2 0 temseyist igin bir A, cimleler silesi
bulunmus olur. Avrica (2.7) Diophentine Denkleminin her bir x, i¢in sonsuz tene

cizumu olacegindan A, ailesi sonsuz elemanhi olacakur. Diger taraftan Ax°={{l.
blxg). gl c |  oilesinin teskil tarmnden bex, 242 dir.  x,®y, iin

blxg)*b(y,) olacefindan Ay NA = @ sonwcunu elde etmis oluruz. Bu da
teoremin ispating tamamiar,

Simdi {2.1) denklem sisteminde a=2 alalim. Bu tektirde
2b-2=u
be-2=12

denklem ziztemi elde ederiz. Burada uvt €Z dir. (2.14) denklem szistemini
saglayen {2,b.c} iclilerini bulmak demek P_, Gzelfidini ssglayan iklider bulmak
demektir. Simdi {2,b,c } ugliderivie ilgili bir teoremin ifede ve ispating verslis.

Teorem 2.3. uvtecZolmak ivere (2.14) sistemini saflaysn sonsuz tane {2,b.¢)
doZsl gay1 Uclidleri vardr.

Ispat: (214} sisteminin birinci ve ikinci denkiemierinden 2ju? ve Zv? elde
ederiz. Ohalde u=20, v=2V yeetlirsa b=2U%1, ¢=2V2+1 elde edilir. 2dxc vebce

H oldugundan 1<U<V olmslidir. Bulunan bu b ve ¢ dederleri (2.14) sisteminin
icincil denkleminde yerlerine yazilirss

U2 1 M2V2 4132442 oo (2.15)
esitligini elde ederiz. Halbuki (2.15) egitliginin sol tarafs

(2UV+1)2 + 2[(D-V)2-1 ]
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formunds yezilebilecefinden U-V= 41 sartini sedlayan her UV temsayilars i¢in
{2.14) sistemini sadlayen uygun {2.b.c} Ugluleri vardir. Mesela {239}, {2.9.19).
{2.1933). .. bu tiglilerden bir kagidr. Bu sekilde bulecafumiz iglillere (2.14)

sisteminin teme! ¢Bziimleri adini verelim. b=20%1 ¢=2¥2+1 olduiundan her neN
i¢in

{2bc)=1{2, 20241, 20244043} .o (2.16)
seklinde elde edilecek ixglifler, (2.14) sisteminin temel ¢iziimleridir. Ayrica (2.16)
ile her n dogal sayisina kargilik dbir {2,b,¢] iigliisu elde edilebileceginden {2,b.c}
ugluteri sonsuz tanedir. Biylece teoremin 1spats temamisnmig ofur.

Teorem 2.4. u31 esitlifini saglayan her bir u pozitif tamsayisina karsiik P,
deeltiginde olan sonsuz sayida elemanlarin olusturdugu bir A, ={{2.00u)q i

climleler ailesi vardir. Bureda I N dir. Ustelik her u »v, i¢in A NA_ =D dr.

Ispat: Teorem 2.2.gibi yapilir,

Teorem 2.1, Teorem 22, Teorem 23 we Teorem 24 ile P, d&zellifini saglayen

{ibc) {2bc} uglulerinin varlifini, sonsuwz tane oldukisrini ve bunlsrin
olugturduliders cimielerin hangi yspida olduklarini vermis olduk. Aslinds
yepZimiz gey (2.1) sisteminde a=1, &2 slarsk, bu sistemi ¢bziip, climieler
olusturmek oldu. (2.1} sistemini sedlayan ¢izumler icin daime & < b < ¢
sirslamasing  koruduk. Bunun nedeni bir {abc} cimlesinde elemanisrin
verlerinin degigmesi ile ciimlenin yepis: defismevecedinden a < b < ¢ siralamess,
bize olugturdufumuz silenin  herbir elemaninin  farkls  olmasinu
gerantilemesindendir. 0 hedde, efer a elemanit secebilirsek, b ve ¢'yi bulmak
pek 2or olmayecaktr. Aklimize siyle bir soru gelebilir. Acsbs, her & doal sayist
i¢in, P_, fzeltifinde olan {ab.c} doZel sayi ilidleri vormidir?

Bu soruya olumiu cevap vermek maslesef milmkiin olmadi. Bunun icin dbir kargt
ornek vermek yeter. Mesela a = 4 alinirsa, b ve ¢ tam say1 olarsk bulunamee.
Gercekien (2.1) sisteminin dirinci denkieminden
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§b - 2 =x2
b= (xd2) 74

elde editir. Eger x, tek tamsayi ise x2 = 1 {mod 4), x ¢ift tamsay1 ise x2= 0 {mod 4)

diir. Yukaridaki egitlikierden x*=-2 (mod 4) elde edilir. Halbuki x'in her durumu
i¢in bu kongrisnsin ¢Geimi yoktur. 0 halde yukaridaki egittigi se@layen uygun x
tamsayist yok, dolayisi ile uygun b tamsayist bulunamez. Biylece iddiamiz
dogrulanmiy olur. 0 zamen §u soruyu sorabiliriz: Acaba, P_j deelligini saglayen
{a.b.c} Ugluterini tegkil etmek icin a nasil segilmelidir?

Simdi bu soruys cevep arayalim. (2.1)sisteminin  birind ve ikinci
denklemlerinden

b= (x242) /&, co (¥242) /B 24T
esitliklerini elde ederiz. 8. b = x242 oldugundan

22 = -2 {mod &) {2.18)

kongriansing bulmug oluruz. Bivlece, a1 belirleme problemimiz (2.18)
kongriansinin ¢izilebilmesi problemine doniksmils olur (2.18) kongrilensing
seflayan bitlin a lar P_, Ozellifini seflayen igliderinin teskili icin uygun
a'lardtr,
i) Eger a asal olarak secilecekse (2.16) kongrilansing sedlayan & ‘lar -2 sayisint KR
kabul eden & lardir. Yani (33) =1 olen a'lar istenen & ‘lardir. 0 halde Teorem 16
yagore asayist, 8=8k+ 1, =8k +3 geklindeki asal savilardan secilmelidir.
ii) & seonet bilegik sayy olsun. Bu takdirde Teorem 1.10 den doleyy (8k +1) ve (Bk
+3) geklindeki esallarin ditiin kuvvetleri & olarak seqilebilir. Ayrica, (Sk +1) ve
(6k+3) seklindeki asallarin 2 ile ¢arpimisrt da uygun & seyilers olabilirler.
Boviecs,

M= {ae=-(0k+1)* 0=123, ..., (8k+1)asal keZ }

M= {a:a-(8k+3)P ;B=123, ... (Bk+3)asal k2 )

My {ae(Bk +1)% (8k 430, P =123, ..., (8K +1).(6k+3) asat  keZ }

My ={a:a2(8k+1)% a=123, ... (8k+1)esal , keZ )

Ms: {me-2(8k+3)P  B=123, ..., (BKk+3)esal  keZ }
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cimielerinin dirlegimi olan,
M- (12y0 UM, UM, UM DN
cumiesi a'nin se¢ilebilecegi muhtemel deferler cumiesidir. Bu cumleyi bazt
elemaniars ile agik yaearsak ,

M- (12369.11.17,18,19.22.27.34.35.41 4351, ...}
sektinde ofur,

simdi sclll , &= 12 alarak (2.1) sistemini yeniden giz oniine alafin (2.17)
ifsdeterind (2.1) sisteminin iiincu denkleminde degertendirirsek,

(x242) (y%+2) -262 = (e2)? (2.19)
egitlifini etde ederiz. (2.19) esitliZinin sol tarafs,

(xy+2)? +2[(x-y)? -a?|

formunds olduZundan (2.19) egitlifinin sol taraft y-x = 1 8 gertini sadlayen her
X,y icin, bir karedir. 0 haldey-xl,ua sartiny saflayan her xy temsayiiars icin
(2.1} sistemini seflaysn uygun 8, b, ¢ iiglitleri dsima meveuttur. a<b < ¢ siralamest
z < y siralemesing gerektireceginden, y-x = + a gartim1 y-x = & seklinde

defrerlendirebiliriz. Diger teraften, a = 1.2, ac [l olan her aigin
O<p<as2ve pi=-2 (moda) saruns sailayan bir y degeri vardir. 0 halde

X=an ¢l ve ¥=x+a alinirss, (2.1) sistemini saglayan ve sonsuz tane olen
{a. b. c }igliilerini elde etmis olurus. Biviece agadidaki teoreni ispat etmis olduk.

Yeorem 25. V aEm, (a=12)ig¢in (2.1) sistemini sa@layan {a, b, ¢}iiclilerinin
sonsuz bir koleksivonu vardir, dyieki bu Uglidler,

{8 b.c)={a nlan +21) +{(p%2)/a (n+1Menva + 210) + (p22)a}, (n22)...{220)

seklindadir. Burada, 0 <t <a/2 ve 1 %=-2 (mod a) dr.



UcUNcH BOLUM

3. TESKIL EDILER P_, CUMLELERININ GENISLETILEMEZLIGI

fkinci bétimmde ifade ve 1spatisring verdigimiz teoremierie P_, dzeltifini seflayan

{ibecl {Zbc) vegenel olarak {abc} iklillerinin nasif tegkil edilebilecegind,
bu iiclilerin olugturdudu ciimielerin nassl cumieler cldugunu gosterdik. Ayrica
sfz konueu iiglilerin genel ifadelerini (2.3), (2.16) ve (2.20) ifedeleri ile verdik.
Simdi {zerinde duracagimiz problem, bu igiiterin Py deelligini seflaysn 4-lider
seklinde ifede edilip edilemeyecefini arestrmek olacskur. Bu bilumde
verecefimiz U teorem sirestyla {1.bcl {2b¢} wve {abge} iklulerinin dort
elamanli cumleler halinde genigletilip genigletilemedigi problemine cevep
vermis olscaktir.

Teorem 3.1. ne N, olmak iere { 1, n%2, n%2n+3)} ciimiesinin elemantars
ofsn gliller, P_, deellidini sefteyacak sekilde dortlilers genisletifemezier,

Ispat : [ddismizin sksine, {1, n%2, n22n +3} cimlesi, P_, Geeitigini
saflayacak gekilde dordiinciibir d elemani ile genigietilebilsin. Yani {1, n?+2,
n22n+3, 4} ciimtesi P, Seelligini sefiayan bir ciimie oisun. Bu takdirde u.v.1 € Z
olmsk iizere

1 4-2=u?
(n2+2) 4-2=v2 (3.1)
(n2+20143).0-2:12
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Diophantine Denklem sistemini elde ederiz. Efer (3.1) sistemini olusturan
Dicphantine  Denkiemlerinin egzemanli olmaini gosterirsek  ispst
tamamianmis olur. (3.1) sisteminin bdirinci denkleminden & u%2 buluruz. Bunu
ikinci ve Wguncu denklemlerde deferiendirirsek

(n2+2)ulav2-2(n? 1) (32)
(n2:20+3)02212-2( 0 2420+42) oo (33)

Diophantine Denklemlerini elde ederiz. Simdi (3.2) ve (33) denklemlerinin eg
semank: olup olmadiini, her ne N, i¢in inceleyelim.

i) n tek olsun.
Butakdirde n? =1(mod 4) oldudundan (32) Diophentine Denkiemi

31325‘72(111064)

kongrilansini verir. Difer tereftan her v tam sayist icin v° <0 veya 1(mod 4)
olacagindan bu son kKongrians

3u? =0 (mod 4) (34)
3 u'*’ =1 (mod 4) (35}

kongrusnsiering verir. (35) kongriwanss ¢Ozilemezdir. (34) kongriensinin
¢iziulebilmesi icin de u ¢ift olmalidsr.

{3.3) Diophantine Denkiemi ise bu durumds

2u? =12-2 (mod 4)

kongritansing verir. 12=0veya1 (mod 4) ofacadindan bu son kongrilans

2u?=2(mod4) (36)
2u? = -1(mod 4) 3.7

seklinde ifade edilebilir. (3.7) kongrisnsinin ¢fzimil yoktur. (3.6) kongritans
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ul=1(mod 2)
xongruansing verir. Bunun ¢Getlebilmesi i¢in de u  tek olmalidir. Bu da bir
¢eliskidir. 0 halde n tek ise (32) ve (3.3) Diophaentine denklemleri ey zamanlt
degildir. Yani ayn samanda ortek ¢Geumleri yoktur.

ii) n¢iftolsun.
Budurumds n’:0{mod4) olduiundan (3.2) Diophsntine denklemi

2u? =v2-2 (mod 4)

kongriianss seklinde kersimizagikear. Budabize

202 =-1 (mod 4)... 39)

kongrianslerint  verir. (39} kongrilanss ¢fzidemezdir. (38) kongrilansinin
cOizilebilmesi icin de u tek olmealidir,

{3.3) Diophantine denklemi ize
3u2=12 (mod 4)
kongrusnsing verir. Buradan

3u2=0{(mod 4y ..o (3.10)
ul=1 (mod4) .. (3.11)

kongruansierins buluruz.  (3.11) kongruansinin ¢ozimi yoktur. (3.10)
kongriuansinin ¢izulebilmesi igin u ¢ift olmalsdir. Daha dnce u tek olmalidir
sonucunu bulmustuk. 0 halde (32) ve (3.3) Diophantine denkiemierinin her

neN,, igin ortak gizumleri yoktur. Oyleyse (3.1) sistemini selayan bir d tam
gaviss yoktur. Bu daispats tememisr.
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Teorem 3.2: n€ N olmak izere {2, 2nZ+1, 2n+4n+3) ciimlesinin elemeniary
olen Ugliller, P_p Geelligini saglayacak sekilde dirtlilere genisletilemezler.

fspat: iddiemizin eksine {2, 2n2+1, 2n2+4n+3) Uglilerinin dortilere
genisietilebildigini kabul edelim. B utakdirde A BLe Zolmek irere
26-2:=42

(2n2+1)e-2= B2 (3.12)
(2n2+4n+3) e-2= 2

sistemini zedloyan bir e dJdofel sayisi vardir. Bu durumda (3.12) zisteminin
birinci denkieminden 2| A2 ve bursdan A=2D yezebiliriz. Boylece, e=2D%.1
tulunur. Bu deferi (3.12) nin ikinci ve iciineti denklemierinde deferiendirir ve
gerekli dizeniemeier yapilirsa

220241022 B%-20%41 oo (3.13)
2 (2n244n+3) D=2 n240-1 . (3.14)

Diophantine denkiemleri bulunmug olur.

i} n tek oleun.
Bu takdirde 1= 1(mod 4) olacagindan (3.13) denkieminden

202 =B%-1 (mod 4) (3.15)

kongrianss elde edilir. Buda

202: -1 (mod 4) (3.16)
2D%= 0{mod4) .17

kongriansiarins verir. (3.16) kongriansinin hicbir ¢bziimil yoktur. (3.17)
kongrienst daeger D ¢iftise ¢izidebilirdir.

(3.14) Diophentine denkiemi ise
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202: €23 (mod4) ... (3.18)

202 -3 (mod 4) (3.19)
2D2< -2 (mod 4) (3.20)

eide ederiz. (3.19) kongrianss ¢izilemezdir. (320) kongrilansinin ¢izelebilmesi
icin D 1ek olmalidir. Once D ¢ift bulmustuk. Bu bir ¢eligkidir. 0 halde (3.13) ve

{3.14) Diophsntine denkiemleri tek n doZal sayilars igin ejzamants degildir.

ii) n ¢ift olsun.
Budurumda n?=0 (mod4) oldufundan (3.13) denkiemi

202z B24+1 (m0d4) oo (321)
kongruansini verir. Bu da

2D2=1 (mod 4) (322)

202 =2 (mod 4) {3.23)

kongriansisrins denktir. (3.22) kongrienss ¢ozilemezdir. (3.23) kongriansinin
¢hzelebilmesi icin D tek olmalidir.

{3.14) denklewi de ¢ift nu fer igin

20202 -1 (mod 4) (324)

kongruansin verir. Bu (3.15) kongriens: ile aynidir. Ve ¢iziam1ii olabiimesi igin
D ler ¢ift olmslidir. Halbuki birez once D tek olmalidir demisgtik. Bu da bir
¢eliskidir. 0 halde her neM igin (313) ve (3.14) Diophsntine denkiemieri

eszemsnls degildir. Yani (3.12) sistemini seflayan bir e dogal sayisi yoktur.
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Simdi ¢aligmamizin son teoreminin ifede ve ispauni verecefiz. Bu teoremde,
Yeorem 25 ile verdigimiz {ab.c} iglilerinin dirtilere genigletilemedigini ifade
ve ispat ettik

Teorem 3.3: & Teorem 25 de belirlendigi gibi se¢ilmek ixere

{a. nlen+2p)+ (p%2)/a, (n+1)ensas2p)+ (p%e2)ia )
seklinde verilen Ugluler cumlesi, P, Geelligini saglayacak sekilde dortitlere
genigletilemezdir. Buradan22. ne N, O<p<a/2, }Lzs—z {mod a) dir.

Ispat :Iém'eminispaum a ve n nin mumkun olan durumlarini ayr: ayri
giedniine alarek yepacafiz. [ddiemizin eksine verilen iiglilerin dartlilere

genisletilebildigini kebul edelim. Bu takdirde x,v.2 € Z olmek Gzere

af-2=x2
[nfen s21) + {pde2)a) .£-2=¥2 (325)

[{n+1){an +a+2) + (p22)a].r-2=22

denklem sistemini sslayan bir f doZal sayis1 vardir. {3.25) sisteminin birinci
denkleminden elde edilen f={x2+2)/a deferiikinci ve iglincii denklemierde
yerine vezilir ve dugenlenirse

(a®n?s2enp+ 2 +2)x2 = Y2+202- 202n274anp -2p2- 4 ... (3.26)
{a?n?+2a%n + 2any + 20y + a2+p 2+ 2) x2= 22 - 2a2n2 4a’n Toenp T 4o -2p%- 4

e (327)

Diophantine dJdenklemierini elde ederiz. Bureda ay=Y ., ez=Z shnmigur.
Teoremin ispsu icin , (3.26) ile (3.27) Diophantine denklemlerinin eszamani
olmadigim gostermek veter.
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1) n tek olsun.
Butakdirde n?-=1{mod4) diir.

i) atek olsun
Budurumds & nin slebilecedi dederier ya {(8k+1¥%, «=123...(8 k+1)assl}
va {Bx+3NB B=123,..(8%+3) asal} yada { (Bke1P® Bk +3P, (Bke1), (B+7)
asal }geklinde olmalidir. Bitiin bu durumiarda a tek oldugundan a?= 1{mod 4),

a’n’=1{mod4), 2aln=2(mod4) eldeedilir.

ig) B ¢ift olsun. Dolayistite p? =0 mod 4), 2anp = 0 uod 4), 2ap= 0 ¢mod 4)
oldufundan (3.26) denklemi

5x2 = Y2 (mod 4) (328)

EKongriansing verir., Bu kongrilans ise

%2 =1 (mod 4) (3.29)
922 =0 {mod 4) (3.30)

kongrilansiarine denktir. (329) Kongrianss ¢izilemezdir. (3.30) Kongrilansinin
¢Ozilebitir olmaet icin x ¢ift olmalidir.

Ayni sartiarde (327) denkiemi

2x2 =72 2(mod 4) (3.31)

Kongruansini verir. Buradan da

222 = -1(mod 4) (3.32)
2x2 = -2(mod 4) (3.33)

Eongriansiaring eide ederiz. (3.32) Kongritanss ¢bzilemezdir. (3.33) Kongritanst
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ise, ancak tek x tem sayilar: i¢in ¢izilebilirdir. Bu da bir ¢eligkidir. 0 halde bu
sartlarda (3.26) ve (3.27) denklemleri egzamanis defildir.

i) jt tek oisun. Butekdirde p?=1(mod4),2any=2mod4), 2a)=2mod 4) olur.
Bu durumda (3.26) denklemi

2x2 = Y2 -2(mod 4)

kongrizansing verir. Halbuki bu son kongrians, (3.31) kongrijanss gitidir ve tek x
tamsayilars icin ¢ozillebilir. (3.27) Denklemi ise

322 =22 (mod 4)

kongrusnsins verir. Bu gon kongrianz (326) kongrisnst gibidir. Bunu saflayan
z tam savilari da ¢ift x lerdir. Biylece yine bir ¢eligki elde ettik.

Sonug olarak n tek ve a tek oldufunda (3.26) ve (3.27) Diophantine denkiemieri
egzamants degildir.

it} a ¢iftofsun.

Bu durumda s = {2(8k+1)® (Bk + 1) asal @ =123..}veya a=(2(8k+3)P: (Bk+ )

asal, B = 1.23,..} geklinde deferier alabilir. Her iki durumds &= 4(mod 16} dir.
Difer tarafian 0<pca/2 v U= -2(moda) oldufundan a ¢ift oldufunds pde

¢ift olmak zorundadir. O halde ya p=4h yada p=th+2 (hez') olabitir.

iy} p=4h (hez*) olsun. Bu takdirde p2= 0(mod 16), n? =1 veya 9 (mod 16),

a2n?= 4(mod 16), 2anp=0(mod 16), 2a%n= 8(mod 16), 2ap=0(mod 16) oldudunden
(3.26) denkiemi

6%%= Y2 4 (mod 16) ' (3.34)

kongrijensini verir. Helbuki her bir Y tamssyist igin  Yo= 0,1.49(mod 16)
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olacafindan (3.34) kongrians: sgadidaki dort kongriansa denktir.

6324 (m0d 16) ..ccoorrcvrnrrrrennn (3.35)
6 X2=-3(MOA 16} ..ocovrennrrnns (3.36)
é 22=0(m0d 16} oooverves (337)
6 X%= 5(MOA 16} .cvrerrrrrrre (3.38)

(3.35). (3.36), (3.38) kongrianstarinin ¢dzumieri yoktur. (3.37) Kongrilanst

x2= 0 (mod 16)
kongriansing denktir. Bu son kongruensin ¢ozillebilmesi i¢in x ¢ift ve x=4k
{ke Z) formunda olmalidir.

$imdi ayn1 sartlarda (327) denkiemine bakelim. Bu durumda (3.27) denkiemi
2x2=2%12 (004 16} (3.39)

kongrilansing verir. Z2=0,1,4,9(mod 16} olacadindan (3.39) kongrisns:

2x%=12 (004 16) oo (340)

2x2=-11{(m0d16) e (341)

23%=-8(mod 16) (3.42)

2x2=-3{mod 16) (343)
kongriansiarina denktir. (3.40), (3.41), (3.43) kongriansiarinin ¢dziimii yoktur.

(3.42) kongrilans ise

x2=4(mod 8)
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kongriansina denktir. Bu son kongrusnsin ¢dzumii olabilmest igin x ¢ift ancak
r=4k+2(keZ) formunda olmahdir. (3.26) denklemi i¢in x=4k( kcZ) elde edilmigy.

Bu bir celiskidir. Yeni efer j=4h(heZ*) seklinde ise (3.26) ve (3.27) Diophentine
denklemleri ey zamaniy degildir.

i) p=4h+2 (heZ*) olsun. Bu taktirde %= 4(mod 16), 2anp=8(mod 16),

2ay= 8{mod 16), 2a?n=8{mod 16) , a?nZ=4{mod 16) oldufundan {3.26) Diophantine
denkiemi

2x2=Y2-12{mod 16}

kongriansini verir. Bu kongrilang ise (3.39) kongriansine benzerdir ve
chzillebilir olmass icin x ¢ift ve x=4k+2 (k€Z) olmalidsr.

{3.27) denklemine bakelim. Bu durumda (3.27) denkiemi

Hx2=22-4(mod 16)

kongriansing verir. Bu son kongrians ise (3.34) kongriansins penzerdir. Buda

ancek ¢ift ve x=4k (keZ) seklinde olen x ler i¢in ¢izillebilirdir. Bu bir celigkidir.
Yani (3.26), (327) denklemierini sadlavan syni X yoktur.

Sonug olarak n dogel sayisy tek ise (326) ve (327) Diophantine Denklemieri
eszemant defildirier,

2} n¢iftoisun

Bu durumda n?=0(mod 4) dir.

iii ya tek ofsun Bu taktirde s2=1(mod4) olur.

i) p ¢ift oldufunda P%=0(mod 4), a2n%=0(mod 4), 28)L=0(mod 4), 262n=0(mod 4),
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2anjt=0{mod 4), olecaginden (3.26) Dicphentine denklemi

2x2=Y2-2({mod 4)

kongruensini  verirBu kongriens da deha dnce inceledigimiz (3.31)
kongruansina denktirBu son kongrusnsin ¢Ozulebilmesi i¢in x tek olmalidir.
{3.27) Diophantine denklemi ise bu durumda

% 2=z2%(mod 4)
kongriansina denktir. Halbuki bu kongriens (3.28) ile dsha dnce verilen
kongriuansa denktir. Ve bu kongruansin ¢izilebilmesi i¢in x ¢ift olmalidir. Bu bir

celiskidir.

iiiz) b tek oldufunds P’= 1(mod 4), 2anjl=0(mod 4) , 2a1=2 (mod 4),
282n=0 {mod 4) olacafindan (326) denkiemi

3x2=Y2 (mod 4)

kongriansiny verir. Bu da (328) kongrilansina denk ve ancek x ¢ift ise
cozidlebilir. (3.27) denklemi izse bu gartiards

2x2=72-2 (mod 4)

kongriansins denktir. Bu da (3.31) kongrilans: gididir ve bunun ¢izidebiimesi
i¢in x tek olmalidir. Buda bir ¢eligkidir. O halde n ¢ift, atek ise (3.26) ve (327)

Diophantine denklemleri egzameants defildir.
iv)aciftolsun. a={2(0k+1)® ; (Bk+1) asal} veyae={2(6k+3)P. (Bk+3)asal} dir Her

iki durumda a?=4{mod 16) dir. aciftolduiunds p deciftolmalidir, 2ica
p=-2(mod &) dir. 0 halde . va p=dh (heZ') yada p =th+2(hcZ*) formunda
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yazilabilir.

ivy) p =4h(heZ*) seklinde olsun. Bu taktirde p. 20 (mod 16) , 2anp=0(mod 16),

20p=0(mod 16) 2a2n=0(mod 16), n2=0 veya 4(mod 16), e?n2=O(mod 16)
olecagindan (3.26) denkiewnd

2x2=Y244 (mod 16) ............. (3.44)

kongrilansing verir Baibuki Y2=0,1.4.9 (mod 16) olecagindan (3.44) kongritans

222=4 (mod16)................. (3.45)
2x%=5 (mod 16). . .....oeun. .. (346)
2x2=8 (mod16)................. (347)
2x2=13(mod16)................ (3.48)

kongriansierine denktir. (345) (3.46) ,(348) kongrilansiars ¢iziilemezdir.(347)
——

x2=4 {mod 8)

Seklinde ifede edilebilir ve bunun izidedilmesi icin x ¢ift , x=4k+2 (keZ)
olmslidir.

Ayni gartlards (3.27) denkiemi

6x2=22-4 (mod 16} ............... (3.49)

kongriensing verir. Bu kongrianz da dahe once inceledigimiz (3.34)

kongriansinun benzeridir. Bunun ¢dzillebilmesi i¢in de x ¢ift, x=4k (keZ)
olmealsdir. Bu da yukarida buidudumuz sonucla celigir.
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iv) i=¢h+2 (heZ*) oldugunda =4 {mod 16), 2an=0 (mod 16) , 281=B{mod 16),

2a’n=0 (mod 16) oldugundan (3.26) denklemi

6x2=Y2-4 {mod 16)

kongriansing verir. Bu da (3.49) kongriansi ile aynidir. Bunun ¢izilebilmesi igin
x <ift, x=4k(keZ) formunda olmalidir. Ayni sartlarda (3.27) denklemi

2x2=72-12 (mod 16)

kongruansini verir. Bu kongriansda (3.39) kongrusnsi ile aymidir. Bunun

¢oeulebilmesi igin x ¢ift , x=tk+2 (kEZ) formunda olmalidir. Bu da bir ¢eliskidir.
Ohalde n dofsl sawist gift ise (3.26) ve (3.27) Diophentine denklemieri

Boylece n 2 2 bir temsay: olmak keydiyla ve her sclll icin (326) ve (327)
Diophantine denkiemlerinin eszamani: olmadifini gormiys olduk. 0 halde {3.25)
denklem sistemini saglayan bir f dofel sayist yoktur. Bu da teoremin ispatni
tamamlar.
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