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Bu tezde, baz1 farkl tiirden konveks fonksiyonlar incelenerek bu tiirden konveks fonksiyonlar
icin integral esitsizlikleri elde edilmistir. Ik boliim giris niteliginde olup, bu béliimde konveks
fonksiyonlar ve esitsizlikler ile ilgili gliniimiize kadar yapilan c¢aligmalar hakkinda bilgiler
verilmistir. Tezde kullanilan temel tamimlar, teoremler ve pozitif reel sayilarin bazi 6zel
ortalamalar1 ikinci boliimde verilmistir. Ugiincii boliimde, ilk olarak E —konveks kiime, giiclii
E —konveks kiime, E —konveks, yar1 E —konveks, E —quasi konveks, gii¢lii E —konveks ve
yar1 gli¢lii E —konveks fonksiyon kavramlar1 verilmistir. Daha sonra, diger bazi farkli tiirden
konveks fonksiyonlar ve bu fonksiyonlarla ilgili temel 6zellikler verilmistir. Son olarak da
konveks fonksiyonlar i¢in Hermite-Hadamard tipli esitsizlikler ile birlikte bu esitsizliklerin ve
bu tezde elde edilen yeni esitsizliklerin bazilariin ispatinda kullanilan lemmalar verilmistir.
Dordiincii boliimde ilk olarak E — m —konvekslik kavramlari tanimlanarak bu tiirden konveks
fonksiyonlar i¢in Hermite-Hadamard tipli integral esitsizlikleri elde edilmistir. Daha sonra
sirastyla m — konveks, (@, m) — konveks, log — konveks, quasi — konveks, s — konveks,
r —konveks ve h —konveks fonksiyonlar i¢in yeni integral esitsizliklerinin yani sira bazi
genellestirmeler elde edilmistir. Ayrica bu esitsizliklerin bazilarinin ispatinda iki katli integraller
icin Holder ve power mean esitsizlikleri kullanilmis ve g¢aligmada elde edilen sonuglardan

birgogunun literatiirii destekledigi gdzlemlenmistir.
2010, 88 sayfa
Anahtar Kelimeler: Esitsizlikler, E — konvekslik, E —m — konvekslik, m — konveks

fonksiyon, (a, m) —konveks fonksiyon, log —konveks fonksiyon, quasi —konveks fonksiyon,
s —konveks fonksiyon, r —konveks fonksiyon, h —konveks fonksiyon.
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In this thesis, some different types of convex functions were analyzed and integral inequalities
were obtained for those types of functions. First part is the introduction part that includes
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until now. Basic definitions, theorems and some special means of positive real numbers which
were used in the study are given in the second part. In the third part, firstly, E —convex set,
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1. GIRIS

Esitsizlikler matematigin hemen hemen tiim alanlarinda 6nemli bir rol oynar.
Esitsizlikler ile ilgili ilk temel ¢alisma 1934’te Hardy, Littlewood ve Pdlya tarafindan
yazilan “Inequalities” adli kitaptir (Hardy et al. 1952). Bu salt esitsizlikler konusunu ele
alan ve bir¢cok yeni esitsizlikler ve uygulamalan iceren ilk kaynak kitaptir. E.F.
Beckenbach and R. Bellman (1961) tarafindan 1934-1960 doneminde esitsizlikler
tizerine elde edilen bazi ilging sonucglari igeren “Inequalities” adli ikinci kitap
yazilmigtir. Mitrinovi¢’in  1970’te yayinlanan “Analytic Inequalities” adli kitab1
yukarida bahsedilen iki kitapta da yer almayan yeni konular igerir. Bu ii¢ temel
kaynagin yani sira Mitrinovi¢ et al. (1993) tarafindan “Classical and New Inequalities in
Analysis”, Pachpatte (2005) tarafindan “Mathematical Inequalities” ve son yillarda da
Sever S. Dragomir, V. Lakshmikantham, Ravi P. Agarwal gibi arastirmacilar tarafindan

esitsizlikler konusunda pek ¢ok kitap, makale ve monografi yazilmistir.

Konveks fonksiyonlarin tarihi ¢ok eskiye dayanmakla birlikte baslangici 19. yilizyilin
sonlar1 olarak gosterilebilir. 1893°te Hadamard’in ¢alismasinda agikga belirtilmese de
bu tiirden fonksiyonlarin temellerinden bahsedilmektedir. Bu tarihten sonra literatiirde
konveks fonksiyonlar1 ima eden sonuglara rastlanilmasina ragmen konveks
fonksiyonlarin ilk kez sistemli olarak 1905 ve 1906 yillarinda J.L.W.V. Jensen
tarafindan calisildigi ve  Jensen’in bu Oncli c¢aligmalarindan itibaren konveks
fonksiyonlar teorisinin hizli bir gelisme gosterdigi kabul edilmektedir. Beckenbach and
Bellman (1961) ve Mitrinovi¢ (1970) gibi pek ¢ok arastirmaci, konveks fonksiyonlar
icin esitsizlikler konusunu kitaplarinda ele almislardir. Sadece konveks fonksiyonlar
icin esitsizlikleri igeren ilk kaynak (Convex Funtions: Inequalities) 1987 yilinda Pecari¢
tarafindan yazilmistir. Ayrica Roberts and Varberg (1973), Pecari¢ et al. (1992),
Niculescu and Persson (2006) gibi pek c¢ok kisi konveks fonksiyonlar iizerinde
esitsizliklerle ilgi ¢ok sayida calisma yapmislardir. Bu ¢aligmalarin bir kismini integral

esitsizlikleri olusturmaktadir.



Matematiksel analiz, uygulamali matematik, olasilik teorisi ve matematigin diger ¢esitli
alanlarinda dogrudan veya dolayli olarak konveks fonksiyonlarin bir¢ok uygulamasi
vardir. Bununla birlikte konveks fonksiyonlar, esitsizlikler teorisiyle yakindan iliskilidir
ve bircok Onemli esitsizlik, konveks fonksiyonlarin uygulamalarinin sonucudur.
Ornegin; Holder ve Minkowski esitsizlikleri gibi genel esitsizlikler, konveks
fonksiyonlar i¢in Jensen esitsizliginin sonucudur. Bu baglamda, konveks fonksiyonlar
teorisinde esitsizliklerin, 6zel bir yere sahip oldugu ifade edilebilir. Aslinda konveks
fonksiyonun kendi tanimi da bir esitsizliktir. Benzer sekilde, konveks fonksiyonlar da
esitsizlikler teorisinde ¢ok Onemli bir yere sahiptir. 19. yiizyilin sonlarinda ve 20.
ylizyilin baslarinda pek c¢ok esitsizlik bulunmustur. Bu esitsizliklerin bazilar1 konveks
fonksiyonlar sinifi i¢in yazilan temel esitsizlikler haline gelmistir. 1881 yilinda Hermite
tarafindan ifade edilen ve bugiin bir¢ok kaynakta Hermite-Hadamard esitsizligi olarak
adlandirilan esitsizlik bunlardan bir tanesidir. Bu esitsizlik {izerine giiniimiize kadar
bir¢ok calisma yapilmistir. Bu ¢alismalarin biiyiik bir boliimii S.S. Dragomir ve C.E.M
Pearce tarafindan 2000 yilinda yazilmis olan “Selected Topics on Hermite-Hadamard

Inequalities and Applications” adli kaynakta toplanmistir.

Esitsizlikler ve konveks fonksiyonlar matematigin tiim alanlarinda 6nemli bir rol
oynamasl ve aktif bir aragtirma alani olmasindan dolayi, &zellikle son yillarda
arastirmacilarin ilgi odagi haline gelmis ve bu konuda yapilan ¢aligmalarin sayisinda bir

hayli artis gozlenmistir.

Bu ¢alismada, bazi farkli tiirden konveks fonksiyonlar detayli olarak incelenmistir. Bu
amagla calismanin ikinci boliimiinde piir matematikte yer alan bazi temel tanim ve
teoremler ile birlikte, reel sayilarin 6zel ortalamalar1 verilmistir. Ugiincii béliimde de
farkl tiirden konveks fonksiyonlarin yani sira bu fonksiyonlar hakkinda genel bilgiler

ve konveks fonksiyonlar i¢in baz1 esitsizlikler verilmistir.

Dordiincii boliimde ise sirasiyla E —konveks ve E —m —konveks fonksiyonlar ile
birlikte farkli tiirden E — konveks ve E —m —konveks fonksiyonlar i¢in Hermite-
Hadamard tipli esitsizlikler ve diger bazi farkli tiirden konveks fonksiyonlar i¢in yeni

integral esitsizlikleri verilmistir. Bu farkli tiirden konveks fonksiyonlar i¢in elde edilen



yeni integral esitsizliklerinin ispatinda iki katli integraller icin Holder ve power mean
esitsizlikleri kullanilmistir. Ayrica {i¢iincii boliimde verilen esitsizliklerden bazilarinin

daha genel halleri elde edilmistir.



2. KURAMSAL TEMELLER

2.1. Genel Kavramlar

Bu boliimde, arastirmada kullanilacak bazi temel tanim, teorem ve 6rnekler verilecektir.

Tamm 2.1.1. (Lineer Uzay): L bos olmayan bir kiime ve F bir cisim olsun. +: L X L —
Lve -: FXL - L islemleri tamimlansin. Eger asagidaki sartlar saglamiyorsa L ye F
cismi tizerinde lineer uzay (vektor uzay1) denir:

A) L, + islemine gore degismeli bir gruptur. Yani,

Gl.Herx,y € Licinx +y € L dir,

G2.Herx,y,z € Liginx + (y + z) = (x + y) + z dir,

G3.Herx € Ligcinx + 8 = 6 + x = x olacak sekilde 8 € L vardr,

G4.Her x € L igin x + (—x) = (—x) + x = 6 olacak sekilde —x € L vardr,
G5.Herx,y €L iginx +y =y + x dir.

B) x,y € L ve a,f € F olmak iizere asagidaki sartlar saglanir:

L1. a.x € L dir,

L2.a.(x+y) =a.x + a.ydir,

L3. (a+B).x = a.x+ [.x dir,

L4. (aB).x = a.(f.x) dir,

L5. 1.x = x dir (Burada 1, F nin birim elemanidir).

F = Rise L ye reel lineer uzay, F = Cise L ye karmasik lineer uzay adi verilir (Anton

1994).

Tanim 2.1.2. Lineer uzaylarda tanimli1 doniisiimlere operator denir (Bayraktar 2000).

Tanim 2.1.3. F bir cisim ve V ve W, F cismi lizerinde iki lineer uzay olsun. u,v € V
ve ¢ € F olmak tlizere T: V — W doniisimii,

@Tu+v)=Tw)+TWw)

(b) T(cu) = cT(uw)



sartlarin1 sagliyorsa T ye V iizerinde lineer doniisiim denir (Anton 1994).

Tanim 2.1.4. (Konveks Kiime): L bir lineer uzay A € L ve x,y € A keyfi olmak {izere
B={zel:z=ax+ (1-a)y, 0<a<1}cA

ise A kiimesine konveks kiime denir. Eger z € B ise z = ax + (1 — @)y esitligindeki x

ve y’nin katsayilar1 igin @ 4+ (1 — @) = 1 bagintis1 her zaman dogrudur. Bu sebeple

konveks kiime tanimindaki a,1 — a yerine @ + f = 1 sartin1 saglayan ve negatif

olmayan «, 8 reel sayilarini alabiliriz. Geometrik olarak B kiimesi u¢ noktalari x ve y

olan bir dogru parcasidir. Bu durumda sezgisel olarak konveks kiime, bos olmayan ve

herhangi iki noktasini birlestiren dogru pargasini ihtiva eden kiimedir (Bayraktar 2000).

Sekil 2.1. Konveks kiime

Sekil 2.2. Konveks olmayan kiime

Ornegin araliklar reel eksen iizerindeki konveks kiimelerdir.



Tanmm 2.1.5. (J —Konveks Fonksiyon): I, R’de bir aralik ve f: 1 — R bir fonksiyon

olmak tizere her x,y € [ i¢in

f<xJ2ry) Sf(x) erf(y)

sartin1 saglayan f fonksiyonuna I lizerinde Jensen anlaminda konveks veya J —konveks

fonksiyon denir (Mitrinovi¢ 1970).

Tanim 2.1.6. (Kesin ] — Konveks Fonksiyon): I, R de bir aralik ve f:I — R bir

fonksiyon olmak tizere her x,y € [ ve x # y i¢in

f<x42ry) <f(x) erf(y)

oluyorsa f fonksiyonuna [ {izerinde kesin J —konveks fonksiyon denir (Mitrinovi¢

1970).

Tanim 2.1.7. (Konveks Fonksiyon): I, R de bir aralik ve f: I — R bir fonksiyon olmak

lizere her x,y € I ve a € [0,1] igin,
flax+ 1 -a)y) <af(x)+ A - a)f (¥) (2.1)

sartin1 saglayan , f fonksiyonuna konveks fonksiyon denir. Eger (2.1) esitsizligi x # y
ve a € (0,1) i¢in kesin ise bu durumda f fonksiyonuna kesin konvekstir denir (Pecari¢

etal. 1992).

Ornegin, f:1 € R - R, f(x) = |x| fonksiyonu [ iizerinde konveks fonksiyondur.

AY

v

Sekil 2.3. Araliklar tizerinde konveks fonksiyon ( f(x) = |x|)



Sonug 2.1.1. Her konveks fonksiyon / —konveks fonksiyondur.

Sonu¢ 2.1.2. ] c R olmak iizere, bir f fonksiyonunun /’da konveks olmasi i¢in gerek
ve yeter sart, her x,y € I ve her p,q > 0 reel sayilar1 i¢in

f (px + qy) - pf(x) +qf (y)
p+q/ p+q

olmasidir (Mitrinovi¢ 1970).

I tzerinde tanimli bir f fonksiyonunun kesin konveksliginin geometrik anlami
(a, f(a)) ve (b, f (b)) noktalarini igeren I lizerindeki dogru pargasinin f’nin grafiginin

ist kisminda yer almasidir. Bakiniz Sekil 2.4.

ya

<y

Sekil 2.4. Konveks fonksiyon



Teorem 2.1.1. f fonksiyonu [a, b] araliginda konveks ise
a. f, (a,b) araliginda siireklidir ve

b. f, [a, b] araliginda sinirhdir (Azpeitia 1994).

Teorem 2.1.2. f fonksiyonunun [ araliginda ikinci tiirevi varsa, f fonksiyonunun bu
aralik lizerinde konveks olmasi i¢in gerek ve yeter sart x € I igin

f"(x)=0

olmasidir (Mitrinovi¢ 1970).

Konveks fonksiyonlar i¢in literatiirde bir¢ok esitsizlik elde edilmistir. Bu esitsizliklerin
en Onemlilerinden biri de Hermite-Hadamard esitsizligidir. Bu esitsizlik iizerine son
yillarda (Pachpatte 2005; Dragomir and Mcandrew 2005; Kirmaci et al. 2007; Alomari
et al. 2010; Sarikaya et al. 2008; Set et al. 2010; Ozdemir et al. 2010) yazarlar1 ve baska

bircok arastirmaci tarafindan ¢esitli genellestirmeler ve yeni sonuglar elde edilmistir.

Teorem 2.1.3. (Hermite-Hadamard Esitsizligi): /, R de bir aralik, a,b €I vea < b

olmak iizere f:1 € R — R konveks bir fonksiyon olsun. Bu takdirde

b b b
f(a;r )Sbiaf f(x)dxsw 2.2)

olur (Pecari¢ et al. 1992).

Ispat: Teorem 2.1.1°den dolay1 f fonksiyonu [a, b] araliginda integrallenebilirdir. Sag
taraftaki esitsizligin ispat1 konveksligin geometrik yorumundan aciktir. Yani x =

a(l—t) + bt, t € [0,1] olsun. Bu durumda

ifbf(x)dx = flf(a(l —t) + bt)dx
b—al, 0

1 1
Sf(a)j (1-1t)dt +f(b)j tdt
0 0

_f@+ )
2

olur ve bu (2.2) esitsizliginin sag tarafidir. Simdi sol tarafin ispatin1 verelim:



1 b
mf f(x)dx

integralini

1

1 b atb b
mj- FGOdx =m j‘ 2 f(x)dx+L+bf(x)dx (2.3)
a a 2

biciminde yazip, x = a + t(b —a)/2 degisken degistirmesi yapilirsa son parantez
icindeki ilk terim

a+b

LTf(x)dx =b%aj()1f(a+—t(b2_ a)) dt

bi¢ciminde ve x = b — t(b — a) /2 degisken degistirmesi yapilirsa ikinci terim

éf(x)dx - —b;—ajlof<b——t(b2_a)>dt

e o

biciminde yazilabilir.

(2.3) de bu sonuglar yazilir ve konveksligin tanimi uygulanirsa,

), oo =3 [r o+ 72 +1 (o= 7

[ rgrg)ee=r()

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur (Azpeitia 1994).

Tamm 2.1.8. (Starshaped Fonksiyon): f:[0,b] = R fonksiyonu her x € [0, b] ve
t € [0,1] i¢in

ftx) < tf (x)
sartin1 sagliyorsa f fonksiyonuna starshaped fonksiyonu denir (Dragomir and Pearce

2000).
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Tanim 2.1.9. (Artan ve Azalan Fonksiyonlar): f, [ araliginda tanimli bir fonksiyon ve
X4, X, de I’da iki nokta olsun. Bu durumda

(a) x, > x4 iken f(x,) > f(xy) ise f fonksiyonu I {izerinde artandir,

(b) x, > x; iken f(x,) < f(x,) ise f fonksiyonu I iizerinde azalandir,

(¢) x; > x; iken f(x,) = f(x,) ise f fonksiyonu I iizerinde azalmayandir,

(d) x, > x4 iken f(x;) < f(x,) ise f fonksiyonu I {izerinde artmayandir

denir (Adams and Essex 2010).

Teorem 2.1.4. ] acik bir aralik ve /] € [ olmak tizere f, I iizerinde siirekli ve J iizerinde
diferensiyellenebilir bir fonksiyon olsun. Bu durumda

(a) Her x € J igin f'(x) > 0 ise f fonksiyonu I iizerinde artandir.

(b) Her x € J igin f'(x) < 0 ise f fonksiyonu [ {izerinde azalandir.

(¢) Her x € J i¢in f'(x) = 0 ise f fonksiyonu I iizerinde azalmayandir.

(d) Her x € J igin f'(x) < 0 ise f fonksiyonu I iizerinde artmayandir.

(Adams and Essex 2010).

Sonu¢ 2.1.3. f, g konveks fonsiyonlar ve g ayn1 zamanda artan ise g o f fonksiyonu

konvekstir (Roberts and Varberg 1973).

Tanmm 2.1.10. f:1 € R - R negatif olmayan bir fonksiyon olmak iizere her x,y € I
ve a € (0,1) i¢in

oluyorsa f fonksiyonuna Godunova-Levin fonksiyonu veya f, Q(I) smifina aittir denir

(Godunova and Levin 1985).

Tanmm 2.1.11. f: I € R — R negatif olmayan bir fonksiyon olmak tizere her x,y € I ve
a € [0,1] igin

flax+ A -a)y) < f() + )
oluyorsa f fonksiyonuna P — fonksiyonu veya f, P(I) swnifina aittir denir. Ayrica

P(I) c Q(I) oldugu asikardir (Dragomir et al. 1995).
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Teorem 2.1.5. (Holder Esitsizligi): a = (ay,...,a,) ve b = (by,...,b,) reel veya

kompleks sayilarin iki n —lisi olsun. Bu takdirde

1 1
—4-=1
P q

olmak tuzere

(a)p > lise,

1 1

n n 5 n a

Sttt (Y | (i)
k=1 k=1 k=1

(b) p < 0 veya q < O ise,

1 1
n n 5 n a
e (me) (Zwuq)
k=1 k=1 k=1

esitsizlikleri gecerlidir (Mitrinovi¢ 1970).

Teorem 2.1.6. (Integraller i¢cin Hélder Esitsizligi): p > 1 ve % +% = 1olsun. f ve g,

[a, b] araliginda tanimli reel fonksiyonlar, |f|Pve |g|?, [a, b] araliginda integrallenebilir

fonksiyonlar ise

b b % b %
f |f(x)g<x)|dxs<f If(x)lpdx> (f |g(x)|qu>

esitsizligi gecerlidir (Mitrinovi¢ et al. 1993).

Benzer sekilde iki katl integraller i¢in Holder esitsizligi asagidaki gibi ifade edilebilir:
1

f: f“blf(x’ oyl = <fb fab'f x, y)|pdxdy>% Ub fablg(x, »9dx dyy.

Ayrica Holder esitsizliginin bir sonucu olan power mean esitsizligi de asagidaki gibi

ifade edilir.

Sonug¢ 2.1.4. (Power Mean Esitsizligi): ¢ > 1 olsun. f ve g, [a, b] araliginda tanimli

reel fonksiyonlar, |f| ve |g|?, [a, b] araliginda integrallenebilir fonksiyonlar ise



12

b b 1—% b %
f |f<x)g<x)|dxs<f |f(x)|dx) <f If(x)llg(X)qux>

esitsizligi gecerlidir.

Benzer sekilde iki katli integraller icin power mean esitsizligi asagidaki gibi ifade

edilebilir:

b rb
f f |f (6, y)g(x, y)| dxdy

< < f b f I y)|dxdy>

Reel sayilar icin temel esitsizliklerden bir tanesi de liggen esitsizligidir.

1

9/ b (b
( f |f(x.y)||g<x,y)|qudy>.

1—

Q|

Teorem 2.1.7. (Ucgen Esitsizligi): Herhangi x, y reel sayilari icin
Ix +yl < [x| +lyl,
|lxl = Iyl| < Ix = yl,
|lxl = Iyl| < Ix +yl,
ve tiimevarim metoduyla
g + -+ 2] < x| + o+

esitsizlikleri gegerlidir (Mitrinovi¢ et al. 1993).

Teorem 2.1.8. (Ucgen Esitsizliginin Integral Versiyonu): f, [a, b] araliginda siirekli

reel degerli bir fonksiyon olsun. Bu takdirde

b b
f fF()dz| < f FOldx  (a<b)

esitsizligi gecerlidir (Mitrinovié¢ et al. 1993).
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2.2. iki Pozitif Say1 icin Baza Ortalamalar:

a, b pozitif iki reel say1 olmak iizere;

(1) Aritmetik ortalama:

a+b
A = A(a, b) = )
2
(2) Geometrik ortalama:
G =0G(ab) = Vab,
(3) Harmonik ortalama:
2ab
H = H(a,b) =

(4) Logaritmik ortalama:

a, a=>»>
L=L(a,b):={ b—a ,

- b
Inb — Ina “a#
(5) Identric ortalama:

a, a=>b

1
I'=1(a,b) =11 (pP\P-a ,

_<_a> , a#*b

e\a
(6) p — logaritmik ortalama:

a, a=b
1
Ly, =Ly(a,b) = pPtl — gqP*1 1p Wb
p+DB-a)]’

ortalamalar1 vardir.

Bu ortalamalar arasindaki iliski asagidaki gibi literatiirde iyi bilinir:
HSGLZLZIZA
Ayrica, p € R olmak tizere L, ’nin monoton artan oldugu bilinir ve Ly =1, L_; = Lile

gosterilir.
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Son olarak, x,y pozitif sayilarinin r . kuvvetlerinin genellestirilmis logaritmik

ortalamasi
( T xr+1_yr+1
Tl =y r+0,-1,x#y
X7y r=0x%y
Inx — lny’ o
Lr(xr)’)=< y
Inx — Iny
xy ——, r=-1Lx#y
xX—=y
\ X, xX=y

bigiminde tanimlanir.
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3. MATERYAL ve YONTEM

Bu boliimde, arastirmanin temel kisminda kullanilacak olan bazi tanim, teorem ve

ornekler verilmistir.

Bu boliimden itibaren notasyonlari basitlestirmek i¢in E (x) yerine E, kullanilacaktir.

3.1. E —konveks Kiime, Giiclii E —konveks Kiime, E —konveks, Yar1 E —konveks,

E —quasi Konveks, Giiclii E —konveks ve Yar1 Giiglii E —konveks Fonksiyonlar

E-konvekslik kavrami ilk olarak Youness (1999) tarafindan ifade edilmis ve bu
konvekslik sinifindan hareketle (Yang 2001; Chen 2002; Syau and Lee 2005; Youness
and Emam 2005a; Youness and Emam 2005b; Youness and Emam 2008; Grace and
Thangavelu 2009) yazarlar tarafindan E —konvekslik tiirleri ve bu konvekslik tiirlerinin

Ozellikleri ifade edilmistir.

Tanmim 3.1.1. E: R™ —» R" bir operator olmak tizere her x,y € M ve A € [0,1] igin
AE,+(1—DE, €M

oluyorsa M € R™ kiimesine E —konveks kiime denir (Youness 1999).

Tanmm 3.1.2. E: R™ - R" bir operator olmak tizere her x,y € M ve A, @ € [0,1] igin
AMax+E)+ (A —D(ay+E)EM

oluyorsa M € R™ kiimesine giiglii E —konveks kiime denir (Youness ve Emam 2005a).

Tamim 3.1.3. M, E —konveks bir kiime ve M {izerinde E:R"™ — R" bir operatdr olmak

tizere her x,y € M ve 1 € [0,1] igin

fQAE, + (1 = DE,) < Af(E) + (1 — Df(Ey)
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oluyorsa f: M € R™ — R fonksiyonuna E —konveks fonksiyon denir (Youness 1999).

Tanmim 3.1.4. M, E —konveks bir kiime ve E: R"™ — R" bir operatér olmak iizere her

X,y € Mve A€ [0,1] igin

f(AE, + (1 = DE,) < Af () + (1 = Df ()

oluyorsa f:R"™ — R fonksiyonuna M € R™ kiimesi iizerinde yari E — konveks

fonksiyon denir (Chen 2002).

Tanmm 3.1.5. M, E —konveks bir kiime ve E: R™ — R" bir operatér olmak tizere her

X,y € Mve A€ [0,1] igin

f(AE, + (1 = DE,) < max{f(E,), f(E,)}

oluyorsa f:R™ — R fonksiyonuna M € R" kiimesi iizerinde E — quasi konveks

fonksiyon denir (Syau and Lee 2005).

Tamm 3.1.6. M, gii¢lii E —konveks bir kiime ve E: R™ — R™ bir operatér olmak {izere

her x,y € Mve A, a € [0,1] igin

flax + Ex) + (1 —D(ay + Ey)) < Af(E) + (1 — DS (E,)

oluyorsa f: M € R™ — R fonksiyonuna gii¢lii E —konveks fonksiyon denir (Youness

ve Emam 2005a).

Tamm 3.1.7. M, giiclii E —konveks bir kiime ve E: R™ — R™ bir operatér olmak {izere

herx,y € Mve A, a € [0,1] igin

flax + E) + (1 = D(ay + E)) < Af(0) + (1 = Df )

oluyorsa f:M € R™ - R fonksiyonuna yar1 giiglii E — konveks fonksiyon denir

(Youness ve Emam 2005b).
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3.2. Diger Baz1 Farkh Tiirden Konveks Fonksiyonlar ve Bu Fonksiyonlar i¢in

Temel Esitsizlikler

Bilinen konvekslik ile starshaped konvekslik arasinda bir kavram olan m —konvekslik

kavrami asagidaki gibi tanimlanmustir.

Tamm 3.2.1. f: [0, b] = R bir fonksiyon ve b > 0 olsun. Her x,y € [0,b] ve m,t €
[0,1] i¢in

fx+m1 —t)y) <tf(x) + mA - )f(y)

sartin1 saglayan f fonksiyonuna m —konvekstir denir (Toader 1984).

—f fonksiyonu m —konveks ise bu takdirde f fonksiyonu m — konkavdir. Ayrica
f(0) < 0ig¢in [0, b] araliginda tanimli tiim m —konveks fonksiyonlarin sinift K,,,(b) ile

gosterilir.

Agikcast Tanim 3.2.1 de m = 1 i¢in standart konveks fonksiyon kavrami ve m = 0 igin

de starshaped fonksiyon kavrami elde edilir.

Lemma 3.2.1. Eger f fonksiyonu K,,(b) smifinda ise o zaman f starshaped

fonksiyonudur (Toader 1988).

Ispat: Herhangi bir x € [0, b] ve t € [0,1] icin f € K,,(b) oldugundan

fx)=f(tx+mA—1).0) <tf(x)+mA—-t)f(0) <tf(x)
elde edilir.

Lemma 3.2.2. Eger f, m— konveks ve 0 <n<m<1 ise bu takdirde f ,
n —konvekstir (Toader 1988).

Ispat: x,y € [0,b] ve t € [0,1] ise bu takdirde
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ftx+n(1-0t)y)=f (tx +m(1l—1t) (%) y)
< tf (@) +m(1 - 0f (y)
< tf () +m1 - O2FO)
= tf(x) +n(1 - )f (y)

elde edilir ve ispat tamamlanir.

Lemma 3.2.1 ve Lemma 3.2.2’den m € (0,1) oldugunda
K, (b) € K (D) < Ko(b)
yazilir. K;(b) sinifinda, f(0) < 0 olmak tizere sadece f:[0,b] — R tanimli konveks

fonksiyonlar vardir. Yani, K, (b), [0, b] iizerinde tanimli konveks fonksiyonlar sinifinin

uygun bir alt sinifidir (Bakula et al. 2008).
m —konvekslik notasyonu asagidaki tanimda ifade edildigi gibi genellestirilmistir.

Tanim 3.2.2. f: [0, b] — R bir fonksiyon ve b > 0 olsun. Her x,y € [0,b], t € [0,1] ve
(a,m) € [0,1]? icin

fx+m1=t)y) <t*f(x) + m(1 - t*)f(y)

sartin1 saglayan f fonksiyonuna (a, m) —konveks fonksiyon denir (Mihesan 1993).

f(0) <0 i¢in [0, b] araliginda tanimli tiim (@, m) —konveks fonksiyonlarinin smifi
KZ(b) ile gosterilir. Ayrica, (@, m) € {(0,0),(1,0),(1,m), (1,1)} i¢in sirasiyla artan,
starshaped, m —konveks ve konveks fonksiyon siniflar1 elde edilir. f(0) < 0 olmak
iizere K{ (b) smifinda sadece f: [0, b] - R tanimli konveks fonksiyonlar yer alir, yani

Ki(b), [0, b] iizerinde taniml1 tiim konveks fonksiyonlar sinifinin uygun bir alt sinifidir.
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Tamm 3.2.3. 1, R’de bir aralik ve f: I — R bir fonksiyon olsun. Eger logf konveks ise
veya her x,y € I ve her « € [0,1] igin

flax+ 1 = a)y) < [fFI*[f I 3.1

ise f’ye log —konveks fonksiyon ve (3.1) esitsizligi ters cevrilirse f’ye log —konkav

fonksiyon denir (Pecari¢ et al. 1992).

(2.2) esitsizligine f: I — (0, o), log —konveks fonksiyonu uygulanirsa

nlr (59 5=/ infGoax < OO

olur. Buradan da

b b
f(“; ) < e [ﬁ f Inf(x)dx| < JF@F®)

seklinde log-konveks fonksiyonlar icin Hadamard esitsizligi elde edilir (Dragomir and

Pearce 2000).

Tanmm 3.2.4. I, R’de bir aralik ve f:I — R bir fonksiyon olsun. Her x,y € I ve her
a € [0,1] i¢in

flax + (1 —a)y) < max (f(x), f(¥))

oluyorsa f fonksiyonuna quasi —konveks fonksiyon denir (Pecari¢ et al. 1992).

Sonu¢ 3.2.1. Herhangi bir konveks fonksiyon quasi —konveks fonksiyondur. Fakat
tersi her zaman dogru degildir. Yani quasi — konveks olup konveks olmayan

fonksiyonlar vardir. Ornegin g: [—2,2] - R,

_(t, te[-2,-1]
9 = {tz, t € [-1,2]

fonksiyonu [—2,2] araliginda konveks degildir. Fakat g fonksiyonu [—2,2] araliginda
quasi —konveks fonksiyondur (Ion 2007).
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Ikinci anlamda s —konveks fonksiyonlar sinifi asagidaki gibi tanimlanr.

Tanim 3.2.5. Her x,y € [0,0), t € [0,1] ve s € (0,1] i¢in

fix+ A=) St°f() + (1 -)°f(¥)

sartint saglayan f:[0,00) = R fonksiyonuna ikinci anlamda s —konveks fonksiyon
denir ve ikinci anlamda s —konveks fonksiyonlar simifi genellikle K2 ile gosterilir

(Hudzik and Maligranda 1994).

Burada s =1 igin [0,0) araliginda s —konvekslik kavramindan bilinen konvekslik

kavraminin kolaylikla elde edildigi goriilebilir.

Ornek 3.2.1. s € (0,1) ve a, b, ¢ € R olsun. f: [0, ) = R fonksiyonu
a, t=20
f(t)_{bt5+c, t>0
olarak tanimlansin. Bu takdirde
(@()b=0ve0<c<aisef €K2dir.

(i) b > 0 ve c < O ise f & K2 dir (Hudzik and Maligranda 1994).

Ikinci anlamda s —konveks fonksiyonlar i¢in Hermite-Hadamard esitsizligi asagidaki

gibi elde edilmistir.

Teorem 3.2.1. s € (0,1) olmak tizere f: [0, ) — [0, ) ikinci anlamda s —konveks bir

fonksiyon, a, b € [0, ) ve a < b olsun. f € L*([a, b]) ise

a+b

25—1f( - )Sbiajbf(x)dxsw

s+1

(3.2)

olur.

(3.2) esitsizligindeki ikinci esitsizlikteki olabilecek en iyi sabit k = 1/(s + 1) ’dir
(Dragomir and Fitzpatrick 1999).
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x, y pozitif sayilarinin r. kuvvetlerine gore kuvvet ortalamasi

1
Ax"+ (1 = D)yN)r, r+0
Mr(x' Y, A=
x/lyl—)l, r=0

olarak tanimlanir.

Tanim 3.2.6. f pozitif bir fonksiyon olmak tizere her x,y € [a, b] ve 4 € [0,1] i¢in
fQx + (1 =Dy) < M (f(x), f(¥); D)

sartin1 saglayan f fonksiyonuna [a, b] araliginda r —konveks fonksiyon denir (Gill et

al. 1997).

Bu tanimdan 0 —konveks fonksiyonlarin log —konveks fonksiyonlar ve 1 —konveks

fonksiyonlarin bilinen konveks fonksiyonlar oldugu sonucuna kolaylikla ulasilabilir.

r —konvekslik tanimi

AT + A =Df" (), r#0
frAx+ (1 - Dy) <
[F IO, r=0

bigiminde genisletilmistir (Pearce et al. 1998).

Tammm 3.2.7. h:J] € R —> R pozitif bir fonksiyon olsun. f negatif olmayan bir

fonksiyon olmak tizere her x,y € I ve a € (0,1) igin

flax+ (1 —a)y) < h(@)f (x) + h(1 = a)f () 3.3)

oluyorsa f:I € R — R fonksiyonuna h —konveks fonksiyon veya f, SX(h,I) smifina
aittir denir (VaroSanec 2007).

Eger (3.3) esitsizligi ters cevrilirse, f: I € R — R fonksiyonuna h —konkav fonksiyon
denir yani f € SV (h, I)’dir (Varosanec 2007).
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Bu tanimdan agik¢a su sonuglar cikarilabilir: h(@) = a ise tiim negatif olmayan

konveks fonksiyonlar SX(h,I) simifina ve tim negatif olmayan konkav fonksiyonlar
SV(h,I) smifina aittir; h(a) =§ ise SX(h,I) =Q() ’dir; h(a)=1 ise

SX(h,I) 2 P(I)’dir; s € (0,1) olmak iizere h(a) = a° ise SX(h, 1) 2 K2 dir.
3.3. Konveks Fonksiyonlar I¢in Hermite-Hadamard Tipli Esitsizlikler

Teorem 3.3.1. [a,b] c R, a < b ve f, g:[a,b] — [0, ) iki konveks fonksiyon olsun.

Bu durumda

M(a,b) = f(a)g(a) + f(b)g(b) ve N(a,b) = f(a)g(b) + f(b)g(a)
olmak tizere
1 (P 1 1
mj F(9@)dx < 3M(a,b) +=N(ab)

dir (Pachpatte 2003).

Lemma 3.3.1. f:] c R-> R, I ° {izerinde diferensiyellenebilir bir doniisiim, a,b € I ve

a < b olsun. Eger f' € L([a, b]) ise bu durumda

f@+f(b)
2

b IRt
. . afa F)dx = bT“jO A-20f(ta+ (A —Dbydt (3.4

dir (Dragomir and Agarwal 1998).

Ispat: Bu esitligi ispatlamak igin

1
1=f (1 = 20f'(ta + (1 — )b)dt
0

_ f(ta+ (1 -0)b) ! 1f(ta+ (1 —t)b)
= — (1—21:)0+20 — dt
_fl@+ f(b) 2 b

B b—a _b—ab—afaf(x)dx

oldugunu gostermek yeterlidir.
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Sonu¢ 3.3.1. (3.4) esitliginde t € [0,1] olmak {izere x = ta + (1 —t)b degisken

degistirmesi yapilarak

ORI(0 _biaf:f(x)dx =ﬁjab (x~22) Frax

yazilabilir (Dragomir and Agarwal 1998).

Teorem 3.3.2. f:] c R - R, I’ iizerinde diferensiyellenebilir bir doniisiim, a,b € I,
a < bve f' € L([a,b]) olsun. Bu durumda |f’|, [a, b] tizerinde konveks bir doniigiim
ise

f@+f®) 1
2 b—a

Lbf(x)dx 3

SN <If’(a)l + If’(b)l>

dir (Dragomir and Agarwal 1998).

Teorem 3.3.3. f:] c R - R, I’ iizerinde diferensiyellenebilir bir doniisiim, a,b € I,
a<b,f" €L([a,b]) ve p > 1 olsun. Bu durumda |f’|?/®~D, [a, b] iizerinde konveks

bir doniisiim ise

f@+f) 1 (°
e AL
b-a) [If'(@P/@D + | (b)p/@-D\P D/
B Z(P + 1)1/p ( 2 )

dir (Dragomir and Agarwal 1998).

Teorem 3.3.4. f:] c R — R, I iizerinde diferensiyellenebilir bir doniisiim, a, b € I've
a < b olsun. Bu durumda q = 1 olmak tizere |f’'|?, [a,b] lizerinde konveks bir

doniisiim ise

f@+fkb) 1

<
2 b—a

b-a) (If’(a)lq " |f'(b)|q>3

b
L f(x)dx 2 3

dir (Pearce and Pecari¢ 2000).
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Lemma 3.3.2. f:] c R - R, I iizerinde diferensiyellenebilir bir doniisiim, a,b € I've

a < bolsun. f' € L([a, b]) ise

f@+f®) 1
2 b—a

fbf(x)dx

—a (!t
= b_2 aj ] [f'(ta+ (1 —t)b) — f'(sa+ (1 —s)b)](s — t)dtds (3.5)
0o Jo

dir (Sarikaya et al. 2010).

Ispat: Kismi integrasyon yontemi yardimiyla,

1,1
f f [f'ta+ (1 —t)b) — f'(sa+ (1 —s)b)](s — t)dtds
o Jo

_ fl{flf’(ta +(1—D)b)(s — )dt — flf'(sa +(1—$)b)(s — t)dt} ds
0 0 0

! flta+ (1—0)b)|*

—fo {(s—t) p— i

N 0 f(ta-;(_lb— t)b) dt + (%_ S)f’(sa + (1 - S)b)} ds

[ f@  fb)
_fo {(S_l)a—b_sa—b

1
N f(ta+ (1 —1t)b) it
0 a—>b

+ (%— s)f’(sa +(1- S)b)} ds

Yorifta+ (1 - 0b) ”

0 a—b

(=1 f(a) _ff(b)
B 2 a-b 2a-b)|

N (1 S)f(sa + (1—-s)b)

2 a—>b

Lf(sa+ (1 —s)b)
> ds

1
+
o o a—>b

_f@+f0)
B b—a

1
; 2 aj F(ta + (1 - Ob)dt
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elde edilir. t € [0,1] igin x = ta + (1 — t)b degisken degistirmesi yapilip esitligin her

iki tarafi b_Ta ile ¢arpilirsa, (3.5)’deki esitlik elde edilir ve boylece ispat tamamlanir.

Teorem 3.35. f:IcR-> R, I ° {izerinde diferensiyellenebilir bir doniisiim, a, b € I ‘ve
a<b olsun. ¢ > 1 ve %+g =1 olmak tizere |f'|?, [a,b] lizerinde konveks bir
doniisiim ise

b 1 (b
f(a);rf( )_b_af FO0)dx

2 )% <|f’(a)|q + If’(b)|q>1/q

S(b_a)<(p+1)(p+2) 2

dir (Sarikaya et al. 2010).

Teorem 3.3.6. f:Ic R-> R, [ ° {izerinde diferensiyellenebilir bir doniisiim, a, b € I ‘ve

a < b olsun. g = 1 olmak iizere |f'|?, [a, b] lizerinde konveks bir doniisiim ise

b 1 (b
f(a);rf( )_b_af FO0)dx

dir (Sarikaya et al. 2010).

<

(b —a) (If' @I+ If'(B)IT\a
3 2

Teorem 3.3.7. f, [0, b] araliginda pozitif log —konveks bir fonksiyon olsun. L pozitif

reel sayilarin logaritmik ortalamasi olmak tizere

1 b
— [ Fwar < L@, fo) (.6)

dir. f, pozitif log —konkav fonksiyon ise

1 b
m f f@®)dt > L(f(a), f(b))

olur (Gill et al. 1997).



26

Teorem 3.3.8. f, [0,b] araliginda pozitif log — konveks bir fonksiyon olsun. Bu

durumda

1 (P . (x—a)L(f(a), f(x)) + (b — x)L(f(x), (b))
b—aLf(t)dthgHzg] b—a

dir. Eger f, [0, b] araliginda pozitif log —konkav bir fonksiyon ise

1 (? (x —a)L(f(a), f(x)) + (b — )L(f (x), £ (P))
b—aL f(t)dtzxgl[%] b—a

olur (Gill et al. 1997).
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4. ARASTIRMA BULGULARI

Bu boliimde, arastirmada elde edilen bazi bulgulara yer verilecektir.

Ilk olarak, 3. boliimde ifade edilen konveks kiime, E—konveks kiime, giiclii E —konveks
kiime, E — konveks fonksiyon, yart E — konveks fonksiyon, giicli E — konveks
fonksiyon, yar1 giiglii E —konveks fonksiyon ve m —konveks fonksiyon kavramlarindan
yararlanilarak yeni konveks fonksiyon siniflar1 tanimlanmaya, bu fonksiyon siniflarina
ornekler verilmeye calisilmis ve bu fonksiyonlar ile ilgili teoremler ve ispatlar
verilmigtir. Ayrica yukarida ifade edilen ve yeni tanimlanan fonksiyon simniflar ile ilgili

Hermite-Hadamard tipli yeni esitsizlikler i¢eren teoremler ve ispatlar1 verilmistir.
4.1. E — m —konveks Kiime ve E — m —konveks Fonksiyon

Tanim 4.1.1. E: R™ —» R" bir operator olmak tizere her x,y € M ve A, m € [0,1] igin
AE, +m(1 - DE, € M

oluyorsa M € R"™ kiimesine E — m —konveks kiime denir.

Sonug 4.1.1. E — m —konveks kiime tanimindan
» m=1ve E:R" - R" 6zdes doniisiim olarak alinirsa standart konveks kiime,
» m = 1 i¢in E —konveks kiime,

elde edilir.

Ornek 4.1.1. E:R? > R? | E(x,y) = (x,0) olarak tamimlansin. Bu durumda
/11,/12,/13 = 0, Al + AZ + A3 = 1 lQll’l

M = {(x,y) € R% (x,y) = 1,(0,0) + 1,(4,0) + A5(1,3)}
U {(x,y) € R% (x,y) = 1,(0,0) + 1,(—4,0) + 23(—1,—-3)}

kiimesi E —m —konveks kiimedir fakat konveks degildir. Ciinkii 4 = % icin
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A20+A-1D)N(-1,-2)¢M

dir.

(0, 0) X

_(-4,0) (4, 0)

(-1,-3)

Sekil 4.1. E — m —konveks kiime

Teorem 4.1.1. Eger M € R" kiimesi E — m —konveks kiime ise E(M) € M dir.

Ispat: M, E — m —konveks kiime oldugundan her x,y € M ve A, m € [0,1] igin
AE, +m(1— DE, € M

dir. Dolayisiyla A = 1 i¢in E, € M olur. Boylece E(M) € M eclde edilir.

Teorem 4.1.2. M; ve M, iki E —m —konveks kiime olsun. Bu durumda M; N M,

kiimesi E — m —konveks kiimedir.
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Ispat: x,y € M; N M, oldugunu kabul edelim. Bu durumda x,y € M; ve x,y € M,

olur. M; ve M, iki E — m —konveks kiime oldugundan, her A, m € [0,1] igin
AE, + m(1—-AE, € M,
ve
AE, + m(1 - E, € M,
yazilir. Boylece,
AE, +m(1— A)E, € My N M,

dir. Yani M; N M, kiimesi E — m —konveks kiimedir.

Lemma 4.1.1. M € R*, E; —m — konveks kiime, E, —m — konveks kiime ve
EioE, = E,(E;) olsun. Bu durumda M kiimesi (E; o E,) —m — konveks ve

(E, o E;) — m —konveks kiimedir.

Ispat: Farz edelim ki, baz1 A, m € [0,1] degerleri i¢in x,y € M ve
AME; e Ep)y + m(1 —A)(E 0 Ey)y €M
yani
AE,[E,(x)] + m(1 — DEL[E,(v)] € M
olsun. Teorem 4.1.1° den E,(x) € M ve E,(y) € M yazilir. O halde
AE,[E; ()] + m(1 — DE [E,(y)] ¢ M,

ifadesi M kiimesinin E; — m — konveksligi ile celismektedir. Bundan dolay1 M ,

(E; o E;) — m —konveks kiimedir.

Benzer sekilde, farz edelim ki, baz1 A, m € [0,1] degerleri i¢in x,y € M ve
AMEzoE )y +m(1 —A)(E;oE), €M
yani

AE;[E ()] + m(1 — DE[E,(y)] ¢ M
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olsun. Teorem 4.1.1” den E;(x) € M ve E;(y) € M yazilir. O halde
AE,[E1(x)] + m(1 — DE,[E,(y)] € M

ifadesi M kiimesinin E, — m —konveksligi ile c¢elismektedir. Bundan dolay1 M kiimesi

(E, o E;) — m —konveks kiimedir.

Lemma 4.1.2. E:R"™ - R" bir lincer doniisim ve M;,M, c R" kiimeleri E —

m —konveks kiimeler olsun. Bu durumda M; + M, kiimesi E — m —konveks kiimedir.

Ispat: p,x € M, , q,y € M, ve (p + q),(x +y) € M; + M, olsun. O halde, E: R™ —

R™ bir lineer doniisiim oldugundan A, m € [0,1] i¢in

AE(p+q) + M(1 = DE(x1y)
= [AE, + m(1 — DE,| + [AE, + m(1 — DE,| € My + M,

yazilir. Dolayisiyla M; + M, kiimesi E — m —konveks kiimedir.

Tamm 4.1.2. M, E —m —konveks bir kiime ve M {izerinde E:R™ — R" bir operator

olmak tizere her x,y € M ve A,m € [0,1] igin
f(AE, + m(1 — DE,) < Af(E,) + m(1 — Df(E,)

oluyorsa reel degerli f: M € R™ — R fonksiyonuna E — m —konveks fonksiyon denir.

Diger taraftan,
f(AE, + m(1 — DE,) = Af (Ey) + m(1 — Df(E,),

ise f’ ye M tlizerinde E — m —konkav fonksiyon denir. Eger bu esitsizlikler sirasiyla
f(AE, + m(1 — DE,) < Af (E,) + m(1 — D)f (Ey)

ve
f(AE, + m(1 — DE,) > Af(E,) + m(1 — Df(E,),
seklinde ise f ’ye sirasiyla kesin(strictly) E —m — konveks ve kesin(strictly) E —

m —konkav fonksiyon denir.
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Sonug 4.1.2. E — m —konveks fonksiyon tanimindan

v m=1ve E:R" - R" 6zdes doniigiim olarak alinirsa standart konveks fonksiyon,
v E:[0,b] - R 6zdes doniisiim olarak alinirsa m —konveks fonksiyon,

v' m = 1ig¢in E —konveks fonksiyon,

elde edilir.

Ornek 4.1.2. M c R™ kiimesi 4; > 0, A; + A, + A3 = 1 olmak iizere
M = {(x,y) € R?: (x,y) = 1,(0,0) + 1,(4,0) + 15(1,3)}

olarak verilsin ve E:R? - R? doniisiimii E(x,y) = (x,0) olarak tammmlansin. Bu
durumda, f:R? - R

x<l1

fGy) = {y);3 x=>1

seklinde tanimlanan f fonksiyonu E — m —konvekstir. Fakat konveks ve m —konveks

fonksiyon degildir. Ciinkii, bazi A € [0,1] igin
F(A(4,0) + (1 = D)(1,3)) £ Af (4,0) + (1 — D)f(1,3)
ve baz1 A,m € [0,1] igin
£(A(4,0) + m(1 — 2)(1,3)) £ Af(4,0) + m(1 — 1)f(1,3)

dir.

Ornek 4.1.3. f:R - R,

1, x>0
fx) =
—X, x<0
ve E:R - R, E(x) = —x? olarak tanimlansin. Bu takdirde R, E — m —konveks kiime

ve f, E —m —konveks fonksiyondur. Fakat f, konveks ve m —konveks degildir.

Ciinkii, baz1 1 € [0,1] i¢in
fAO+A =D £Af(0)+ (1 -21)f(D)

ve bazi1 A, m € [0,1] i¢in
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fAO0+m@A -1 £ Af(0) +m(1 —D)f (1)

dir.

Teorem 4.1.3. M € R", E —konveks bir kiime ve x,y € M olmak iizere f: M € R" —

R, E —konveks bir fonksiyon olsun. Bu takdirde, her 4 € [0,1] i¢in

fED + f(E))
2

flf(AEx +(1-DE,)dA <
0

dir.

Ispat. f, E —konveks bir fonksiyon oldugundan her A € [0,1] i¢in

fQAE, + (1 = DE,) < Af(E) + (1 — Df(Ey)

yazilir. Yukaridaki esitsizligin her iki tarafinin [0,1] lizerinden A’ya gore integrali

alinarak,

flf(AEx + (1 —DE,)dA < f(ED) ;f(Ey)
0

elde edilir ve boylece ispat tamamlanir.

Sonug¢ 4.1.3. Teorem 4.1.3’de E: R = R, E, = x seklinde alinirsa, Hermite-Hadamard

esitsizliginin sag tarafi, yani

1 f(a) + f(b)
EL f(X)dXST

elde edilir.

Teorem 4.1.4. M € R"™, E — m —konveks bir kiime ve x,y € M olmak lizere f: M C

R"™ — R, E — m —konveks bir fonksiyon olsun. Bu takdirde, her A, m € [0,1] i¢in

f(Ex) + mf(Ey)
2

1
f f(AE, + m(1 — DE,)dA <

dir.
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Ispat. f, E — m —konveks bir fonksiyon oldugundan her A, m € [0,1] i¢in
f(AE, + m(1 — DE,) < Af(E,) + m(1 — Df(E,)

yazilir. Yukaridaki esitsizligin her iki tarafinin [0,1] iizerinden A’ya gore integrali

alinirsa,

1
f FAE, +m(1 — DE,)dA < f(Ex) +2mf(Ey)
0

elde edilir ve boylece ispat tamamlanir.
Sonu¢ 4.1.4. Teorem 4.1.4 de, m = 1 i¢in Teorem 4.1.3 deki esitsizlik elde edilir.

Dolayisiyla E:R = R, E,, = x seklinde alinirsa, Hermite-Hadamard esitsizliginin sag

tarafl da elde edilir.

Teorem 4.1.5. M € R", E —m — konveks bir kiime ve x,y € M olmak iizere
f,gM S R*"->R, E—m-— konveks fonksiyonlar olsun. Bu takdirde, her
A,m e [0,1] igin

f 1f(AEx +m(1—E,)g(AE, + m(1 — DE, )dA
0

Sf(Ex)?;g(Ex) +m2f(Ey)5;g(Ey) +mf(Ex)g(Ey) 'gf(Ey)g(Ex)

dir.

Ispat. f ve g, E — m —konveks fonksiyonlar oldugundan her 4, m € [0,1] igin
f(AE, + m(1 — DE,) < Af(Ey) + m(1 — Df(Ey)
9(AE, + m(1 — DE,) < Ag(E,) + m(1 — Dg(E,)
olur. f ve g negatif olmayan fonksiyonlar oldugu i¢in
f(AE, + m(1 — DE, )g(AE, + m(1 — A)E,))
< Pf(EDg(E) +m*(1 - D*f(E,)g(Ey)

+mA(1 — D[f(EDg(E,) + f(E,)g(E)]
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yazilir. Yukaridaki esitsizligin her iki tarafinin [0,1] iizerinden A’ya gore integrali

alinirsa,

flf(AEx +m(1—DE,)g(AE, + m(1 — E,)d A
0

Sf(Ex)gg(Ex) +m2f(Ey)3g(Ey) +mf(Ex)g(Ey) Zf(Ey)g(Ex)

elde edilir ve boylece ispat tamamlanr.

Sonu¢ 4.1.5. Teorem 4.1.5dem =1ve E:R —» R, E, = x alinirsa Teorem 2.1.1 deki

esitsizlik yani

f)g) +fg) N fg) + fgx)
3 6

1 b
— | reg@ax <

elde edilir.

Tanmm 4.1.3. M, E — m —konveks bir kiime ve M iizerinde E:R"™ — R" bir operator

olmak tizere her x,y € M ve A, m € [0,1] igin

f(AE, + m(1 — DE,) < max{f(E,), f(E,)}

oluyorsa f:M € R™ - R fonksiyonuna quasi —E —m — konveks fonksiyon denir.
x,yEM, E(x) # E(y) ve A € (0,1) icin bu esitsizlik kesin ise f fonksiyonu kesin

quasi—E — m —konveks fonksiyondur.

Bu tanimdan agik¢a anlasilmalidir ki quasi—FE — m —konvekslik, E — m —konveksligin

bir genellestirmesidir.
4.2. Yar1 E — m —konveks Fonksiyon

Tanim 4.2.1. M, E — m —konveks bir kiime ve M iizerinde E:R™ — R" bir operator

olmak tizere her x,y € M ve A, m € [0,1] igin
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f(AE, + m(1 — DE,) < Af (x) + m(1 — Df (¥)

oluyorsa reel degerli f: M € R"™ — R fonksiyonuna yar1 E —m —konveks fonksiyon

denir.

Sonug 4.2.1. Yar1 E — m —konveks fonksiyon tanimindan;

v E:[0,b] » R, E, = x i¢gin m —konveks fonksiyon,
v’ m = 1ig¢in yar1 E —konveks fonksiyon,

v m=1ve E:R" - R" 6zdes doniisiim olarak alinirsa standart konveks fonksiyon

elde edilir.

Teorem 4.2.1. M , E —m — konveks bir kime ve f:MCR" >R yarn E —
m — konveks bir fonksiyon ise her x,y € M ve m € [0,1] i¢in f(E,) < f(x) ve
f(mE,) < mf(y) dir.

Ispat: f, M € R"® E —m —konveks kiimesi iizerinde tanimli yar1 E — m —konveks
fonksiyon oldugundan keyfi x,y € M ve A,m € [0,1] igin
AE, +m(1—-ME, €M
ve
f(AEx +m(1-— A)Ey) <Af(x) +m1 - ADf(y)

yazilir. Dolayisiyla 4 =1 igin f(E,) < f(x) ve 1 =0 igin f(mEy) < mf(y) elde

edilir.

Teorem 4.2.2. M, E — m —konveks bir kiime ve f: M € R" - R, E — m —konveks bir
fonksiyon olsun. Her x € M i¢in f(E,) < f(x) ise f , yart E —m — konveks

fonksiyondur.
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Ispat: M, E — m — konveks bir kime ve f:M € R® - R, E —m — konveks bir
fonksiyon ve her x € M i¢cin f(E,) < f(x) olsun. Bu takdirde keyfi x,y € M ve
A,m € [0,1] i¢in

f(AE, + m(1 — DE,) < Af(E,) + m(1 — Df(E,)

SAf () +m1 = Df(y)

dir. Dolayisiyla f, M iizerinde yar1 E — m —konveks fonksiyondur.

Teorem 4.2.3. M € R", E —konveks bir kiime ve x,y € M olmak iizere f: M € R" —

R yar1 E —konveks bir fonksiyon olsun. Bu takdirde, her A € [0,1] i¢in

flf(/wx + (1 - ME,)da < w
0

dir.

Ispat: f, yar1 E —konveks bir fonksiyon oldugundan her A € [0,1] i¢in

f(AE, + (1= DE,) < Af (x) + (1 = Df ()

yazilir. Yukaridaki esitsizligin her iki tarafinin [0,1] lizerinden A’ya gore integrali

alinirsa,

flf(/wx + (1 - ME,)da < w
0

elde edilir ve boylece ispat tamamlanr.

Sonug¢ 4.2.2. Teorem 4.2.3’de E: R = R, E, = x seklinde alinirsa, Hermite-Hadamard

esitsizliginin sag tarafi elde edilir.

Teorem 4.2.4. M € R", E —m —konveks bir kiime ve x,y € M olmak iizere f: M C

R™ - R yar1 E — m —konveks bir fonksiyon olsun. Bu takdirde, her 4, m € [0,1] i¢in
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f 1 F(AE, +m(1— DE,)dr < 2 +2mf »)
0

olur.

Ispat: f, yar1 E — m —konveks bir fonksiyon oldugundan her 1, m € [0,1] igin
fQAE, + m(1— DEy) < Af (x) + m(1 — Df ()

yazilir. Yukaridaki esitsizligin her iki tarafinin [0,1] iizerinden A’ya gore integrali

alinirsa,

f&) +mf(y)
2

flf(,usx +m(1—NE,)dA <
0

elde edilir ve boylece ispat tamamlanir.

Sonu¢ 4.2.3. Teorem 4.2.4 de m = 1 i¢in Teorem 4.2.3 deki esitsizlik elde edilir.
Dolayisiyla E: R = R, E, = x seklinde alinirsa, Hermite-Hadamard esitsizliginin sag

tarafi da elde edilir.
4.3. Giiclii E — m —konveks Kiime ve Giiclii E — m —konveks Fonksiyon

Tanmim 4.3.1. E: R™ — R" bir operator olmak tizere her x,y € M ve a, A, m € [0,1] igin
Aax + Ex) + m(1—D(ay+E)EM

oluyorsa M € R" kiimesine gii¢lii E — m —konveks kiime denir.

Sonug 4.3.1. Giiglii E — m —konveks kiime tanimindan;

» m = 1 i¢in gii¢lii E —konveks kiime,

» a = 0ic¢cin E —m —konveks kiime,

elde edilir. Dolayisiyla Sonu¢ 4.1.1°den dolayr gii¢lii E —m — konveks kiime

tanimindan standart konveks kiime kavrami da elde edilir.

Ornek 4.3.1. E: R? -» R?, E(x,y) = (—x, 0) olmak iizere E operatoriine gore
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M={xy)ER:0<y<(4—x)* ve 0<x <4}
U{(x,y) ERZ0<y<(4+x)? ve —4<x<0}

kiimesi giiclii E — m —konveks kiimedir.

Sekil 4.2. Giiglii E — m —konveks kiime

Teorem 4.3.1. M € R" kiimesi gii¢lii E — m —konveks kiime ise E(M) € M dir.

Ispat: M kiimesi giiglii E — m —konveks kiime oldugundan herhangi bir x,y € M ve

a,A,m € [0,1] i¢in
AMax + E,) +m(1 — A)(ay + Ey) EM

elde edilir. DolayisiylaA = 1 ve a = 0 i¢in E,, € M dir. Béylece E(M) S M olur.

Teorem 4.3.2. M; ve M, giiglii E — m —konveks kiime ise M; N M, kiimesi de gii¢li

E — m —konveks kiimedir.
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Ispat: x,y € M; N M, oldugunu kabul edelim. Bu durumda x,y € M; ve x,y € M,

olur. M; ve M, iki gii¢lii E — m —konveks kiime oldugundan a, 1, m € [0,1] i¢gin
Max+E) +m(1—D(ay +E,) €M,
ve
AMax + E,) + m(1 — A)(ay + Ey) €M,
elde edilir. Dolayisiyla
AMax + E,) +m(1 — A)(ay + Ey) EM, NM,

olur, yani M; N M, kiimesi gii¢lii E — m —konveks bir kiimedir.

Teorem 4.3.3. E:R™ - R™ bir lineer doniisim ve M;, M, € R" kiimeleri giiglii
E — m —konveks kiimeler ise bu durumda M; + M, kiimesi gii¢lii E — m —konveks

kiimedir.

Ispat: p,x€M, , qgyE€M, ve (p+q),(x+y) € M; + M, olsun. Bu durumda

A€[01],x €[0,1] vem € [0,1] i¢in
A(a(p +q)+ E(p+q)) +m(1-— A)(a(x +y)+ E(x+y))
= [A(ap + Ep) +m(1— D)(ax + Ex)] + [A(aq + Eq) +m(1 - A)(ay + Ey)]

eEM, + M,

elde edilir. Dolayisiyla M; + M,, gii¢lii E — m —konveks kiimedir.

Tamm 4.3.2. M, gii¢li E — m —konveks bir kiime ve M {izerinde E:R"™ — R" bir

operator olmak tizere her x,y € M ve a, A, m € [0,1] igin

f(A(ax + E) + m(1 — D (ay + E;)) < Af (E,) + m(1 — Df(E,)
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oluyorsa reel degerli f: M € R™ — R fonksiyonuna gii¢lii E — m —konveks fonksiyon

denir.

Sonug 4.3.2. Giiglii E — m —konveks fonksiyon tanimindan

v' m = 1igin gliglii E —konveks fonksiyon,
v @ =0i¢in E —m —konveks fonksiyon ve dolayisiyla da Sonug 4.1.3’den dolay1
m — konveks fonksiyon, E — konveks fonksiyon ve standart konveks fonksiyon

kavramlar1 elde edilir.

Ornek 43.2. E:R-> R, E(x) =0ve f:R > R, f(x) = —x2 olarak tamimlansin. Bu

durumda f fonksiyonu E operatdriine gore giiclii E — m —konveks fonksiyondur.

Sekil 4.3. Giiclii E — m —konveks fonksiyon

Teorem 4.3.4. M € R" giiclii E —konveks bir kiime ve x,y € M olmak iizere f: M C

R™ = R giiglii E —konveks bir fonksiyon olsun. Bu takdirde, her A, ¢ € [0,1] i¢in
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1
f f(/’l(ax +E)+A—-D(ay + Ey))dl < f(Ex) _;f(Ey)

dir.

Ispat: f, giiclii E —konveks bir fonksiyon oldugundan her 4, a € [0,1] igin

f(Alax + Ep) + (1 = D(ay + Ey)) < Af(Ex) + (1 — Df(E,)
yazilir. Yukaridaki esitsizlikte her iki tarafin [0,1] iizerinden A’ya gore integrali alinirsa

fE) + f(Ey)
2

1
[ e+ By + 0= D@y +B))ar <
0

elde edilir ve boylece ispat tamamlanr.
Sonug 4.3.3. Teorem 4.3.4 de @ = 0 i¢in Teorem 4.1.3°deki esitsizlik elde edilir.

Teorem 4.3.5. M € R" gii¢lii E — m —konveks bir kiime ve x,y € M olmak {izere
ffMCR"->R giicli E —m — konveks bir fonksiyon olsun. Bu takdirde
A, a,m € [0,1] i¢in

f(Ex) + mf(E))
2

1
[ FOax + B+ m(1 - D@y + Bp)ar <

dir.

Ispat: f, giiclii E — m —konveks bir fonksiyon oldugundan her 4, @, m € [0,1] igin
f(/l(ax +E)+mA—-D(ay + Ey)) < Af(Ey) + m(1 — Df(E,)
yazilir. Yukaridaki esitsizlikte her iki tarafin [0,1] lizerinden A’ya gore integrali alinirsa,

f(Ex) + mf(E))
2

1
[ O + B9+ m(1 - D@y + Bp)ar <

elde edilir ve boylece ispat tamamlanir.

Sonuc 4.3.4. Teorem 4.3.5°de m = 1 i¢cin Teorem 4.3.4’deki esitsizlik elde edilir.
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Sonug 4.3.5. Teorem 4.3.5’de @ = 0 i¢in Teorem 4.1.4’deki esitsizlik elde edilir.

Sonu¢ 4.3.6. Teorem 4.3.5°de m = 1 ve @ = 0 i¢in Teorem 4.1.3’deki esitsizlik elde
edilir. Dolayisiyla E:R—>R , E, =x seklinde alinirsa, Hermite-Hadamard

esitsizliginin sag tarafi da elde edilir.
4.4. Yan Giiclii E — m —konveks Fonksiyon

Tamm 4.4.1. M, giiglii E — m —konveks bir kiime ve E: R™ — R" bir operator olmak

tizere her x,y € M ve A4, a,m € [0,1] igin

f(A(ax + E,) + m(1 — A)(ay + Ey)) SAf(x)+mA-Df ()

oluyorsa f: M € R™ — R fonksiyonuna yar1 gii¢lii E — m —konveks fonksiyon denir.

Sonuc 4.4.1. Yar giiclii E — m —konveks fonksiyon tanimindan;

v’ 'm = 1 igin yan giigli E —konveks fonksiyon,

v a = 0 i¢in yar1 E — m —konveks fonksiyon,

v'm = 1ve a = 0 i¢in yar1 E —konveks fonksiyon,

v a=0veE:[0,b] » R, E, = x i¢gin m —konveks fonksiyon,
vm=1a=0veE:R - R, E, = x i¢in standart konveks fonksiyon,
elde edilir.

Ornek4.4.1.E:R—> R,E(x) = —|x|]ve f: R> R
|\/§| x=0
flx) =
—|\/—x|, x<0

olarak tanimlansin. Bu durumda f fonksiyonu E operatoriine gore yar1 gicli E —

m —konveks fonksiyondur.
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Teorem 4.4.1. E: R™ —» R" bir operator, M € R" gii¢clii E — m —konveks bir kiime ve
i =12, ..,k olsun. f;: R™ - R fonksiyonlar1 M {iizerinde yan giiglii E — m —konveks
fonksiyonlar ise bu takdirde a; > 0,i = 1,2, ..., k icin h(x) = ¥ , a; f;(x) fonksiyonu

M iizerinde yan giiclii E — m —konveks fonksiyondur.

Ispat: f; fonksiyonlar1 M iizerinde yar1 giigli E —m — konveks fonksiyonlar

olduklarindan herhangi bir x,y € M ve 4,a, m € [0,1] igin
AMax + Ex) + m(1l—D(ay +E)EM
ve
h (A(ax +E)+m(1—D(ay + Ey))

k

- Z a; fi(A(ax + Ex) + m(1 — D(ay + Ey))

i=1
K k
< /1; a; fi(x) + m(1 — /1); a; fi(y)

= Ah(x) + m(1 — AD)h(y)

elde edilir. Dolayistyla h fonksiyonu M iizerinde yar1 gii¢li E —m — konveks

fonksiyon olur.

Teorem 4.4.2. M giiglii E — m —konveks bir kiime ve f: M € R™ — R fonksiyonu da
M iizerinde giiglii E — m —konveks bir fonksiyon olsun. Eger her x € M i¢in f(E,) <

f (x) oluyorsa, f fonksiyonu M iizerinde yari gli¢lii E — m —konveks fonksiyon olur.

Ispat: f:M € R™ —» R fonksiyonu M iizerinde giiclii E — m —konveks bir fonksiyon
ve her x € M icin f(E,) < f(x) oldugundan, herhangi x,y € M ve A, a,m € [0,1]
igin

Alax + Ex) + m(1 —D(ay + E)) EM

Ve
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fA(ax + E) + m(1 — D) (ay + Ey)) < Af(E,) + m(1 — Df (E,)

SAf(x) +mA-Df ()

elde edilir. Dolayisiyla f, M tizerinde yar giiclii E — m —konveks fonksiyondur.

Teorem 4.4.3. M € R" giiglii E —m —konveks bir kiime olmak iizere f: R"™ - R
fonksiyonu M iizerinde yan gii¢lii E — m —konveks fonksiyon ve ¢: R — R fonksiyonu
da pozitif, homojen ve azalmayan bir fonksiyon olsun. Bu takdirde, @of bileske

fonksiyonu M {izerinde yar1 giiclii E — m —konveks fonksiyondur.

Ispat: f fonksiyonu M iizerinde yar1 giiclii E — m —konveks bir fonksiyon oldugundan,

her x,y € M ve A,a,m € [0,1] i¢in

f(ax + E) + m(1 —D(ay + Ey)) < Af (x) + m(1 — Df ()
pof (A(ax +E)+m1 -2 (ay + Ey)) < @[Af(x) + m(1 = Df )]

< Agof)(x) + m(1 — ) (pof)(y)

elde edilir. Dolayisiyla @of bileske fonksiyonu M lizerinde yar1 gii¢lii E — m —konveks

fonksiyon olur.

Teorem 4.4.4. M C R" giiclii E —konveks bir kiime ve x,y € M olmak iizere f: M C
R™ = R yar giiglii E —konveks bir fonksiyon olsun. Bu takdirde, her A4, & € [0,1] i¢in

f f(l(ax +E)+ A -D(ay + Ey))d/l < w
0

dir.

Ispat: f, yar giiclii E —konveks bir fonksiyon oldugundan her A, & € [0,1] icin

f(Alax + Ex) + (1 = D(ay + E)) < Af () + 1 - Df ()
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yazilir. Yukaridaki esitsizligin her iki tarafinin [0,1] iizerinden A’ya gore integrali

alinirsa,

f f(A(ax + Ex) + (1 — D) (ay + E,))dA < w
0

elde edilir ve boylece ispat tamamlanr.
Sonug 4.4.2. Teorem 4.4.4’de @ = 0 i¢in Teorem 4.2.3’deki esitsizlik elde edilir.

Teorem 4.4.5. M € R" gi¢lii E — m —konveks bir kiime ve x,y € M olmak tizere
f*Mc R*" >R yan gic¢li E —m —konveks bir fonksiyon olsun. Bu takdirde, her
A,a,me€ [0,1] i¢in

fG) +mf(y)

f f(/l(ax +E)+md—-D)(ay + Ey))d)L < 5
0

dir.

Ispat: f, yar giiclii E — m —konveks bir fonksiyon oldugundan her A, @, m € [0,1] i¢cin

f(A(ax + E) + m(1 — D(ay + Ey)) < Af (x) + m(1 — Df ()

yazilir. Yukaridaki esitsizligin her iki tarafinin [0,1] iizerinden A’ya gore integrali

alinarak

f&) +mf(y)

f f(/l(ax +E)+mA—-D)(ay + Ey))dl < z
0

elde edilir ve boylece ispat tamamlanur.
Sonug¢ 4.4.3. Teorem 4.4.5’de m = 1 igin Teorem 4.4.4’deki esitsizlik elde edilir.

Sonug¢ 4.4.4. Teorem 4.4.5’de @ = 0 i¢in Teorem 4.2.4’deki esitsizlik elde edilir.
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Sonug¢ 4.4.5. Teorem 4.4.5°de m = 1 ve a = 0 igin Teorem 4.2.3’deki esitsizlik elde
edilir. Dolayisiyla E:R—->R , E, =x seklinde aliirsa, Hermite-Hadamard

esitsizliginin sag tarafi da elde edilir.
4.5. m —konveks Fonksiyonlar I¢in Yeni integral Esitsizlikleri

Teorem 4.5.1. I, [0, 00) C [ olacak sekilde agik reel bir aralik, a,b € 1,0 <a < b < o

ve f:1 - R diferensiyellenebilir bir doniisiim olsun. m € (0,1], ¢ > 1 ve %+% =1

olmak tizere |f'|4, [a, b] lizerinde m —konveks fonksiyon ise bu durumda

f@+fmd 1 (P
2 _b—aLf(x)dx

, i@l @)\
(p+1)(p+2)) 2

<(b-a) (
dur.

Ispat: iki katl1 integraller icin Holder esitsizligi kullanilarak Lemma 3.3.2°den

f@+fmb) 1 (*
2 _b—ajaf(x)dx

1 1
j j |f'(ta+ (1 —t)b) — f'(sa+ (1 — s)b)||s — t|dtds
[Jo Jo

[ 1 1
ff|f’(ta+(1—t)b)||s—t|dtds

+j: follf’(sa + (1 —s)b)||s — tIdtdsl

1

1 11 1
<(b-a) <f0 J;) If'(ta + (1 — t)b)lthds>q (L L |s — tlpdtds>p
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elde edilir. |f'|?, [a,b] tlizerinde m — konveks fonksiyon oldugundan, t € [0,1] ve
m € (0,1] i¢in

b q
If'(ta + (1 = D) < tlf" (@7 +m(1 - t) |f ' (a)|

yazilir. Dolayisiyla

b 1 b
f(a);rf( )_b_af FOO)dx

1

<b-a) l(flflls - 1:|”dtds>5
0o Y0

1,1 b4 %

x(fo fo <t|f’(a)|q +m(1-1) |f’ <E>| >dtds> \

olur. Burada

fol folls — t|Pdtds = fol Uos(s — t)Pdt + f:(t — S)pdtl ds = o 1)2(p e

\

, by
]01 jol (tlf’(a)lq +m( -0l (%)r) atas = " +;"|f )l

oldugundan

‘f(a) +f)
2

1 b
5 —af f(x)dx

1

.
<o-0grriges) TG

(p+Dp+2) 2

bulunur. Boylece ispat tamamlanir.
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Sonu¢ 4.5.1. Teorem 4.5.1’de m = 1 segilirse, Teorem 4.5.1°deki esitsizlik Teorem

3.3.5°deki esitsizlige indirgenir.

Teorem 4.5.2. I, [0, 00) C [ olacak sekilde agik reel bir aralik, a,b € 1,0 <a < b < o
ve f:1 - R diferensiyellenebilir bir doniisiim olsun. m € (0,1] ve g = 1 olmak {izere
If'19, [a, b] lizerinde m —konveks fonksiyon ise bu durumda
1
b-a (1@l +m|r (D)
3 2

f@+f®) 1
2 b—a

fbf(x)dx‘ <

dur.

Ispat: iki katl1 integraller icin power mean esitsizligi kullanilarak Lemma 3.3.2’den

f@+fd 1 (°
> —b_ajaf(x)dx

1 1
j j |f'(ta+ (1 —t)b) — f'(sa+ (1 — s)b)||s — t|dtds
[Jo Jo

[ 1 1
ff|f’(ta+(1—t)b)||s—t|dtds
+f01 fol|f'(sa + (1 =5)b)||s — tIdtdsl

1-2 1,1 2
<(b-a) <f0f0|s—t|dtds> q(fofo|s—t||f’(ta+(1—t)b)|thds>q

elde edilir. |f'|?, [a,b] tlizerinde m — konveks fonksiyon oldugundan, t € [0,1] ve
m € (0,1] i¢in

b q
If'(ta + (1 = D)7 < tlf" (@7 +m(1 - t) |f ' (a)|
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yazilir. Dolayisiyla

f@+f®) 1 (°
> —b_aLf(x)dx

1

<(-a (fol folls — tldtds)l_a
X (jol folls — t| <t|f’(a)|q +m(1—-1t) |f’ (%>|Q> dtdsf

olur. Burada

1 ,1 1
|s — t|dtds = =
—[0 —[0 3

Ve

1 1 . o by
[ [s-a(ar@esma-ol () >dtds=|f @ +;"|f )l

oldugundan

1

b - If' @1 +m|f (%)Iq !
3 2

f@+fb) 1
2 b—a

b

j f(x) dx‘ <
a

bulunur ve ispat tamamlanir.

Sonu¢ 4.5.2. Teorem 4.5.2°de m = 1 segilirse, Teorem 4.5.2°deki esitsizlik Teorem

3.3.6°daki esitsizlige indirgenir.

Teorem 4.5.3. f, g: [0,0) — [0, ) iki fonksiyon, 0 < a < b < o ve fg € L'([a, b])
olsun. my,m, € (0,1] icin [a, b] aralifinda f , m; — konveks fonksiyon ve g de

m, —konveks fonksiyon ise
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1 b
— f () g(x)dx < min{S,,S,} (4.1)

olur. Burada

S, = %[(fz(a) +9%(@) + mif(a)f (%)
i@ () + g (2 4wz ()
e
5. = 2[(F®) + 920) + murr (=)
+mag®)g () +mif2 (o) + mig? ()]

dir.

Ispat: f, m; —konveks fonksiyon ve g, m, —konveks fonksiyon oldugundan, t € [0,1]

igin
b
flta+ (1 = Db) < tf(a) + my(1 - Of (m_1> (4.2)
Ve
b
g(ta+ (1 —1)b) < tg(a) + my(1 - )g (m_2> 4.3)

yazilabilir. Ayrica

b 1
f fx)gx)dx = (b — a)f fta+ (1 —-t)b)g(ta+ (1 —t)b)dt (4.4)
a 0

esitligini gostermek kolaydir.
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(4.4) esitliginin sag tarafinda (4.2), (4.3) ve cd < %(CZ +d?) (c,d = 0) esitsizliklerini

kullanip degisken degisikligi yapilirsa

b
[ rerg@an

NID—‘

- a)f [{f(ta+ (1 —t)b)}* + {g(ta + (1 — t)b)}*]dt

< %(b —a) fol [(tf(a) +m;(1—-0t)f (mil))z + (tg(a) +m,(1—-t)g (%))2‘ dt

—5 0= [372@ +gmif (=) 4 gmr@r ()

1 1 by 1 b
Z 2 o242 _ -
+39%(@) +gmig (m2> +3mag(a)g <m2>]

o 5 - (2@ + g @) + mif@)f <mi1>

b b
2
4.
+mag(@g (o) + mir? (o) + m3g? ()| (45)
yazilir. Benzer sekilde

b
[ reg@an

Nlr—l

— ) f [ (th + (1 — DY + {g(th + (1 — H)P]dt

1 2 i
v-o [(tﬂb) #m1-0f (1)) +(co® +m - 09 () ]

INA
N =
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a

o= Lre) it () s hmrorr ()

+1 2(b)+1 2 2(a>+1 (b) <a>]
39 3ng m, 3ng g m,

b —
=222 ®) + 20) + mf 03f ()

a a a
bhg (o) + mir* () + ko (25 -

+m,g(b)g m, + mif m +mazg m, (4.6)
yazilir. (4.5) ve (4.6) esitsizlikleri yeniden yazilirsa (4.1)’deki istenilen esitsizlik elde

edilir ve boylece ispat tamamlanir.
4.6. (a, m) —konveks Fonksiyonlar i¢cin Yeni Integral Esitsizlikleri

Teorem 4.6.1. I, [0, 00) C [ olacak sekilde agik reel bir aralik, a,b € 1,0 <a < b < o

ve f:1 - R diferensiyellenebilir bir déniisiim olsun. @, m € (0,1], ¢ > 1 ve % + % =1

olmak tizere |f'|?, [a, b] lizerinde (@, m) —konveks fonksiyon ise bu durumda

b 1 (b
f(a);rf( )_b_af FO0)dx

1
: B ir@ie+an)r (D)
(P+1)(p+2)) a+1

<(b-a) (
dur.

Ispat: iki katli integraller i¢in Holder esitsizligi kullanilarak Lemma 3.3.2’den

‘f(a) +f)
2

1 b
= aJ- f(x)dx

<b_—af1f1|’t+1—tb—’ + (1 - s)b)||s — t|dtd
_zlooﬂa( b) = f'(sa+ (1 = b)lls — ¢ldeds
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_ 1 1
stan fo If'(ta + (1 — O)b)||s — t|dtds
+J: follf’(sa + (1 —s)b)||s — tIdtdsl

1 11 1
<(b-a) [(fo fo |f'(ta + (1 — t)b)lthds>q <L J;) |s — tlpdtds>p]

elde edilir. |f'|9, [a, b] lizerinde (@, m) —konveks fonksiyon oldugundan, t € [0,1] ve

a,m € (0,1] igin

45

If'(ta+ (1 -0)b)|7 < t*|f"(@)]7 +m(1 —t%)

yazilir. Dolayisiyla

‘f(a) +fB) 1
2

b
b_afa f(x)dx

|

<(b-a) l(jl jlls _ tlpdtds>p
1 1 q 1
X <fo fo (ta|f'(a)|q +m(1—t%) |f’ (%)| >dtd3)ﬂ

olur. Burada

1 1 1 N 1 2
fofols—tlpdtds=fo Uo(s—t)?’dt+fs(t—s)pdtlds=(p+1)(p+2)

Ve

by @1 +am|r (L)
f<5>| >dtds: a+1 -

fol fol (t“|f’(a)lq +m(l — )



54

oldugundan

f@+fm) 1 (°
> —b_afaf(x)dx

1
2 fIr@+amlp (@)Y
S(b_a)<(p+1)(;o+2)> ari

bulunur ve ispat tamamlanur.

Sonu¢ 4.6.1 Teorem 4.6.1°de @ = 1 segilirse, Teorem 4.6.1°deki esitsizlik Teorem
4.5.1°deki esitsizlige indirgenir. Eger « = m = 1 segilirse bu durumda da Teorem

4.6.1°deki esitsizlik Teorem 3.3.5’deki esitsizlige indirgenir.

Teorem 4.6.2. I, [0, ) c [ olacak sekilde acik reel bir aralik, a,b € [,0<a < b < o0
ve f:1 = R diferensiyellenebilir bir doniisiim olsun. &, m € (0,1] ve ¢ = 1 olmak {izere

|f'|9, [a, b] lizerinde (@, m) —konveks fonksiyon ise bu durumda

f@+f®) 1
2 b—a

jbf(x)dx

(b —a) [ 3@ +3a+D|f' (@] +m(2a® + 9a® + 13a) |f’(%)|q ‘
<
- 3 2+ D(a+ 2)(a+ 3)

dur.

Ispat: iki katl integraller i¢in power mean esitsizligi kullanilarak Lemma 3.3.2’den

‘f(a) +FB)
2

1 b
= af f(x)dx

b—a
<
2

ff|f’(ta+(1—t)b)—f’(sa+(1—s)b)||s—t|dtds
0o Jo
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b—a
<
2

1 1
U f If'(ta + (1 — O)b)|Is — tldeds
+j: follf’(sa + (1 —s)b)||s — tIdtdsl

1-2 1,1 2
S(b—a)[<f0f0|s—t|dtds> q(fofo|s—t||f’(ta+(1—t)b)|thds>q‘

bulunur. |f'|?, [a, b] lizerinde (a, m) —konveks fonksiyon oldugundan, t € [0,1] ve

a,m € (0,1] igin

45

If'(ta+ (1 -0)b)|7 < t*|f"(@)]7 +m(1 —t%)

dir. Dolayisiyla

‘f(a) +fB) 1
2

b
= afa f(x)dx

1

<(h-a <f1 flls - t|au:ds>1_a

1 1
x (jo fo s —t] (t“lf’(a)lq +m(l - %)

elde edilir. Burada

1

) o

1 1 1
|s — t|dtds = =
L ;

ve

q
) dtds

()

3(a®? +3a+4)|f'(@)|? + m(2a® + 9a? + 13a) |f’(%)|q
- 6(a + 1)(a + 2)(a + 3)

f f s — t] (t"‘lf’(a)lq +m(1 - %)
0 0
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oldugundan

f@+fk) 1
2 b—a

| o

(b —a) [ 3@ +3a+D|f' (@] +m(2a® + 9a’® + 13a) |f’(%)|q i
<
- 3 2+ D(a+ 2)(a + 3)

olur ve ispat tamamlanir.

Sonu¢ 4.6.2. Teorem 4.6.2°de a = 1 secilirse, Teorem 4.6.2°deki esitsizlik Teorem
4.5.2°deki esitsizlige indirgenir. Eger « = m = 1 segilirse bu durumda da Teorem

4.6.2°deki esitsizlik Teorem 3.3.6°deki esitsizlige indirgenir.

Teorem 4.6.3. f, g: [0,0) — [0, %) iki fonksiyon, 0 < a < b < o ve fg € L*([a, b])
olsun. a;, my, @, m, € (0,1] igin [a, b] araliginda f, (a;, m;) —konveks fonksiyon ve

g de (a,, m,) —konveks fonksiyon ise

1
b—a

b
f f()g(x)dx < min{Z,,Z,} 4.7)

olur. Burada

1

1
a1 @+ e 9@

Qa, +1)

z—l[
172

+ 204
(a; +1)Q2a; +1)

muf@f ()

my

+ 2a,
(a, + 1)Q2ay + 1)

N 2a? 5 2( b )
@+ Dea 0™

b
m,

myg(a)g (_)

N 2a3 5 2( b
(ay + D2y + 129 i,
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Ve

1

2 1 2
M ORE e TR0

a, +1)

z—l[
)

N 204
(a; +1DQRa; +1)

mafOf (1)

4 2a, ) a )
(ay + DQ2ay + 1) 1299

2a? ,(a
ta i ™, (m_l)

N 2a3 5 2( a )
m R—
(ay + D2y + 129 i,

dir.

Ispat: f, (a;,m;) — konveks fonksiyon ve g, (ay m,)— konveks fonksiyon

oldugundan, t € [0,1] igin

b
Flta+ (1 = Db) < t9f(a) +my(1 — ta)f (m—) (4.8)

1

Ve

b
g(ta+ (1 —D)b) < t%2g(a) + m,(1 — t%)g (m—) (4.9)

2

yazilabilir. Ayrica

b 1
f fx)gx)dx = (b — a)f fta+ (A —-t)b)g(ta+ (1 —t)b)dt (4.10)
a 0

esitligini gostermek kolaydir.

(4.10) esitliginin sag tarafinda (4.8), (4.9) ve cd < %(c2 + d?) (c,d = 0) esitsizliklerini

kullanip degisken degisikligi yapilirsa
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b
[ reag@as

NIH

~ Q) f [(f(ta + (1 — OB)P + {g(ta + (1 — )b)}2]de

- ) f [(t‘“f(a) +my(1 - t)f (- ))
+ <t“2g(a) +m,(1 —t*)g (%))2] dt

o-ol

NIH

f2(a) +

2
2a, + 1 Qo+ 09 @

204

b
t e T Dea )™ @f (m_1>

2a,
T T D, + D I @9 (m_2>

2a? b
(a1 +1)Q2a; +1) mif? (m_l)

2a3 b
(az + 1)(2a, + D" <m_2>l 4.11)

yazilir. Benzer sekilde

b
[ reag@as

Nlb—l

— ) f [ (th + (1 — DY + {g(th + (1 — H)P]dt

(b-a f [(t"‘lf(b)+m1(1—t“1)f< ))

2\
+ <t“2g(b) +m,(1 —t%2)g <m—2>> dt

NIH
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1
2a4 +1

1
f2b) + 5———9%(b)

1
=;0b-a) 2a, + 1)

204 b a
+ (a; + 1DQRa; +1) muf(b)f (m_1>

2a, a
T T D, D 9P (m_z)

N 2a?
(a; +1)Q2a; +1)

mif? (-

my

N 2a3 5 2( a
(t, + D+ 1) 29 o, (4.12)

elde edilir. (4.11) ve (4.12) esitsizlikleri yardimiyla (4.7)’deki istenilen esitsizlik elde

edilir ve boylece ispat tamamlanir.
Sonuc 4.6.3. Teorem 4.6.3’de a; = a, = 1 secilirse (4.1)’deki esitsizlik elde edilir.
4.7. log —konveks Fonksiyonlar i¢in Yeni Integral Esitsizlikleri

Teorem 4.7.1. a,b€l’ , a<b ve f:I'cR - (0,00) diferensiyellenebilir bir
doniisiim olsun. g > 1, %+ é = 1ve |f'|9, [a, b] lizerinde log —konveks fonksiyon ise

L pozitif reel sayilarin logaritmik ortalamasi olmak iizere

b 1 (b
f(a);rf( )_b_af FO0)dx

1

)5 [LAf @19, I (B)D]V4

<¢-9 (5o

olur.

Ispat: iki katl integraller icin Holder esitsizligi kullanilarak Lemma 3.3.2°den
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b 1 (b
‘f(a);rf( )_b—af oo
sb;af f If'(ta + (1 — )b) — f'(sa + (1 — s)b)||s — t|dtds
Y0 YO
b—alrt?
< > ff|f’(ta+(1—t)b)||s—t|dtds
Y0 YO

1 01
+J;J(-)|f’(sa+(1—S)b)||5—t|dtdsl

<(b-a) [(fol follf’(ta +(1- 1:)b)|thds>a <f01 folls — tlpdtds>p‘

elde edilir. |f'|9, [a, b] tlizerinde log —konveks fonksiyon oldugundan, t € [0,1] i¢in
If'(ta + (1 = D)9 < |f'(@I*|f"(B)| T~

yazilir. Dolayisiyla

‘f(a) +FB)
2

1 b
= af f(x)dx

1 1

<(b-a) [(fol fO1|S — tlpdtds>5 <f01 fol(|f’(a)|qf|f’(b)|q—qt)dtds>q

1 1
3 1 1 5 1 ’ 1 |fl(a)|q t q
=(b—a) (jo jo Is—tlpdtds> <fo {If (b)lqj;) Wl dt} dS)
olur. Burada

fol folls — t|Pdtds = fol l-foS(S —t)Pdt + fsl(t — s)pdtl ds = T 1)2(p 2

Ve
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s LI @]9]" o ,
[ firone [ If,(b)lq] afas =07 @re, )9

oldugundan

f@+f®) 1
2 b—a

fbf(x)dx

1

) i@l I @/

< (b 2
<¢-9 (5o

bulunur ve ispat tamamlanir.

Teorem 4.7.2. a,b€l’, a<b ve f:I' c R - (0,00) diferensiyellenebilir bir
dontisim olsun. g = 1 ve |f'|?, [a, b] tizerinde log —konveks fonksiyon ise L pozitif

reel sayilarin logaritmik ortalamasi olmak tizere

f@+fm) 1 (° (b —a) [LUf" @)% |f'(b)|D)
2 _b—af f(x)dx‘g - 2
a 3'7q
2L @19, 1" (D)) = (f' (@7 + |f' (b)) a
[in(lf"(@)]9) — In(lf' (b)[9)]?
dir.

Ispat: iki katl1 integraller icin power mean esitsizligi kullanilarak Lemma 3.3.2’den

‘f(a) +FB)
2

1 b
= af f(x)dx

—ff|f’(ta+(1—t)b)—f’(sa+(1—s)b)||s—t|dtds
[Jo Jo

[ 1 1
j f |f'(ta + (1 — t)b)||s — t|dtds
| /0 0

1 01
+f0J(-)|f’(sa+(1—5)b)||5—t|dtd5
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1
1—=
q

1 1 1 1 l
g(b—a)l(ff|s—t|dtds> (jf|s—t||f’(ta+(1—t)b)|thds>q‘

elde edilir. |f'|9, [a, b] tizerinde log —konveks fonksiyon oldugundan, t € [0,1] igin

If'(ta+ (1 - b7 < |f'(@]|f" (BT~

yazilir. Dolayisiyla

‘f(a) +FB)
2

1 b
5 —af f(x)dx

1,1 1= 1 1 1
S(b—a)(fo f |s—t|dtds> q(j ] Is—tI(If’(a)I"tlf’(b)lq‘qt)dtds)q

olur. Burada

1 ,1 1
j j |s — t|dtds = =
0o Jo 3

Ve
1 1
j j s — e (F @I If ()70 deds
0 0
_LUF@IIF B | 2L @IL L G)ID = AF @I + 17 B)1)
2 n(f @19 — n(f BT
oldugundan
f@+fB) 1 (P
‘ 2 - afa fodx

b-a) lL(If'(a)Iq. F O | 2LAf @I 17 (I = (f (@l + If7(B)| )|
- 1

2 [In(If"(@)]9) = In(|f"(B)|D]?

3'7q

bulunur ve bdylece ispat tamamlanir.

1
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Teorem 4.73. a,b€l, a<b ve i =1,23,..,n olmak iizere f;:] € R — (0,)
log — konveks fonksiyonlar olsun. Bu durumda L pozitif sayilarin logaritmik

ortalamasini géstermek tizere

bia_[abﬁfi(x)dxSL(ll[fi(a)'ﬁfi(b)> (4.13)

olur. f; fonksiyonlar1 pozitif log —konkav fonksiyonlar ise bu durumda (4.13) esitsizligi

yon degistirir.

ispat: i=123,..,n olmak iizere f; fonksiyonlar1 log — konveks fonksiyonlar

oldugundan her a,b € I ve t € [0,1] igin
fita + (1 = 0b) < [fi@][fi()] " (4.14)
yazilabilir. (4.14) esitsizliginde { = 1,2,3,...,n icin
fita + (1 = 0)b) < [fi(@]*[fi(1)]*9
fa(ta+ (1 - 6)b) < [L@] [/(B)]*7?
fa(ta+ (1 - 6)b) < [L@] [f(B)]*77

futa+ (1 — Ob) < [f(@] [f(b)]OD

yazilir. Bu esitsizlikler taraf tarafa ¢arpilirsa, her a, b € I ve t € [0,1] igin

n - n 1tr n
Hfi(ta+(1—t)b)s ﬂﬁ-(a) [ﬂfi(b)l

= @]
=| | i(b) [ ] (4.15)
;[ i=1 fi(b)

1-
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elde edilir. (4.15) esitsizliginin [0,1] {izerinden t’ye gore integrali alinirsa,

s, P

olur. Burada

folﬁfi(ta+(1—t)b)dt=ﬁjabﬁfi(x)dx

Ve

” ;Eb;] _ ?zllﬁ(b)LQjﬂ(a),l:[ﬁ(b))

oldugundan ispat tamamlanir.
Sonugc 4.7.1. Teorem 4.7.3’de n = 1 alinirsa, (3.6) esitsizligi elde edilir.

Teorem 4.74. ab€l, a<b ve i =1,23,..,n olmak iizere f;:] € R — (0,)
log — konveks fonksiyonlar olsun. Bu durumda L pozitif sayilarin logaritmik

ortalamasini géstermek iizere

= f ljlfl(t)df < —a) {@f ol (ﬂﬁ<a> ﬂﬁx))
+(b —x)L (ﬁfi(x), ﬁfi(b))} (4.16)

i=1 i=1

dir. Eger i = 1,2,3, ..., n i¢in f; fonksiyonlar1 pozitif log —konkav fonksiyonlar ise

1 p T 1 n n
h— afa L_l[fi(t)dt > xrél[%] b—a) (x—a)lL (L[ﬁ(a),ll:l[ﬁ.(x))

ﬁ(x)ﬂﬁ(b))} @.17)

+(b —x)L <

olur.
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Ispat: i = 1,2,3,...,n olmak iizere f; fonksiyonlar1 log —konveks fonksiyonlar olsun.

Bu durumda Teorem 4.7.3’den her x € [a, b] i¢in

f: f:ﬁ(t)dt
- fx:_l[fi(t)dt + fbﬁfi(t)dt
@ =1 X =1
<(x-a)l (ﬁfi(a), ﬁfi(X)> + (b —x)L (ﬁfi(x), ﬁfi(b)>

yazilir. Béylece (4.16)’daki istenilen esitsizlik elde edilmis olur.

Benzer sekilde, i = 1,2,3, ..., n olmak {iizere f; fonksiyonlar1 log —konkav fonksiyonlar

olsun. Bu durumda Teorem 4.7.3’den her x € [a, b] i¢in

| bﬁﬁ-(t)dt
= fxﬁfi(t)dt + fb ﬁfi(t)dt
a =1 X =1
> (x—a)L (ﬁﬁ-(a). ﬁﬁ-(x)) + (b =L (ﬁﬁ-(x). ﬁﬁ-(b))
i=1 i=1 i=1 i=1

yazilir. Boylece (4.17)’deki istenilen esitsizlik elde edilmis olur.
Sonug 4.7.2. Teorem 4.7.4’de n = 1 alinirsa, Teorem 3.3.8deki esitsizlikler elde edilir.

Teorem 4.7.5. f,g: 1 € R = (0,) log-konveks fonksiyonlar olsun. a,b €  vea < b

olmak tizere
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()03 vorers o+ sonas- o)

f@f®) er g(a)g(b) (4.18)

dir.

Ispat: t € [0,1] igin

a+b ta+(1—-t)h (1—-t)a+tb
7= 5 + > (4.19)

esitligi yazilabilir. cd < %[62 +d?] (¢,d = 0) temel esitsizligini ve (4.19) esitligini

kullanarak

0l
<A (5w ()

(ta+ (1- t)b (1- t)a+tb>
2

Il
l\)lb—\

,(ta+(1—-t)b (1—-t)a+tb
(e )

< H{l(Fta+ (@ = b)Y [(F(1 - a + ) V?]

NID—\

+(g(a+ (1 = 00| [(9((1 - Da + )]}

= Z[f(ta + (L= DB)F(L ~ Da + tb)

+g(ta+ (1 —t)b)g(1 —t)a + th)] (4.20)

bulunur. f ve g, log —konveks fonksiyonlar oldugundan a, b € I ve t € [0,1] i¢in
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%[f(ta +(1-t)b)f(1—t)a+th)+g(ta+ (1 —t)b)g(1 —t)a+ th)]

< %{[f (@I IfF OICPIf @1 D] + L9 (@] [g (0] P[g(@)]*PLg (b)]*}
_fa)f ) er g(a)g(b) @21)
elde edilir. (4.21) esitsizligi (4.20)’de yerine yazilirsa
f(a er b)g (a er b) < %[f(ta + (1 -t)b)f(1 —t)a+th)
+g(ta+ (1 —-¢t)b)g(1 —t)a+th)]
< f@)f ) + g(a)g(b) (4.22)

2

olur. (4.22) esitsizliklerinin her tarafinin t’ye gore [0,1] tizerinden integrali alinirsa
(a + b) (a + b)
IN—=27)9(=

1 b
r—a f [f(x)f(a+b—x)+gx)gla+b— x)]dxl (4.23)

1
< —
2

ve

1[ 1 (P
flmfa [f(x)f(a+b—x)+g(x)g(a+b—x)]Xm

L f@f®) +g(a)g(d)
B 2

(4.24)

elde edilir. (4.23) ve (4.24) esitsizlikleri birlestirilerek (4.18)’deki istenilen esitsizlik

bulunur ve bdylece ispat tamamlanir.
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Teorem 4.7.6. f,g: 1 c R — (0, ) iki log —konveks fonksiyon a,b €  vea < b

olsun. Bu takdirde L, pozitif reel sayilarin logaritmik ortalamasini gostermek tizere
5 (a + b) (a + b)
)9l

1
b—a

<

b
f [F2(0) + g?(@)]dx

_f@+f®) g(a) +g(b)
- 2 2

L(f(a),f(b)) + L(g(a), g(b)) (4.25)

dir.

Ispat: Hera,b €1 vet € [0,1] igin (4.22) esitsizliginden

f(a ; b)g (a er b) < %[f(ta + (1 - 0b)f(1—t)a +tb)

+g(ta+ (1 —t)b)g(1 —t)a + th)]

yazilarak bu esitsizligin sag tarafinda cd < %[c2 +d?] (¢,d =0) temel esitsizligi

kullanilirsa

b M1
f(a;r )g(a;r )Sz[fz(ta+(1—t)b)+f2(1—t)a+tb)

+g2%(ta+ (1 —t)b)+g*(1 — t)a + tb)] (4.26)
elde edilir. f, g fonksiyonlar1 log —konveks oldugundan
[f2(ta+ (1 —t)b) + f2(1 — t)a + tb)
+g%(ta+ (1 —t)b)+g%(1 — t)a + th)]
< {F@PF)IF29 + [f (@] *29[f (b)]*

+[g(@)]*[g(B)1? 2D + [g(@)]* 2 [g(b)]**}
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f@ | ., l@ “
[f (b) 0] + f%(a) @
2t
+g9°(b) lggb; +g°(a )lg( ) ] (4.27)

yazilir. (4.26) ve (4.27) esitsizliklerinin her iki tarafinin [0,1] {izerinden t’ye gore

integrali alinirsa

2 (S)(S50) <52 [ 1200 + g2 o0a (@.28)

Ve

1 b
| 11200 + g?(olax

£ () 2t , 1 @n
s(fz(b)fo 0) d1:+f(a)f0 [f(a)l dt

, g@]* , g()“
o [[[00] wreo [ [45] «)

( [ e | ‘ O ]
=| f2(b) + f?(a)
\ 2In ((b))o Zl"(f(aDO

fa)
+ g2(b) |2
2ln (g(a))

[g(b) 2t
+ g2(a) g(a)
g(b)

i (G@)),

21( fi(a) = f2(b) N f2(b) - f*(@)
2[inf(a) = Inf(b)] * 2[Inf(b) — Inf(a)]

L F@W-g® PO -gW )
2[In(g(@) — In(g(b))] * 2[in(g(b)) — In(g(a))]
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(T L@, r o) +

C1(f(@) +f(b) (@) + f(b)
_ _<— L B), f(@)

+g(a)J2rg(b)

g(a) + g(b)

L(g(a),g(b)) + >

L(g(b),g(a))>

_ {f(a) + f(b) g(a) + g(b)

3 L(f(a), f (b)) + 3 L(g(a),g(b))} (4.29)

elde edilir. (4.28) ve (4.29) esitsizlikleri birlestirilerek (4.25)’deki istenilen esitsizlik

bulunur ve bdylece ispat tamamlanir.
4.8. Quasi —konveks Fonksiyonlar Icin Yeni Integral Esitsizlikleri

Teorem 4.8.1.a, b€ ,a<b ve f:I'c R—-> R diferensiyellenebilir bir déniisiim
olsun. Bu durumda q > 1, %+ % =1 ve |f'|?, [a,b] lzerinde quasi — konveks

fonksiyon ise

f@+f®) 1
2 b—a

fbf(x)dx

1

)} tmax(if @I, 1 I1

<¢-9 (57

dir.

Ispat: iki katl1 integraller icin Holder esitsizligi kullanilarak Lemma 3.3.2°den

f@+f®) 1 (°
‘ 3 —b_aj;f(x)dx

<25 7 : Uo f01|f’(ta + (1= t)b) = f'(sa+ (1 = s)b)|ls — t|dtds
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_ 1 1
stan fo If'(ta + (1 — O)b)||s — t|dtds
+J: follf’(sa + (1 —s)b)||s — tIdtdsl

1 11 1
<(b-a) [(fo fo |f'(ta + (1 — t)b)lthds>q <L fo |s — tlpdtds>p‘

elde edilir. |[f'|9, [a, b] lizerinde quasi —konveks fonksiyon oldugundan, t € [0,1] igin

If'(ta+ (1 = )b)|7 < max{lf' (@)% |f'(b)19}

yazilir. Dolayisiyla

‘f(a) ION
2

1 b
= aj f(x)dx

1

1 1
<(b-a) [(jol ]01|s _ tlpdtds>p (Ll jolmax{lf’(a)lq, If’(b)lq}dtds>q

olur. Burada

fol folls — t|Pdtds = fol l-foS(S —t)Pdt + fsl(t — s)pdtl ds = T 1)2(p 2

Ve

1 1
j f max{|f (@)% |f' (b)Y} deds = max{|f' (@)1, |f'(b)|9}

oldugundan

f@+f®) 1
2 b—a

jbf(x)dx

1

)’ max(lf @ I )]0

= (b_a)((p+1)(p+2)

bulunur ve ispat tamamlanir.
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Teorem 4.8.2. a,b €I, a<b ve f:I' c R > R diferensiyellenebilir bir déniisiim

olsun. Bu durumda q > 1 ve |f'|9, [a, b] lizerinde quasi —konveks fonksiyon ise

(b—a)
3

f@+f(b)

<
2

1
(max{|f' ()|, |f'(b)|7}a

1 b
= af f(x)dx
dir.

Ispat: iki katli integraller i¢in power mean esitsizligi kullanilarak Lemma 3.3.2’den

b 1 (P
‘f(a);rf( IR
_ [ ~1 1
sza f f If'(ta + (1 = )b) — f'(sa + (1 — s)b)||s — t|dtds
b—alr!?
= jf|f’(ta+(1—t)b)|ls—t|dtds
0] 0

+j: follf’(sa + (1 —s)b)||s — tIdtdsl

1,1 1-1 1 01 2
<(b-a) (f()f()ls—tldtds) q(]OjoIs—t||f’(ta+(1—t)b)|thds>q

elde edilir. |f'|9, [a, b] tizerinde quasi —konveks fonksiyon oldugundan, t € [0,1] igin
If'(ta + (1 = ©)b)|? < max{|f' (@)%, |f"(b)|?}

yazilir. Dolayisiyla

f@+fk) 1
2 b—a

fbf(x)dx

1

1-2 1,1
s(b—@(fo f |s—t|dtds> q(f f Is—tl(max{lf’(a)l",If’(b)lq})dtds>q

olur. Burada
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[ ;
|s — t|dtds = =
0o Jo 3

Ve

max{|f' ()9, |f' (b))}
3

f f s — ¢l (max{|f' @4, |f' (b)|“Ddeds =
0 0

oldugundan

(b—a)
3

(max{lf' (@9 If'(b)17H4

<

f@+fk) 1
2 b—a

fbf(x)dx

bulunur ve ispat tamamlanir.

4.8.1. Ozel ortalamalar i¢in uygulamalar

Onerme 4.8.1.1.0 < a < b, n € N ve n > 2 olsun. Bu durumda her g > 1 i¢in

=

2
|A(an’ bn) _ Lﬁ(a, b)I < n(b _ a) < > [max{aq(n—l)’be(n—l)}]l/q

r+DP@+2)

olur.

Ispat: x € [a, b] olmak iizere Teorem 4.8.1°¢ f(x) = x™ quasi —konveks déniisiimii

uygulanirsa istenilen sonug elde edilir.

Onerme 4.8.1.2. ¢ > 1 ve 0 < a < b olsun. Bu durumda

1

1
)p [max{a=29,p=24}]1/4

+DP@+2)

I3 (a,b) — A(a=L,b~1)| < (b — ) (

olur.
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Ispat: x € [a, b] olmak iizere Teorem 4.8.1°de f(x) =§ quasi —konveks doniistimii

uygulanirsa istenilen sonug elde edilir.

Onerme 4.8.1.3.9 > 1, 0 < a < b,n € N ve n > 2 olsun. Bu takdirde,

nb—a
|A(a™, b™) — L%(a,b)| < % [max{a?®D, b‘I(”_l)}]l/q

dir.

Ispat: x € [a, b] olmak iizere Teorem 4.8.2°de f(x) = x™ quasi —konveks déniisiimii

uygulanirsa istenilen sonug elde edilir.

Onerme 4.8.1.4. ¢ > 1 ve 0 < a < b olsun. Bu durumda

(b —

[L7Y(a,b) —A(a™1, b~ 1)| < ) [max{a=24,p~24}]1/a

dir.

Ispat: x € [a, b] olmak iizere Teorem 4.8.2°de f(x) = % quasi —konveks doniisiimii

uygulanirsa istenilen sonug elde edilir.

4.9. s —konveks Fonksiyonlar I¢in Yeni Integral Esitsizlikleri

Teorem 4.9.1.a,b €I, a<b ve f:1 c[0,0) > R, I'’de diferensiyellenebilir bir
donitisim olsun. g > 1, %+% =1 ve s; € (0,1] olmak tizere |f'|9, [a, b] lzerinde

ikinci anlamda s; —konveks fonksiyon ise

b 1 (b
f(a);rf( )_b—a_f F0)dx

<(b- )(

(p+ 1)(P + 2)

5 [1F (@17 + If (B)]]°
s;+1

dir.
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Ispat: iki katl integraller icin Holder esitsizligi kullanilarak Lemma 3.3.2°den

b 1 (b
\ﬂ@;f()_b_aff&mx
sb;af f If'(ta + (1 — )b) — f'(sa + (1 — s)b)||s — t|dtds
Y0 YO
b—alrt?
< > ff|f’(ta+(1—t)b)||s—t|dtds
Y0 YO

1 01
+f0 fo If'(sa+(1—s)b)lls - tldtdsl

1

1 1 l 1 1 D
<(b-a) (] j |f’(ta+(1—t)b)|thds>q (f f Is—tlpdtds>p

elde edilir. |[f'|?, [a, b] tizerinde ikinci anlamda s; —konveks fonksiyon oldugundan,

t € [0,1] ve s; € (0,1] igin
If'(ta+ A =D < e |f' (@7 + (1 = O)f' (D)1

yazilir. Dolayisiyla

f@+fb) 1
2 b—a

f?mm

1 1

< (b-a) <f01 f01|s — tlpdtds>5 (fol fol(tsqf'(a)w +(1- t)sllf’(b)lq)dtds>q

olur. Burada

1 1 1 N 1 2
fofols—tlpdtds=fo Uo(s—t)?’dt+fs(t—s)pdtlds=(p+1)(p+2)

Ve
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1l ' q "(h)|a
[ [ e=ir@ie + a-osirinas = OO
0 J0 1

oldugundan

f@+f®) 1 (°
> —b_aLf(x)dx

2 >% llf’(a)lq + If’(b)lqr/q

S(b_a)((p+1)(p+2) s;+1

bulunur ve ispat tamamlanir.

Sonu¢ 4.9.1. Teorem 4.9.1°de s; = 1 segilirse, Teorem 4.9.1°deki esitsizlik Teorem

3.3.5°deki esitsizlige indirgenir.

Teorem 4.9.2. a,b €1°,a<b ve f:1 c[0,0) > R, I"’de diferensiyellenebilir bir
dontistim olsun. g = 1 ve s; € (0,1] olmak tizere |f'|9, [a, b] {izerinde ikinci anlamda

s; —konveks fonksiyon ise

b 1 b
f(a)‘;f( )_b_af F0)dx
1
(b—a) st+3s;+4 a ) 1
R <2<s1 F DG+ 206 3)) (F @17 +1f' )17
olur.

Ispat: iki katli integraller i¢in power mean esitsizligi kullanilarak Lemma 3.3.2’den

b 1 (b
f(a);rf( )_b—af F0)dx

<25 7 : Uo flf’(m + (1= t)b) = f'(sa+ (1 = $)b)l|s — t|dtds
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_ 1 1
< bTaU j IF'(ta + (1 — Ob)||s — t|dtds

+f01 follf’(sa + (1 —5s)b)||s — tIdtdsl

1-2 1,1 2
S(b—a)[<f0f0|s—t|dtds> q(fofo|s—t||f’(ta+(1—t)b)|thds>q‘

elde edilir.

|14, [a, b] lizerinde ikinci anlamda s; —konveks fonksiyon oldugundan, t € [0,1] ve

s1 € (0,1] igin

[f'(ta + (1 =0Ob)|T < t1|f' (@] + (1 =) |f' (D)

yazilir. Dolayisiyla

b 1 (b
f(a);rf( )_b—a_f F)dx

1,1 1-2
S(b—a)(fjls—tldtds) !
0 0

1 1
x ( j j s — ¢1(5 | F (@)% + (1 - t)sllf’(b)lq)dtd5>
0 0

1
q

olur. Burada

1 ~1 1
j j |s — t|dtds = =
0o Jo 3

Ve

f f s — 1 |F @17 + (1 — 5| (B)|9)deds
0 0

3 s?+3s;+4
T 2(s; + 1) (sy + 2)(sy +3)

(f @I* + 1 ()19)
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oldugundan
f@+fm) 1 P
> 3= aja fx)dx
1 5 1
1\'"q s?+3s;+4 a , 1
<t-o3) (2(51 P 3)> (F @I+ IF @)1

bulunur ve ispat tamamlanir.

Sonug¢ 4.9.2. Teorem 4.9.2°de s; = 1 segcilirse, Teorem 4.9.2°deki esitsizlik Teorem

3.3.6’daki esitsizlige indirgenir.

4.9.1. Ozel ortalamalar i¢in uygulamalar

Onerme 4.9.1.1.0 < a < b ve 0 < 5; < 1 olsun. Bu durumda her g > 1 igin

2s,(b—a) ( 1

L \p+ D@ +2)

1
)” [4(a?6:=D, patsi=1)] 4
(sq + 1)a

|A(a51,bsl) — Lii(a, b)| <
olur.

Ispat: Teorem 4.9.1°de f:[0,1] » [0,1], f(x) = x5t ikinci anlamda s; — konveks

fonksiyonu kullanilirsa istenilen sonug elde edilir.

Onerme 4.9.1.2.0 < a < b ve 0 < s; < 1 olsun. Bu takdirde her g > 1 icin

|A(a51, bs1) — Lii(a, b)|
1

>q [A(a¢:D), bq(sl—l))]l/q

< s

(b—a)( s?+3s,+4

1—% (s; + 1(s; +2)(s; + 3)

3

dir.
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Ispat: Teorem 4.9.2’de f:[0,1] — [0,1], f(x) = x5t ikinci anlamda s; — konveks

fonksiyonu kullanilirsa istenilen sonug elde edilir.
4.10. r —konveks ve h —konveks Fonksiyonlar I¢in Yeni Integral Esitsizlikleri

Teorem 4.10.1.a,b € I, a < b ve f:I' € R - R, diferensiyellenebilir bir déniisiim
olsun. g > 1, %+ é =1 ve |f'|?, [a, b] lizerinde pozitif r —konveks fonksiyon ise

L.(.,.), pozitif reel sayilarin r. kuvvetlerinin genellestirilmis logaritmik ortalamasini

gostermek lizere

f@+fk) 1
2 b—a

fbf(x)dx

[uy

2 P , ,
<(b-a) ((p T 2)) L. (If (@4, [f () D]Ve

dir.

Ispat: iki katl1 integraller icin Holder esitsizligi kullanilarak Lemma 3.3.2°den

f(a) + f(b) 1 (P

‘ > —b_aLf(x)dx

< b;a :J:f:lf’(ta+ (1—6)b) — f'(sa + (1 — s)b)||s — t|dtds
b—al (' r?

< ' 1—t)b)||s — t|dtd

<=5| || vrcea+ = omis  elaeas

1 01
+J;J(-)|f’(sa+(1—S)b)||5—t|dtdsl

1

<(b-a) (fol follf’(ta +(1- 1:)b)|thds>a <f01 folls — tlpdtds>§
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elde edilir.

|f'|4, [a, b] tizerinde r —konveks fonksiyon oldugundan

CF @I+ A= OIf B)TF %0
If'(ta+ (1 —0)b)|? < (4.30)

If (@191 f" (D)9~ % r=0

dir. Dolayisiyla, r = 0 i¢in Teorem 4.7.1°deki durum ortaya ¢ikar. v # 0, —1 olsun. Bu
durumda |f'(a)|? # |f'(b)]? igin (4.30) dan

‘f(a) +FB)
2

1 b
5 —af f(x)dx

1 1

< (b—a) l(fol f:|s - tlpdtds>5 (fol fol(ﬂf'(a)w +(1- t)|f'(b)|qr)%dtds>q

_ 1
~ 2 5[ 1] e (wyr ’
-0-9|(GHp57) (fo [j.fr@.qr O — @ d”‘ ds)

=0b-a)

( 2 )p< r |f'(b)|q<r+1>—|f'(a)|q<r+1>>5
G+DE+2) \r+l PO - @

1

) 1L @I 1 D1

=b-a) <(p+ D(p+2)

yazilir. |f'(a)|? = |f'(b)|? i¢in ise benzer sekilde

‘f(a) +FB)
2

1 b
5 —af f(x)dx

1

l 1 1
s(b—a)[<f0 fols—tlpdtds)p<f0 fo(t|f'(a)|qr+(1—t)|f'(b)|qr)%dtds)q
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=(b-a) l(jl jlls - trI’”dtds>5 (If’(a)lq)%

1

2 P , , )
== (GrpeTs) L0 @I eI

elde edilir. Son olarak, r = —1 olsun. Bu durumda |f'(a)|? # |f'(b)|? igin

f@+fd 1 (°
> —b_ajaf(x)dx

l 1 1
S(b—a)[(foj;)ls—tlpdtds>p<f0 fo(t|f'(a)|-q+(1—t)|f’(b)|-Q)-1dtds>

1

1 1 a
=<b_a>((p+;(p+z)>;<[[ 1 JH

IFF e [f (@ F@H

1
q

1

1
_ (b 2 (. , lnlf’(a)l"—lnlf’(b)lql )a
=¢-a ((p+1)(p+2)> (]0 Ilf @ O == rme |4

|

Loy (If (@9 1f ()]

=(®-a) ((p + D+ 2))p [

bulunur. |[f'(a)|? = |f'(b)|? i¢in ise benzer sekilde

‘f(a) +fB) 1
2

b
5 _afa f(x)dx

1

< (b—a) l(fol f:|s - tlpdtds>5 (fol fol(ﬂf'(a)w +(1- t)|f'(b)|qr)%dtds>q
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1

1 1 oy
- b -a) (j [ |s—t|pdtds>p<|f'(a)|qﬁ

1

) s @I, (@)1

=0~ (5o

elde edilir. Dolayisiyla her durum icin istenilen sonuc¢ elde edildiginden ispat

tamamlanir.

Teorem 4.10.2. a, b€, a<b ve f:Ic R—> R, I’ *de diferensiyellenebilir bir

dontigiim olsun. g > 1 ve %+ % = 1 olmak iizere [a, b] araliginda |f'|? € SX(h,I) ise

f@+f®) 1
2 b—a

1 1 1
1 p(If'(@IT+|f'(D)Ia [ ! q
SZ(b—a)<(p+1)(p+2)) ( - ) (fo h(t)dt)

| o

1

J— ! ! l 1 a
_20 az) (If (@) ; If (b)"’>q ( j h(t)dt>q
(p+1)p ’

dir.

Ispat: iki katl1 integraller icin Holder esitsizligi kullanilarak Lemma 3.3.2°den

‘f(a) +FB)
2

1 b
| feodx

_ 1 1
staU f If'(ta + (1 — O)b) — f'(sa+ (1 — s)b)||s — t|dtds
0 0
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_ 1 1
stan fo If'(ta + (1 — O)b)||s — t|dtds
+J: follf’(sa + (1 —s)b)||s — tIdtdsl

(flfllf’(ta +(1- t)b)lthd5>2 <f1f1|s — tlpdtds>1
0 J0 0 J0

elde edilir. |f'|? € SX(h,I) oldugundan, t € (0,1) igin

<(b-a)

If'(ta + (1 = t)b)|7 < h(OIf " (@7 + h(1 = OIf" ()]

yazilir. Dolayisiyla

‘f(a) +FB)
2

1 b
5 —af f(x)dx

1

1
1 1 D 1 1 aq
S(b—a)[(jojols—tlpdtds>p<fo foh(t)lf’(a)lq+h(1—t)|f’(b)|thds>q

[y

=(b—a) <f1f1|s — 1:|”dtds>5
o Jo

1 1 1
x(f [lf’(a)qu h(t)dt+|f’(b)|qf h(l—t)dtl ds)q

olur. Burada

fol folls — t|Pdtds = fol Uos(s —t)Pdt + [(t — s)Pdtl ds = T 1)2(p 2

\

jolh(t)dt = folh(l —t)dt
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oldugundan

f@+fm 1 (P
‘ 2 _b—a_l;f(x)dx

S|

1 1
1 LA @I+ (D)9 [ (* a
<(b-a) ((p+1)(p+2)) 2P2q< > ) (fo h(t)dt)

1

1 1
B 1 p(If @I+ If' D)7\ [ (! q
=20b-a) ((p +D(p + 2)) ( 2 > (fo hmdt)

olur. Ayricap > 1 i¢in oldugundan

< 1
(p+1D)(p+2) ~ (p+1)2

1

1 1
1 p (If @I+ |f' DI (T a
2(b=a) ((p +1D(p + 2)) ( 2 > (fo h(t)dt>

1 1

_20- az) (If’(a)lq + |f'(b)|q>q (flh(t)clt)a
o+ 1) 2 0

yazilir ve bdylece ispat tamamlanur.

Sonu¢ 4.10.1. Teorem 4.10.2°de h(t) = t secilirse, Teorem 4.10.2’deki birinci esitsizlik

Teorem 3.3.5’deki esitsizlige indirgenir.

Sonu¢ 4.10.2. Teorem 4.10.2°de h(t) =% secilirse, Teorem 4.10.2°deki ikinci

esitsizlikteki tst sinir Teorem 3.3.3’deki iist smirdan ve Teorem 4.10.2°deki birinci

esitsizlikteki tist simir da Teorem 3.3.5°deki iist sinirdan daha iyi bir iist siir olur.
Ayricaa =4 ,a € N olmak iizere h(t) = 2 secilerek ¢ok daha kiigiik st sinirlar elde

edilebilir.
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5. TARTISMA ve SONUC

Arastirmanin esasini olusturan dordiincii boliimde, bazi farkli tiirden konveks
fonksiyonlar i¢in Holder ve power mean esitsizlikleri kullanilarak Hermite-Hadamard
tipli esitsizlikler ve genellestirmeler, log — konveks fonksiyonlar igin Gill et al.
tarafindan elde edilen esitsizliklerin genellestirmeleri ve diger yeni integral esitsizlikleri

elde edilmistir.

Konuyla ilgilenen arastirmacilar, ii¢iincii boliimde verilen

b 1 (b
f(a)Jer( )_b—a,[ F)dx

_ 1 1
zb_za ] f {f'(ta+ (1 —0)b) — f'(sa+ (1 —s)b)} (s — t)dtds

esitliginden, Minkowski, Ters Minkowski ve Young esitsizlikleri gibi temel
esitsizliklerden faydalanarak dordiincli bolimde elde edilen Hermite-Hadamard tipli
esitsizliklere benzer yeni esitsizlikler, genellestirmeler ya da Jensen tipli esitsizlikler

elde edebilirler.

Doérdiincii boliimde ise tanimlanan E — m — konvekslik tiirleri iizerine daha ileri
calismalar yapilabilir ve bu tiirden konveks fonksiyonlar i¢in yeni Hermite-Hadamard
ve Jensen tipli esitsizlikler elde edilebilir. Ayrica, E — m —konveks fonksiyonlar i¢in
E —konveks programlamaya benzer sekilde E — m —konveks programlama problemi

tanimlanabilir ve bu programlama iizerine yeni sonuclar elde edilebilir.
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