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Fen Bilimleri Enstitüsü 

Orta Öğretim Fen ve Matematik Alanları Eğitimi Anabilim Dalı  

Danışman        : Prof. Dr. M. Emin ÖZDEMİR 

Ortak Danışman : Prof. Dr. Sever S. DRAGOMIR 

Bu tezde, bazı farklı türden konveks fonksiyonlar incelenerek bu türden konveks fonksiyonlar 

için integral eşitsizlikleri elde edilmiştir. İlk bölüm giriş niteliğinde olup, bu bölümde konveks 

fonksiyonlar ve eşitsizlikler ile ilgili günümüze kadar yapılan çalışmalar hakkında bilgiler 

verilmiştir. Tezde kullanılan temel tanımlar, teoremler ve pozitif reel sayıların bazı özel 

ortalamaları ikinci bölümde verilmiştir. Üçüncü bölümde, ilk olarak ܧ െkonveks küme, güçlü 

ܧ െkonveks küme, ܧ െkonveks, yarı  ܧ െkonveks, ܧ െquasi konveks, güçlü ܧ െkonveks ve 

yarı güçlü ܧ െkonveks fonksiyon kavramları verilmiştir. Daha sonra, diğer bazı farklı türden 

konveks fonksiyonlar ve bu fonksiyonlarla ilgili temel özellikler verilmiştir. Son olarak da 

konveks fonksiyonlar için Hermite-Hadamard tipli eşitsizlikler ile birlikte bu eşitsizliklerin ve 

bu tezde elde edilen yeni eşitsizliklerin bazılarının ispatında kullanılan lemmalar verilmiştir. 

Dördüncü bölümde ilk olarak ܧ െ ݉ െkonvekslik kavramları tanımlanarak bu türden konveks 

fonksiyonlar için Hermite-Hadamard tipli integral eşitsizlikleri elde edilmiştir. Daha sonra 

sırasıyla ݉ െ konveks, ሺߙ, ݉ሻ െ konveks, ݈݃݋ െ konveks, ݅ݏܽݑݍ െ  konveks, ݏ െ konveks, 

ݎ െ konveks ve ݄ െ konveks fonksiyonlar için yeni integral eşitsizliklerinin yanı sıra bazı 

genelleştirmeler elde edilmiştir. Ayrıca bu eşitsizliklerin bazılarının ispatında iki katlı integraller 

için Hölder ve power mean eşitsizlikleri kullanılmış ve çalışmada elde edilen sonuçlardan 

birçoğunun literatürü desteklediği gözlemlenmiştir. 

2010,  88 sayfa 

Anahtar Kelimeler: Eşitsizlikler, ܧ െ konvekslik, ܧ െ ݉ െ konvekslik, ݉ െ konveks 
fonksiyon, ሺߙ, ݉ሻ െkonveks fonksiyon,  ݈݃݋ െkonveks fonksiyon, ݅ݏܽݑݍ െkonveks fonksiyon, 
ݏ െkonveks fonksiyon, ݎ െkonveks fonksiyon, ݄ െkonveks fonksiyon.  
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ABSTRACT 

Ph. D. Thesis 

INTEGRAL INEQUALITIES FOR SOME DIFFERENT TYPES OF CONVEX 
FUNCTIONS 

Erhan SET 

Atatürk University 

Graduate School of Natural and Applied Sciences 

Department of Secondary School Science and Mathematics Education 

Supervisor    : Prof. Dr. M. Emin ÖZDEMİR 

Co-supervisor : Prof. Dr. Sever S. DRAGOMIR 

In this thesis, some different types of convex functions were analyzed and integral inequalities 

were obtained for those types of functions. First part is the introduction part that includes 

information about the studies that have been performed on convex functions and inequalities 

until now. Basic definitions, theorems and some special means of positive real numbers which 

were used in the study are given in the second part. In the third part, firstly, ܧ െconvex set, 

strongly ܧ െconvex set, ܧ െconvex, semi ܧ െconvex, ܧ െquasi convex, strongly ܧ െconvex 

and semi-strongly ܧ െconvex function concepts were given. Secondly, some other different 

types of convex functions and the basic attributes of those functions were included. Finally, in 

addition to Hermite-Hadamard type inequalities for convex functions, some lemmas used for the 

proof of those inequalities and inequalities obtained in this study were given. In the fourth part, 

firstly, ܧ െ ݉ െ convexity concepts were defined and Hermite-Hadamard type integral 

inequalities were obtained. Then, besides new integral inequalities, some generalizations were 

obtained for ݉ െ convex, ሺߙ, ݉ሻ െ convex, ݈݃݋ െ convex, ݅ݏܽݑݍ െ convex, ݏ െ convex, 

ݎ െconvex and ݄ െconvex functions, respectively. In addition, in the proof of some of those 

inequalities, Hölder and power mean inequalities for double integrals were used and it was 

observed that most of the results obtained from the research supported the literature. 

2010, 88 pages 

Keywords: Inequalities, ܧ െ convexity, ܧ െ ݉ െ convexity, ݉ െ convex function, 
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1. GİRİŞ 

Eşitsizlikler matematiğin hemen hemen tüm alanlarında önemli bir rol oynar. 

Eşitsizlikler ile ilgili ilk temel çalışma 1934’te Hardy, Littlewood ve Pólya tarafından 

yazılan “Inequalities” adlı kitaptır (Hardy et al. 1952). Bu salt eşitsizlikler konusunu ele 

alan ve birçok yeni eşitsizlikler ve uygulamaları içeren ilk kaynak kitaptır. E.F. 

Beckenbach and R. Bellman (1961) tarafından 1934-1960 döneminde eşitsizlikler 

üzerine elde edilen bazı ilginç sonuçları içeren “Inequalities” adlı ikinci kitap 

yazılmıştır. Mitrinović’in 1970’te yayınlanan “Analytic Inequalities” adlı kitabı 

yukarıda bahsedilen iki kitapta da yer almayan yeni konular içerir. Bu üç temel 

kaynağın yanı sıra Mitrinović et al. (1993) tarafından “Classical and New Inequalities in 

Analysis”, Pachpatte (2005) tarafından “Mathematical Inequalities” ve son yıllarda da 

Sever S. Dragomir, V. Lakshmikantham, Ravi P. Agarwal gibi araştırmacılar tarafından 

eşitsizlikler konusunda pek çok kitap, makale ve monografi yazılmıştır.  

Konveks fonksiyonların tarihi çok eskiye dayanmakla birlikte başlangıcı 19. yüzyılın 

sonları olarak gösterilebilir. 1893’te Hadamard’ın çalışmasında açıkça belirtilmese de 

bu türden fonksiyonların temellerinden bahsedilmektedir. Bu tarihten sonra  literatürde 

konveks fonksiyonları ima eden sonuçlara rastlanılmasına rağmen konveks 

fonksiyonların ilk kez sistemli olarak 1905 ve 1906 yıllarında J.L.W.V. Jensen 

tarafından çalışıldığı ve  Jensen’ın bu öncü çalışmalarından itibaren konveks 

fonksiyonlar teorisinin hızlı bir gelişme gösterdiği kabul edilmektedir. Beckenbach and 

Bellman (1961) ve Mitrinović (1970) gibi pek çok araştırmacı, konveks fonksiyonlar 

için eşitsizlikler konusunu kitaplarında ele almışlardır. Sadece konveks fonksiyonlar 

için eşitsizlikleri içeren ilk kaynak (Convex Funtions: Inequalities) 1987 yılında Pečarić 

tarafından yazılmıştır. Ayrıca Roberts and Varberg (1973), Pečarić et al. (1992), 

Niculescu and Persson (2006) gibi pek çok kişi konveks fonksiyonlar üzerinde 

eşitsizliklerle ilgi çok sayıda çalışma yapmışlardır. Bu çalışmaların bir kısmını integral 

eşitsizlikleri oluşturmaktadır. 
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 Matematiksel analiz, uygulamalı matematik, olasılık teorisi ve matematiğin diğer çeşitli 

alanlarında doğrudan veya dolaylı olarak konveks fonksiyonların birçok uygulaması 

vardır. Bununla birlikte konveks fonksiyonlar, eşitsizlikler teorisiyle yakından ilişkilidir 

ve birçok önemli eşitsizlik, konveks fonksiyonların uygulamalarının sonucudur. 

Örneğin; Hölder ve Minkowski eşitsizlikleri gibi genel eşitsizlikler, konveks 

fonksiyonlar için Jensen eşitsizliğinin sonucudur. Bu bağlamda, konveks fonksiyonlar 

teorisinde eşitsizliklerin, özel bir yere sahip olduğu ifade edilebilir. Aslında konveks 

fonksiyonun kendi tanımı da bir eşitsizliktir. Benzer şekilde, konveks fonksiyonlar da 

eşitsizlikler teorisinde çok önemli bir yere sahiptir. 19. yüzyılın sonlarında ve 20. 

yüzyılın başlarında pek çok eşitsizlik bulunmuştur. Bu eşitsizliklerin bazıları konveks 

fonksiyonlar sınıfı için yazılan temel eşitsizlikler haline gelmiştir. 1881 yılında Hermite 

tarafından ifade edilen ve bugün birçok kaynakta Hermite-Hadamard eşitsizliği olarak 

adlandırılan eşitsizlik bunlardan bir tanesidir. Bu eşitsizlik üzerine günümüze kadar 

birçok çalışma yapılmıştır. Bu çalışmaların büyük bir bölümü S.S. Dragomir ve C.E.M 

Pearce tarafından 2000 yılında yazılmış olan “Selected Topics on Hermite-Hadamard 

Inequalities and Applications” adlı kaynakta toplanmıştır. 

Eşitsizlikler ve konveks fonksiyonlar matematiğin tüm alanlarında önemli bir rol 

oynaması ve aktif bir araştırma alanı olmasından dolayı, özellikle son yıllarda 

araştırmacıların ilgi odağı haline gelmiş ve bu konuda yapılan çalışmaların sayısında bir 

hayli artış gözlenmiştir.  

Bu çalışmada, bazı farklı türden konveks fonksiyonlar detaylı olarak incelenmiştir. Bu 

amaçla çalışmanın ikinci bölümünde pür matematikte yer alan bazı temel tanım ve 

teoremler ile birlikte,  reel sayıların özel ortalamaları verilmiştir. Üçüncü bölümde de 

farklı türden konveks fonksiyonların yanı sıra bu fonksiyonlar hakkında genel bilgiler 

ve konveks fonksiyonlar için bazı eşitsizlikler verilmiştir. 

Dördüncü bölümde ise sırasıyla ܧ െ konveks ve ܧ െ ݉ െ konveks fonksiyonlar ile 

birlikte farklı türden ܧ െ konveks ve ܧ െ ݉ െ konveks fonksiyonlar için Hermite-

Hadamard tipli eşitsizlikler ve diğer bazı farklı türden konveks fonksiyonlar için yeni 

integral eşitsizlikleri verilmiştir. Bu farklı türden konveks fonksiyonlar için elde edilen 
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yeni integral eşitsizliklerinin ispatında iki katlı integraller için Hölder ve power mean 

eşitsizlikleri kullanılmıştır. Ayrıca üçüncü bölümde verilen eşitsizliklerden bazılarının 

daha genel halleri elde edilmiştir. 
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2. KURAMSAL TEMELLER 

2.1. Genel Kavramlar 

Bu bölümde, araştırmada kullanılacak bazı temel tanım, teorem ve örnekler verilecektir. 

Tanım 2.1.1. (Lineer Uzay): ܮ boş olmayan bir küme ve ܨ bir cisim olsun. ൅׷ ܮ ൈ ܮ ՜

ܮ  ve  · ׷ ܨ ൈ ܮ ՜ ܮ  işlemleri tanımlansın. Eğer aşağıdaki şartlar sağlanıyorsa ܮ  ye ܨ 

cismi üzerinde lineer uzay (vektör uzayı) denir: 

A) ܮ, ൅ işlemine göre değişmeli bir gruptur. Yani, 

,ݔ Her .1ܩ ݕ א ݔ için ܮ ൅ ݕ א  ,dir ܮ

,ݔ Her .2ܩ ,ݕ ݖ א ݔ için ܮ ൅ ሺݕ ൅ ሻݖ ൌ ሺݔ ൅ ሻݕ ൅  ,dir ݖ

G3. Her ݔ א ݔ için ܮ ൅ ߠ ൌ ߠ ൅ ݔ ൌ ߠ olacak şekilde ݔ א  ,vardır ܮ

ݔ Her .4ܩ א ݔ için ܮ ൅ ሺെݔሻ ൌ ሺെݔሻ ൅ ݔ ൌ ݔolacak şekilde െ ߠ א  ,vardır ܮ

,ݔ Her .5ܩ ݕ א ݔ için  ܮ ൅ ݕ ൌ ݕ ൅  .dir ݔ

B) ݔ, ݕ א ,ߙ ve  ܮ ߚ א  :olmak üzere aşağıdaki şartlar sağlanır ܨ

.ߙ .1ܮ ݔ א  ,dir ܮ

.ߙ .2ܮ ሺݔ ൅ ሻݕ ൌ .ߙ ݔ ൅ .ߙ  ,dir ݕ

ߙሺ .3ܮ ൅ .ሻߚ ݔ ൌ .ߙ ݔ ൅ .ߚ  ,dir ݔ

.ሻߚߙሺ .4ܮ ݔ ൌ .ߙ ሺߚ.  ,ሻ dirݔ

.1 .5ܮ ݔ ൌ  .(nin birim elemanıdır ܨ ,Burada 1) dir ݔ

ܨ ൌ Թ ise ܮ ye reel lineer uzay, ܨ ൌ ԧ ise ܮ ye karmaşık lineer uzay adı verilir (Anton 

1994). 

Tanım 2.1.2. Lineer uzaylarda tanımlı dönüşümlere operatör denir (Bayraktar 2000). 

Tanım 2.1.3. ܨ bir cisim ve  ܸ ve ܹ,  ܨ cismi üzerinde iki lineer uzay olsun.  ݑ, ݒ א ܸ 

ve ܿ א :ܶ olmak üzere ܨ ܸ ՜ ܹ dönüşümü,  

(a) ܶሺݑ ൅ ሻݒ ൌ ܶሺݑሻ ൅ ܶሺݒሻ 

(b) ܶሺܿݑሻ ൌ ܿܶሺݑሻ 
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şartlarını sağlıyorsa ܶ ye ܸ üzerinde lineer dönüşüm denir (Anton 1994). 

Tanım 2.1.4. (Konveks Küme): ܮ bir lineer uzay  ܣ ك ,ݔ ve ܮ ݕ א  keyfi olmak üzere ܣ

ܤ ൌ ሼݖ א ݖ :ܮ ൌ ݔߙ ൅ ሺ1 െ ,ݕሻߙ 0 ൑ ߙ ൑ 1ሽ ك  ܣ

ise ܣ kümesine konveks küme denir. Eğer ݖ א ݖ ise ܤ ൌ ݔߙ ൅ ሺ1 െ  ݔ eşitliğindeki ݕሻߙ

ve ݕ’nin katsayıları için ߙ ൅ ሺ1 െ ሻߙ ൌ 1  bağıntısı her zaman doğrudur. Bu sebeple 

konveks küme tanımındaki ߙ, 1 െ ߙ  yerine ߙ ൅ ߚ ൌ 1  şartını sağlayan ve negatif 

olmayan ߙ,  ݕ ve ݔ kümesi uç noktaları ܤ reel sayılarını alabiliriz. Geometrik olarak ߚ

olan bir doğru parçasıdır. Bu durumda sezgisel olarak konveks küme, boş olmayan ve 

herhangi iki noktasını birleştiren doğru parçasını ihtiva eden kümedir (Bayraktar 2000).  

      

 

 

 

  

 

 
Şekil 2.1. Konveks küme 

 

 

 

 

 

 

Şekil 2.2. Konveks olmayan küme 

Örneğin aralıklar reel eksen üzerindeki konveks kümelerdir. 

x

y

 x 

y 
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Tanım 2.1.5. (ࡶ െKonveks Fonksiyon): ܫ, Թ’de bir aralık ve ݂: ܫ ՜ Թ bir fonksiyon 

olmak üzere her ݔ, ݕ א   için ܫ

݂ ൬
ݔ ൅ ݕ

2
൰ ൑

݂ሺݔሻ ൅ ݂ሺݕሻ
2

 

şartını sağlayan ݂ fonksiyonuna ܫ üzerinde Jensen anlamında konveks veya ܬ െkonveks 

fonksiyon denir (Mitrinović 1970). 

Tanım 2.1.6. (Kesin ࡶ െ  Konveks Fonksiyon): ܫ , Թ  de bir aralık ve ݂: ܫ ՜ Թ  bir 

fonksiyon olmak üzere her ݔ, ݕ א ݔ  ve ܫ ്   için ݕ

݂ ൬
ݔ ൅ ݕ

2
൰ ൏

݂ሺݔሻ ൅ ݂ሺݕሻ
2

 

oluyorsa ݂  fonksiyonuna ܫ  üzerinde kesin ܬ െ konveks fonksiyon denir (Mitrinović 

1970). 

Tanım 2.1.7. (Konveks Fonksiyon): ܫ, Թ de bir aralık ve ݂: ܫ ՜ Թ bir fonksiyon olmak 

üzere her ݔ, ݕ א ߙ ve ܫ א ሾ0,1ሿ için, 

                               ݂ሺݔߙ ൅ ሺ1 െ ሻݕሻߙ ൑ ሻݔሺ݂ߙ ൅ ሺ1 െ  ሻ                               (2.1)ݕሻ݂ሺߙ

şartını sağlayan , ݂ fonksiyonuna konveks fonksiyon denir. Eğer (2.1) eşitsizliği ݔ ്  ݕ

ve ߙ א ሺ0,1ሻ için kesin ise bu durumda ݂ fonksiyonuna kesin konvekstir denir (Pečarić 

et al.  1992). 

Örneğin, ݂: ܫ ؿ Թ ՜ Թ, ݂ሺݔሻ ൌ  .üzerinde konveks fonksiyondur ܫ fonksiyonu |ݔ|

 

 

  

 

 

 
Şekil 2.3. Aralıklar üzerinde konveks fonksiyon ( ݂ሺݔሻ ൌ  (|ݔ|

x 

y
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Sonuç 2.1.1. Her konveks fonksiyon ܬ െkonveks fonksiyondur. 

Sonuç 2.1.2. ܫ ؿ Թ olmak üzere, bir ݂ fonksiyonunun ܫ’da konveks olması için gerek 

ve yeter şart, her ݔ, ݕ א ,݌ ve her ܫ ݍ ൐ 0 reel sayıları için  

݂ ൬
ݔ݌ ൅ ݕݍ

݌ ൅ ݍ
൰ ൑

ሻݔሺ݂݌ ൅ ሻݕሺ݂ݍ
݌ ൅ ݍ

 

olmasıdır (Mitrinović 1970). 

ܫ  üzerinde tanımlı bir ݂  fonksiyonunun kesin konveksliğinin geometrik anlamı 

ሺܽ, ݂ሺܽሻሻ ve ሺܾ, ݂ሺܾሻሻ noktalarını içeren ܫ üzerindeki doğru parçasının ݂’nin grafiğinin 

üst kısmında yer almasıdır. Bakınız Şekil 2.4. 

Şekil 2.4. Konveks fonksiyon 
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Teorem 2.1.1. ݂ fonksiyonu ሾܽ, ܾሿ aralığında konveks ise 

a.  ݂, ሺܽ, ܾሻ aralığında süreklidir ve  

b.  ݂, ሾܽ, ܾሿ aralığında sınırlıdır (Azpeitia 1994). 

Teorem 2.1.2. ݂  fonksiyonunun ܫ  aralığında ikinci türevi varsa, ݂  fonksiyonunun bu 

aralık üzerinde konveks olması için gerek ve yeter şart ݔ א   için ܫ

݂ᇱᇱሺݔሻ ൒ 0 

olmasıdır (Mitrinović 1970).  

Konveks fonksiyonlar için literatürde birçok eşitsizlik elde edilmiştir. Bu eşitsizliklerin 

en önemlilerinden biri de Hermite-Hadamard eşitsizliğidir. Bu eşitsizlik üzerine son 

yıllarda (Pachpatte 2005; Dragomir and Mcandrew 2005; Kırmacı et al. 2007; Alomari 

et al. 2010; Sarıkaya et al. 2008; Set et al. 2010; Özdemir et al. 2010) yazarları ve başka 

birçok araştırmacı tarafından çeşitli genelleştirmeler ve yeni sonuçlar elde edilmiştir. 

Teorem 2.1.3. (Hermite-Hadamard Eşitsizliği): ܫ, Թ de bir aralık, ܽ, ܾ א ܽ ve  ܫ ൏ ܾ 

olmak üzere ݂: ܫ ك Թ ՜ Թ konveks bir fonksiyon olsun. Bu takdirde  

 ݂ ൬
ܽ ൅ ܾ

2
൰ ൑

1
ܾ െ ܽ

න ݂ሺݔሻ݀ݔ ൑
݂ሺܽሻ ൅ ݂ሺܾሻ

2

௕

௔
 (2.2)

olur (Pečarić et al.  1992). 

İspat: Teorem 2.1.1’den dolayı ݂ fonksiyonu ሾܽ, ܾሿ aralığında integrallenebilirdir. Sağ 

taraftaki eşitsizliğin ispatı konveksliğin geometrik yorumundan açıktır. Yani ݔ ൌ

ܽሺ1 െ ሻݐ ൅ ݐ ,ݐܾ א ሾ0,1ሿ olsun. Bu durumda  

1
ܾ െ ܽ

න ݂ሺݔሻ݀ݔ
௕

௔
ൌ න ݂ሺܽሺ1 െ ሻݐ ൅ ݔሻ݀ݐܾ

ଵ

଴
 

൑ ݂ሺܽሻ න ሺ1 െ ݐሻ݀ݐ ൅
ଵ

଴
݂ሺܾሻ න ݐ݀ݐ

ଵ

଴
 

ൌ
݂ሺܽሻ ൅ ݂ሺܾሻ

2
 

olur ve bu (2.2) eşitsizliğinin sağ tarafıdır. Şimdi sol tarafın ispatını verelim: 
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1
ܾ െ ܽ

න ݂ሺݔሻ݀ݔ
௕

௔
 

integralini 

1
ܾ െ ܽ

න ݂ሺݔሻ݀ݔ
௕

௔
ൌ

1
ܾ െ ܽ

቎න ݂ሺݔሻ݀ݔ

௔ା௕
ଶ

௔
൅ න ݂ሺݔሻ݀ݔ

௕

௔ା௕
ଶ

቏ (2.3)

biçiminde yazıp, ݔ ൌ ܽ ൅ ሺܾݐ െ ܽሻ/2  değişken değiştirmesi yapılırsa son parantez 

içindeki ilk terim  

න ݂ሺݔሻ݀ݔ

௔ା௕
ଶ

௔
ൌ

ܾ െ ܽ
2

න ݂ ൬ܽ ൅
ሺܾݐ െ ܽሻ

2
൰

ଵ

଴
 ݐ݀

biçiminde ve ݔ ൌ ܾ െ ሺܾݐ െ ܽሻ/2 değişken değiştirmesi yapılırsa ikinci terim 

න ݂ሺݔሻ݀ݔ
௕

௔ା௕
ଶ

ൌ െ
ܾ െ ܽ

2
න ݂ ൬ܾ െ

ሺܾݐ െ ܽሻ
2

൰
଴

ଵ
 ݐ݀

ൌ
ܾ െ ܽ

2
න ݂ ൬ܾ െ

ሺܾݐ െ ܽሻ
2

൰
ଵ

଴
 ݐ݀

biçiminde yazılabilir. 

(2.3) de bu sonuçlar yazılır ve konveksliğin tanımı uygulanırsa,  

1
ܾ െ ܽ

න ݂ሺݔሻ݀ݔ
௕

௔
ൌ

1
2

න ൤݂ ൬ܽ ൅
ሺܾݐ െ ܽሻ

2
൰ ൅ ݂ ൬ܾ െ

ሺܾݐ െ ܽሻ
2

൰൨
ଵ

଴
 ݐ݀

൒ න ݂ ൬
ܽ
2

൅
ܾ
2

൰ ݐ݀ ൌ ݂ ൬
ܽ ൅ ܾ

2
൰

ଵ

଴
 

elde edilir. Böylece ispat tamamlanmış olur (Azpeitia 1994). 

Tanım 2.1.8. (Starshaped Fonksiyon): ݂: ሾ0, ܾሿ ՜ Թ  fonksiyonu her ݔ א ሾ0, ܾሿ ve 

ݐ א ሾ0,1ሿ için  

݂ሺݔݐሻ ൑  ሻݔሺ݂ݐ

şartını sağlıyorsa ݂  fonksiyonuna starshaped fonksiyonu denir (Dragomir and Pearce 

2000). 
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Tanım 2.1.9. (Artan ve Azalan Fonksiyonlar): ݂, ܫ aralığında tanımlı bir fonksiyon ve 

 da iki nokta olsun. Bu durumda’ܫ ଶ deݔ ,ଵݔ

(a) ݔଶ ൐ ଶሻݔଵ iken  ݂ሺݔ ൐ ݂ሺݔଵሻ ise ݂ fonksiyonu ܫ üzerinde artandır, 

(b) ݔଶ ൐ ଶሻݔଵ iken  ݂ሺݔ ൏ ݂ሺݔଵሻ ise ݂ fonksiyonu ܫ üzerinde azalandır, 

(c) ݔଶ ൐ ଶሻݔଵ iken  ݂ሺݔ ൒ ݂ሺݔଵሻ ise ݂ fonksiyonu ܫ üzerinde azalmayandır, 

(d) ݔଶ ൐ ଶሻݔଵ iken  ݂ሺݔ ൑ ݂ሺݔଵሻ ise ݂ fonksiyonu ܫ üzerinde artmayandır 

 denir (Adams and Essex 2010). 

Teorem 2.1.4. ܬ açık bir aralık ve ܬ ك  üzerinde ܬ üzerinde sürekli ve ܫ ,݂ olmak üzere ܫ

diferensiyellenebilir bir fonksiyon olsun. Bu durumda  

(a) Her ݔ א ሻݔiçin ݂ᇱሺ ܬ ൐ 0  ise ݂ fonksiyonu ܫ üzerinde artandır. 

(b) Her ݔ א ሻݔiçin ݂ᇱሺ ܬ ൏ 0  ise ݂ fonksiyonu ܫ üzerinde azalandır. 

(c) Her ݔ א ሻݔiçin ݂ᇱሺ ܬ ൒ 0  ise ݂ fonksiyonu ܫ üzerinde azalmayandır. 

(d) Her ݔ א ሻݔiçin ݂ᇱሺ ܬ ൑ 0  ise ݂ fonksiyonu ܫ üzerinde artmayandır. 

(Adams and Essex 2010). 

Sonuç 2.1.3. ݂, ݃ konveks fonsiyonlar ve ݃ aynı zamanda artan ise ݃ ל ݂  fonksiyonu 

konvekstir (Roberts and Varberg 1973). 

Tanım 2.1.10.  ݂: ܫ ك Թ ՜ Թ  negatif olmayan bir fonksiyon olmak üzere her ݔ, ݕ א  ܫ

ve ߙ א ሺ0,1ሻ için 

݂ሺݔߙ ൅ ሺ1 െ ሻݕሻߙ ൑
݂ሺݔሻ

ߙ
൅

݂ሺݕሻ
1 െ ߙ

 

oluyorsa ݂ fonksiyonuna Godunova-Levin fonksiyonu veya ݂, ܳሺܫሻ sınıfına aittir denir 

(Godunova and Levin 1985). 

Tanım 2.1.11. ݂: ܫ ك Թ ՜ Թ negatif olmayan bir fonksiyon olmak üzere her ݔ, ݕ א  ve ܫ

ߙ א ሾ0,1ሿ için 

݂ሺݔߙ ൅ ሺ1 െ ሻݕሻߙ ൑ ݂ሺݔሻ ൅ ݂ሺݕሻ 

oluyorsa ݂  fonksiyonuna ܲ െ fonksiyonu veya ݂ , ܲሺܫሻ  sınıfına aittir denir. Ayrıca  

ܲሺܫሻ ؿ ܳሺܫሻ olduğu aşikârdır (Dragomir et al. 1995). 
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Teorem 2.1.5. (Hölder Eşitsizliği): ܽ ൌ ሺܽଵ, … , ܽ௡ሻ  ve ܾ ൌ ሺܾଵ, … , ܾ௡ሻ  reel veya 

kompleks sayıların iki ݊ െlisi olsun. Bu takdirde  

1
݌

൅
1
ݍ

ൌ 1 

olmak üzere 

(a) ݌ ൐ 1 ise,  

෍|ܽ௞ܾ௞| ൑ ൭෍|ܽ௞|௣

௡

௞ୀଵ

൱

ଵ
௣

൭෍|ܾ௞|௤

௡

௞ୀଵ

൱

ଵ
௤௡

௞ୀଵ

, 

(b) ݌ ൏ 0 veya ݍ ൏ 0 ise,  

෍|ܽ௞ܾ௞| ൒ ൭෍|ܽ௞|௣

௡

௞ୀଵ

൱

ଵ
௣

൭෍|ܾ௞|௤

௡

௞ୀଵ

൱

ଵ
௤௡

௞ୀଵ

 

eşitsizlikleri geçerlidir (Mitrinović 1970). 

Teorem 2.1.6. (İntegraller için Hölder Eşitsizliği): ݌ ൐ 1 ve 
ଵ

௣
൅ ଵ

௤
ൌ 1 olsun. ݂ ve ݃, 

ሾܽ, ܾሿ aralığında tanımlı reel fonksiyonlar, |݂|௣ve |݃|௤, ሾܽ, ܾሿ aralığında integrallenebilir 

fonksiyonlar ise  

න |݂ሺݔሻ݃ሺݔሻ|
௕

௔
ݔ݀ ൑ ቆන |݂ሺݔሻ|௣݀ݔ

௕

௔
ቇ

ଵ
௣

ቆන |݃ሺݔሻ|௤݀ݔ
௕

௔
ቇ

ଵ
௤
 

eşitsizliği geçerlidir (Mitrinović et al. 1993). 

Benzer şekilde iki katlı integraller için Hölder eşitsizliği aşağıdaki gibi ifade edilebilir: 

න න |݂ሺݔ, ,ݔሻ݃ሺݕ |ሻݕ
௕

௔

௕

௔
ݕ݀ݔ݀ ൑ ቆන න |݂ሺݔ, ݕ݀ݔሻ|௣݀ݕ

௕

௔

௕

௔
ቇ

ଵ
௣

ቆන න |݃ሺݔ, ݔሻ|௤݀ݕ
௕

௔

௕

௔
ቇݕ݀

ଵ
௤

. 

Ayrıca Hölder eşitsizliğinin bir sonucu olan power mean eşitsizliği de aşağıdaki gibi 

ifade edilir. 

Sonuç 2.1.4. (Power Mean Eşitsizliği): ݍ ൒ 1 olsun. ݂ ve ݃, ሾܽ, ܾሿ aralığında tanımlı 

reel fonksiyonlar, |݂| ve |݃|௤, ሾܽ, ܾሿ aralığında integrallenebilir fonksiyonlar ise  
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න |݂ሺݔሻ݃ሺݔሻ|
௕

௔
ݔ݀ ൑ ቆන |݂ሺݔሻ|݀ݔ

௕

௔
ቇ

ଵି ଵ௤
ቆන |݂ሺݔሻ||݃ሺݔሻ|௤݀ݔ

௕

௔
ቇ

ଵ
௤
 

eşitsizliği geçerlidir. 

Benzer şekilde iki katlı integraller için power mean eşitsizliği aşağıdaki gibi ifade 

edilebilir: 

න න |݂ሺݔ, ,ݔሻ݃ሺݕ |ሻݕ
௕

௔
ݕ݀ݔ݀

௕

௔

൑ ቆන න |݂ሺݔ, ݕ݀ݔ݀|ሻݕ
௕

௔

௕

௔
ቇ

ଵିଵ
௤

ቆන න |݂ሺݔ, ,ݔሻ||݃ሺݕ ݔሻ|௤݀ݕ
௕

௔
ݕ݀

௕

௔
ቇ

ଵ
௤

. 

Reel sayılar için temel eşitsizliklerden bir tanesi de üçgen eşitsizliğidir.  

Teorem 2.1.7. (Üçgen Eşitsizliği): Herhangi ݔ,   reel sayıları için ݕ

ݔ| ൅ |ݕ ൑ |ݔ| ൅  ,|ݕ|

ห|ݔ| െ ห|ݕ| ൑ ݔ| െ  ,|ݕ

ห|ݔ| െ ห|ݕ| ൑ ݔ| ൅  ,|ݕ

ve tümevarım metoduyla 

ଵݔ| ൅ ڮ ൅ |௡ݔ ൑ |ଵݔ| ൅ ڮ ൅  |௡ݔ|

eşitsizlikleri geçerlidir (Mitrinović et al. 1993). 

Teorem 2.1.8. (Üçgen Eşitsizliğinin İntegral Versiyonu): ݂, ሾܽ, ܾሿ aralığında sürekli 

reel değerli bir fonksiyon olsun. Bu takdirde  

ቤන ݂ሺݔሻ݀ݔ
௕

௔
ቤ ൑ න |݂ሺݔሻ|݀ݔ

௕

௔
             ሺܽ ൏ ܾሻ 

eşitsizliği geçerlidir (Mitrinović et al. 1993). 
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2.2. İki Pozitif Sayı İçin Bazı Ortalamalar: 

ܽ, ܾ pozitif iki reel sayı olmak üzere; 

(1) Aritmetik ortalama: 

ܣ ൌ ,ሺܽܣ ܾሻ ؔ
ܽ ൅ ܾ

2
  , 

(2) Geometrik ortalama: 

ܩ ൌ ,ሺܽܩ ܾሻ ؔ √ܾܽ ,    

(3) Harmonik ortalama: 

ܪ ൌ ,ሺܽܪ ܾሻ ؔ
2ܾܽ

ܽ ൅ ܾ
  , 

(4) Logaritmik ortalama: 

ܮ ൌ ,ሺܽܮ ܾሻ ؔ ൝
ܽ,                        ܽ ൌ ܾ

ܾ െ ܽ
݈ܾ݊ െ ݈݊ܽ

,      ܽ ് ܾ
   ,    

(5) Identric ortalama: 

ܫ ൌ ,ሺܽܫ ܾሻ ؔ ൞

ܽ,                        ܽ ൌ ܾ

1
݁

ቆ
ܾ௕

ܽ௔ቇ

ଵ
௕ି௔

,      ܽ ് ܾ
   , 

݌ (6) െ logaritmik ortalama: 

௣ܮ ൌ ,௣ሺܽܮ ܾሻ ؔ ൞

ܽ,                                                ܽ ൌ ܾ

ቈ
ܾ௣ାଵ െ ܽ௣ାଵ

ሺ݌ ൅ 1ሻሺܾ െ ܽሻ
቉

ଵ
௣

,              ܽ ് ܾ
    ,   

ortalamaları vardır. 

Bu ortalamalar arasındaki ilişki aşağıdaki gibi literatürde iyi bilinir: 

ܪ ൑ ܩ ൑ ܮ ൑ ܫ ൑  .ܣ

Ayrıca, ݌ א Թ olmak üzere ܮ௣’nin monoton artan olduğu bilinir ve ܮ଴ ൌ ଵିܮ  ,ܫ ൌ  ile ܮ

gösterilir. 
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Son olarak, ݔ, ݕ  pozitif sayılarının ݎ . kuvvetlerinin genelleştirilmiş logaritmik 

ortalaması 

,ݔ௥ሺܮ ሻݕ ൌ

ە
ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
۔

ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
ۓ

ݎ
ݎ ൅ 1

.
௥ାଵݔ െ ௥ାଵݕ

௥ݔ െ ௥ݕ ݎ           , ് 0, െ1, ݔ ് ݕ

ݔ െ ݕ
ݔ݈݊ െ ݕ݈݊

ݎ                    , ൌ 0, ݔ ് ݕ

ݕݔ
ݔ݈݊ െ ݕ݈݊

ݔ െ ݕ
ݎ                  , ൌ െ1, ݔ ് ݕ

ݔ                         ,ݔ ൌ ݕ

 

biçiminde tanımlanır. 
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3. MATERYAL ve YÖNTEM 

Bu bölümde, araştırmanın temel kısmında kullanılacak olan bazı tanım, teorem ve 

örnekler verilmiştir. 

Bu bölümden itibaren notasyonları basitleştirmek için ܧሺݔሻ yerine ܧ௫ kullanılacaktır. 

ࡱ .3.1 െkonveks Küme, Güçlü ࡱ െkonveks Küme, ࡱ െkonveks, Yarı  ࡱ െkonveks, 

ࡱ െquasi Konveks, Güçlü ࡱ െkonveks ve Yarı Güçlü ࡱ െkonveks Fonksiyonlar 

E-konvekslik kavramı ilk olarak Youness (1999) tarafından ifade edilmiş ve bu 

konvekslik sınıfından hareketle (Yang 2001; Chen 2002; Syau and Lee 2005; Youness 

and Emam  2005a; Youness and Emam  2005b; Youness and Emam  2008; Grace and 

Thangavelu 2009) yazarları tarafından ܧ െkonvekslik türleri ve bu konvekslik türlerinin 

özellikleri ifade edilmiştir. 

Tanım 3.1.1. ܧ: Թ௡ ՜ Թ௡ bir operatör olmak üzere her ݔ, ݕ א ߣ ve ܯ א ሾ0,1ሿ için  

௫ܧߣ ൅ ሺ1 െ ௬ܧሻߣ א  ܯ

oluyorsa ܯ ك Թ௡ kümesine ܧ െkonveks küme denir (Youness 1999). 

Tanım 3.1.2.  ܧ: Թ௡ ՜ Թ௡ bir operatör olmak üzere her ݔ, ݕ א ,ߣ ve ܯ ߙ א ሾ0,1ሿ için  

ݔߙሺߣ ൅ ௫ሻܧ ൅ ሺ1 െ ݕߙሻሺߣ ൅ ௬ሻܧ א  ܯ

oluyorsa ܯ ك Թ௡ kümesine güçlü ܧ െkonveks küme denir (Youness ve Emam 2005a). 

Tanım 3.1.3. ܧ ,ܯ െkonveks bir küme ve M üzerinde  ܧ: Թ௡ ՜ Թ௡ bir operatör olmak 

üzere her ݔ, ݕ א ߣ ve ܯ א ሾ0,1ሿ için 

݂൫ܧߣ௫ ൅ ሺ1 െ ௬൯ܧሻߣ ൑ ௫ሻܧሺ݂ߣ ൅ ሺ1 െ  ௬ሻܧሻ݂ሺߣ
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oluyorsa  ݂: ܯ ك Թ௡ ՜ Թ fonksiyonuna ܧ െkonveks fonksiyon denir (Youness 1999). 

Tanım 3.1.4. ܧ ,ܯ െkonveks bir küme ve ܧ: Թ௡ ՜ Թ௡  bir operatör olmak üzere her 

,ݔ ݕ א ߣ ve ܯ א ሾ0,1ሿ için 

݂൫ܧߣ௫ ൅ ሺ1 െ ௬൯ܧሻߣ ൑ ሻݔሺ݂ߣ ൅ ሺ1 െ  ሻݕሻ݂ሺߣ

oluyorsa ݂: Թ௡ ՜ Թ  fonksiyonuna ܯ ك Թ௡  kümesi üzerinde yarı ܧ െ konveks 

fonksiyon denir (Chen 2002). 

Tanım 3.1.5. ܧ ,ܯ െkonveks bir küme ve ܧ: Թ௡ ՜ Թ௡  bir operatör olmak üzere her 

,ݔ ݕ א ߣ ve ܯ א ሾ0,1ሿ için 

݂൫ܧߣ௫ ൅ ሺ1 െ ௬൯ܧሻߣ ൑ ,௫ሻܧ൛݂ሺݔܽ݉ ݂ሺܧ௬ሻൟ 

oluyorsa ݂: Թ௡ ՜ Թ  fonksiyonuna ܯ ك Թ௡  kümesi üzerinde ܧ െ quasi konveks 

fonksiyon denir (Syau and Lee 2005). 

Tanım 3.1.6. ܯ, güçlü ܧ െkonveks bir küme ve ܧ: Թ௡ ՜ Թ௡ bir operatör olmak üzere 

her ݔ, ݕ א ,ߣ  ve ܯ ߙ א ሾ0,1ሿ için 

݂ሺߣሺݔߙ ൅ ௫ሻܧ ൅ ሺ1 െ ݕߙሻ൫ߣ ൅ ௬൯ሻܧ ൑ ௫ሻܧሺ݂ߣ ൅ ሺ1 െ  ௬ሻܧሻ݂ሺߣ

oluyorsa ݂: ܯ ك Թ௡ ՜ Թ fonksiyonuna güçlü ܧ െkonveks fonksiyon denir (Youness 

ve Emam 2005a). 

Tanım 3.1.7. ܯ, güçlü ܧ െkonveks bir küme ve ܧ: Թ௡ ՜ Թ௡ bir operatör olmak üzere 

her ݔ, ݕ א ,ߣ  ve ܯ ߙ א ሾ0,1ሿ için 

݂ሺߣሺݔߙ ൅ ௫ሻܧ ൅ ሺ1 െ ݕߙሻ൫ߣ ൅ ௬൯ሻܧ ൑ ሻݔሺ݂ߣ ൅ ሺ1 െ  ሻݕሻ݂ሺߣ

oluyorsa ݂: ܯ ك Թ௡ ՜ Թ  fonksiyonuna yarı güçlü ܧ െ konveks fonksiyon denir 

(Youness ve Emam 2005b). 
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3.2. Diğer Bazı Farklı Türden Konveks Fonksiyonlar ve Bu Fonksiyonlar İçin 

Temel Eşitsizlikler 

Bilinen konvekslik ile starshaped konvekslik arasında bir kavram olan ݉ െkonvekslik 

kavramı aşağıdaki gibi tanımlanmıştır.  

Tanım 3.2.1. ݂: ሾ0, ܾሿ ՜ Թ bir fonksiyon ve  ܾ ൐ 0 olsun. Her ݔ, ݕ א ሾ0, ܾሿ ve ݉, ݐ א

ሾ0,1ሿ için  

݂ሺݔݐ ൅ ݉ሺ1 െ ሻݕሻݐ ൑ ሻݔሺ݂ݐ ൅ ݉ሺ1 െ  ሻݕሻ݂ሺݐ

şartını sağlayan ݂ fonksiyonuna ݉ െkonvekstir denir (Toader 1984). 

െ݂  fonksiyonu  ݉ െ konveks ise bu takdirde ݂  fonksiyonu ݉ െ konkavdır. Ayrıca 

݂ሺ0ሻ ൑ 0 için ሾ0, ܾሿ aralığında tanımlı tüm ݉ െkonveks fonksiyonların sınıfı ܭ௠ሺܾሻ ile 

gösterilir. 

Açıkçası Tanım 3.2.1 de ݉ ൌ 1 için standart konveks fonksiyon kavramı ve ݉ ൌ 0 için 

de starshaped fonksiyon kavramı elde edilir. 

Lemma 3.2.1. Eğer ݂  fonksiyonu ܭ௠ሺܾሻ  sınıfında ise o zaman ݂  starshaped 

fonksiyonudur (Toader 1988). 

İspat: Herhangi bir ݔ א ሾ0, ܾሿ ve ݐ א ሾ0,1ሿ için ݂ א  ௠ሺܾሻ olduğundanܭ

݂ሺݔݐሻ ൌ ݂ሺݔݐ ൅ ݉ሺ1 െ .ሻݐ 0ሻ ൑ ሻݔሺ݂ݐ ൅ ݉ሺ1 െ ሻ݂ሺ0ሻݐ ൑  ሻݔሺ݂ݐ

elde edilir. 

Lemma 3.2.2. Eğer ݂ , ݉ െ konveks ve 0 ൏ ݊ ൏ ݉ ൑ 1  ise bu takdirde ݂ , 

݊ െkonvekstir (Toader 1988). 

İspat: ݔ, ݕ א ሾ0, ܾሿ ve  ݐ א ሾ0,1ሿ ise bu takdirde  
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݂ሺݔݐ ൅ ݊ሺ1 െ ሻݕሻݐ ൌ ݂ ቀݔݐ ൅ ݉ሺ1 െ ሻݐ ቀ
݊
݉

ቁ  ቁݕ

                                                                ൑ ሻݔሺ݂ݐ  ൅ ݉ሺ1 െ ሻ݂ݐ ቀ ௡

௠
 ቁݕ

                                                                ൑ ሻݔሺ݂ݐ  ൅ ݉ሺ1 െ ሻݐ ௡

௠
݂ሺݕሻ 

                                                                ൌ ሻݔሺ݂ݐ  ൅ ݊ሺ1 െ  ሻݕሻ݂ሺݐ

elde edilir ve ispat tamamlanır. 

Lemma 3.2.1 ve Lemma 3.2.2’den ݉ א ሺ0,1ሻ olduğunda  

ଵሺܾሻܭ ؿ ௠ሺܾሻܭ ؿ  ଴ሺܾሻܭ

yazılır. ଵሺܾሻܭ   sınıfında, ݂ሺ0ሻ ൑ 0  olmak üzere sadece  ݂: ሾ0, ܾሿ ՜ Թ  tanımlı konveks 

fonksiyonlar vardır. Yani, ܭଵሺܾሻ, ሾ0, ܾሿ üzerinde tanımlı konveks fonksiyonlar sınıfının 

uygun bir alt sınıfıdır (Bakula et al. 2008). 

݉ െkonvekslik notasyonu aşağıdaki tanımda ifade edildiği gibi genelleştirilmiştir. 

Tanım 3.2.2. ݂: ሾ0, ܾሿ ՜ ܴ bir fonksiyon ve  ܾ ൐ 0 olsun. Her ݔ, ݕ א ሾ0, ܾሿ, ݐ א ሾ0,1ሿ ve 

ሺߙ, ݉ሻ א ሾ0,1ሿଶ için  

݂ሺݔݐ ൅ ݉ሺ1 െ ሻݕሻݐ ൑ ሻݔఈ݂ሺݐ ൅ ݉ሺ1 െ  ሻݕఈሻ݂ሺݐ

şartını sağlayan ݂ fonksiyonuna ሺߙ, ݉ሻ െkonveks fonksiyon denir  (Miheşan 1993). 

݂ሺ0ሻ ൑ 0  için ሾ0, ܾሿ  aralığında tanımlı tüm ሺߙ, ݉ሻ െ konveks fonksiyonlarının sınıfı 

௠ܭ
ఈ ሺܾሻ  ile gösterilir. Ayrıca, ሺߙ, ݉ሻ א ሼሺ0,0ሻ, ሺ1,0ሻ, ሺ1, ݉ሻ, ሺ1,1ሻሽ için sırasıyla artan, 

starshaped, ݉ െkonveks ve konveks fonksiyon sınıfları elde edilir.   ݂ሺ0ሻ ൑ 0 olmak 

üzere ܭଵ
ଵሺܾሻ sınıfında sadece ݂: ሾ0, ܾሿ ՜ Թ tanımlı konveks fonksiyonlar yer alır, yani 

ଵܭ
ଵሺܾሻ, ሾ0, ܾሿ üzerinde tanımlı tüm konveks fonksiyonlar sınıfının uygun bir alt sınıfıdır. 
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Tanım 3.2.3. ܫ, Թ’de bir aralık ve ݂: ܫ ՜ Թ bir fonksiyon olsun. Eğer ݈݂݃݋ konveks ise 

veya her ݔ, ݕ א ߙ ve her ܫ א ሾ0,1ሿ için  

݂ሺݔߙ ൅ ሺ1 െ ሻݕሻߙ ൑ ሾ݂ሺݔሻሿఈሾ݂ሺݕሻሿሺଵିఈሻ (3.1)

ise ݂’ye ݈݃݋ െkonveks fonksiyon ve (3.1) eşitsizliği ters çevrilirse ݂’ye ݈݃݋ െkonkav 

fonksiyon denir (Pečarić et al. 1992). 

(2.2) eşitsizliğine ݂: ܫ ՜ ሺ0, ∞ሻ, ݈݃݋ െkonveks fonksiyonu uygulanırsa  

݈݊ ൤݂ ൬
ܽ ൅ ܾ

2
൰൨ ൑

1
ܾ െ ܽ

න ݈݂݊ሺݔሻ݀ݔ ൑
݈݂݊ሺܽሻ ൅ ݈݂݊ሺܾሻ

2

௕

௔
 

olur. Buradan da 

݂ ൬
ܽ ൅ ܾ

2
൰ ൑ ݌ݔ݁ ቈ

1
ܾ െ ܽ

න ݈݂݊ሺݔሻ݀ݔ
௕

௔
቉ ൑ ඥ݂ሺܽሻ݂ሺܾሻ 

şeklinde log-konveks fonksiyonlar için Hadamard eşitsizliği elde edilir (Dragomir and 

Pearce 2000). 

Tanım 3.2.4. ܫ, Թ’de bir aralık ve ݂: ܫ ՜ Թ bir fonksiyon olsun. Her ݔ, ݕ א ܫ  ve her 

ߙ א ሾ0,1ሿ için  

݂ሺݔߙ ൅ ሺ1 െ ሻݕሻߙ ൑ max ሺ݂ሺݔሻ, ݂ሺݕሻሻ 

oluyorsa ݂ fonksiyonuna ݅ݏܽݑݍ െkonveks fonksiyon denir  (Pečarić et al. 1992). 

Sonuç 3.2.1. Herhangi bir konveks fonksiyon ݅ݏܽݑݍ െkonveks fonksiyondur. Fakat 

tersi her zaman doğru değildir. Yani ݅ݏܽݑݍ െ konveks olup konveks olmayan 

fonksiyonlar vardır. Örneğin ݃: ሾെ2,2ሿ ՜ Թ, 

݃ሺݐሻ ൌ ൜
ݐ      ,ݐ  א ሾെ2, െ1ሿ    
ݐ      ,ଶݐ א ሾെ1,2ሿ        

 

fonksiyonu ሾെ2,2ሿ  aralığında konveks değildir. Fakat ݃  fonksiyonu ሾെ2,2ሿ aralığında 

݅ݏܽݑݍ െkonveks fonksiyondur (Ion 2007).  
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İkinci anlamda ݏ െkonveks fonksiyonlar sınıfı aşağıdaki gibi tanımlanır. 

Tanım 3.2.5. Her ݔ, ݕ א ሾ0, ∞ሻ, ݐ א ሾ0,1ሿ ve ݏ א ሺ0,1ሿ için 

݂ሺݔݐ ൅ ሺ1 െ ሻݕሻݐ ൑ ሻݔ௦݂ሺݐ ൅ ሺ1 െ  ሻݕሻ௦݂ሺݐ

şartını sağlayan ݂: ሾ0, ∞ሻ ՜ Թ  fonksiyonuna ikinci anlamda ݏ െ konveks fonksiyon 

denir ve ikinci anlamda ݏ െ konveks fonksiyonlar sınıfı genellikle ܭ௦
ଶ  ile gösterilir 

(Hudzik and Maligranda 1994). 

Burada ݏ ൌ 1  için ሾ0, ∞ሻ  aralığında ݏ െ konvekslik kavramından bilinen konvekslik 

kavramının kolaylıkla elde edildiği görülebilir. 

Örnek 3.2.1. ݏ א ሺ0,1ሻ ve ܽ, ܾ, ܿ א Թ olsun. ݂: ሾ0, ∞ሻ ՜ Թ fonksiyonu 

݂ሺݐሻ ൌ ቄ
ݐ             ,ܽ ൌ 0

௦ݐܾ ൅ ݐ    ,ܿ ൐ 0 

olarak tanımlansın. Bu takdirde 

(i) ܾ ൒ 0 ve 0 ൑ ܿ ൑ ܽ ise ݂ א ௦ܭ
ଶ dir. 

(ii) ܾ ൐ 0 ve ܿ ൏ 0 ise ݂ ב ௦ܭ
ଶ dir (Hudzik and Maligranda 1994). 

İkinci anlamda ݏ െkonveks fonksiyonlar için Hermite-Hadamard eşitsizliği aşağıdaki 

gibi elde edilmiştir. 

Teorem 3.2.1. ݏ א ሺ0,1ሻ olmak üzere ݂: ሾ0, ∞ሻ ՜ ሾ0, ∞ሻ ikinci anlamda ݏ െkonveks bir 

fonksiyon, ܽ, ܾ א ሾ0, ∞ሻ ve ܽ ൏ ܾ olsun. ݂ א ,ଵሺሾܽܮ ܾሿሻ ise  

2௦ିଵ݂ ൬
ܽ ൅ ܾ

2
൰ ൑

1
ܾ െ ܽ

න ݂ሺݔሻ݀ݔ ൑
݂ሺܽሻ ൅ ݂ሺܾሻ

ݏ ൅ 1

௕

௔
 (3.2)

olur. 

(3.2) eşitsizliğindeki ikinci eşitsizlikteki olabilecek en iyi sabit ݇ ൌ 1/ሺݏ ൅ 1ሻ ’dir 

(Dragomir and Fitzpatrick 1999). 
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,ݔ   pozitif sayılarının r. kuvvetlerine göre kuvvet ortalaması ݕ

,ݔ௥ሺܯ ;ݕ ሻߣ ൌ ቐ
ሺݔߣ௥ ൅ ሺ1 െ ௥ሻݕሻߣ

ଵ
௥,            ݎ ് 0

  
ݎ                                  ,ଵିఒݕఒݔ ൌ 0  

 

olarak tanımlanır. 

Tanım 3.2.6. ݂ pozitif bir fonksiyon olmak üzere her ݔ, ݕ א ሾܽ, ܾሿ ve ߣ א ሾ0,1ሿ için 

݂ሺݔߣ ൅ ሺ1 െ ሻݕሻߣ ൑ ,ሻݔ௥ሺ݂ሺܯ ݂ሺݕሻ;  ሻߣ

şartını sağlayan ݂ fonksiyonuna ሾܽ, ܾሿ aralığında ݎ െkonveks fonksiyon denir (Gill et 

al. 1997). 

Bu tanımdan 0 െkonveks fonksiyonların ݈݃݋ െkonveks fonksiyonlar ve 1 െkonveks 

fonksiyonların bilinen konveks fonksiyonlar olduğu sonucuna kolaylıkla ulaşılabilir. 

ݎ െkonvekslik tanımı 

݂௥ሺݔߣ ൅ ሺ1 െ ሻݕሻߣ ൑ ቐ
ሻݔ௥ሺ݂ߣ ൅ ሺ1 െ ݎ                        ,ሻݕሻ݂௥ሺߣ ് 0   

ሾ݂ሺݔሻሿఒሾ݂ሺݕሻሿଵିఒ,                                     ݎ ൌ 0   
 

biçiminde genişletilmiştir (Pearce et al. 1998). 

Tanım 3.2.7. ݄: ܬ ك Թ ՜ Թ  pozitif bir fonksiyon olsun. ݂  negatif olmayan bir 

fonksiyon olmak üzere her ݔ, ݕ א ߙ ve ܫ א ሺ0,1ሻ için  

݂ሺݔߙ ൅ ሺ1 െ ሻݕሻߙ ൑ ݄ሺߙሻ݂ሺݔሻ ൅ ݄ሺ1 െ ሻ (3.3)ݕሻ݂ሺߙ

oluyorsa  ݂: ܫ ك Թ ՜ Թ fonksiyonuna ݄ െkonveks fonksiyon veya ݂, ܵܺሺ݄,  ሻ sınıfınaܫ

aittir denir (Varošanec 2007). 

Eğer (3.3) eşitsizliği ters çevrilirse, ݂: ܫ ك Թ ՜ Թ fonksiyonuna ݄ െkonkav fonksiyon 

denir yani ݂ א ܸܵሺ݄,  .ሻ’dır (Varošanec 2007)ܫ
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Bu tanımdan açıkça şu sonuçlar çıkarılabilir: ݄ሺߙሻ ൌ ߙ  ise tüm negatif olmayan 

konveks fonksiyonlar ܵܺሺ݄,  ሻ sınıfına ve tüm negatif olmayan konkav fonksiyonlarܫ

ܸܵሺ݄, ሻܫ  sınıfına aittir; ݄ሺߙሻ ൌ ଵ

ఈ
 ise ܵܺሺ݄, ሻܫ ൌ ܳሺܫሻ ’dır; ݄ሺߙሻ ൌ 1  ise          

ܵܺሺ݄, ሻܫ ل ܲሺܫሻ’dır; ݏ א ሺ0,1ሻ olmak üzere ݄ሺߙሻ ൌ ,௦ ise ܵܺሺ݄ߙ ሻܫ ل ௦ܭ
ଶ’dir. 

3.3. Konveks Fonksiyonlar İçin Hermite-Hadamard Tipli Eşitsizlikler 

Teorem 3.3.1. ሾܽ, ܾሿ ؿ Թ, ܽ ൏ ܾ ve ݂, ݃: ሾܽ, ܾሿ ՜ ሾ0, ∞ሻ iki konveks fonksiyon olsun. 

Bu durumda 

,ሺܽܯ ܾሻ ൌ ݂ሺܽሻ݃ሺܽሻ ൅ ݂ሺܾሻ݃ሺܾሻ  ve  ܰሺܽ, ܾሻ ൌ ݂ሺܽሻ݃ሺܾሻ ൅ ݂ሺܾሻ݃ሺܽሻ 

olmak üzere  

1
ܾ െ ܽ

න ݂ሺݔሻ݃ሺݔሻ݀ݔ ൑
1
3

,ሺܽܯ ܾሻ ൅
௕

௔

1
6

ܰሺܽ, ܾሻ 

dir (Pachpatte  2003). 

Lemma 3.3.1. ݂: ؿ ܫ Թ ՜ Թ, ܫ° üzerinde diferensiyellenebilir bir dönüşüm, ܽ, ܾ א  ve ܫ

ܽ ൏ ܾ olsun. Eğer ݂ᇱ א ,ሺሾܽܮ ܾሿሻ ise bu durumda  

݂ሺܽሻ ൅ ݂ሺܾሻ
2

െ
1

ܾ െ ܽ
න ݂ሺݔሻ݀ݔ

௕

௔
ൌ

ܾ െ ܽ
2

න ሺ1 െ ܽݐሻ݂ᇱሺݐ2 ൅ ሺ1 െ ݐሻܾሻ݀ݐ
ଵ

଴
 (3.4)

dir (Dragomir and Agarwal 1998). 

İspat:  Bu eşitliği ispatlamak için  

ܫ ൌ න ሺ1 െ ܽݐሻ݂ᇱሺݐ2 ൅ ሺ1 െ ݐሻܾሻ݀ݐ
ଵ

଴
 

ൌ
݂ሺܽݐ ൅ ሺ1 െ ሻܾሻݐ

ܽ െ ܾ
ሺ1 െ ሻቤݐ2

଴

ଵ

൅ 2 න
݂ሺܽݐ ൅ ሺ1 െ ሻܾሻݐ

ܽ െ ܾ
ݐ݀

ଵ

଴
 

ൌ
݂ሺܽሻ ൅ ݂ሺܾሻ

ܾ െ ܽ
െ

2
ܾ െ ܽ

1
ܾ െ ܽ

න ݂ሺݔሻ݀ݔ
௕

௔
 

olduğunu göstermek yeterlidir. 
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Sonuç 3.3.1. (3.4) eşitliğinde ݐ א ሾ0,1ሿ  olmak üzere ݔ ൌ ܽݐ ൅ ሺ1 െ ሻܾݐ  değişken 

değiştirmesi yapılarak 

݂ሺܽሻ ൅ ݂ሺܾሻ
2

െ
1

ܾ െ ܽ
න ݂ሺݔሻ݀ݔ

௕

௔
ൌ

1
ܾ െ ܽ

න ൬ݔ െ
ܽ ൅ ܾ

2
൰ ݂ᇱሺݔሻ݀ݔ

௕

௔
 

yazılabilir (Dragomir and Agarwal 1998). 

Teorem 3.3.2. ݂: ܫ ؿ Թ ՜ Թ, ܫ°  üzerinde diferensiyellenebilir bir dönüşüm, ܽ, ܾ א °ܫ , 

ܽ ൏ ܾ ve ݂ᇱ א ,ሺሾܽܮ ܾሿሻ olsun. Bu durumda |݂ᇱ|, ሾܽ, ܾሿ üzerinde konveks bir dönüşüm 

ise  

ቤ
݂ሺܽሻ ൅ ݂ሺܾሻ

2
െ

1
ܾ െ ܽ

න ݂ሺݔሻ݀ݔ
௕

௔
ቤ ൑ ሺܾ െ ܽሻ ቆ

|݂ᇱሺܽሻ| ൅ |݂ᇱሺܾሻ|
8

ቇ 

dir (Dragomir and Agarwal 1998). 

Teorem 3.3.3. ݂: ܫ ؿ Թ ՜ Թ, ܫ°  üzerinde diferensiyellenebilir bir dönüşüm, ܽ, ܾ א °ܫ , 

ܽ ൏ ܾ, ݂ᇱ א ,ሺሾܽܮ ܾሿሻ ve ݌ ൐ 1 olsun. Bu durumda |݂ᇱ|௣ ሺ௣ିଵሻ⁄ , ሾܽ, ܾሿ üzerinde konveks 

bir dönüşüm ise 

ቤ
݂ሺܽሻ ൅ ݂ሺܾሻ

2
െ

1
ܾ െ ܽ

න ݂ሺݔሻ݀ݔ
௕

௔
ቤ

൑
ሺܾ െ ܽሻ

2ሺ݌ ൅ 1ሻଵ ௣⁄ ቆ
|݂ᇱሺܽሻ|௣ ሺ௣ିଵሻ⁄ ൅ |݂ᇱሺܾሻ|௣ ሺ௣ିଵሻ⁄

2
ቇ

ሺ௣ିଵሻ ௣⁄

 

dir  (Dragomir and Agarwal 1998). 

Teorem 3.3.4. ݂: ؿ ܫ Թ ՜ Թ, ܫ° üzerinde diferensiyellenebilir bir dönüşüm, ܽ, ܾ א   ve°ܫ

ܽ ൏ ܾ  olsun. Bu durumda ݍ ൒ 1  olmak üzere  |݂ᇱ|௤ , ሾܽ, ܾሿ  üzerinde konveks bir 

dönüşüm ise 

ቤ
݂ሺܽሻ ൅ ݂ሺܾሻ

2
െ

1
ܾ െ ܽ

න ݂ሺݔሻ݀ݔ
௕

௔
ቤ ൑

ሺܾ െ ܽሻ

4
ቆ

|݂ᇱሺܽሻ|௤ ൅ |݂ᇱሺܾሻ|௤

2
ቇ

ଵ
௤
 

dir  (Pearce and Pečarić 2000). 



24 
 

 
 

Lemma 3.3.2. ݂: ܫ ؿ Թ ՜ Թ, ܫ° üzerinde diferensiyellenebilir bir dönüşüm, ܽ, ܾ א  ve°ܫ

ܽ ൏ ܾ olsun. ݂ᇱ א ,ሺሾܽܮ ܾሿሻ ise  

݂ሺܽሻ ൅ ݂ሺܾሻ
2

െ
1

ܾ െ ܽ
න ݂ሺݔሻ݀ݔ

௕

௔
 

ൌ
ܾ െ ܽ

2
න න ሾ݂ᇱሺܽݐ ൅ ሺ1 െ ሻܾሻݐ െ ݂ᇱሺܽݏ ൅ ሺ1 െ ݏሻܾሻሿሺݏ െ ݏ݀ݐሻ݀ݐ

ଵ

଴

ଵ

଴
 (3.5)

dir (Sarıkaya et al. 2010). 

İspat: Kısmi integrasyon yöntemi yardımıyla, 

න න ሾ݂ᇱሺܽݐ ൅ ሺ1 െ ሻܾሻݐ െ ݂ᇱሺܽݏ ൅ ሺ1 െ ݏሻܾሻሿሺݏ െ ݏ݀ݐሻ݀ݐ
ଵ

଴

ଵ

଴
 

ൌ න ቊන ݂ᇱሺܽݐ ൅ ሺ1 െ ݏሻܾሻሺݐ െ ݐሻ݀ݐ െ න ݂ᇱሺܽݏ ൅ ሺ1 െ ݏሻܾሻሺݏ െ ݐሻ݀ݐ
ଵ

଴

ଵ

଴
ቋ

ଵ

଴
 ݏ݀

ൌ න ൝ሺݏ െ ሻݐ
݂ሺܽݐ ൅ ሺ1 െ ሻܾሻݐ

ܽ െ ܾ
ቤ

଴

ଵଵ

଴
 

൅ න
݂ሺܽݐ ൅ ሺ1 െ ሻܾሻݐ

ܽ െ ܾ
ݐ݀ ൅ ൬

1
2

െ ൰ݏ ݂ᇱሺܽݏ ൅ ሺ1 െ ሻܾሻݏ
ଵ

଴
ቋ  ݏ݀

ൌ න ൜ሺݏ െ 1ሻ
݂ሺܽሻ
ܽ െ ܾ

െ ݏ
݂ሺܾሻ
ܽ െ ܾ

ଵ

଴
 

൅ න
݂ሺܽݐ ൅ ሺ1 െ ሻܾሻݐ

ܽ െ ܾ
ݐ݀ ൅ ൬

1
2

െ ൰ݏ ݂ᇱሺܽݏ ൅ ሺ1 െ ሻܾሻݏ
ଵ

଴
ቋ  ݏ݀

ൌ ቆ
ሺݏ െ 1ሻଶ

2
݂ሺܽሻ
ܽ െ ܾ

െ
ଶݏ

2
݂ሺܾሻ
ܽ െ ܾ

ቇቤ
଴

ଵ

൅ න
݂ሺܽݐ ൅ ሺ1 െ ሻܾሻݐ

ܽ െ ܾ
ݐ݀

ଵ

଴
 

൅ ൬
1
2

െ ൰ݏ
݂ሺܽݏ ൅ ሺ1 െ ሻܾሻݏ

ܽ െ ܾ
ቤ

଴

ଵ

൅ න
݂ሺܽݏ ൅ ሺ1 െ ሻܾሻݏ

ܽ െ ܾ
ݏ݀

ଵ

௢
 

ൌ
݂ሺܽሻ ൅ ݂ሺܾሻ

ܾ െ ܽ
െ

2
ܾ െ ܽ

න ݂ሺܽݐ ൅ ሺ1 െ ݐሻܾሻ݀ݐ
ଵ

଴
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elde edilir. ݐ א ሾ0,1ሿ için ݔ ൌ ܽݐ ൅ ሺ1 െ  ሻܾ değişken değiştirmesi yapılıp eşitliğin herݐ

iki tarafı  
௕ି௔

ଶ
 ile çarpılırsa, (3.5)’deki eşitlik elde edilir ve böylece ispat tamamlanır. 

Teorem 3.3.5. ݂: ܫ ؿ Թ ՜ Թ, ܫ° üzerinde diferensiyellenebilir bir dönüşüm, ܽ, ܾ א  ve°ܫ

ܽ ൏ ܾ  olsun. ݍ ൐ 1  ve  
ଵ

௣
൅ ଵ

௤
ൌ 1  olmak üzere |݂ᇱ|௤ , ሾܽ, ܾሿ  üzerinde konveks bir 

dönüşüm ise 

ቤ
݂ሺܽሻ ൅ ݂ሺܾሻ

2
െ

1
ܾ െ ܽ

න ݂ሺݔሻ݀ݔ
௕

௔
ቤ

൑ ሺܾ െ ܽሻ ൬
2

ሺ݌ ൅ 1ሻሺ݌ ൅ 2ሻ
൰

ଵ
௣

ቆ
|݂ᇱሺܽሻ|௤ ൅ |݂ᇱሺܾሻ|௤

2
ቇ

ଵ ௤⁄

 

dir (Sarıkaya et al. 2010). 

Teorem 3.3.6. ݂: ܫ ؿ Թ ՜ Թ, ܫ° üzerinde diferensiyellenebilir bir dönüşüm, ܽ, ܾ א  ve°ܫ

ܽ ൏ ܾ olsun. ݍ ൒ 1 olmak üzere |݂ᇱ|௤, ሾܽ, ܾሿ üzerinde konveks bir dönüşüm ise 

ቤ
݂ሺܽሻ ൅ ݂ሺܾሻ

2
െ

1
ܾ െ ܽ

න ݂ሺݔሻ݀ݔ
௕

௔
ቤ ൑

ሺܾ െ ܽሻ
3

ቆ
|݂ᇱሺܽሻ|௤ ൅ |݂ᇱሺܾሻ|௤

2
ቇ

ଵ
௤
 

dir (Sarıkaya et al. 2010). 

Teorem 3.3.7. ݂, ሾ0, ܾሿ aralığında pozitif ݈݃݋ െkonveks bir fonksiyon olsun. L pozitif 

reel sayıların logaritmik ortalaması olmak üzere  

1
ܾ െ ܽ

න ݂ሺݐሻ݀ݐ ൑ ,ሺ݂ሺܽሻܮ ݂ሺܾሻሻ
௕

௔
 (3.6)

dir. ݂, pozitif ݈݃݋ െkonkav fonksiyon ise  

1
ܾ െ ܽ

න ݂ሺݐሻ݀ݐ
௕

௔
൒ ,൫݂ሺܽሻܮ ݂ሺܾሻ൯ 

olur (Gill et al. 1997). 
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Teorem 3.3.8. ݂ , ሾ0, ܾሿ  aralığında pozitif ݈݃݋ െ konveks bir fonksiyon olsun. Bu 

durumda  

1
ܾ െ ܽ

න ݂ሺݐሻ݀ݐ ൑ min
௫אሾ௔,௕ሿ

ሺݔ െ ܽሻܮሺ݂ሺܽሻ, ݂ሺݔሻሻ ൅ ሺܾ െ ,ሻݔሺ݂ሺܮሻݔ ݂ሺܾሻሻ

ܾ െ ܽ

௕

௔
 

dır. Eğer ݂, ሾ0, ܾሿ aralığında pozitif ݈݃݋ െkonkav bir fonksiyon ise 

1
ܾ െ ܽ

න ݂ሺݐሻ݀ݐ ൒ max
௫אሾ௔,௕ሿ

ሺݔ െ ܽሻܮሺ݂ሺܽሻ, ݂ሺݔሻሻ ൅ ሺܾ െ ,ሻݔሺ݂ሺܮሻݔ ݂ሺܾሻሻ

ܾ െ ܽ

௕

௔
 

olur (Gill et al. 1997). 
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4. ARAŞTIRMA BULGULARI 

Bu bölümde, araştırmada elde edilen bazı bulgulara yer verilecektir. 

İlk olarak, 3. bölümde ifade edilen konveks küme, ܧ–konveks küme, güçlü ܧ െkonveks 

küme, ܧ െ konveks fonksiyon, yarı ܧ െ konveks fonksiyon, güçlü ܧ െ konveks 

fonksiyon, yarı güçlü ܧ െkonveks fonksiyon ve ݉ െkonveks fonksiyon kavramlarından 

yararlanılarak yeni konveks fonksiyon sınıfları tanımlanmaya, bu fonksiyon sınıflarına 

örnekler verilmeye çalışılmış ve bu fonksiyonlar ile ilgili teoremler ve ispatları 

verilmiştir. Ayrıca yukarıda ifade edilen ve yeni tanımlanan fonksiyon sınıfları ile ilgili 

Hermite-Hadamard tipli yeni eşitsizlikler içeren teoremler ve ispatları verilmiştir. 

ࡱ .4.1 െ ࢓ െkonveks Küme ve  ࡱ െ ࢓ െkonveks Fonksiyon 

Tanım 4.1.1. ܧ: Թ௡ ՜ Թ௡ bir operatör olmak üzere her ݔ, ݕ א ,ߣ ve ܯ ݉ א ሾ0,1ሿ için  

௫ܧߣ ൅ ݉ሺ1 െ ௬ܧሻߣ א  ܯ

oluyorsa ܯ ك Թ௡ kümesine ܧ െ ݉ െkonveks küme denir. 

Sonuç 4.1.1. ܧ െ ݉ െkonveks küme tanımından 

 ݉ ൌ 1 ve ܧ: Թ௡ ՜ Թ௡ özdeş dönüşüm olarak alınırsa standart konveks küme, 

 ݉ ൌ 1 için ܧ െkonveks küme, 

elde edilir. 

Örnek 4.1.1. ܧ: Թଶ ՜ Թଶ ,ݔሺܧ , ሻݕ ൌ ሺݔ, 0ሻ  olarak tanımlansın. Bu durumda 

,ଵߣ ,ଶߣ ଷߣ ൒ ଵߣ ,0 ൅ ଶߣ ൅ ଷߣ ൌ 1 için  

ܯ ൌ ሼሺݔ, ሻݕ א Թଶ: ሺݔ, ሻݕ ൌ ଵሺ0,0ሻߣ ൅ ଶሺ4,0ሻߣ ൅  ଷሺ1,3ሻሽߣ

׫                       ሼሺݔ, ሻݕ א Թଶ: ሺݔ, ሻݕ ൌ ଵሺ0,0ሻߣ ൅ ଶሺെ4,0ሻߣ ൅ ,ଷሺെ1ߣ െ3ሻሽ 

kümesi  ܧ െ ݉ െkonveks kümedir fakat konveks değildir. Çünkü ߣ ൌ ଵ

ଶ
 için  
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ሺ2,0ሻߣ ൅ ሺ1 െ ,ሻሺെ1ߣ െ2ሻ ב  ܯ

dir. 

 

Şekil 4.1. ܧ െ ݉ െkonveks küme 

Teorem 4.1.1. Eğer ܯ ك Թ௡ kümesi ܧ െ ݉ െkonveks küme ise ܧሺܯሻ ك  .dir ܯ

İspat: ܧ ,ܯ െ ݉ െkonveks küme olduğundan her ݔ, ݕ א ,ߣ ve ܯ ݉ א ሾ0,1ሿ için 

௫ܧߣ ൅ ݉ሺ1 െ ௬ܧሻߣ א  ܯ

dir. Dolayısıyla ߣ ൌ 1 için  ܧ௫ א ሻܯሺܧ olur. Böylece ܯ ك  .elde edilir ܯ

Teorem 4.1.2. ଵܯ    ve ܯଶ  iki ܧ െ ݉ െ konveks küme olsun. Bu durumda ܯଵ ת  ଶܯ

kümesi  ܧ െ ݉ െkonveks kümedir. 
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İspat: ݔ, ݕ א ଵܯ ת ଶܯ  olduğunu kabul edelim. Bu durumda ݔ, ݕ א ଵܯ  ve ݔ, ݕ א  ଶܯ

olur. ܯଵ ve ܯଶ iki ܧ െ ݉ െkonveks küme olduğundan, her ߣ, ݉ א ሾ0,1ሿ için  

௫ܧߣ ൅ ݉ሺ1 െ ௬ܧሻߣ א  ଵܯ

ve 

௫ܧߣ ൅ ݉ሺ1 െ ௬ܧሻߣ א  ଶܯ

yazılır. Böylece, 

௫ܧߣ ൅ ݉ሺ1 െ ௬ܧሻߣ א ଵܯ ת  ଶܯ

dir. Yani  ܯଵ ת ܧ  ଶ kümesiܯ െ ݉ െkonveks kümedir. 

Lemma 4.1.1. ܯ ك Թ௡ ଵܧ , െ ݉ െ konveks küme, ܧଶ െ ݉ െ konveks küme ve          

ଵܧ ל ଶܧ ൌ ଶሻܧଵሺܧ  olsun. Bu durumda ܯ  kümesi ሺܧଵ ל ଶሻܧ െ ݉ െ konveks ve           

ሺܧଶ ל ଵሻܧ െ ݉ െkonveks kümedir. 

İspat: Farz edelim ki, bazı ߣ, ݉ א ሾ0,1ሿ değerleri için ݔ, ݕ א   ve ܯ

ଵܧሺߣ ל ଶሻ௫ܧ ൅ ݉ሺ1 െ ଵܧሻሺߣ ל ଶሻ௬ܧ ב  ܯ

yani 

ሻሿݔଶሺܧଵሾܧߣ ൅ ݉ሺ1 െ ሻሿݕଶሺܧଵሾܧሻߣ ב  ܯ

olsun. Teorem 4.1.1’ den ܧଶሺݔሻ א ሻݕଶሺܧ ve ܯ א   yazılır.  O halde ܯ

ሻሿݔଶሺܧଵሾܧߣ ൅ ݉ሺ1 െ ሻሿݕଶሺܧଵሾܧሻߣ ב  ,ܯ

ifadesi ܯ  kümesinin ܧଵ െ ݉ െ konveksliği ile çelişmektedir. Bundan dolayı ܯ , 

ሺܧଵ ל ଶሻܧ െ ݉ െkonveks kümedir. 

Benzer şekilde, farz edelim ki, bazı ߣ, ݉ א ሾ0,1ሿ değerleri için ݔ, ݕ א   ve ܯ

ଶܧሺߣ ל ଵሻ௫ܧ ൅ ݉ሺ1 െ ଶܧሻሺߣ ל ଵሻ௬ܧ ב  ܯ

yani 

ሻሿݔଵሺܧଶሾܧߣ ൅ ݉ሺ1 െ ሻሿݕଵሺܧଶሾܧሻߣ ב  ܯ
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olsun. Teorem 4.1.1’ den ܧଵሺݔሻ א ሻݕଵሺܧ ve ܯ א   yazılır. O halde ܯ

ሻሿݔଵሺܧଶሾܧߣ ൅ ݉ሺ1 െ ሻሿݕଵሺܧଶሾܧሻߣ ב  ܯ

ifadesi ܯ kümesinin ܧଶ െ ݉ െkonveksliği ile çelişmektedir. Bundan dolayı ܯ kümesi 

ሺܧଶ ל ଵሻܧ െ ݉ െkonveks kümedir. 

Lemma 4.1.2. ܧ: Թ௡ ՜ Թ௡  bir lineer dönüşüm ve ܯଵ, ଶܯ ؿ Թ௡  kümeleri ܧ െ

݉ െkonveks kümeler olsun. Bu durumda ܯଵ ൅ ܧ ଶ kümesiܯ െ ݉ െkonveks kümedir. 

İspat: ݌, ݔ א ଵܯ ,ݍ ,  ݕ א ଶܯ  ve ሺ݌ ൅ ,ሻݍ ሺݔ ൅ ሻݕ א ଵܯ ൅ ଶܯ  olsun. O halde, ܧ: Թ௡ ՜

Թ௡ bir lineer dönüşüm olduğundan ߣ, ݉ א ሾ0,1ሿ için  

ሺ௣ା௤ሻܧߣ ൅ ݉ሺ1 െ  ሺ௫ା௬ሻܧሻߣ

                                       ൌ ௣ܧߣൣ ൅ ݉ሺ1 െ ௫൧ܧሻߣ ൅ ௤ܧߣൣ ൅ ݉ሺ1 െ ௬൧ܧሻߣ א ଵܯ ൅  ଶܯ

yazılır. Dolayısıyla ܯଵ ൅ ܧ ଶ kümesiܯ െ ݉ െkonveks kümedir. 

Tanım 4.1.2.  ܧ ,ܯ െ ݉ െkonveks bir küme ve M üzerinde  ܧ: Թ௡ ՜ Թ௡ bir operatör 

olmak üzere her ݔ, ݕ א ,ߣ ve ܯ ݉ א ሾ0,1ሿ için 

݂൫ܧߣ௫ ൅ ݉ሺ1 െ ௬൯ܧሻߣ ൑ ௫ሻܧሺ݂ߣ ൅ ݉ሺ1 െ  ௬ሻܧሻ݂ሺߣ

oluyorsa reel değerli ݂: ܯ ك Թ௡ ՜ Թ fonksiyonuna ܧ െ ݉ െkonveks fonksiyon denir. 

Diğer taraftan,  

݂൫ܧߣ௫ ൅ ݉ሺ1 െ ௬൯ܧሻߣ ൒ ௫ሻܧሺ݂ߣ ൅ ݉ሺ1 െ  ,௬൯ܧሻ݂൫ߣ

ise ݂’ ye ܯ üzerinde ܧ െ ݉ െkonkav fonksiyon denir. Eğer bu eşitsizlikler sırasıyla 

݂൫ܧߣ௫ ൅ ݉ሺ1 െ ௬൯ܧሻߣ ൏ ௫ሻܧሺ݂ߣ ൅ ݉ሺ1 െ  ௬ሻܧሻ݂ሺߣ

ve 

݂൫ܧߣ௫ ൅ ݉ሺ1 െ ௬൯ܧሻߣ ൐ ௫ሻܧሺ݂ߣ ൅ ݉ሺ1 െ  ,௬൯ܧሻ݂൫ߣ

şeklinde ise ݂ ’ye sırasıyla kesin(strictly) ܧ െ ݉ െ konveks ve kesin(strictly) ܧ െ

݉ െkonkav fonksiyon denir.  
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Sonuç 4.1.2. ܧ െ ݉ െkonveks fonksiyon tanımından 

 ݉ ൌ 1 ve ܧ: Թ௡ ՜ Թ௡ özdeş dönüşüm olarak alınırsa standart konveks fonksiyon, 

 ܧ: ሾ0, ܾሿ ՜ Թ özdeş dönüşüm olarak alınırsa ݉ െkonveks fonksiyon, 

 ݉ ൌ 1 için ܧ െkonveks fonksiyon, 

elde edilir. 

Örnek 4.1.2. ܯ ؿ Թ௡ kümesi ߣ௜ ൐ 0, ଵߣ  ൅ ଶߣ ൅ ଷߣ ൌ 1 olmak üzere  

ܯ ൌ ሼሺݔ, ሻݕ א Թଶ: ሺݔ, ሻݕ ൌ ଵሺ0,0ሻߣ ൅ ଶሺ4,0ሻߣ ൅  ଷሺ1,3ሻሽߣ

olarak verilsin ve ܧ: Թଶ ՜ Թଶ  dönüşümü ܧሺݔ, ሻݕ ൌ ሺݔ, 0ሻ  olarak tanımlansın. Bu 

durumda, ݂: Թଶ ՜ Թ 

݂ሺݔ, ሻݕ ൌ ൜
ݔ              ଷݕ ൏ 1  

ݔ             ଷݔݕ ൒ 1     
 

şeklinde tanımlanan ݂ fonksiyonu  ܧ െ ݉ െkonvekstir. Fakat konveks ve ݉ െkonveks 

fonksiyon değildir. Çünkü, bazı ߣ א ሾ0,1ሿ için 

݂൫ߣሺ4,0ሻ ൅ ሺ1 െ ሻሺ1,3ሻ൯ߣ ح ሺ4,0ሻ݂ߣ ൅ ሺ1 െ  ሻ݂ሺ1,3ሻߣ

ve bazı ߣ, ݉ א ሾ0,1ሿ  için 

݂൫ߣሺ4,0ሻ ൅ ݉ሺ1 െ ሻሺ1,3ሻ൯ߣ ح ሺ4,0ሻ݂ߣ ൅ ݉ሺ1 െ  ሻ݂ሺ1,3ሻߣ

 dir. 

Örnek 4.1.3.  ݂: Թ ՜ Թ,  

݂ሺݔሻ ൌ ൝
ݔ                  ,1     ൐ 0 

  
െݔ                  ,ݔ ൑ 0  

 

ve ܧ: Թ ՜ Թ, ܧሺݔሻ ൌ െݔଶ olarak tanımlansın. Bu takdirde Թ, ܧ െ ݉ െkonveks küme 

ve ݂ ܧ , െ ݉ െ konveks fonksiyondur. Fakat ݂ , konveks ve ݉ െ konveks değildir. 

Çünkü, bazı ߣ א ሾ0,1ሿ için  

݂ሺߣ. 0 ൅ ሺ1 െ ሻ1ሻߣ ح ሺ0ሻ݂ߣ ൅ ሺ1 െ  ሻ݂ሺ1ሻߣ

 ve bazı ߣ, ݉ א ሾ0,1ሿ için  
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݂ሺߣ. 0 ൅ ݉ሺ1 െ ሻ1ሻߣ ح ሺ0ሻ݂ߣ ൅ ݉ሺ1 െ  ሻ݂ሺ1ሻߣ

dir. 

Teorem 4.1.3.  ܯ ك Թ௡, ܧ െkonveks bir küme ve ݔ, ݕ א ܯ :݂ olmak üzere ܯ ك Թ௡ ՜

Թ,   ܧ െkonveks bir fonksiyon olsun. Bu takdirde, her ߣ א ሾ0,1ሿ için  

න ݂൫ܧߣ௫ ൅ ሺ1 െ ߣ௬൯݀ܧሻߣ ൑
݂ሺܧ௫ሻ ൅ ݂ሺܧ௬ሻ

2

ଵ

଴
 

dir. 

İspat. ݂, ܧ െkonveks bir fonksiyon olduğundan her ߣ א ሾ0,1ሿ için 

݂൫ܧߣ௫ ൅ ሺ1 െ ௬൯ܧሻߣ ൑ ௫ሻܧሺ݂ߣ ൅ ሺ1 െ  ௬ሻܧሻ݂ሺߣ

yazılır. Yukarıdaki eşitsizliğin her iki tarafının ሾ0,1ሿ  üzerinden ߣ ’ya göre integrali 

alınarak, 

න ݂൫ܧߣ௫ ൅ ሺ1 െ ߣ௬൯݀ܧሻߣ ൑
݂ሺܧ௫ሻ ൅ ݂ሺܧ௬ሻ

2

ଵ

଴
 

elde edilir ve böylece ispat tamamlanır. 

Sonuç 4.1.3. Teorem 4.1.3’de ܧ: Թ ՜ Թ , ܧ௫ ൌ  şeklinde alınırsa, Hermite-Hadamard ݔ

eşitsizliğinin sağ tarafı, yani 

1
ܾ െ ܽ

න ݂ሺݔሻ݀ݔ ൑
݂ሺܽሻ ൅ ݂ሺܾሻ

2

௕

௔
 

elde edilir. 

Teorem 4.1.4. ܯ ك Թ௡ ܧ , െ ݉ െkonveks bir küme ve ݔ, ݕ א :݂ olmak üzere ܯ ܯ ك

Թ௡ ՜ Թ, ܧ െ ݉ െkonveks bir fonksiyon olsun. Bu takdirde, her ߣ, ݉ א ሾ0,1ሿ için 

න ݂൫ܧߣ௫ ൅ ݉ሺ1 െ ߣ௬൯݀ܧሻߣ ൑
݂ሺܧ௫ሻ ൅ ݂݉ሺܧ௬ሻ

2

ଵ

଴
 

dir. 
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İspat. ݂, ܧ െ ݉ െkonveks bir fonksiyon olduğundan her ߣ, ݉ א ሾ0,1ሿ için 

݂൫ܧߣ௫ ൅ ݉ሺ1 െ ௬൯ܧሻߣ ൑ ௫ሻܧሺ݂ߣ ൅ ݉ሺ1 െ  ௬ሻܧሻ݂ሺߣ

yazılır. Yukarıdaki eşitsizliğin her iki tarafının ሾ0,1ሿ  üzerinden ߣ ’ya göre integrali 

alınırsa, 

න ݂൫ܧߣ௫ ൅ ݉ሺ1 െ ߣ௬൯݀ܧሻߣ ൑
݂ሺܧ௫ሻ ൅ ݂݉ሺܧ௬ሻ

2

ଵ

଴
 

elde edilir ve böylece ispat tamamlanır. 

Sonuç 4.1.4. Teorem 4.1.4 de, ݉ ൌ 1  için Teorem 4.1.3 deki eşitsizlik elde edilir. 

Dolayısıyla ܧ: Թ ՜ Թ , ܧ௫ ൌ  şeklinde alınırsa, Hermite-Hadamard eşitsizliğinin sağ ݔ

tarafı da elde edilir. 

Teorem 4.1.5.  ܯ ك Թ௡ ܧ , െ ݉ െ konveks bir küme ve ݔ, ݕ א ܯ  olmak üzere 

݂, ܯ :݃ ك Թ௡ ՜ Թା ܧ   െ ݉ െ konveks fonksiyonlar olsun. Bu takdirde, her          

,ߣ ݉ א ሾ0,1ሿ için 

න ݂൫ܧߣ௫ ൅ ݉ሺ1 െ ௫ܧߣ௬൯݃൫ܧሻߣ ൅ ݉ሺ1 െ ߣ௬൯݀ܧሻߣ
ଵ

଴
 

൑
݂ሺܧ௫ሻ݃ሺܧ௫ሻ

3
൅ ݉ଶ ݂൫ܧ௬൯݃൫ܧ௬൯

3
൅ ݉

݂ሺܧ௫ሻ݃൫ܧ௬൯ ൅ ݂൫ܧ௬൯݃ሺܧ௫ሻ

6
 

dir. 

İspat. ݂ ve g, ܧ െ ݉ െkonveks fonksiyonlar olduğundan her ߣ, ݉ א ሾ0,1ሿ için 

݂൫ܧߣ௫ ൅ ݉ሺ1 െ ௬൯ܧሻߣ ൑ ௫ሻܧሺ݂ߣ ൅ ݉ሺ1 െ  ௬ሻܧሻ݂ሺߣ

݃൫ܧߣ௫ ൅ ݉ሺ1 െ ௬൯ܧሻߣ ൑ ௫ሻܧሺ݃ߣ ൅ ݉ሺ1 െ  ௬ሻܧሻ݃ሺߣ

olur. ݂ ve ݃ negatif olmayan fonksiyonlar olduğu için  

  ݂൫ܧߣ௫ ൅ ݉ሺ1 െ ௫ܧߣ௬൯݃൫ܧሻߣ ൅ ݉ሺ1 െ  ௬൯ܧሻߣ

൑ ௫ሻܧ௫ሻ݃ሺܧଶ݂ሺߣ ൅ ݉ଶሺ1 െ  ௬൯ܧ௬൯݃൫ܧሻଶ݂൫ߣ

                                       ൅݉ߣሺ1 െ ௬൯ܧ௫ሻ݃൫ܧሻሾ݂ሺߣ ൅ ݂൫ܧ௬൯݃ሺܧ௫ሻሿ 
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yazılır. Yukarıdaki eşitsizliğin her iki tarafının ሾ0,1ሿ  üzerinden ߣ ’ya göre integrali 

alınırsa, 

න ݂൫ܧߣ௫ ൅ ݉ሺ1 െ ௫ܧߣ௬൯݃൫ܧሻߣ ൅ ݉ሺ1 െ ௬൯݀ܧሻߣ
ଵ

଴
 ߣ

൑
݂ሺܧ௫ሻ݃ሺܧ௫ሻ

3
൅ ݉ଶ ݂൫ܧ௬൯݃൫ܧ௬൯

3
൅ ݉

݂ሺܧ௫ሻ݃൫ܧ௬൯ ൅ ݂൫ܧ௬൯݃ሺܧ௫ሻ

6
 

elde edilir ve böylece ispat tamamlanır. 

Sonuç 4.1.5. Teorem 4.1.5 de ݉ ൌ 1 ve ܧ: Թ ՜ Թ , ܧ௫ ൌ  alınırsa Teorem 2.1.1 deki ݔ

eşitsizlik yani 

1
ܾ െ ܽ

න ݂ሺݔሻ݃ሺݔሻ݀ݔ ൑
݂ሺݔሻ݃ሺݔሻ ൅ ݂ሺݕሻ݃ሺݕሻ

3

௕

௔
൅

݂ሺݔሻ݃ሺݕሻ ൅ ݂ሺݕሻ݃ሺݔሻ
6

 

elde edilir. 

Tanım 4.1.3. ܧ ,ܯ െ ݉ െkonveks bir küme ve M üzerinde  ܧ: Թ௡ ՜ Թ௡ bir operatör 

olmak üzere her ݔ, ݕ א ,ߣ ve ܯ ݉ א ሾ0,1ሿ için 

݂൫ܧߣ௫ ൅ ݉ሺ1 െ ௬൯ܧሻߣ ൑ ,௫ሻܧ൛݂ሺݔܽ݉ ݂൫ܧ௬൯ൟ 

oluyorsa ݂: ܯ ك Թ௡ ՜ Թ  fonksiyonuna quasi െܧ െ ݉ െ konveks fonksiyon denir. 

,ݔ  ݕ א ܯ ሻݔሺܧ , ് ሻݕሺܧ  ve ߣ א ሺ0,1ሻ  için bu eşitsizlik kesin ise ݂  fonksiyonu kesin 

quasiെܧ െ ݉ െkonveks fonksiyondur. 

Bu tanımdan açıkça anlaşılmalıdır ki quasiെܧ െ ݉ െkonvekslik, ܧ െ ݉ െkonveksliğin 

bir genelleştirmesidir. 

4.2. Yarı ࡱ െ ࢓ െkonveks Fonksiyon 

Tanım 4.2.1. ܧ ,ܯ െ ݉ െkonveks bir küme ve M üzerinde  ܧ: Թ௡ ՜ Թ௡ bir operatör 

olmak üzere her ݔ, ݕ א ,ߣ ve ܯ ݉ א ሾ0,1ሿ için 
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݂൫ܧߣ௫ ൅ ݉ሺ1 െ ௬൯ܧሻߣ ൑ ሻݔሺ݂ߣ ൅ ݉ሺ1 െ  ሻݕሻ݂ሺߣ

oluyorsa reel değerli ݂: ܯ ك Թ௡ ՜ Թ  fonksiyonuna yarı ܧ െ ݉ െkonveks fonksiyon 

denir. 

Sonuç 4.2.1. Yarı ܧ െ ݉ െkonveks fonksiyon tanımından; 

 ܧ: ሾ0, ܾሿ ՜ Թ , ܧ௫ ൌ ݉ için ݔ െkonveks fonksiyon, 

 ݉ ൌ 1 için yarı  ܧ െkonveks fonksiyon, 

 ݉ ൌ 1 ve ܧ: Թ௡ ՜ Թ௡ özdeş dönüşüm olarak alınırsa standart konveks fonksiyon 

elde edilir. 

Teorem 4.2.1. ܯ ܧ , െ ݉ െ konveks bir küme ve  ݂: ܯ ك Թ௡ ՜ Թ  yarı ܧ െ

݉ െ konveks bir fonksiyon ise her ݔ, ݕ א ܯ  ve ݉ א ሾ0,1ሿ  için ݂ሺܧ௫ሻ ൑ ݂ሺݔሻ  ve 

݂ሺ݉ܧ௬ሻ ൑ ݂݉ሺݕሻ’dir. 

İspat: ݂ ܯ , ك Թ௡ ܧ   െ ݉ െkonveks kümesi üzerinde tanımlı yarı ܧ െ ݉ െkonveks 

fonksiyon olduğundan keyfi ݔ, ݕ א ,ߣ ve ܯ ݉ א ሾ0,1ሿ için  

௫ܧߣ ൅ ݉ሺ1 െ ௬ܧሻߣ א  ܯ

ve 

݂൫ܧߣ௫ ൅ ݉ሺ1 െ ௬൯ܧሻߣ ൑ ሻݔሺ݂ߣ ൅ ݉ሺ1 െ  ሻݕሻ݂ሺߣ

yazılır. Dolayısıyla  ߣ ൌ 1  için  ݂ሺܧ௫ሻ ൑ ݂ሺݔሻ  ve  ߣ ൌ 0  için    ݂൫݉ܧ௬൯ ൑ ݂݉ሺݕሻ  elde 

edilir. 

Teorem 4.2.2. ܧ ,ܯ െ ݉ െkonveks bir küme ve ݂: ܯ ك Թ௡ ՜ Թ, ܧ െ ݉ െkonveks bir 

fonksiyon olsun. Her ݔ א ܯ  için ݂ሺܧ௫ሻ ൑ ݂ሺݔሻ  ise ݂ , yarı ܧ െ ݉ െ konveks 

fonksiyondur. 
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İspat: ܯ  ܧ , െ ݉ െ konveks bir küme ve ݂: ܯ ك Թ௡ ՜ Թ ܧ , െ ݉ െ konveks bir 

fonksiyon ve her ݔ א ܯ  için ݂ሺܧ௫ሻ ൑ ݂ሺݔሻ  olsun. Bu takdirde keyfi ݔ, ݕ א ܯ  ve 

,ߣ ݉ א ሾ0,1ሿ için  

݂൫ܧߣ௫ ൅ ݉ሺ1 െ ௬൯ܧሻߣ ൑ ௫ሻܧሺ݂ߣ ൅ ݉ሺ1 െ  ௬ሻܧሻ݂ሺߣ

                                    ൑ ሻݔሺ݂ߣ ൅ ݉ሺ1 െ  ሻݕሻ݂ሺߣ

dir. Dolayısıyla ݂,  ܯ üzerinde yarı ܧ െ ݉ െkonveks fonksiyondur. 

Teorem 4.2.3. ܯ ك Թ௡,  ܧ െkonveks bir küme ve ݔ, ݕ א :݂ olmak üzere ܯ ܯ ك Թ௡ ՜

Թ  yarı ܧ െkonveks bir fonksiyon olsun. Bu takdirde, her ߣ א ሾ0,1ሿ için  

න ݂൫ܧߣ௫ ൅ ሺ1 െ ߣ௬൯݀ܧሻߣ ൑
݂ሺݔሻ ൅ ݂ሺݕሻ

2

ଵ

଴
 

dir. 

İspat: ݂, yarı ܧ െkonveks bir fonksiyon olduğundan her ߣ א ሾ0,1ሿ için 

݂൫ܧߣ௫ ൅ ሺ1 െ ௬൯ܧሻߣ ൑ ሻݔሺ݂ߣ ൅ ሺ1 െ  ሻݕሻ݂ሺߣ

yazılır. Yukarıdaki eşitsizliğin her iki tarafının ሾ0,1ሿ  üzerinden ߣ ’ya göre integrali 

alınırsa, 

න ݂൫ܧߣ௫ ൅ ሺ1 െ ߣ௬൯݀ܧሻߣ ൑
݂ሺݔሻ ൅ ݂ሺݕሻ

2

ଵ

଴
 

elde edilir ve böylece ispat tamamlanır. 

Sonuç 4.2.2. Teorem 4.2.3’de ܧ: Թ ՜ Թ , ܧ௫ ൌ  şeklinde alınırsa, Hermite-Hadamard ݔ

eşitsizliğinin sağ tarafı elde edilir. 

Teorem 4.2.4. ܯ ك Թ௡,  ܧ െ ݉ െkonveks bir küme ve ݔ, ݕ א :݂ olmak üzere ܯ ܯ ك

Թ௡ ՜ Թ   yarı ܧ െ ݉ െkonveks bir fonksiyon olsun. Bu takdirde, her  ߣ, ݉ א ሾ0,1ሿ için 
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න ݂൫ܧߣ௫ ൅ ݉ሺ1 െ ߣ௬൯݀ܧሻߣ ൑
݂ሺݔሻ ൅ ݂݉ሺݕሻ

2

ଵ

଴
 

olur. 

İspat: ݂, yarı ܧ െ ݉ െkonveks bir fonksiyon olduğundan her ߣ, ݉ א ሾ0,1ሿ için 

݂൫ܧߣ௫ ൅ ݉ሺ1 െ ௬൯ܧሻߣ ൑ ሻݔሺ݂ߣ ൅ ݉ሺ1 െ  ሻݕሻ݂ሺߣ

yazılır. Yukarıdaki eşitsizliğin her iki tarafının ሾ0,1ሿ  üzerinden ߣ ’ya göre integrali 

alınırsa, 

න ݂൫ܧߣ௫ ൅ ݉ሺ1 െ ߣ௬൯݀ܧሻߣ ൑
݂ሺݔሻ ൅ ݂݉ሺݕሻ

2

ଵ

଴
 

elde edilir ve böylece ispat tamamlanır. 

Sonuç 4.2.3. Teorem 4.2.4 de ݉ ൌ 1  için Teorem 4.2.3 deki eşitsizlik elde edilir. 

Dolayısıyla ܧ: Թ ՜ Թ , ܧ௫ ൌ  şeklinde alınırsa, Hermite-Hadamard eşitsizliğinin sağ ݔ

tarafı da elde edilir. 

4.3. Güçlü ࡱ െ ࢓ െkonveks Küme ve Güçlü ࡱ െ ࢓ െkonveks Fonksiyon 

Tanım 4.3.1. ܧ: Թ௡ ՜ Թ௡ bir operatör olmak üzere her ݔ, ݕ א ,ߙ ve ܯ ,ߣ ݉ א ሾ0,1ሿ için  

ݔߙሺߣ ൅ ௫ሻܧ ൅ ݉ሺ1 െ ݕߙሻሺߣ ൅ ௬ሻܧ א  ܯ

oluyorsa ܯ ك Թ௡ kümesine güçlü ܧ െ ݉ െkonveks küme denir. 

 
Sonuç 4.3.1. Güçlü ܧ െ ݉ െkonveks küme tanımından; 

 ݉ ൌ 1 için güçlü ܧ െkonveks küme, 

 ߙ ൌ 0 için  ܧ െ ݉ െkonveks küme, 

elde edilir. Dolayısıyla Sonuç 4.1.1’den dolayı güçlü ܧ െ ݉ െ konveks küme 

tanımından standart konveks küme kavramı da elde edilir. 

Örnek 4.3.1. ܧ: Թଶ ՜ Թଶ, ܧሺݔ, ሻݕ ൌ ሺെݔ, 0ሻ olmak üzere E operatörüne göre 
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ܯ ൌ ሼሺݔ, ሻݕ א Թଶ: 0 ൑ ݕ ൑ ሺ4 െ 0  ݁ݒ  ሻଶݔ ൑ ݔ ൑ 4ሽ 

׫                                      ሼሺݔ, ሻݕ א Թଶ: 0 ൑ ݕ ൑ ሺ4 ൅ െ ݁ݒ  ሻଶݔ 4 ൑ ݔ ൑ 0ሽ 

kümesi güçlü  ܧ െ ݉ െkonveks kümedir. 
 

 
Şekil 4.2. Güçlü ܧ െ ݉ െkonveks küme  

Teorem 4.3.1. ܯ ك Թ௡ kümesi güçlü ܧ െ ݉ െkonveks küme ise ܧሺܯሻ ك  .dir ܯ

İspat: ܯ  kümesi güçlü ܧ െ ݉ െkonveks küme olduğundan herhangi bir ݔ, ݕ א ܯ  ve 

,ߙ ,ߣ ݉ א ሾ0,1ሿ için  

ݔߙሺߣ ൅ ௫ሻܧ ൅ ݉ሺ1 െ ݕߙሻ൫ߣ ൅ ௬൯ܧ א  ܯ

elde edilir. Dolayısıyla ߣ ൌ 1 ve ߙ ൌ 0 için ܧ௫ א ሻܯሺܧ dir. Böylece’ܯ ك  .olur ܯ

Teorem 4.3.2. ܯଵ  ve ܯଶ  güçlü ܧ െ ݉ െkonveks küme ise ܯଵ ת ଶܯ  kümesi de güçlü 

ܧ െ ݉ െkonveks kümedir. 
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İspat: ݔ, ݕ א ଵܯ ת ଶܯ  olduğunu kabul edelim. Bu durumda ݔ, ݕ א ଵܯ  ve ݔ, ݕ א  ଶܯ

olur. ܯଵ ve ܯଶ iki güçlü ܧ െ ݉ െkonveks küme olduğundan ߙ, ,ߣ ݉ א ሾ0,1ሿ için  

ݔߙሺߣ ൅ ௫ሻܧ ൅ ݉ሺ1 െ ݕߙሻ൫ߣ ൅ ௬൯ܧ א  ଵܯ

ve 

ݔߙሺߣ ൅ ௫ሻܧ ൅ ݉ሺ1 െ ݕߙሻ൫ߣ ൅ ௬൯ܧ א  ଶܯ

elde edilir. Dolayısıyla 

ݔߙሺߣ ൅ ௫ሻܧ ൅ ݉ሺ1 െ ݕߙሻ൫ߣ ൅ ௬൯ܧ א ଵܯ ת  ଶܯ

olur, yani ܯଵ ת ܧ ଶ kümesi güçlüܯ െ ݉ െkonveks bir kümedir. 

Teorem 4.3.3. ܧ: Թ௡ ՜ Թ௡  bir lineer dönüşüm ve ܯଵ, ଶܯ א Թ௡  kümeleri güçlü 

ܧ െ ݉ െkonveks kümeler ise bu durumda ܯଵ ൅ ଶܯ  kümesi güçlü ܧ െ ݉ െkonveks 

kümedir. 

İspat: ݌, ݔ א ଵܯ ,ݍ , ݕ א ଶܯ  ve ሺ݌ ൅ ,ሻݍ ሺݔ ൅ ሻݕ א ଵܯ ൅ ଶܯ  olsun. Bu durumda 

ߣ א ሾ0,1ሿ, ߙ א ሾ0,1ሿ ve ݉ א ሾ0,1ሿ için 

݌ሺߙ൫ߣ        ൅ ሻݍ ൅ ሺ௣ା௤ሻ൯ܧ ൅ ݉ሺ1 െ ݔሺߙሻ൫ߣ ൅ ሻݕ ൅  ሺ௫ା௬ሻ൯ܧ

       ൌ ݌ߙ൫ߣൣ ൅ ௣൯ܧ ൅ ݉ሺ1 െ ݔߙሻሺߣ  ൅ ௫ሻ൧ܧ ൅ ݍߙ൫ߣൣ ൅ ௤൯ܧ ൅ ݉ሺ1 െ ݕߙሻ൫ߣ  ൅  ௬൯൧ܧ

א        ଵܯ ൅  ଶܯ

elde edilir. Dolayısıyla ܯଵ ൅ ܧ ଶ, güçlüܯ െ ݉ െkonveks kümedir. 

Tanım 4.3.2. ܯ , güçlü ܧ െ ݉ െkonveks bir küme ve M üzerinde  ܧ: Թ௡ ՜ Թ௡  bir 

operatör olmak üzere her ݔ, ݕ א ,ߙ ve ܯ ,ߣ ݉ א ሾ0,1ሿ için 

݂ሺߣሺݔߙ ൅ ௫ሻܧ ൅ ݉ሺ1 െ ݕߙሻ൫ߣ ൅ ௬൯ሻܧ ൑ ௫ሻܧሺ݂ߣ ൅ ݉ሺ1 െ  ௬ሻܧሻ݂ሺߣ
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oluyorsa reel değerli ݂: ܯ ك Թ௡ ՜ Թ fonksiyonuna güçlü ܧ െ ݉ െkonveks fonksiyon 

denir. 

Sonuç 4.3.2. Güçlü ܧ െ ݉ െkonveks fonksiyon tanımından 

 ݉ ൌ 1 için güçlü  ܧ െkonveks fonksiyon, 

 ߙ ൌ 0 için  ܧ െ ݉ െkonveks fonksiyon ve dolayısıyla da Sonuç 4.1.3’den dolayı 

݉ െ konveks fonksiyon, ܧ െ konveks fonksiyon ve standart konveks fonksiyon 

kavramları elde edilir. 

Örnek 4.3.2. ܧ: Թ ՜ Թ ሻݔሺܧ ,  ൌ 0  ve ݂: Թ ՜ Թ , ݂ሺݔሻ ൌ െݔଶ  olarak tanımlansın. Bu 

durumda ݂ fonksiyonu ܧ operatörüne göre güçlü ܧ െ ݉ െkonveks fonksiyondur. 

 

Şekil 4.3. Güçlü ܧ െ ݉ െkonveks fonksiyon 

Teorem 4.3.4. ܯ ك Թ௡ güçlü ܧ െkonveks bir küme ve ݔ, ݕ א :݂ olmak üzere ܯ ܯ ك

Թ௡ ՜ Թ  güçlü ܧ െkonveks bir fonksiyon olsun. Bu takdirde, her ߣ, ߙ א ሾ0,1ሿ için 
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න ݂൫ߣሺݔߙ ൅ ௫ሻܧ ൅ ሺ1 െ ݕߙሻሺߣ ൅ ߣ௬ሻ൯݀ܧ ൑
݂ሺܧ௫ሻ ൅ ݂൫ܧ௬൯

2

ଵ

଴
 

dir. 

İspat: ݂, güçlü ܧ െkonveks bir fonksiyon olduğundan her ߣ, ߙ א ሾ0,1ሿ için 

݂൫ߣሺݔߙ ൅ ௫ሻܧ ൅ ሺ1 െ ݕߙሻሺߣ ൅ ௬ሻ൯ܧ ൑ ௫ሻܧሺ݂ߣ ൅ ሺ1 െ  ௬ሻܧሻ݂ሺߣ

yazılır. Yukarıdaki eşitsizlikte her iki tarafın ሾ0,1ሿ üzerinden ߣ’ya göre integrali alınırsa 

න ݂൫ߣሺݔߙ ൅ ௫ሻܧ ൅ ሺ1 െ ݕߙሻሺߣ ൅ ߣ௬ሻ൯݀ܧ ൑
݂ሺܧ௫ሻ ൅ ݂ሺܧ௬ሻ

2

ଵ

଴
 

elde edilir ve böylece ispat tamamlanır. 

Sonuç 4.3.3. Teorem 4.3.4 de ߙ ൌ 0 için Teorem 4.1.3’deki eşitsizlik elde edilir. 

Teorem 4.3.5. ܯ  ك Թ௡   güçlü ܧ െ ݉ െkonveks bir küme ve ݔ, ݕ א ܯ  olmak üzere 

݂: ܯ ك Թ௡ ՜ Թ    güçlü ܧ െ ݉ െ konveks bir fonksiyon olsun. Bu takdirde        

,ߣ ,ߙ ݉ א ሾ0,1ሿ için 

න ݂൫ߣሺݔߙ ൅ ௫ሻܧ ൅ ݉ሺ1 െ ݕߙሻሺߣ ൅ ߣ௬ሻ൯݀ܧ ൑
݂ሺܧ௫ሻ ൅ ݂݉ሺܧ௬ሻ

2

ଵ

଴
 

dir. 

İspat: ݂, güçlü ܧ െ ݉ െkonveks bir fonksiyon olduğundan her ߣ, ,ߙ ݉ א ሾ0,1ሿ  için 

݂൫ߣሺݔߙ ൅ ௫ሻܧ ൅ ݉ሺ1 െ ݕߙሻሺߣ ൅ ௬ሻ൯ܧ ൑ ௫ሻܧሺ݂ߣ ൅ ݉ሺ1 െ  ௬ሻܧሻ݂ሺߣ

yazılır. Yukarıdaki eşitsizlikte her iki tarafın ሾ0,1ሿ üzerinden ߣ’ya göre integrali alınırsa, 

න ݂൫ߣሺݔߙ ൅ ௫ሻܧ ൅ ݉ሺ1 െ ݕߙሻሺߣ ൅ ߣ௬ሻ൯݀ܧ ൑
݂ሺܧ௫ሻ ൅ ݂݉ሺܧ௬ሻ

2

ଵ

଴
 

elde edilir ve böylece ispat tamamlanır. 

Sonuç 4.3.4. Teorem 4.3.5’de ݉ ൌ 1 için Teorem 4.3.4’deki eşitsizlik elde edilir.  
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Sonuç 4.3.5. Teorem 4.3.5’de ߙ ൌ 0 için Teorem 4.1.4’deki eşitsizlik elde edilir.  

Sonuç 4.3.6. Teorem 4.3.5’de ݉ ൌ 1 ve ߙ ൌ 0 için Teorem 4.1.3’deki eşitsizlik elde 

edilir. Dolayısıyla ܧ: Թ ՜ Թ ௫ܧ ,  ൌ ݔ  şeklinde alınırsa, Hermite-Hadamard 

eşitsizliğinin sağ tarafı da elde edilir. 

4.4. Yarı Güçlü ࡱ െ ࢓ െkonveks Fonksiyon 

Tanım 4.4.1. ܯ, güçlü ܧ െ ݉ െkonveks bir küme ve ܧ: Թ௡ ՜ Թ௡ bir operatör olmak 

üzere her ݔ, ݕ א ,ߣ ve ܯ ,ߙ ݉ א ሾ0,1ሿ  için 

݂ሺߣሺݔߙ ൅ ௫ሻܧ ൅ ݉ሺ1 െ ݕߙሻ൫ߣ ൅ ௬൯ሻܧ ൑ ሻݔሺ݂ߣ ൅ ݉ሺ1 െ  ሻݕሻ݂ሺߣ

oluyorsa ݂: ܯ ك Թ௡ ՜ Թ fonksiyonuna yarı güçlü ܧ െ ݉ െkonveks fonksiyon denir. 

Sonuç 4.4.1. Yarı güçlü ܧ െ ݉ െkonveks fonksiyon tanımından; 

 ݉ ൌ 1 için yarı güçlü  ܧ െkonveks fonksiyon, 

 ߙ ൌ 0 için yarı ܧ െ ݉ െkonveks fonksiyon, 

 ݉ ൌ 1 ve ߙ ൌ 0 için yarı ܧ െkonveks fonksiyon, 

 ߙ ൌ 0 ve ܧ: ሾ0, ܾሿ ՜ Թ , ܧ௫ ൌ ݉  için ݔ െkonveks fonksiyon, 

 ݉ ൌ ߙ ,1 ൌ 0 ve ܧ: Թ ՜ Թ , ܧ௫ ൌ  ,için standart konveks fonksiyon ݔ

elde edilir. 

Örnek 4.4.1. ܧ: Թ ՜ Թ , ܧሺݔሻ ൌ െ|ݔ| ve ݂: Թ ՜ Թ 

݂ሺݔሻ ൌ ቐ
ห√ݔห,               ݔ ൒ 0

െห√െݔห,        ݔ ൏ 0
 

olarak tanımlansın. Bu durumda ݂  fonksiyonu ܧ  operatörüne göre yarı güçlü ܧ െ

݉ െkonveks fonksiyondur. 
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Teorem 4.4.1. ܧ: Թ௡ ՜ Թ௡ bir operatör, ܯ ك Թ௡ güçlü ܧ െ ݉ െkonveks bir küme ve  

݅ ൌ 1,2, … , ݇ olsun. ௜݂ : Թ௡ ՜ Թ fonksiyonları  ܯ üzerinde yarı güçlü ܧ െ ݉ െkonveks 

fonksiyonlar ise bu takdirde ܽ௜ ൒ 0, ݅ ൌ 1,2, … , ݇ için ݄ሺݔሻ ൌ ∑ ܽ௜
௞
௜ୀଵ ௜݂ሺݔሻ fonksiyonu 

ܧ üzerinde yarı güçlü ܯ െ ݉ െkonveks fonksiyondur. 

İspat: ௜݂  fonksiyonları ܯ üzerinde yarı güçlü ܧ െ ݉ െ konveks fonksiyonlar 

olduklarından herhangi bir ݔ, ݕ א ,ߣ ve ܯ ,ߙ ݉ א ሾ0,1ሿ  için 

ݔߙሺߣ ൅ ௫ሻܧ ൅ ݉ሺ1 െ ݕߙሻሺߣ ൅ ௬ሻܧ א  ܯ

ve  

                                      ݄ ቀߣሺݔߙ ൅ ௫ሻܧ ൅ ݉ሺ1 െ ݕߙሻ൫ߣ ൅  ௬൯ቁܧ

ൌ  ෍ ܽ௜

௞

௜ୀଵ

௜݂ሺߣሺݔߙ ൅ ௫ሻܧ ൅ ݉ሺ1 െ ݕߙሻሺߣ ൅  ௬ሻሻܧ

൑ ߣ ෍ ܽ௜

௞ 

௜ୀଵ

௜݂ሺݔሻ ൅ ݉ሺ1 െ ሻߣ ෍ ܽ௜

௞

௜ୀଵ

௜݂ሺݕሻ 

ൌ ሻݔሺ݄ߣ ൅ ݉ሺ1 െ  ሻݕሻ݄ሺߣ

elde edilir. Dolayısıyla  ݄  fonksiyonu ܯ  üzerinde yarı güçlü ܧ െ ݉ െ konveks 

fonksiyon olur. 

Teorem 4.4.2. ܯ güçlü ܧ െ ݉ െkonveks bir küme ve ݂: ܯ ك Թ௡ ՜ Թ fonksiyonu da 

ܧ üzerinde güçlü ܯ െ ݉ െkonveks bir fonksiyon olsun. Eğer her ݔ א ௫ሻܧiçin ݂ሺ ܯ ൑

݂ሺݔሻ oluyorsa, ݂ fonksiyonu ܯ üzerinde yarı güçlü ܧ െ ݉ െkonveks fonksiyon olur. 

İspat: ݂: ܯ ك Թ௡ ՜ Թ  fonksiyonu ܯ  üzerinde güçlü ܧ െ ݉ െkonveks bir fonksiyon 

ve her ݔ א ܯ  için  ݂ሺܧ௫ሻ ൑ ݂ሺݔሻ  olduğundan, herhangi ݔ, ݕ א ܯ  ve  ߣ, ,ߙ ݉ א ሾ0,1ሿ  

için 

ݔߙሺߣ ൅ ௫ሻܧ ൅ ݉ሺ1 െ ݕߙሻሺߣ ൅ ௬ሻܧ א  ܯ

ve  
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݂ሺߣሺݔߙ ൅ ௫ሻܧ ൅ ݉ሺ1 െ ݕߙሻ൫ߣ ൅ ௬൯ሻܧ ൑ ௫ሻܧሺ݂ߣ ൅ ݉ሺ1 െ  ௬ሻܧሻ݂ሺߣ

                                                      ൑ ݂ߣሺݔሻ ൅ ݉ሺ1 െ  ሻݕሻ݂ሺߣ

elde edilir. Dolayısıyla ݂,  ܯ üzerinde yarı güçlü ܧ െ ݉ െkonveks fonksiyondur. 

Teorem 4.4.3. ܯ ك Թ௡  güçlü ܧ െ ݉ െ konveks bir küme olmak üzere ݂: Թ௡ ՜ Թ  

fonksiyonu ܯ üzerinde yarı güçlü ܧ െ ݉ െkonveks fonksiyon ve ߮: Թ ՜ Թ fonksiyonu 

da pozitif, homojen ve azalmayan bir fonksiyon olsun. Bu takdirde, ݂߮ߧ  bileşke 

fonksiyonu ܯ üzerinde yarı güçlü ܧ െ ݉ െkonveks fonksiyondur. 

İspat: ݂ fonksiyonu ܯ üzerinde yarı güçlü ܧ െ ݉ െkonveks bir fonksiyon olduğundan, 

her ݔ, ݕ א ,ߣ ve ܯ ,ߙ ݉ א ሾ0,1ሿ  için  

݂ሺߣሺݔߙ ൅ ௫ሻܧ ൅ ݉ሺ1 െ ݕߙሻ൫ߣ ൅ ௬൯ሻܧ ൑ ሻݔሺ݂ߣ ൅ ݉ሺ1 െ  ሻݕሻ݂ሺߣ

݂ߧ߮ ቀߣሺݔߙ ൅ ௫ሻܧ ൅ ݉ሺ1 െ ݕߙሻ൫ߣ ൅ ௬൯ቁܧ   ൑ ߮ሾ݂ߣሺݔሻ ൅ ݉ሺ1 െ  ሻሿݕሻ݂ሺߣ

                                                                                  ൑ ሻݔሻሺ݂ߧሺ߮ߣ ൅ ݉ሺ1 െ  ሻݕሻሺ݂ߧሻሺ߮ߣ

elde edilir. Dolayısıyla ݂߮ߧ bileşke fonksiyonu ܯ üzerinde yarı güçlü ܧ െ ݉ െkonveks 

fonksiyon olur. 

Teorem 4.4.4. ܯ ك Թ௡ güçlü ܧ െkonveks bir küme ve ݔ, ݕ א :݂ olmak üzere ܯ ܯ ك

Թ௡ ՜ Թ  yarı güçlü ܧ െkonveks bir fonksiyon olsun. Bu takdirde, her ߣ, ߙ א ሾ0,1ሿ için 

න ݂൫ߣሺݔߙ ൅ ௫ሻܧ ൅ ሺ1 െ ݕߙሻሺߣ ൅ ߣ௬ሻ൯݀ܧ ൑
݂ሺݔሻ ൅ ݂ሺݕሻ

2

ଵ

଴
 

dir. 

İspat: ݂, yarı güçlü ܧ െkonveks bir fonksiyon olduğundan her ߣ, ߙ א ሾ0,1ሿ için 

݂൫ߣሺݔߙ ൅ ௫ሻܧ ൅ ሺ1 െ ݕߙሻሺߣ ൅ ௬ሻ൯ܧ ൑ ሻݔሺ݂ߣ ൅ ሺ1 െ  ሻݕሻ݂ሺߣ
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yazılır. Yukarıdaki eşitsizliğin her iki tarafının ሾ0,1ሿ  üzerinden ߣ ’ya göre integrali 

alınırsa, 

න ݂൫ߣሺݔߙ ൅ ௫ሻܧ ൅ ሺ1 െ ݕߙሻሺߣ ൅ ߣ௬ሻ൯݀ܧ ൑
݂ሺݔሻ ൅ ݂ሺݕሻ

2

ଵ

଴
 

elde edilir ve böylece ispat tamamlanır. 

Sonuç 4.4.2. Teorem 4.4.4’de ߙ ൌ 0 için Teorem 4.2.3’deki eşitsizlik elde edilir. 

Teorem 4.4.5. ܯ  ك Թ௡   güçlü ܧ െ ݉ െkonveks bir küme ve ݔ, ݕ א ܯ  olmak üzere 

݂: ܯ ك Թ௡ ՜ Թ   yarı güçlü ܧ െ ݉ െkonveks bir fonksiyon olsun. Bu takdirde, her 

,ߣ ,ߙ ݉ א ሾ0,1ሿ için 

න ݂൫ߣሺݔߙ ൅ ௫ሻܧ ൅ ݉ሺ1 െ ݕߙሻሺߣ ൅ ߣ௬ሻ൯݀ܧ ൑
݂ሺݔሻ ൅ ݂݉ሺݕሻ

2

ଵ

଴
 

dir. 

İspat: ݂, yarı güçlü ܧ െ ݉ െkonveks bir fonksiyon olduğundan her ߣ, ,ߙ ݉ א ሾ0,1ሿ için 

݂൫ߣሺݔߙ ൅ ௫ሻܧ ൅ ݉ሺ1 െ ݕߙሻሺߣ ൅ ௬ሻ൯ܧ ൑ ሻݔሺ݂ߣ ൅ ݉ሺ1 െ  ሻݕሻ݂ሺߣ

 yazılır. Yukarıdaki eşitsizliğin her iki tarafının ሾ0,1ሿ  üzerinden ߣ ’ya göre integrali 

alınarak 

න ݂൫ߣሺݔߙ ൅ ௫ሻܧ ൅ ݉ሺ1 െ ݕߙሻሺߣ ൅ ߣ௬ሻ൯݀ܧ ൑
݂ሺݔሻ ൅ ݂݉ሺݕሻ

2

ଵ

଴
 

elde edilir ve böylece ispat tamamlanır. 

Sonuç 4.4.3. Teorem 4.4.5’de ݉ ൌ 1 için Teorem 4.4.4’deki eşitsizlik elde edilir.  

Sonuç 4.4.4. Teorem 4.4.5’de ߙ ൌ 0 için Teorem 4.2.4’deki eşitsizlik elde edilir.  
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Sonuç 4.4.5. Teorem 4.4.5’de  ݉ ൌ 1 ve ߙ ൌ 0 için Teorem 4.2.3’deki eşitsizlik elde 

edilir. Dolayısıyla ܧ: Թ ՜ Թ ௫ܧ ,  ൌ ݔ  şeklinde alınırsa, Hermite-Hadamard 

eşitsizliğinin sağ tarafı da elde edilir. 

࢓ .4.5 െkonveks Fonksiyonlar İçin Yeni İntegral Eşitsizlikleri 

Teorem 4.5.1. ܫ, ሾ0, ∞ሻ ؿ ,ܽ ,olacak şekilde açık reel bir aralık ܫ ܾ א 0 ,ܫ ൑ ܽ ൏ ܾ ൏ ∞ 

ve ݂: ܫ ՜ Թ  diferensiyellenebilir bir dönüşüm olsun.  ݉ א ሺ0,1ሿ ݍ , ൐ 1  ve 
ଵ

௣
൅ ଵ

௤
ൌ 1 

olmak üzere  |݂ᇱ|௤, ሾܽ, ܾሿ üzerinde ݉ െkonveks fonksiyon ise bu durumda  

ቤ
݂ሺܽሻ ൅ ݂ሺܾሻ

2
െ

1
ܾ െ ܽ

න ݂ሺݔሻ݀ݔ
௕

௔
ቤ

൑ ሺܾ െ ܽሻ ൬
2

ሺ݌ ൅ 1ሻሺ݌ ൅ 2ሻ
൰

ଵ
௣

൮
|݂ᇱሺܽሻ|௤ ൅ ݉ ቚ݂ᇱ ቀ ܾ

݉ቁቚ
௤

2
൲

ଵ
௤

 

dur. 

İspat: İki katlı integraller için Hölder eşitsizliği kullanılarak Lemma 3.3.2’den 

ቤ
݂ሺܽሻ ൅ ݂ሺܾሻ

2
െ

1
ܾ െ ܽ

න ݂ሺݔሻ݀ݔ
௕

௔
ቤ 

൑
ܾ െ ܽ

2
ቈන න |݂ᇱሺܽݐ ൅ ሺ1 െ ሻܾሻݐ െ ݂ᇱሺܽݏ ൅ ሺ1 െ ݏ||ሻܾሻݏ െ ݏ݀ݐ݀|ݐ

ଵ

଴

ଵ

଴
቉ 

൑
ܾ െ ܽ

2
ቈන න |݂ᇱሺܽݐ ൅ ሺ1 െ ݏ||ሻܾሻݐ െ ݏ݀ݐ݀|ݐ

ଵ

଴

ଵ

଴
 

൅ න න |݂ᇱሺܽݏ ൅ ሺ1 െ ݏ||ሻܾሻݏ െ ݏ݀ݐ݀|ݐ
ଵ

଴

ଵ

଴
቉ 

൑ ሺܾ െ ܽሻ ቎ቆන න |݂ᇱሺܽݐ ൅ ሺ1 െ ݏ݀ݐሻܾሻ|௤݀ݐ
ଵ

଴

ଵ

଴
ቇ

ଵ
௤

ቆන න ݏ| െ ݏ݀ݐ௣݀|ݐ
ଵ

଴

ଵ

଴
ቇ

ଵ
௣

቏ 
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elde edilir.  |݂ᇱ|௤ , ሾܽ, ܾሿ üzerinde  ݉ െ konveks fonksiyon olduğundan, ݐ א ሾ0,1ሿ  ve 

݉ א ሺ0,1ሿ için  

|݂ᇱሺܽݐ ൅ ሺ1 െ ሻܾሻ|௤ݐ ൑ ᇱሺܽሻ|௤݂|ݐ ൅ ݉ሺ1 െ ሻݐ ฬ݂ᇱ ൬
ܾ
݉

൰ฬ
௤

 

yazılır. Dolayısıyla  

ቤ
݂ሺܽሻ ൅ ݂ሺܾሻ

2
െ

1
ܾ െ ܽ

න ݂ሺݔሻ݀ݔ
௕

௔
ቤ 

൑ ሺܾ െ ܽሻ ቎ቆන න ݏ| െ ݏ݀ݐ௣݀|ݐ
ଵ

଴

ଵ

଴
ቇ

ଵ
௣
 

ൈ ቆන න ቆݐ|݂ᇱሺܽሻ|௤ ൅ ݉ሺ1 െ ሻݐ ฬ݂ᇱ ൬
ܾ
݉

൰ฬ
௤

ቇ ݏ݀ݐ݀
ଵ

଴

ଵ

଴
ቇ

ଵ
௤

቏ 

olur. Burada  

න න ݏ| െ ݏ݀ݐ௣݀|ݐ
ଵ

଴

ଵ

଴
ൌ න ቈන ሺݏ െ ݐሻ௣݀ݐ ൅ න ሺݐ െ ݐሻ௣݀ݏ

ଵ

௦

௦

଴
቉ ݏ݀ ൌ

ଵ

଴

2
ሺ݌ ൅ 1ሻሺ݌ ൅ 2ሻ

 

ve 

න න ቆݐ|݂ᇱሺܽሻ|௤ ൅ ݉ሺ1 െ ሻݐ ฬ݂ᇱ ൬
ܾ
݉

൰ฬ
௤

ቇ ݏ݀ݐ݀
ଵ

଴

ଵ

଴
ൌ

|݂ᇱሺܽሻ|௤ ൅ ݉ ቚ݂ᇱ ቀ ܾ
݉ቁቚ

௤

2
 

olduğundan 

ቤ
݂ሺܽሻ ൅ ݂ሺܾሻ

2
െ

1
ܾ െ ܽ

න ݂ሺݔሻ݀ݔ
௕

௔
ቤ 

൑ ሺܾ െ ܽሻ ൬
2

ሺ݌ ൅ 1ሻሺ݌ ൅ 2ሻ
൰

ଵ
௣

൮
|݂ᇱሺܽሻ|௤ ൅ ݉ ቚ݂ᇱ ቀ ܾ

݉ቁቚ
௤

2
൲

ଵ
௤

 

bulunur. Böylece ispat tamamlanır.  



48 
 

 
 

Sonuç 4.5.1. Teorem 4.5.1’de ݉ ൌ 1  seçilirse, Teorem 4.5.1’deki eşitsizlik Teorem 

3.3.5’deki eşitsizliğe indirgenir. 

Teorem 4.5.2. ܫ, ሾ0, ∞ሻ ؿ ,ܽ ,olacak şekilde açık reel bir aralık ܫ ܾ א 0 ,ܫ ൑ ܽ ൏ ܾ ൏ ∞ 

ve ݂: ܫ ՜ Թ diferensiyellenebilir bir dönüşüm olsun. ݉ א ሺ0,1ሿ ve ݍ ൒ 1 olmak üzere 

|݂ᇱ|௤, ሾܽ, ܾሿ üzerinde ݉ െkonveks fonksiyon ise bu durumda  

ቤ
݂ሺܽሻ ൅ ݂ሺܾሻ

2
െ

1
ܾ െ ܽ

න ݂ሺݔሻ݀ݔ
௕

௔
ቤ ൑

ሺܾ െ ܽሻ

3
൮

|݂ᇱሺܽሻ|௤ ൅ ݉ ቚ݂ᇱ ቀ ܾ
݉ቁቚ

௤

2
൲

ଵ
௤

 

dur. 

İspat: İki katlı integraller için power mean eşitsizliği kullanılarak Lemma 3.3.2’den 

ቤ
݂ሺܽሻ ൅ ݂ሺܾሻ

2
െ

1
ܾ െ ܽ

න ݂ሺݔሻ݀ݔ
௕

௔
ቤ 

൑
ܾ െ ܽ

2
ቈන න |݂ᇱሺܽݐ ൅ ሺ1 െ ሻܾሻݐ െ ݂ᇱሺܽݏ ൅ ሺ1 െ ݏ||ሻܾሻݏ െ ݏ݀ݐ݀|ݐ

ଵ

଴

ଵ

଴
቉ 

൑
ܾ െ ܽ

2
ቈන න |݂ᇱሺܽݐ ൅ ሺ1 െ ݏ||ሻܾሻݐ െ ݏ݀ݐ݀|ݐ

ଵ

଴

ଵ

଴
 

൅ න න |݂ᇱሺܽݏ ൅ ሺ1 െ ݏ||ሻܾሻݏ െ ݏ݀ݐ݀|ݐ
ଵ

଴

ଵ

଴
቉ 

൑ ሺܾ െ ܽሻ ቎ቆන න ݏ| െ ݏ݀ݐ݀|ݐ
ଵ

଴

ଵ

଴
ቇ

ଵିଵ
௤

ቆන න ݏ| െ ܽݐᇱሺ݂||ݐ ൅ ሺ1 െ ݏ݀ݐሻܾሻ|௤݀ݐ
ଵ

଴

ଵ

଴
ቇ

ଵ
௤

቏ 

elde edilir.  |݂ᇱ|௤ , ሾܽ, ܾሿ üzerinde  ݉ െ konveks fonksiyon olduğundan, ݐ א ሾ0,1ሿ  ve 

݉ א ሺ0,1ሿ için  

|݂ᇱሺܽݐ ൅ ሺ1 െ ሻܾሻ|௤ݐ ൑ ᇱሺܽሻ|௤݂|ݐ ൅ ݉ሺ1 െ ሻݐ ฬ݂ᇱ ൬
ܾ
݉

൰ฬ
௤

 



49 
 

 
 

yazılır. Dolayısıyla  

ቤ
݂ሺܽሻ ൅ ݂ሺܾሻ

2
െ

1
ܾ െ ܽ

න ݂ሺݔሻ݀ݔ
௕

௔
ቤ 

൑ ሺܾ െ ܽሻ ቆන න ݏ| െ ݏ݀ݐ݀|ݐ
ଵ

଴

ଵ

଴
ቇ

ଵିଵ
௤
 

ൈ ቆන න ݏ| െ |ݐ ቆݐ|݂ᇱሺܽሻ|௤ ൅ ݉ሺ1 െ ሻݐ ฬ݂ᇱ ൬
ܾ
݉

൰ฬ
௤

ቇ ݏ݀ݐ݀
ଵ

଴

ଵ

଴
ቇ

ଵ
௤
 

olur. Burada  

න න ݏ| െ ݏ݀ݐ݀|ݐ
ଵ

଴

ଵ

଴
ൌ

1
3

 

ve 

න න ݏ| െ |ݐ ቆݐ|݂ᇱሺܽሻ|௤ ൅ ݉ሺ1 െ ሻݐ ฬ݂ᇱ ൬
ܾ
݉

൰ฬ
௤

ቇ ݏ݀ݐ݀
ଵ

଴

ଵ

଴
ൌ

|݂ᇱሺܽሻ|௤ ൅ ݉ ቚ݂ᇱ ቀ ܾ
݉ቁቚ

௤

6
 

olduğundan   

ቤ
݂ሺܽሻ ൅ ݂ሺܾሻ

2
െ

1
ܾ െ ܽ

න ݂ሺݔሻ݀ݔ
௕

௔
ቤ ൑

ሺܾ െ ܽሻ

3
൮

|݂ᇱሺܽሻ|௤ ൅ ݉ ቚ݂ᇱ ቀ ܾ
݉ቁቚ

௤

2
൲

ଵ
௤

 

bulunur ve ispat tamamlanır. 

Sonuç 4.5.2. Teorem 4.5.2’de ݉ ൌ 1  seçilirse, Teorem 4.5.2’deki eşitsizlik Teorem 

3.3.6’daki eşitsizliğe indirgenir. 

Teorem 4.5.3. ݂, ݃: ሾ0, ∞ሻ ՜ ሾ0, ∞ሻ iki fonksiyon, 0 ൑ ܽ ൏ ܾ ൏ ∞ ve ݂݃ א ,ଵሺሾܽܮ ܾሿሻ 

olsun. ݉ଵ, ݉ଶ א ሺ0,1ሿ  için ሾܽ, ܾሿ  aralığında ݂ , ݉ଵ െ konveks fonksiyon ve ݃  de 

݉ଶ െkonveks fonksiyon ise  
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1
ܾ െ ܽ

න ݂ሺݔሻ݃ሺݔሻ݀ݔ ൑ ݉݅݊ሼ ଵܵ, ܵଶሽ
௕

௔
 (4.1)

olur. Burada 

ଵܵ ൌ
1
6

൤൫݂ଶሺܽሻ ൅ ݃ଶሺܽሻ൯ ൅ ݉ଵ݂ሺܽሻ݂ ൬
ܾ

݉ଵ
൰ 

൅݉ଶ݃ሺܽሻ݃ ൬
ܾ

݉ଶ
൰ ൅ ݉ଵ

ଶ݂ଶ ൬
ܾ

݉ଵ
൰ ൅ ݉ଶ

ଶ݃ଶ ൬
ܾ

݉ଶ
൰൨ 

ve 

ܵଶ ൌ
1
6

൤൫݂ଶሺܾሻ ൅ ݃ଶሺܾሻ൯ ൅ ݉ଵ݂ሺܾሻ݂ ൬
ܽ

݉ଵ
൰ 

൅݉ଶ݃ሺܾሻ݃ ൬
ܽ

݉ଶ
൰ ൅ ݉ଵ

ଶ݂ଶ ൬
ܽ

݉ଵ
൰ ൅ ݉ଶ

ଶ݃ଶ ൬
ܽ

݉ଶ
൰൨ 

dir. 

İspat: ݂, ݉ଵ െkonveks fonksiyon ve ݃, ݉ଶ െkonveks fonksiyon olduğundan, ݐ א ሾ0,1ሿ 

için 

 ݂ ሺܽݐ ൅ ሺ1 െ ሻܾሻݐ ൑ ሺܽሻ݂ݐ ൅ ݉ଵሺ1 െ ሻ݂ݐ ൬
ܾ

݉ଵ
൰ (4.2)

ve 

 ݃ ሺܽݐ ൅ ሺ1 െ ሻܾሻݐ ൑ ሺܽሻ݃ݐ ൅ ݉ଶሺ1 െ ሻ݃ݐ ൬
ܾ

݉ଶ
൰ (4.3)

yazılabilir. Ayrıca 

න ݂ሺݔሻ݃ሺݔሻ݀ݔ ൌ ሺܾ െ ܽሻ
௕

௔
න ݂ሺܽݐ ൅ ሺ1 െ ܽݐሻܾሻ݃ሺݐ ൅ ሺ1 െ ݐሻܾሻ݀ݐ

ଵ

଴
 (4.4)

eşitliğini göstermek kolaydır.  
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(4.4) eşitliğinin sağ tarafında (4.2), (4.3) ve ܿ݀ ൑ ଵ

ଶ
ሺܿଶ ൅ ݀ଶሻ (ܿ, ݀ ൒ 0 ) eşitsizliklerini 

kullanıp değişken değişikliği yapılırsa  

න ݂ሺݔሻ݃ሺݔሻ݀ݔ
௕

௔
 

൑
1
2

ሺܾ െ ܽሻ න ሾሼ݂ሺܽݐ ൅ ሺ1 െ ሻܾሻሽଶݐ ൅ ሼ݃ሺܽݐ ൅ ሺ1 െ ݐሻܾሻሽଶሿ݀ݐ
ଵ

଴
 

൑
1
2

ሺܾ െ ܽሻ න ቎൭݂ݐሺܽሻ ൅ ݉ଵሺ1 െ ሻ݂ݐ ൬
ܾ

݉ଵ
൰൱

ଶ

൅ ൭݃ݐሺܽሻ ൅ ݉ଶሺ1 െ ሻ݃ݐ ൬
ܾ

݉ଶ
൰൱

ଶ

቏
ଵ

଴
 ݐ݀

ൌ
1
2

ሺܾ െ ܽሻ ൤
1
3

݂ଶሺܽሻ ൅
1
3

݉ଵ
ଶ݂ଶ ൬

ܾ
݉ଵ

൰ ൅
1
3

݉ଵ݂ሺܽሻ݂ ൬
ܾ

݉ଵ
൰ 

൅
1
3

݃ଶሺܽሻ ൅
1
3

݉ଶ
ଶ݃ଶ ൬

ܾ
݉ଶ

൰ ൅
1
3

݉ଶ݃ሺܽሻ݃ ൬
ܾ

݉ଶ
൰൨ 

ൌ
ሺܾ െ ܽሻ

6
൤൫݂ଶሺܽሻ ൅ ݃ଶሺܽሻ൯ ൅ ݉ଵ݂ሺܽሻ݂ ൬

ܾ
݉ଵ

൰ 

 ൅݉ଶ݃ሺܽሻ݃ ൬
ܾ

݉ଶ
൰ ൅ ݉ଵ

ଶ݂ଶ ൬
ܾ

݉ଵ
൰ ൅ ݉ଶ

ଶ݃ଶ ൬
ܾ

݉ଶ
൰൨ (4.5)

yazılır. Benzer şekilde 

න ݂ሺݔሻ݃ሺݔሻ݀ݔ
௕

௔
 

൑
1
2

ሺܾ െ ܽሻ න ሾሼ݂ሺܾݐ ൅ ሺ1 െ ሻܽሻሽଶݐ ൅ ሼ݃ሺܾݐ ൅ ሺ1 െ ݐሻܽሻሽଶሿ݀ݐ
ଵ

଴
 

൑
1
2

ሺܾ െ ܽሻ න ൥ቆ݂ݐሺܾሻ ൅ ݉ଵሺ1 െ ሻ݂ݐ ൬
ܽ

݉ଵ
൰ቇ

ଶ

൅ ቆ݃ݐሺܾሻ ൅ ݉ଶሺ1 െ ሻ݃ݐ ൬
ܽ

݉ଶ
൰ቇ

ଶ

൩
ଵ

଴
 

 



52 
 

 
 

ൌ
1
2

ሺܾ െ ܽሻ ൤
1
3

݂ଶሺܾሻ ൅
1
3

݉ଵ
ଶ݂ଶ ൬

ܽ
݉ଵ

൰ ൅
1
3

݉ଵ݂ሺܾሻ݂ ൬
ܽ

݉ଵ
൰ 

൅
1
3

݃ଶሺܾሻ ൅
1
3

݉ଶ
ଶ݃ଶ ൬

ܽ
݉ଶ

൰ ൅
1
3

݉ଶ݃ሺܾሻ݃ ൬
ܽ

݉ଶ
൰൨ 

ൌ
ሺܾ െ ܽሻ

6
൤൫݂ଶሺܾሻ ൅ ݃ଶሺܾሻ൯ ൅ ݉ଵ݂ሺܾሻ݂ ൬

ܽ
݉ଵ

൰ 

൅݉ଶ݃ሺܾሻ݃ ൬
ܽ

݉ଶ
൰ ൅ ݉ଵ

ଶ݂ଶ ൬
ܽ

݉ଵ
൰ ൅ ݉ଶ

ଶ݃ଶ ൬
ܽ

݉ଶ
൰൨ (4.6)

yazılır. (4.5) ve (4.6) eşitsizlikleri yeniden yazılırsa (4.1)’deki istenilen eşitsizlik elde 

edilir ve böylece ispat tamamlanır.    

4.6. ሺࢻ, ሻ࢓ െkonveks Fonksiyonlar İçin Yeni İntegral Eşitsizlikleri 

Teorem 4.6.1. ܫ, ሾ0, ∞ሻ ؿ ,ܽ ,olacak şekilde açık reel bir aralık ܫ ܾ א 0 ,ܫ ൑ ܽ ൏ ܾ ൏ ∞ 

ve ݂: ܫ ՜ Թ diferensiyellenebilir bir dönüşüm olsun. ߙ, ݉ א ሺ0,1ሿ, ݍ ൐ 1 ve 
ଵ

௣
൅ ଵ

௤
ൌ 1 

olmak üzere |݂ᇱ|௤, ሾܽ, ܾሿ üzerinde ሺߙ, ݉ሻ െkonveks fonksiyon ise bu durumda  

ቤ
݂ሺܽሻ ൅ ݂ሺܾሻ

2
െ

1
ܾ െ ܽ

න ݂ሺݔሻ݀ݔ
௕

௔
ቤ

൑ ሺܾ െ ܽሻ ൬
2

ሺ݌ ൅ 1ሻሺ݌ ൅ 2ሻ
൰

ଵ
௣

൮
|݂ᇱሺܽሻ|௤ ൅ ݉ߙ ቚ݂ᇱ ቀ ܾ

݉ቁቚ
௤

ߙ ൅ 1
൲

ଵ
௤

 

dur.  

İspat: İki katlı integraller için Hölder eşitsizliği kullanılarak Lemma 3.3.2’den 

ቤ
݂ሺܽሻ ൅ ݂ሺܾሻ

2
െ

1
ܾ െ ܽ

න ݂ሺݔሻ݀ݔ
௕

௔
ቤ 

൑
ܾ െ ܽ

2
ቈන න |݂ᇱሺܽݐ ൅ ሺ1 െ ሻܾሻݐ െ ݂ᇱሺܽݏ ൅ ሺ1 െ ݏ||ሻܾሻݏ െ ݏ݀ݐ݀|ݐ

ଵ

଴

ଵ

଴
቉ 
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൑
ܾ െ ܽ

2
ቈන න |݂ᇱሺܽݐ ൅ ሺ1 െ ݏ||ሻܾሻݐ െ ݏ݀ݐ݀|ݐ

ଵ

଴

ଵ

଴
 

൅ න න |݂ᇱሺܽݏ ൅ ሺ1 െ ݏ||ሻܾሻݏ െ ݏ݀ݐ݀|ݐ
ଵ

଴

ଵ

଴
቉ 

൑ ሺܾ െ ܽሻ ቎ቆන න |݂ᇱሺܽݐ ൅ ሺ1 െ ݏ݀ݐሻܾሻ|௤݀ݐ
ଵ

଴

ଵ

଴
ቇ

ଵ
௤

ቆන න ݏ| െ ݏ݀ݐ௣݀|ݐ
ଵ

଴

ଵ

଴
ቇ

ଵ
௣

቏ 

elde edilir. |݂ᇱ|௤ , ሾܽ, ܾሿ üzerinde ሺߙ, ݉ሻ െkonveks fonksiyon olduğundan, ݐ א ሾ0,1ሿ ve 

,ߙ ݉ א ሺ0,1ሿ için  

|݂ᇱሺܽݐ ൅ ሺ1 െ ሻܾሻ|௤ݐ ൑ ఈ|݂ᇱሺܽሻ|௤ݐ ൅ ݉ሺ1 െ ఈሻݐ ฬ݂ᇱ ൬
ܾ
݉

൰ฬ
௤

 

yazılır. Dolayısıyla 

ቤ
݂ሺܽሻ ൅ ݂ሺܾሻ

2
െ

1
ܾ െ ܽ

න ݂ሺݔሻ݀ݔ
௕

௔
ቤ 

൑ ሺܾ െ ܽሻ ቎ቆන න ݏ| െ ݏ݀ݐ௣݀|ݐ
ଵ

଴

ଵ

଴
ቇ

ଵ
௣
 

ൈ ቆන න ቆݐఈ|݂ᇱሺܽሻ|௤ ൅ ݉ሺ1 െ ఈሻݐ ฬ݂ᇱ ൬
ܾ
݉

൰ฬ
௤

ቇ ݏ݀ݐ݀
ଵ

଴

ଵ

଴
ቇ

ଵ
௤

቏ 

olur. Burada  

න න ݏ| െ ݏ݀ݐ௣݀|ݐ
ଵ

଴

ଵ

଴
ൌ න ቈන ሺݏ െ ݐሻ௣݀ݐ ൅ න ሺݐ െ ݐሻ௣݀ݏ

ଵ

௦

௦

଴
቉ ݏ݀ ൌ

ଵ

଴

2
ሺ݌ ൅ 1ሻሺ݌ ൅ 2ሻ

 

ve 

න න ቆݐఈ|݂ᇱሺܽሻ|௤ ൅ ݉ሺ1 െ ఈሻݐ ฬ݂ᇱ ൬
ܾ
݉

൰ฬ
௤

ቇ ݏ݀ݐ݀
ଵ

଴

ଵ

଴
ൌ

|݂ᇱሺܽሻ|௤ ൅ ݉ߙ ቚ݂ᇱ ቀ ܾ
݉ቁቚ

௤

ߙ ൅ 1
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olduğundan 

ቤ
݂ሺܽሻ ൅ ݂ሺܾሻ

2
െ

1
ܾ െ ܽ

න ݂ሺݔሻ݀ݔ
௕

௔
ቤ 

൑ ሺܾ െ ܽሻ ൬
2

ሺ݌ ൅ 1ሻሺ݌ ൅ 2ሻ
൰

ଵ
௣

൮
|݂ᇱሺܽሻ|௤ ൅ ݉ߙ ቚ݂ᇱ ቀ ܾ

݉ቁቚ
௤

ߙ ൅ 1
൲

ଵ
௤

 

bulunur ve ispat tamamlanır. 

Sonuç 4.6.1 Teorem 4.6.1’de ߙ ൌ 1  seçilirse, Teorem 4.6.1’deki eşitsizlik Teorem 

4.5.1’deki eşitsizliğe indirgenir. Eğer ߙ ൌ ݉ ൌ 1  seçilirse bu durumda da Teorem 

4.6.1’deki eşitsizlik Teorem 3.3.5’deki eşitsizliğe indirgenir. 

Teorem 4.6.2. ܫ, ሾ0, ∞ሻ ؿ ,ܽ ,olacak şekilde açık reel bir aralık ܫ ܾ א 0 ,ܫ ൑ ܽ ൏ ܾ ൏ ∞ 

ve ݂: ܫ ՜ Թ diferensiyellenebilir bir dönüşüm olsun. ߙ, ݉ א ሺ0,1ሿ ve ݍ ൒ 1 olmak üzere 

|݂ᇱ|௤, ሾܽ, ܾሿ üzerinde ሺߙ, ݉ሻ െkonveks fonksiyon ise bu durumda  

ቤ
݂ሺܽሻ ൅ ݂ሺܾሻ

2
െ

1
ܾ െ ܽ

න ݂ሺݔሻ݀ݔ
௕

௔
ቤ 

൑
ሺܾ െ ܽሻ

3
൮

3ሺߙଶ ൅ ߙ3 ൅ 4ሻ|݂ᇱሺܽሻ|௤ ൅ ݉ሺ2ߙଷ ൅ ଶߙ9 ൅ ሻߙ13 ቚ݂ᇱሺ ܾ
݉ሻቚ

௤

2ሺߙ ൅ 1ሻሺߙ ൅ 2ሻሺߙ ൅ 3ሻ
൲

ଵ
௤

 

dur. 

İspat: İki katlı integraller için power mean eşitsizliği kullanılarak Lemma 3.3.2’den 

ቤ
݂ሺܽሻ ൅ ݂ሺܾሻ

2
െ

1
ܾ െ ܽ

න ݂ሺݔሻ݀ݔ
௕

௔
ቤ 

൑
ܾ െ ܽ

2
ቈන න |݂ᇱሺܽݐ ൅ ሺ1 െ ሻܾሻݐ െ ݂ᇱሺܽݏ ൅ ሺ1 െ ݏ||ሻܾሻݏ െ ݏ݀ݐ݀|ݐ

ଵ

଴

ଵ

଴
቉ 
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൑
ܾ െ ܽ

2
ቈන න |݂ᇱሺܽݐ ൅ ሺ1 െ ݏ||ሻܾሻݐ െ ݏ݀ݐ݀|ݐ

ଵ

଴

ଵ

଴
 

൅ න න |݂ᇱሺܽݏ ൅ ሺ1 െ ݏ||ሻܾሻݏ െ ݏ݀ݐ݀|ݐ
ଵ

଴

ଵ

଴
቉ 

൑ ሺܾ െ ܽሻ ቎ቆන න ݏ| െ ݏ݀ݐ݀|ݐ
ଵ

଴

ଵ

଴
ቇ

ଵିଵ
௤

ቆන න ݏ| െ ܽݐᇱሺ݂||ݐ ൅ ሺ1 െ ݏ݀ݐሻܾሻ|௤݀ݐ
ଵ

଴

ଵ

଴
ቇ

ଵ
௤

቏ 

bulunur.  |݂ᇱ|௤ , ሾܽ, ܾሿ üzerinde  ሺߙ, ݉ሻ െ konveks fonksiyon olduğundan, ݐ א ሾ0,1ሿ  ve 

,ߙ ݉ א ሺ0,1ሿ için  

|݂ᇱሺܽݐ ൅ ሺ1 െ ሻܾሻ|௤ݐ ൑ ఈ|݂ᇱሺܽሻ|௤ݐ ൅ ݉ሺ1 െ ఈሻݐ ฬ݂ᇱ ൬
ܾ
݉

൰ฬ
௤

 

dır. Dolayısıyla  

ቤ
݂ሺܽሻ ൅ ݂ሺܾሻ

2
െ

1
ܾ െ ܽ

න ݂ሺݔሻ݀ݔ
௕

௔
ቤ 

൑ ሺܾ െ ܽሻ ቆන න ݏ| െ ݏ݀ݐ݀|ݐ
ଵ

଴

ଵ

଴
ቇ

ଵିଵ
௤
 

ൈ ቆන න ݏ| െ |ݐ ቆݐఈ|݂ᇱሺܽሻ|௤ ൅ ݉ሺ1 െ ఈሻݐ ฬ݂ᇱ ൬
ܾ
݉

൰ฬ
௤

ቇ ݏ݀ݐ݀
ଵ

଴

ଵ

଴
ቇ

ଵ
௤
 

elde edilir. Burada 

න න ݏ| െ ݏ݀ݐ݀|ݐ
ଵ

଴

ଵ

଴
ൌ

1
3

 

ve 

න න ݏ| െ |ݐ ቆݐఈ|݂ᇱሺܽሻ|௤ ൅ ݉ሺ1 െ ఈሻݐ ฬ݂ᇱ ൬
ܾ
݉

൰ฬ
௤

ቇ ݏ݀ݐ݀
ଵ

଴

ଵ

଴
 

ൌ
3ሺߙଶ ൅ ߙ3 ൅ 4ሻ|݂ᇱሺܽሻ|௤ ൅ ݉ሺ2ߙଷ ൅ ଶߙ9 ൅ ሻߙ13 ቚ݂ᇱሺ ܾ

݉ሻቚ
௤

6ሺߙ ൅ 1ሻሺߙ ൅ 2ሻሺߙ ൅ 3ሻ
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olduğundan 

ቤ
݂ሺܽሻ ൅ ݂ሺܾሻ

2
െ

1
ܾ െ ܽ

න ݂ሺݔሻ݀ݔ
௕

௔
ቤ 

൑
ሺܾ െ ܽሻ

3
൮

3ሺߙଶ ൅ ߙ3 ൅ 4ሻ|݂ᇱሺܽሻ|௤ ൅ ݉ሺ2ߙଷ ൅ ଶߙ9 ൅ ሻߙ13 ቚ݂ᇱሺ ܾ
݉ሻቚ

௤

2ሺߙ ൅ 1ሻሺߙ ൅ 2ሻሺߙ ൅ 3ሻ
൲

ଵ
௤

 

olur ve ispat tamamlanır. 

Sonuç 4.6.2. Teorem 4.6.2’de ߙ ൌ 1  seçilirse, Teorem 4.6.2’deki eşitsizlik Teorem 

4.5.2’deki eşitsizliğe indirgenir. Eğer ߙ ൌ ݉ ൌ 1  seçilirse bu durumda da Teorem 

4.6.2’deki eşitsizlik Teorem 3.3.6’deki eşitsizliğe indirgenir. 

Teorem 4.6.3. ݂, ݃: ሾ0, ∞ሻ ՜ ሾ0, ∞ሻ iki fonksiyon, 0 ൑ ܽ ൏ ܾ ൏ ∞ ve ݂݃ א ,ଵሺሾܽܮ ܾሿሻ 

olsun. ߙଵ, ݉ଵ, ,ଶߙ ݉ଶ א ሺ0,1ሿ için ሾܽ, ܾሿ aralığında ݂, ሺߙଵ, ݉ଵሻ െkonveks fonksiyon ve 

݃ de ሺߙଶ, ݉ଶሻ െkonveks fonksiyon ise 

1
ܾ െ ܽ

න ݂ሺݔሻ݃ሺݔሻ݀ݔ ൑ ݉݅݊ሼܼଵ, ܼଶሽ
௕

௔
 (4.7)

olur. Burada 

ܼଵ ൌ
1
2

൤
1

ଵߙ2 ൅ 1
݂ଶሺܽሻ ൅

1
ሺ2ߙଶ ൅ 1ሻ

݃ଶሺܽሻ 

൅
ଵߙ2

ሺߙଵ ൅ 1ሻሺ2ߙଵ ൅ 1ሻ
݉ଵ݂ሺܽሻ݂ ൬

ܾ
݉ଵ

൰ 

൅
ଶߙ2

ሺߙଶ ൅ 1ሻሺ2ߙଶ ൅ 1ሻ
݉ଶ݃ሺܽሻ݃ ൬

ܾ
݉ଶ

൰ 

൅
ଵߙ2

ଶ

ሺߙଵ ൅ 1ሻሺ2ߙଵ ൅ 1ሻ
݉ଵ

ଶ݂ଶ ൬
ܾ

݉ଵ
൰ 

൅
ଶߙ2

ଶ

ሺߙଶ ൅ 1ሻሺ2ߙଶ ൅ 1ሻ
݉ଶ

ଶ݃ଶ ൬
ܾ

݉ଶ
൰቉ 
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ve 

ܼଶ ൌ
1
2

൤
1

ଵߙ2 ൅ 1
݂ଶሺܾሻ ൅

1
ሺ2ߙଶ ൅ 1ሻ

݃ଶሺܾሻ 

൅
ଵߙ2

ሺߙଵ ൅ 1ሻሺ2ߙଵ ൅ 1ሻ
݉ଵ݂ሺܾሻ݂ ൬

ܽ
݉ଵ

൰ 

൅
ଶߙ2

ሺߙଶ ൅ 1ሻሺ2ߙଶ ൅ 1ሻ
݉ଶ݃ሺܾሻ݃ ൬

ܽ
݉ଶ

൰ 

൅
ଵߙ2

ଶ

ሺߙଵ ൅ 1ሻሺ2ߙଵ ൅ 1ሻ
݉ଵ

ଶ݂ଶ ൬
ܽ

݉ଵ
൰ 

൅
ଶߙ2

ଶ

ሺߙଶ ൅ 1ሻሺ2ߙଶ ൅ 1ሻ
݉ଶ

ଶ݃ଶ ൬
ܽ

݉ଶ
൰቉ 

dir. 

İspat: ݂ , ሺߙଵ, ݉ଵሻ െ konveks fonksiyon ve ݃ , ሺߙଶ, ݉ଶሻ െ konveks fonksiyon 

olduğundan, ݐ א ሾ0,1ሿ için 

 ݂ ሺܽݐ ൅ ሺ1 െ ሻܾሻݐ ൑ ఈభ݂ሺܽሻݐ ൅ ݉ଵሺ1 െ ఈభሻ݂ݐ ൬
ܾ

݉ଵ
൰ (4.8)

ve 

 ݃ ሺܽݐ ൅ ሺ1 െ ሻܾሻݐ ൑ ఈమ݃ሺܽሻݐ ൅ ݉ଶሺ1 െ ఈమሻ݃ݐ ൬
ܾ

݉ଶ
൰ (4.9)

yazılabilir. Ayrıca 

න ݂ሺݔሻ݃ሺݔሻ݀ݔ ൌ ሺܾ െ ܽሻ
௕

௔
න ݂ሺܽݐ ൅ ሺ1 െ ܽݐሻܾሻ݃ሺݐ ൅ ሺ1 െ ݐሻܾሻ݀ݐ

ଵ

଴
 (4.10)

eşitliğini göstermek kolaydır.  

(4.10) eşitliğinin sağ tarafında (4.8), (4.9) ve ܿ݀ ൑ ଵ

ଶ
ሺܿଶ ൅ ݀ଶሻ (ܿ, ݀ ൒ 0 ) eşitsizliklerini 

kullanıp değişken değişikliği yapılırsa  
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න ݂ሺݔሻ݃ሺݔሻ݀ݔ
௕

௔
 

൑
1
2

ሺܾ െ ܽሻ න ሾሼ݂ሺܽݐ ൅ ሺ1 െ ሻܾሻሽଶݐ ൅ ሼ݃ሺܽݐ ൅ ሺ1 െ ݐሻܾሻሽଶሿ݀ݐ
ଵ

଴
 

൑
1
2

ሺܾ െ ܽሻ න ቎൭ݐఈభ݂ሺܽሻ ൅ ݉ଵሺ1 െ ఈభሻ݂ݐ ൬
ܾ

݉ଵ
൰൱

ଶଵ

଴
 

൅ ൭ݐఈమ݃ሺܽሻ ൅ ݉ଶሺ1 െ ఈమሻ݃ݐ ൬
ܾ

݉ଶ
൰൱

ଶ

቏  ݐ݀

ൌ
1
2

ሺܾ െ ܽሻ ൤
1

ଵߙ2 ൅ 1
݂ଶሺܽሻ ൅

1
ሺ2ߙଶ ൅ 1ሻ

݃ଶሺܽሻ 

൅
ଵߙ2

ሺߙଵ ൅ 1ሻሺ2ߙଵ ൅ 1ሻ
݉ଵ݂ሺܽሻ݂ ൬

ܾ
݉ଵ

൰ 

൅
ଶߙ2

ሺߙଶ ൅ 1ሻሺ2ߙଶ ൅ 1ሻ
݉ଶ݃ሺܽሻ݃ ൬

ܾ
݉ଶ

൰ 

൅
ଵߙ2

ଶ

ሺߙଵ ൅ 1ሻሺ2ߙଵ ൅ 1ሻ
݉ଵ

ଶ݂ଶ ൬
ܾ

݉ଵ
൰ 

൅
ଶߙ2

ଶ

ሺߙଶ ൅ 1ሻሺ2ߙଶ ൅ 1ሻ
݉ଶ

ଶ݃ଶ ൬
ܾ

݉ଶ
൰቉ (4.11)

yazılır. Benzer şekilde  

න ݂ሺݔሻ݃ሺݔሻ݀ݔ
௕

௔
 

൑
1
2

ሺܾ െ ܽሻ න ሾሼ݂ሺܾݐ ൅ ሺ1 െ ሻܽሻሽଶݐ ൅ ሼ݃ሺܾݐ ൅ ሺ1 െ ݐሻܽሻሽଶሿ݀ݐ
ଵ

଴
 

൑
1
2

ሺܾ െ ܽሻ න ൥ቆݐఈభ݂ሺܾሻ ൅ ݉ଵሺ1 െ ఈభሻ݂ݐ ൬
ܽ

݉ଵ
൰ቇ

ଶଵ

଴
 

൅ ቆݐఈమ݃ሺܾሻ ൅ ݉ଶሺ1 െ ఈమሻ݃ݐ ൬
ܽ

݉ଶ
൰ቇ

ଶ

൩  ݐ݀
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ൌ
1
2

ሺܾ െ ܽሻ ൤
1

ଵߙ2 ൅ 1
݂ଶሺܾሻ ൅

1
ሺ2ߙଶ ൅ 1ሻ

݃ଶሺܾሻ 

൅
ଵߙ2

ሺߙଵ ൅ 1ሻሺ2ߙଵ ൅ 1ሻ
݉ଵ݂ሺܾሻ݂ ൬

ܽ
݉ଵ

൰ 

൅
ଶߙ2

ሺߙଶ ൅ 1ሻሺ2ߙଶ ൅ 1ሻ
݉ଶ݃ሺܾሻ݃ ൬

ܽ
݉ଶ

൰ 

൅
ଵߙ2

ଶ

ሺߙଵ ൅ 1ሻሺ2ߙଵ ൅ 1ሻ
݉ଵ

ଶ݂ଶ ൬
ܽ

݉ଵ
൰ 

൅
ଶߙ2

ଶ

ሺߙଶ ൅ 1ሻሺ2ߙଶ ൅ 1ሻ
݉ଶ

ଶ݃ଶ ൬
ܽ

݉ଶ
൰቉ (4.12)

elde edilir. (4.11) ve (4.12) eşitsizlikleri yardımıyla (4.7)’deki istenilen eşitsizlik elde 

edilir ve böylece ispat tamamlanır.    

Sonuç 4.6.3. Teorem 4.6.3’de ߙଵ ൌ ଶߙ ൌ 1 seçilirse (4.1)’deki eşitsizlik elde edilir. 

ࢍ࢕࢒ .4.7 െkonveks Fonksiyonlar İçin Yeni İntegral Eşitsizlikleri 

Teorem 4.7.1. ܽ, ܾ א °ܫ , ܽ ൏ ܾ  ve ݂: °ܫ ؿ Թ ՜ ሺ0, ∞ሻ  diferensiyellenebilir bir 

dönüşüm olsun. ݍ ൐ 1,  
ଵ

௣
൅ ଵ

௤
ൌ 1 ve |݂ᇱ|௤, ሾܽ, ܾሿ üzerinde ݈݃݋ െkonveks fonksiyon ise 

  pozitif reel sayıların logaritmik ortalaması olmak üzere ܮ

ቤ
݂ሺܽሻ ൅ ݂ሺܾሻ

2
െ

1
ܾ െ ܽ

න ݂ሺݔሻ݀ݔ
௕

௔
ቤ

൑ ሺܾ െ ܽሻ ൬
2

ሺ݌ ൅ 1ሻሺ݌ ൅ 2ሻ
൰

ଵ
௣

ሾܮሺ|݂ᇱሺܽሻ|௤, |݂ᇱሺܾሻ|௤ሻሿଵ ௤⁄  

olur.  

İspat: İki katlı integraller için Hölder eşitsizliği kullanılarak Lemma 3.3.2’den 
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ቤ
݂ሺܽሻ ൅ ݂ሺܾሻ

2
െ

1
ܾ െ ܽ

න ݂ሺݔሻ݀ݔ
௕

௔
ቤ 

൑
ܾ െ ܽ

2
ቈන න |݂ᇱሺܽݐ ൅ ሺ1 െ ሻܾሻݐ െ ݂ᇱሺܽݏ ൅ ሺ1 െ ݏ||ሻܾሻݏ െ ݏ݀ݐ݀|ݐ

ଵ

଴

ଵ

଴
቉ 

൑
ܾ െ ܽ

2
ቈන න |݂ᇱሺܽݐ ൅ ሺ1 െ ݏ||ሻܾሻݐ െ ݏ݀ݐ݀|ݐ

ଵ

଴

ଵ

଴
 

൅ න න |݂ᇱሺܽݏ ൅ ሺ1 െ ݏ||ሻܾሻݏ െ ݏ݀ݐ݀|ݐ
ଵ

଴

ଵ

଴
቉ 

൑ ሺܾ െ ܽሻ ቎ቆන න |݂ᇱሺܽݐ ൅ ሺ1 െ ݏ݀ݐሻܾሻ|௤݀ݐ
ଵ

଴

ଵ

଴
ቇ

ଵ
௤

ቆන න ݏ| െ ݏ݀ݐ௣݀|ݐ
ଵ

଴

ଵ

଴
ቇ

ଵ
௣

቏ 

elde edilir. |݂ᇱ|௤, ሾܽ, ܾሿ üzerinde ݈݃݋ െkonveks fonksiyon olduğundan, ݐ א ሾ0,1ሿ için  

|݂ᇱሺܽݐ ൅ ሺ1 െ ሻܾሻ|௤ݐ ൑ |݂ᇱሺܽሻ|௤௧|݂ᇱሺܾሻ|௤ି௤௧ 

yazılır. Dolayısıyla  

ቤ
݂ሺܽሻ ൅ ݂ሺܾሻ

2
െ

1
ܾ െ ܽ

න ݂ሺݔሻ݀ݔ
௕

௔
ቤ 

൑ ሺܾ െ ܽሻ ቎ቆන න ݏ| െ ݏ݀ݐ௣݀|ݐ
ଵ

଴

ଵ

଴
ቇ

ଵ
௣

ቆන න ሺ|݂ᇱሺܽሻ|௤௧|݂ᇱሺܾሻ|௤ି௤௧ሻ݀ݏ݀ݐ
ଵ

଴

ଵ

଴
ቇ

ଵ
௤
 

ൌ ሺܾ െ ܽሻ ቆන න ݏ| െ ݏ݀ݐ௣݀|ݐ
ଵ

଴

ଵ

଴
ቇ

ଵ
௣

ቆන ቊ|݂ᇱሺܾሻ|௤ න ቈ
|݂ᇱሺܽሻ|௤

|݂ᇱሺܾሻ|௤቉
௧

ݐ݀
ଵ

଴
ቋ

ଵ

଴
ቇݏ݀

ଵ
௤

 

olur. Burada 

න න ݏ| െ ݏ݀ݐ௣݀|ݐ
ଵ

଴

ଵ

଴
ൌ න ቈන ሺݏ െ ݐሻ௣݀ݐ ൅ න ሺݐ െ ݐሻ௣݀ݏ

ଵ

௦

௦

଴
቉ ݏ݀ ൌ

ଵ

଴

2
ሺ݌ ൅ 1ሻሺ݌ ൅ 2ሻ

 

ve 
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න ቊ|݂ᇱሺܾሻ|௤ න ቈ
|݂ᇱሺܽሻ|௤

|݂ᇱሺܾሻ|௤቉
௧

ݐ݀
ଵ

଴
ቋ

ଵ

଴
ݏ݀ ൌ ,ሺ|݂ᇱሺܽሻ|௤ܮ |݂ᇱሺܾሻ|௤ሻ 

olduğundan 

ቤ
݂ሺܽሻ ൅ ݂ሺܾሻ

2
െ

1
ܾ െ ܽ

න ݂ሺݔሻ݀ݔ
௕

௔
ቤ 

൑ ሺܾ െ ܽሻ ൬
2

ሺ݌ ൅ 1ሻሺ݌ ൅ 2ሻ
൰

ଵ
௣

ሾܮሺ|݂ᇱሺܽሻ|௤, |݂ᇱሺܾሻ|௤ሻሿଵ ௤⁄  

bulunur ve ispat tamamlanır. 

Teorem 4.7.2. ܽ, ܾ א °ܫ , ܽ ൏ ܾ  ve ݂: °ܫ ؿ  Թ ՜ ሺ0, ∞ሻ  diferensiyellenebilir bir 

dönüşüm olsun. ݍ ൒ 1 ve |݂ᇱ|௤ , ሾܽ, ܾሿ üzerinde ݈݃݋ െkonveks fonksiyon ise ܮ  pozitif 

reel sayıların logaritmik ortalaması olmak üzere 

ቤ
݂ሺܽሻ ൅ ݂ሺܾሻ

2
െ

1
ܾ െ ܽ

න ݂ሺݔሻ݀ݔ
௕

௔
ቤ ൑

ሺܾ െ ܽሻ

3
ଵିଵ

௤

ቈ
,ሺ|݂ᇱሺܽሻ|௤ܮ |݂ᇱሺܾሻ|௤ሻ

2
 

൅
,ሺ|݂ᇱሺܽሻ|௤ܮ2 |݂ᇱሺܾሻ|௤ሻ െ ሺ|݂ᇱሺܽሻ|௤ ൅ |݂ᇱሺܾሻ|௤ሻ

ሾ݈݊ሺ|݂ᇱሺܽሻ|௤ሻ െ ݈݊ሺ|݂ᇱሺܾሻ|௤ሻሿଶ ቉

ଵ
௤
 

dır. 

İspat: İki katlı integraller için power mean eşitsizliği kullanılarak Lemma 3.3.2’den 

ቤ
݂ሺܽሻ ൅ ݂ሺܾሻ

2
െ

1
ܾ െ ܽ

න ݂ሺݔሻ݀ݔ
௕

௔
ቤ 

൑
ܾ െ ܽ

2
ቈන න |݂ᇱሺܽݐ ൅ ሺ1 െ ሻܾሻݐ െ ݂ᇱሺܽݏ ൅ ሺ1 െ ݏ||ሻܾሻݏ െ ݏ݀ݐ݀|ݐ

ଵ

଴

ଵ

଴
቉ 

൑
ܾ െ ܽ

2
ቈන න |݂ᇱሺܽݐ ൅ ሺ1 െ ݏ||ሻܾሻݐ െ ݏ݀ݐ݀|ݐ

ଵ

଴

ଵ

଴
 

൅ න න |݂ᇱሺܽݏ ൅ ሺ1 െ ݏ||ሻܾሻݏ െ ݏ݀ݐ݀|ݐ
ଵ

଴

ଵ

଴
቉ 
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൑ ሺܾ െ ܽሻ ቎ቆන න ݏ| െ ݏ݀ݐ݀|ݐ
ଵ

଴

ଵ

଴
ቇ

ଵିଵ
௤

ቆන න ݏ| െ ܽݐᇱሺ݂||ݐ ൅ ሺ1 െ ݏ݀ݐሻܾሻ|௤݀ݐ
ଵ

଴

ଵ

଴
ቇ

ଵ
௤

቏ 

elde edilir. |݂ᇱ|௤, ሾܽ, ܾሿ üzerinde ݈݃݋ െkonveks fonksiyon olduğundan, ݐ א ሾ0,1ሿ için  

|݂ᇱሺܽݐ ൅ ሺ1 െ ሻܾሻ|௤ݐ ൑ |݂ᇱሺܽሻ|௤௧|݂ᇱሺܾሻ|௤ି௤௧ 

yazılır. Dolayısıyla 

ቤ
݂ሺܽሻ ൅ ݂ሺܾሻ

2
െ

1
ܾ െ ܽ

න ݂ሺݔሻ݀ݔ
௕

௔
ቤ 

൑ ሺܾ െ ܽሻ ቆන න ݏ| െ ݏ݀ݐ݀|ݐ
ଵ

଴

ଵ

଴
ቇ

ଵିଵ
௤

ቆන න ݏ| െ ݏ݀ݐሺ|݂ᇱሺܽሻ|௤௧|݂ᇱሺܾሻ|௤ି௤௧ሻ݀|ݐ
ଵ

଴

ଵ

଴
ቇ

ଵ
௤
 

olur. Burada 

න න ݏ| െ ݏ݀ݐ݀|ݐ
ଵ

଴

ଵ

଴
ൌ

1
3

 

ve 

න න ݏ| െ ݏ݀ݐሺ|݂ᇱሺܽሻ|௤௧|݂ᇱሺܾሻ|௤ି௤௧ሻ݀|ݐ
ଵ

଴

ଵ

଴
 

ൌ
,ሺ|݂ᇱሺܽሻ|௤ܮ |݂ᇱሺܾሻ|௤ሻ

2
൅

,ሺ|݂ᇱሺܽሻ|௤ܮ2 |݂ᇱሺܾሻ|௤ሻ െ ሺ|݂ᇱሺܽሻ|௤ ൅ |݂ᇱሺܾሻ|௤ሻ
ሾ݈݊ሺ|݂ᇱሺܽሻ|௤ሻ െ ݈݊ሺ|݂ᇱሺܾሻ|௤ሻሿଶ  

olduğundan 

ቤ
݂ሺܽሻ ൅ ݂ሺܾሻ

2
െ

1
ܾ െ ܽ

න ݂ሺݔሻ݀ݔ
௕

௔
ቤ 

൑
ሺܾ െ ܽሻ

3
ଵିଵ

௤

ቈ
,ሺ|݂ᇱሺܽሻ|௤ܮ |݂ᇱሺܾሻ|௤ሻ

2
൅

,ሺ|݂ᇱሺܽሻ|௤ܮ2 |݂ᇱሺܾሻ|௤ሻ െ ሺ|݂ᇱሺܽሻ|௤ ൅ |݂ᇱሺܾሻ|௤ሻ
ሾ݈݊ሺ|݂ᇱሺܽሻ|௤ሻ െ ݈݊ሺ|݂ᇱሺܾሻ|௤ሻሿଶ ቉

ଵ
௤
 

bulunur ve böylece ispat tamamlanır. 



63 
 

 
 

Teorem 4.7.3. ܽ, ܾ א ܫ , ܽ ൏ ܾ  ve ݅ ൌ 1,2,3, … , ݊  olmak üzere ௜݂ : ܫ ؿ Թ ՜ ሺ0, ∞ሻ 

݃݋݈ െ konveks fonksiyonlar olsun. Bu durumda ܮ  pozitif sayıların logaritmik 

ortalamasını göstermek üzere  

1
ܾ െ ܽ

න ෑ ௜݂ሺݔሻ݀ݔ ൑ ܮ ൭ෑ ௜݂ሺܽሻ, ෑ ௜݂ሺܾሻ
௡

௜ୀଵ

௡

௜ୀଵ

൱

௡

௜ୀଵ

௕

௔
 (4.13)

olur. ௜݂ fonksiyonları pozitif ݈݃݋ െkonkav fonksiyonlar ise bu durumda (4.13) eşitsizliği 

yön değiştirir. 

İspat: ݅ ൌ 1,2,3, … , ݊  olmak üzere ௜݂  fonksiyonları ݈݃݋ െ konveks fonksiyonlar 

olduğundan her ܽ, ܾ א ݐ ve ܫ א ሾ0,1ሿ için  

௜݂ሺܽݐ ൅ ሺ1 െ ሻܾሻݐ ൑ ሾ ௜݂ሺܽሻሿ௧ሾ ௜݂ሺܾሻሿሺଵି௧ሻ (4.14)

yazılabilir. (4.14) eşitsizliğinde ݅ ൌ 1,2,3, … , ݊ için   

ଵ݂ሺܽݐ ൅ ሺ1 െ ሻܾሻݐ ൑ ሾ ଵ݂ሺܽሻሿ௧ሾ ଵ݂ሺܾሻሿሺଵି௧ሻ 

ଶ݂ሺܽݐ ൅ ሺ1 െ ሻܾሻݐ ൑ ሾ ଶ݂ሺܽሻሿ௧ሾ ଶ݂ሺܾሻሿሺଵି௧ሻ 

ଷ݂ሺܽݐ ൅ ሺ1 െ ሻܾሻݐ ൑ ሾ ଷ݂ሺܽሻሿ௧ሾ ଷ݂ሺܾሻሿሺଵି௧ሻ 

.                                             . 

.                                             . 

.                                             . 

௡݂ሺܽݐ ൅ ሺ1 െ ሻܾሻݐ ൑ ሾ ௡݂ሺܽሻሿ௧ሾ ௡݂ሺܾሻሿሺଵି௧ሻ 

yazılır. Bu eşitsizlikler taraf tarafa çarpılırsa, her ܽ, ܾ א ݐ ve ܫ א ሾ0,1ሿ için 

ෑ ௜݂ሺܽݐ ൅ ሺ1 െ ሻܾሻݐ

௡

௜ୀଵ

൑ ൥ෑ ௜݂ሺܽሻ
௡

௜ୀଵ

൩

௧

൥ෑ ௜݂ሺܾሻ
௡

௜ୀଵ

൩

ሺଵି௧ሻ

 

ൌ ෑ ௜݂ሺܾሻ
௡

௜ୀଵ

൥ෑ ௜݂ሺܽሻ

௜݂ሺܾሻ

௡

௜ୀଵ

൩

௧

 (4.15)
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elde edilir. (4.15) eşitsizliğinin ሾ0,1ሿ üzerinden ݐ’ye göre integrali alınırsa,  

න ෑ ௜݂ሺܽݐ ൅ ሺ1 െ ሻܾሻݐ

௡

௜ୀଵ

ݐ݀
ଵ

଴
൑ ෑ ௜݂ሺܾሻ

௡

௜ୀଵ

න ൥ෑ ௜݂ሺܽሻ

௜݂ሺܾሻ

௡

௜ୀଵ

൩

௧

ݐ݀
ଵ

଴
 

olur. Burada 

න ෑ ௜݂ሺܽݐ ൅ ሺ1 െ ሻܾሻݐ

௡

௜ୀଵ

ݐ݀
ଵ

଴
ൌ

1
ܾ െ ܽ

න ෑ ௜݂ሺݔሻ݀ݔ

௡

௜ୀଵ

௕

௔
 

ve 

න ൥ෑ ௜݂ሺܽሻ

௜݂ሺܾሻ

௡

௜ୀଵ

൩

௧

ݐ݀
ଵ

଴
ൌ

1
∏ ௜݂ሺܾሻ௡

௜ୀଵ
ܮ ൭ෑ ௜݂ሺܽሻ, ෑ ௜݂ሺܾሻ

௡

௜ୀଵ

௡

௜ୀଵ

൱ 

olduğundan ispat tamamlanır. 

Sonuç 4.7.1. Teorem 4.7.3’de ݊ ൌ 1 alınırsa, (3.6) eşitsizliği elde edilir. 

Teorem 4.7.4. ܽ, ܾ א ܫ , ܽ ൏ ܾ  ve ݅ ൌ 1,2,3, … , ݊  olmak üzere ௜݂ : ܫ ؿ Թ ՜ ሺ0, ∞ሻ 

݃݋݈ െ konveks fonksiyonlar olsun. Bu durumda ܮ  pozitif sayıların logaritmik 

ortalamasını göstermek üzere  

1
ܾ െ ܽ

න ෑ ௜݂ሺݐሻ݀ݐ

௡

௜ୀଵ

௕

௔
൑ min

௫אሾ௔,௕ሿ

1
ሺܾ െ ܽሻ

൝ሺݔ െ ܽሻܮ ൭ෑ ௜݂ሺܽሻ, ෑ ௜݂ሺݔሻ
௡

௜ୀଵ

௡

௜ୀଵ

൱ 

൅ሺܾ െ ܮሻݔ ൭ෑ ௜݂ሺݔሻ, ෑ ௜݂ሺܾሻ
௡

௜ୀଵ

௡

௜ୀଵ

൱ൡ (4.16)

dir. Eğer ݅ ൌ 1,2,3, … , ݊ için ௜݂ fonksiyonları pozitif  ݈݃݋ െkonkav fonksiyonlar ise 

1
ܾ െ ܽ

න ෑ ௜݂ሺݐሻ݀ݐ

௡

௜ୀଵ

௕

௔
൒ max

௫אሾ௔,௕ሿ

1
ሺܾ െ ܽሻ

൝ሺݔ െ ܽሻܮ ൭ෑ ௜݂ሺܽሻ, ෑ ௜݂ሺݔሻ
௡

௜ୀଵ

௡

௜ୀଵ

൱ 

൅ሺܾ െ ܮሻݔ ൭ෑ ௜݂ሺݔሻ, ෑ ௜݂ሺܾሻ
௡

௜ୀଵ

௡

௜ୀଵ

൱ൡ (4.17)

olur. 
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İspat: ݅ ൌ 1,2,3, … , ݊  olmak üzere ௜݂  fonksiyonları ݈݃݋ െkonveks fonksiyonlar olsun. 

Bu durumda Teorem 4.7.3’den her ݔ א ሾܽ, ܾሿ için  

න ෑ ௜݂ሺݐሻ݀ݐ

௡

௜ୀଵ

௕

௔
 

ൌ න ෑ ௜݂ሺݐሻ݀ݐ ൅ න ෑ ௜݂ሺݐሻ݀ݐ

௡

௜ୀଵ

௕

௫

௡

௜ୀଵ

௫

௔
 

൑ ሺݔ െ ܽሻܮ ൭ෑ ௜݂ሺܽሻ, ෑ ௜݂ሺݔሻ
௡

௜ୀଵ

௡

௜ୀଵ

൱ ൅ ሺܾ െ ܮሻݔ ൭ෑ ௜݂ሺݔሻ, ෑ ௜݂ሺܾሻ
௡

௜ୀଵ

௡

௜ୀଵ

൱ 

yazılır. Böylece (4.16)’daki istenilen eşitsizlik elde edilmiş olur. 

Benzer şekilde, ݅ ൌ 1,2,3, … , ݊ olmak üzere ௜݂ fonksiyonları ݈݃݋ െkonkav fonksiyonlar 

olsun. Bu durumda Teorem 4.7.3’den her ݔ א ሾܽ, ܾሿ için  

න ෑ ௜݂ሺݐሻ݀ݐ

௡

௜ୀଵ

௕

௔
 

ൌ න ෑ ௜݂ሺݐሻ݀ݐ ൅ න ෑ ௜݂ሺݐሻ݀ݐ

௡

௜ୀଵ

௕

௫

௡

௜ୀଵ

௫

௔
 

൒ ሺݔ െ ܽሻܮ ൭ෑ ௜݂ሺܽሻ, ෑ ௜݂ሺݔሻ
௡

௜ୀଵ

௡

௜ୀଵ

൱ ൅ ሺܾ െ ܮሻݔ ൭ෑ ௜݂ሺݔሻ, ෑ ௜݂ሺܾሻ
௡

௜ୀଵ

௡

௜ୀଵ

൱ 

yazılır. Böylece (4.17)’deki istenilen eşitsizlik elde edilmiş olur. 

Sonuç 4.7.2. Teorem 4.7.4’de ݊ ൌ 1 alınırsa, Teorem 3.3.8’deki eşitsizlikler elde edilir. 

Teorem 4.7.5. ݂, ݃: ܫ ؿ Թ ՜ ሺ0, ∞ሻ  log-konveks fonksiyonlar olsun. ܽ, ܾ א ܽ ve ܫ ൏ ܾ 

olmak üzere 
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݂ ൬
ܽ ൅ ܾ

2
൰ ݃ ൬

ܽ ൅ ܾ
2

൰ ൑
1
2

ቊ
1

ܾ െ ܽ
න ሾ݂ሺݔሻ݂ሺܽ ൅ ܾ െ ሻݔ ൅ ݃ሺݔሻ݃ሺܽ ൅ ܾ െ ݔሻሿ݀ݔ

௕

௔
ቋ 

൑
݂ሺܽሻ݂ሺܾሻ ൅ ݃ሺܽሻ݃ሺܾሻ

2
 (4.18)

dır. 

İspat: ݐ א ሾ0,1ሿ için 

ܽ ൅ ܾ
2

ൌ
ܽݐ ൅ ሺ1 െ ሻܾݐ

2
൅

ሺ1 െ ሻܽݐ ൅ ܾݐ
2

 (4.19)

eşitliği yazılabilir.    ܿ ݀ ൑ ଵ

ଶ
ሾܿଶ ൅ ݀ଶሿ  (ܿ, ݀ ൒ 0 ) temel eşitsizliğini ve (4.19) eşitliğini 

kullanarak 

݂ ൬
ܽ ൅ ܾ

2
൰ ݃ ൬

ܽ ൅ ܾ
2

൰ 

൑
1
2

൤݂ଶ ൬
ܽ ൅ ܾ

2
൰ ൅݃ଶ ൬

ܽ ൅ ܾ
2

൰൨ 

ൌ
1
2

ቈ݂ଶ ቆ
ܽݐ ൅ ሺ1 െ ሻܾݐ

2
൅

ሺ1 െ ሻܽݐ ൅ ܾݐ
2

ቇ 

൅݃ଶ ቆ
ܽݐ ൅ ሺ1 െ ሻܾݐ

2
൅

ሺ1 െ ሻܽݐ ൅ ܾݐ
2

ቇ቉ 

൑
1
2

ቄൣሺ݂ሺܽݐ ൅ ሺ1 െ ሻܾሻሻଵݐ ଶ⁄ ൧
ଶ

ൣሺ݂ሺ1 െ ሻܽݐ ൅ ሻሻଵܾݐ ଶ⁄ ൧
ଶ
 

൅ൣሺ݃ሺܽݐ ൅ ሺ1 െ ሻܾሻሻଵݐ ଶ⁄ ൧
ଶ

ൣሺ݃ሺሺ1 െ ሻܽݐ ൅ ሻሻଵܾݐ ଶ⁄ ൧
ଶ

ቅ 

ൌ
1
2

ሾ݂ሺܽݐ ൅ ሺ1 െ ሻܾሻ݂ሺ1ݐ െ ሻܽݐ ൅  ሻܾݐ

൅݃ሺܽݐ ൅ ሺ1 െ ሻܾሻ݃ሺ1ݐ െ ሻܽݐ ൅ ሻሿ (4.20)ܾݐ

bulunur. ݂ ve ݃, ݈݃݋ െkonveks fonksiyonlar olduğundan ܽ, ܾ א ݐ ve ܫ א ሾ0,1ሿ için 
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1
2

ሾ݂ሺܽݐ ൅ ሺ1 െ ሻܾሻ݂ሺ1ݐ െ ሻܽݐ ൅ ሻܾݐ ൅ ݃ሺܽݐ ൅ ሺ1 െ ሻܾሻ݃ሺ1ݐ െ ሻܽݐ ൅  ሻሿܾݐ

൑
1
2

൛ሾ݂ሺܽሻሿ௧ሾ݂ሺܾሻሿሺଵି௧ሻሾ݂ሺܽሻሿሺଵି௧ሻሾ݂ሺܾሻሿ௧ ൅ ሾ݃ሺܽሻሿ௧ሾ݃ሺܾሻሿሺଵି௧ሻሾ݃ሺܽሻሿሺଵି௧ሻሾ݃ሺܾሻሿ௧ൟ 

ൌ
݂ሺܽሻ݂ሺܾሻ ൅ ݃ሺܽሻ݃ሺܾሻ

2
 (4.21)

elde edilir. (4.21) eşitsizliği (4.20)’de yerine yazılırsa 

݂ ൬
ܽ ൅ ܾ

2
൰ ݃ ൬

ܽ ൅ ܾ
2

൰ ൑
1
2

ሾ݂ሺܽݐ ൅ ሺ1 െ ሻܾሻ݂ሺ1ݐ െ ሻܽݐ ൅  ሻܾݐ

൅݃ሺܽݐ ൅ ሺ1 െ ሻܾሻ݃ሺ1ݐ െ ሻܽݐ ൅  ሻሿܾݐ

൑
݂ሺܽሻ݂ሺܾሻ ൅ ݃ሺܽሻ݃ሺܾሻ

2
 

 

(4.22)

olur. (4.22) eşitsizliklerinin her tarafının ݐ’ye göre ሾ0,1ሿ üzerinden integrali alınırsa  

݂ ൬
ܽ ൅ ܾ

2
൰ ݃ ൬

ܽ ൅ ܾ
2

൰ 

൑
1
2

ቈ
1

ܾ െ ܽ
න ሾ݂ሺݔሻ݂ሺܽ ൅ ܾ െ ሻݔ ൅ ݃ሺݔሻ݃ሺܽ ൅ ܾ െ ݔሻሿ݀ݔ

௕

௔
቉ (4.23)

ve 

1
2

ቈ
1

ܾ െ ܽ
න ሾ݂ሺݔሻ݂ሺܽ ൅ ܾ െ ሻݔ ൅ ݃ሺݔሻ݃ሺܽ ൅ ܾ െ ݔሻሿ݀ݔ

௕

௔
቉ 

൑
݂ሺܽሻ݂ሺܾሻ ൅ ݃ሺܽሻ݃ሺܾሻ

2
 (4.24)

elde edilir. (4.23) ve (4.24) eşitsizlikleri birleştirilerek (4.18)’deki istenilen eşitsizlik 

bulunur ve böylece ispat tamamlanır. 
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Teorem 4.7.6. ݂, ݃: ܫ ؿ Թ ՜ ሺ0, ∞ሻ iki ݈݃݋ െkonveks fonksiyon ܽ, ܾ א ܽ ve ܫ ൏ ܾ 

olsun. Bu takdirde ܮ, pozitif  reel sayıların logaritmik ortalamasını göstermek üzere 

2݂ ൬
ܽ ൅ ܾ

2
൰ ݃ ൬

ܽ ൅ ܾ
2

൰ 

൑
1

ܾ െ ܽ
න ሾ݂ଶሺݔሻ ൅ ݃ଶሺݔሻሿ݀ݔ

௕

௔
 

൑
݂ሺܽሻ ൅ ݂ሺܾሻ

2
,൫݂ሺܽሻܮ ݂ሺܾሻ൯ ൅

݃ሺܽሻ ൅ ݃ሺܾሻ
2

,ሺ݃ሺܽሻܮ ݃ሺܾሻሻ (4.25)

dir. 

İspat: Her ܽ, א ܾ ݐ ve ܫ א ሾ0,1ሿ için (4.22) eşitsizliğinden  

݂ ൬
ܽ ൅ ܾ

2
൰ ݃ ൬

ܽ ൅ ܾ
2

൰ ൑
1
2

ሾ݂ሺܽݐ ൅ ሺ1 െ ሻܾሻ݂ሺ1ݐ െ ሻܽݐ ൅  ሻܾݐ

൅݃ሺܽݐ ൅ ሺ1 െ ሻܾሻ݃ሺ1ݐ െ ሻܽݐ ൅  ሻሿܾݐ

yazılarak bu eşitsizliğin sağ tarafında ܿ݀ ൑ ଵ

ଶ
ሾܿଶ ൅ ݀ଶሿ  ( ܿ, ݀ ൒ 0 ) temel eşitsizliği 

kullanılırsa  

݂ ൬
ܽ ൅ ܾ

2
൰ ݃ ൬

ܽ ൅ ܾ
2

൰ ൑
1
4

ሾ݂ଶሺܽݐ ൅ ሺ1 െ ሻܾሻݐ ൅ ݂ଶሺ1 െ ሻܽݐ ൅  ሻܾݐ

൅݃ଶሺܽݐ ൅ ሺ1 െ ሻܾሻ൅݃ଶሺ1ݐ െ ሻܽݐ ൅ ሻሿ (4.26)ܾݐ

elde edilir. ݂, ݃ fonksiyonları ݈݃݋ െkonveks olduğundan 

ሾ݂ଶሺܽݐ ൅ ሺ1 െ ሻܾሻݐ ൅ ݂ଶሺ1 െ ሻܽݐ ൅  ሻܾݐ

൅݃2ሺܽݐ ൅ ሺ1 െ ሻܾሻ൅݃2ሺ1ݐ െ ሻܽݐ ൅  ሻሿܾݐ

൑ ൛ሾ݂ሺܽሻሿଶ௧ሾ݂ሺܾሻሿሺଶିଶ௧ሻ ൅ ሾ݂ሺܽሻሿሺଶିଶ௧ሻሾ݂ሺܾሻሿଶ௧ 

൅ሾ݃ሺܽሻሿଶ௧ሾ݃ሺܾሻሿሺଶିଶ௧ሻ ൅ ሾ݃ሺܽሻሿሺଶିଶ௧ሻሾ݃ሺܾሻሿଶ௧ൟ 
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ൌ ൥݂ଶሺܾሻ ቈ
݂ሺܽሻ

݂ሺܾሻ
቉

ଶ௧

൅ ݂ଶሺܽሻ ቈ
݂ሺܾሻ

݂ሺܽሻ
቉

ଶ௧

 

൅݃ଶሺܾሻ ቈ
݃ሺܽሻ

݃ሺܾሻ
቉

ଶ௧

൅ ݃ଶሺܽሻ ቈ
݃ሺܾሻ

݃ሺܽሻ
቉

ଶ௧

൩ (4.27)

yazılır. (4.26) ve (4.27) eşitsizliklerinin her iki tarafının ሾ0,1ሿ  üzerinden ݐ ’ye göre 

integrali alınırsa  

2݂ ൬
ܽ ൅ ܾ

2
൰ ݃ ൬

ܽ ൅ ܾ
2

൰ ൑
1

ܾ െ ܽ
න ሾ݂ଶሺݔሻ ൅ ݃ଶሺݔሻሿ݀ݔ

௕

௔
 (4.28)

ve 

1
ܾ െ ܽ

න ሾ݂ଶሺݔሻ ൅ ݃ଶሺݔሻሿ݀ݔ
௕

௔
 

൑ ൭݂ଶሺܾሻ න ቈ
݂ሺܽሻ
݂ሺܾሻ

቉
ଶ௧

ݐ݀ ൅ ݂ଶሺܽሻ න ቈ
݂ሺܾሻ
݂ሺܽሻ

቉
ଶ௧

ݐ݀
ଵ

଴

ଵ

଴
 

൅݃ଶሺܾሻ න ቈ
݃ሺܽሻ
݃ሺܾሻ

቉
ଶ௧

ݐ݀ ൅ ݃ଶሺܽሻ න ቈ
݃ሺܾሻ
݃ሺܽሻ

቉
ଶ௧

ݐ݀
ଵ

଴

ଵ

଴
൱ 

ൌ

ۉ

ۈ
ۇ

݂ଶሺܾሻ

ۏ
ێ
ێ
ۍ ൤

݂ሺܽሻ
݂ሺܾሻ൨

ଶ௧

2݈݊ ൬
݂ሺܽሻ
݂ሺܾሻ൰

ے
ۑ
ۑ
ې

଴

ଵ

൅ ݂ଶሺܽሻ

ۏ
ێ
ێ
ۍ ൤

݂ሺܾሻ
݂ሺܽሻ൨

ଶ௧

2݈݊ ൬
݂ሺܾሻ
݂ሺܽሻ൰

ے
ۑ
ۑ
ې

଴

ଵ

 

൅ ݃ଶሺܾሻ

ۏ
ێ
ێ
ۍ ൤

݃ሺܽሻ
݃ሺܾሻ൨

ଶ௧

2݈݊ ൬
݃ሺܽሻ
݃ሺܾሻ൰

ے
ۑ
ۑ
ې

଴

ଵ

൅ ݃ଶሺܽሻ

ۏ
ێ
ێ
ۍ ൤

݃ሺܾሻ
݃ሺܽሻ൨

ଶ௧

2݈݊ ൬
݃ሺܾሻ
݃ሺܽሻ൰

ے
ۑ
ۑ
ې

଴

ଵ

ی

ۋ
ۊ

 

ൌ
1
2

ቆ
݂ଶሺܽሻ െ ݂ଶሺܾሻ

2ሾ݈݂݊ሺܽሻ െ ݈݂݊ሺܾሻሿ
൅

݂ଶሺܾሻ െ ݂ଶሺܽሻ

2ሾ݈݂݊ሺܾሻ െ ݈݂݊ሺܽሻሿ
 

൅
݃ଶሺܽሻ െ ݃ଶሺܾሻ

2ൣ݈݊൫݃ሺܽሻ൯ െ ݈݊ሺ݃ሺܾሻሻ൧
൅

݃ଶሺܾሻ െ ݃ଶሺܽሻ

2ൣ݈݊൫݃ሺܾሻ൯ െ ݈݊ሺ݃ሺܽሻሻ൧
ቇ 
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ൌ
1
2

ቆ
݂ሺܽሻ ൅ ݂ሺܾሻ

2
,ሺ݂ሺܽሻܮ ݂ሺܾሻሻ ൅

݂ሺܽሻ ൅ ݂ሺܾሻ
2

,ሺ݂ሺܾሻܮ ݂ሺܽሻሻ 

൅
݃ሺܽሻ ൅ ݃ሺܾሻ

2
,ሺ݃ሺܽሻܮ ݃ሺܾሻሻ ൅

݃ሺܽሻ ൅ ݃ሺܾሻ
2

,ሺ݃ሺܾሻܮ ݃ሺܽሻሻ൱ 

ൌ ቊ
݂ሺܽሻ ൅ ݂ሺܾሻ

2
,ሺ݂ሺܽሻܮ ݂ሺܾሻሻ ൅

݃ሺܽሻ ൅ ݃ሺܾሻ
2

,ሺ݃ሺܽሻܮ ݃ሺܾሻሻቋ (4.29)

elde edilir. (4.28) ve (4.29) eşitsizlikleri birleştirilerek (4.25)’deki istenilen eşitsizlik 

bulunur ve böylece ispat tamamlanır. 

࢏࢙ࢇ࢛ࡽ .4.8 െkonveks Fonksiyonlar İçin Yeni İntegral Eşitsizlikleri 

Teorem 4.8.1. ܽ, ܾ א °ܫ , ܽ ൏ ܾ  ve ݂: °ܫ ؿ Թ ՜ Թ   diferensiyellenebilir bir dönüşüm 

olsun. Bu durumda ݍ ൐ 1 ,  
ଵ

௣
൅ ଵ

௤
ൌ 1  ve |݂ᇱ|௤ , ሾܽ, ܾሿ  üzerinde ݅ݏܽݑݍ െ konveks 

fonksiyon ise  

ቤ
݂ሺܽሻ ൅ ݂ሺܾሻ

2
െ

1
ܾ െ ܽ

න ݂ሺݔሻ݀ݔ
௕

௔
ቤ

൑ ሺܾ െ ܽሻ ൬
2

ሺ݌ ൅ 1ሻሺ݌ ൅ 2ሻ
൰

ଵ
௣

ሾ݉ܽݔሼ|݂ᇱሺܽሻ|௤, |݂ᇱሺܾሻ|௤ሽሿଵ ௤⁄  

dır. 

İspat: İki katlı integraller için Hölder eşitsizliği kullanılarak Lemma 3.3.2’den 

ቤ
݂ሺܽሻ ൅ ݂ሺܾሻ

2
െ

1
ܾ െ ܽ

න ݂ሺݔሻ݀ݔ
௕

௔
ቤ 

൑
ܾ െ ܽ

2
ቈන න |݂ᇱሺܽݐ ൅ ሺ1 െ ሻܾሻݐ െ ݂ᇱሺܽݏ ൅ ሺ1 െ ݏ||ሻܾሻݏ െ ݏ݀ݐ݀|ݐ

ଵ

଴

ଵ

଴
቉ 
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൑
ܾ െ ܽ

2
ቈන න |݂ᇱሺܽݐ ൅ ሺ1 െ ݏ||ሻܾሻݐ െ ݏ݀ݐ݀|ݐ

ଵ

଴

ଵ

଴
 

൅ න න |݂ᇱሺܽݏ ൅ ሺ1 െ ݏ||ሻܾሻݏ െ ݏ݀ݐ݀|ݐ
ଵ

଴

ଵ

଴
቉ 

൑ ሺܾ െ ܽሻ ቎ቆන න |݂ᇱሺܽݐ ൅ ሺ1 െ ݏ݀ݐሻܾሻ|௤݀ݐ
ଵ

଴

ଵ

଴
ቇ

ଵ
௤

ቆන න ݏ| െ ݏ݀ݐ௣݀|ݐ
ଵ

଴

ଵ

଴
ቇ

ଵ
௣

቏ 

elde edilir. |݂ᇱ|௤, ሾܽ, ܾሿ üzerinde ݅ݏܽݑݍ െkonveks fonksiyon olduğundan, ݐ א ሾ0,1ሿ için  

|݂ᇱሺܽݐ ൅ ሺ1 െ ሻܾሻ|௤ݐ ൑ ,ሼ|݂ᇱሺܽሻ|௤ݔܽ݉ |݂ᇱሺܾሻ|௤ሽ 

yazılır. Dolayısıyla 

ቤ
݂ሺܽሻ ൅ ݂ሺܾሻ

2
െ

1
ܾ െ ܽ

න ݂ሺݔሻ݀ݔ
௕

௔
ቤ 

൑ ሺܾ െ ܽሻ ቎ቆන න ݏ| െ ݏ݀ݐ௣݀|ݐ
ଵ

଴

ଵ

଴
ቇ

ଵ
௣

ቆන න ,ሼ|݂ᇱሺܽሻ|௤ݔܽ݉ |݂ᇱሺܾሻ|௤ሽ݀ݏ݀ݐ
ଵ

଴

ଵ

଴
ቇ

ଵ
௤
 

olur. Burada 

න න ݏ| െ ݏ݀ݐ௣݀|ݐ
ଵ

଴

ଵ

଴
ൌ න ቈන ሺݏ െ ݐሻ௣݀ݐ ൅ න ሺݐ െ ݐሻ௣݀ݏ

ଵ

௦

௦

଴
቉ ݏ݀ ൌ

ଵ

଴

2
ሺ݌ ൅ 1ሻሺ݌ ൅ 2ሻ

 

ve 

න න ,ሼ|݂ᇱሺܽሻ|௤ݔܽ݉ |݂ᇱሺܾሻ|௤ሽ݀ݏ݀ݐ
ଵ

଴

ଵ

଴
ൌ ,ሼ|݂ᇱሺܽሻ|௤ݔܽ݉ |݂ᇱሺܾሻ|௤ሽ 

olduğundan 

ቤ
݂ሺܽሻ ൅ ݂ሺܾሻ

2
െ

1
ܾ െ ܽ

න ݂ሺݔሻ݀ݔ
௕

௔
ቤ 

൑ ሺܾ െ ܽሻ ൬
2

ሺ݌ ൅ 1ሻሺ݌ ൅ 2ሻ
൰

ଵ
௣

ሾ݉ܽݔሼ|݂ᇱሺܽሻ|௤, |݂ᇱሺܾሻ|௤ሽሿଵ ௤⁄  

bulunur ve ispat tamamlanır. 
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Teorem 4.8.2. ܽ, ܾ א °ܫ , ܽ ൏ ܾ  ve ݂: °ܫ ؿ Թ ՜ Թ  diferensiyellenebilir bir dönüşüm 

olsun. Bu durumda ݍ ൒ 1 ve |݂ᇱ|௤, ሾܽ, ܾሿ üzerinde ݅ݏܽݑݍ െkonveks fonksiyon ise  

ቤ
݂ሺܽሻ ൅ ݂ሺܾሻ

2
െ

1
ܾ െ ܽ

න ݂ሺݔሻ݀ݔ
௕

௔
ቤ ൑

ሺܾ െ ܽሻ

3
ሺ݉ܽݔሼ|݂ᇱሺܽሻ|௤, |݂ᇱሺܾሻ|௤ሽሻ

ଵ
௤ 

dır. 

İspat: İki katlı integraller için power mean eşitsizliği kullanılarak Lemma 3.3.2’den 

ቤ
݂ሺܽሻ ൅ ݂ሺܾሻ

2
െ

1
ܾ െ ܽ

න ݂ሺݔሻ݀ݔ
௕

௔
ቤ 

൑
ܾ െ ܽ

2
ቈන න |݂ᇱሺܽݐ ൅ ሺ1 െ ሻܾሻݐ െ ݂ᇱሺܽݏ ൅ ሺ1 െ ݏ||ሻܾሻݏ െ ݏ݀ݐ݀|ݐ

ଵ

଴

ଵ

଴
቉ 

൑
ܾ െ ܽ

2
ቈන න |݂ᇱሺܽݐ ൅ ሺ1 െ ݏ||ሻܾሻݐ െ ݏ݀ݐ݀|ݐ

ଵ

଴

ଵ

଴
 

൅ න න |݂ᇱሺܽݏ ൅ ሺ1 െ ݏ||ሻܾሻݏ െ ݏ݀ݐ݀|ݐ
ଵ

଴

ଵ

଴
቉ 

൑ ሺܾ െ ܽሻ ቎ቆන න ݏ| െ ݏ݀ݐ݀|ݐ
ଵ

଴

ଵ

଴
ቇ

ଵିଵ
௤

ቆන න ݏ| െ ܽݐᇱሺ݂||ݐ ൅ ሺ1 െ ݏ݀ݐሻܾሻ|௤݀ݐ
ଵ

଴

ଵ

଴
ቇ

ଵ
௤

቏ 

elde edilir. |݂ᇱ|௤, ሾܽ, ܾሿ üzerinde ݅ݏܽݑݍ െkonveks fonksiyon olduğundan, ݐ א ሾ0,1ሿ için  

|݂ᇱሺܽݐ ൅ ሺ1 െ ሻܾሻ|௤ݐ ൑ ,ሼ|݂ᇱሺܽሻ|௤ݔܽ݉ |݂ᇱሺܾሻ|௤ሽ 

yazılır. Dolayısıyla 

ቤ
݂ሺܽሻ ൅ ݂ሺܾሻ

2
െ

1
ܾ െ ܽ

න ݂ሺݔሻ݀ݔ
௕

௔
ቤ 

൑ ሺܾ െ ܽሻ ቆන න ݏ| െ ݏ݀ݐ݀|ݐ
ଵ

଴

ଵ

଴
ቇ

ଵିଵ
௤

ቆන න ݏ| െ ,ሼ|݂ᇱሺܽሻ|௤ݔሺ݉ܽ|ݐ |݂ᇱሺܾሻ|௤ሽሻ݀ݏ݀ݐ
ଵ

଴

ଵ

଴
ቇ

ଵ
௤
 

olur. Burada 
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න න ݏ| െ ݏ݀ݐ݀|ݐ
ଵ

଴

ଵ

଴
ൌ

1
3

 

ve 

න න ݏ| െ ,ሼ|݂ᇱሺܽሻ|௤ݔሺ݉ܽ|ݐ |݂ᇱሺܾሻ|௤ሽሻ݀ݏ݀ݐ
ଵ

଴

ଵ

଴
ൌ

,ሼ|݂ᇱሺܽሻ|௤ݔܽ݉ |݂ᇱሺܾሻ|௤ሽ

3
 

olduğundan 

ቤ
݂ሺܽሻ ൅ ݂ሺܾሻ

2
െ

1
ܾ െ ܽ

න ݂ሺݔሻ݀ݔ
௕

௔
ቤ ൑

ሺܾ െ ܽሻ

3
ሺ݉ܽݔሼ|݂ᇱሺܽሻ|௤, |݂ᇱሺܾሻ|௤ሽሻ

ଵ
௤ 

bulunur ve ispat tamamlanır. 

4.8.1. Özel ortalamalar için uygulamalar  

Önerme 4.8.1.1. 0 ൏ ܽ ൏ ܾ, ݊ א Գ ve ݊ ൒ 2 olsun. Bu durumda her ݍ ൐ 1 için 

,ሺܽ௡ܣ| ܾ௡ሻ െ ܮ ሺܽ, ܾሻ௡
௡ | ൑ ݊ሺܾ െ ܽሻ ൬

2
ሺ݌ ൅ 1ሻሺ݌ ൅ 2ሻ

൰

ଵ
௣

,൛ܽ௤ሺ௡ିଵሻݔܽ݉ൣ ܾ௤ሺ௡ିଵሻൟ൧
ଵ ௤⁄

 

olur. 

İspat: ݔ א ሾܽ, ܾሿ olmak üzere Teorem 4.8.1’e ݂ሺݔሻ ൌ ௡ݔ ݅ݏܽݑݍ  െkonveks dönüşümü 

uygulanırsa istenilen sonuç elde edilir. 

Önerme 4.8.1.2. ݍ ൐ 1 ve 0 ൏ ܽ ൏ ܾ olsun. Bu durumda  

,ଵሺܽିܮ| ܾሻ െ ,ሺܽିଵܣ ܾିଵሻ| ൑ ሺܾ െ ܽሻ ൬
1

ሺ݌ ൅ 1ሻሺ݌ ൅ 2ሻ
൰

ଵ
௣

ሾ݉ܽݔሼܽିଶ௤, ܾିଶ௤ሽሿଵ ௤⁄  

olur. 
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İspat: ݔ א ሾܽ, ܾሿ olmak üzere Teorem 4.8.1’de ݂ሺݔሻ ൌ ଵ

௫
݅ݏܽݑݍ  െkonveks dönüşümü 

uygulanırsa istenilen sonuç elde edilir. 

Önerme 4.8.1.3. ݍ ൒ 1,  0 ൏ ܽ ൏ ܾ, ݊ א Գ ve ݊ ൒ 2 olsun. Bu takdirde,  

,ሺܽ௡ܣ| ܾ௡ሻ െ ܮ ሺܽ, ܾሻ௡
௡ | ൑

݊ሺܾ െ ܽሻ

3
,൛ܽ௤ሺ௡ିଵሻݔܽ݉ൣ ܾ௤ሺ௡ିଵሻൟ൧

ଵ ௤⁄
 

dir. 

İspat: ݔ א ሾܽ, ܾሿ olmak üzere Teorem 4.8.2’de ݂ሺݔሻ ൌ ݅ݏܽݑݍ ௡ݔ െkonveks dönüşümü 

uygulanırsa istenilen sonuç elde edilir. 

Önerme 4.8.1.4. ݍ ൒ 1 ve 0 ൏ ܽ ൏ ܾ olsun. Bu durumda 

,ଵሺܽିܮ| ܾሻ െ ,ሺܽିଵܣ ܾିଵሻ| ൑
ሺܾ െ ܽሻ

3
ሾ݉ܽݔሼܽିଶ௤, ܾିଶ௤ሽሿଵ ௤⁄  

dir. 

İspat: ݔ  א ሾܽ, ܾሿ olmak üzere Teorem 4.8.2’de ݂ሺݔሻ ൌ ଵ

௫
݅ݏܽݑݍ  െkonveks dönüşümü 

uygulanırsa istenilen sonuç elde edilir. 

࢙ .4.9 െkonveks Fonksiyonlar İçin Yeni İntegral Eşitsizlikleri 

Teorem 4.9.1. ܽ, ܾ א °ܫ , ܽ ൏ ܾ  ve ݂: ܫ ؿ ሾ0, ∞ሻ ՜ Թ °ܫ ,  ’de diferensiyellenebilir bir 

dönüşüm olsun. ݍ ൐ 1 ,  
ଵ

௣
൅ ଵ

௤
ൌ 1  ve ݏଵ א ሺ0,1ሿ  olmak üzere |݂ᇱ|௤ , ሾܽ, ܾሿ  üzerinde 

ikinci anlamda ݏଵ െkonveks fonksiyon ise  

ቤ
݂ሺܽሻ ൅ ݂ሺܾሻ

2
െ

1
ܾ െ ܽ

න ݂ሺݔሻ݀ݔ
௕

௔
ቤ

൑ ሺܾ െ ܽሻ ൬
2

ሺ݌ ൅ 1ሻሺ݌ ൅ 2ሻ
൰

ଵ
௣

ቈ
|݂ᇱሺܽሻ|௤ ൅ |݂ᇱሺܾሻ|௤

ଵݏ ൅ 1
቉

ଵ ௤⁄

 

dir. 
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İspat: İki katlı integraller için Hölder eşitsizliği kullanılarak Lemma 3.3.2’den 

ቤ
݂ሺܽሻ ൅ ݂ሺܾሻ

2
െ

1
ܾ െ ܽ

න ݂ሺݔሻ݀ݔ
௕

௔
ቤ 

൑
ܾ െ ܽ

2
ቈන න |݂ᇱሺܽݐ ൅ ሺ1 െ ሻܾሻݐ െ ݂ᇱሺܽݏ ൅ ሺ1 െ ݏ||ሻܾሻݏ െ ݏ݀ݐ݀|ݐ

ଵ

଴

ଵ

଴
቉ 

൑
ܾ െ ܽ

2
ቈන න |݂ᇱሺܽݐ ൅ ሺ1 െ ݏ||ሻܾሻݐ െ ݏ݀ݐ݀|ݐ

ଵ

଴

ଵ

଴
 

൅ න න |݂ᇱሺܽݏ ൅ ሺ1 െ ݏ||ሻܾሻݏ െ ݏ݀ݐ݀|ݐ
ଵ

଴

ଵ

଴
቉ 

൑ ሺܾ െ ܽሻ ቎ቆන න |݂ᇱሺܽݐ ൅ ሺ1 െ ݏ݀ݐሻܾሻ|௤݀ݐ
ଵ

଴

ଵ

଴
ቇ

ଵ
௤

ቆන න ݏ| െ ݏ݀ݐ௣݀|ݐ
ଵ

଴

ଵ

଴
ቇ

ଵ
௣

቏ 

elde edilir. |݂ᇱ|௤ , ሾܽ, ܾሿ üzerinde ikinci anlamda ଵݏ  െkonveks fonksiyon olduğundan, 

ݐ א ሾ0,1ሿ ve ݏଵ א ሺ0,1ሿ  için  

|݂ᇱሺܽݐ ൅ ሺ1 െ ሻܾሻ|௤ݐ ൑ ௦భ|݂ᇱሺܽሻ|௤ݐ ൅ ሺ1 െ  ሻ௦భ|݂ᇱሺܾሻ|௤ݐ

yazılır. Dolayısıyla 

ቤ
݂ሺܽሻ ൅ ݂ሺܾሻ

2
െ

1
ܾ െ ܽ

න ݂ሺݔሻ݀ݔ
௕

௔
ቤ 

൑ ሺܾ െ ܽሻ ቎ቆන න ݏ| െ ݏ݀ݐ௣݀|ݐ
ଵ

଴

ଵ

଴
ቇ

ଵ
௣

ቆන න ሺݐ௦భ|݂ᇱሺܽሻ|௤ ൅ ሺ1 െ ݏ݀ݐሻ௦భ|݂ᇱሺܾሻ|௤ሻ݀ݐ
ଵ

଴

ଵ

଴
ቇ

ଵ
௤
 

olur. Burada 

න න ݏ| െ ݏ݀ݐ௣݀|ݐ
ଵ

଴

ଵ

଴
ൌ න ቈන ሺݏ െ ݐሻ௣݀ݐ ൅ න ሺݐ െ ݐሻ௣݀ݏ

ଵ

௦

௦

଴
቉ ݏ݀ ൌ

ଵ

଴

2
ሺ݌ ൅ 1ሻሺ݌ ൅ 2ሻ

 

ve 



76 
 

 
 

න න ሺݐ௦భ|݂ᇱሺܽሻ|௤ ൅ ሺ1 െ ݏ݀ݐሻ௦భ|݂ᇱሺܾሻ|௤ሻ݀ݐ
ଵ

଴

ଵ

଴
ൌ

|݂ᇱሺܽሻ|௤ ൅ |݂ᇱሺܾሻ|௤

ଵݏ ൅ 1
 

olduğundan 

ቤ
݂ሺܽሻ ൅ ݂ሺܾሻ

2
െ

1
ܾ െ ܽ

න ݂ሺݔሻ݀ݔ
௕

௔
ቤ 

൑ ሺܾ െ ܽሻ ൬
2

ሺ݌ ൅ 1ሻሺ݌ ൅ 2ሻ
൰

ଵ
௣

ቈ
|݂ᇱሺܽሻ|௤ ൅ |݂ᇱሺܾሻ|௤

ଵݏ ൅ 1
቉

ଵ ௤⁄

 

bulunur ve ispat tamamlanır. 

Sonuç 4.9.1. Teorem 4.9.1’de ݏଵ ൌ 1  seçilirse, Teorem 4.9.1’deki eşitsizlik Teorem 

3.3.5’deki eşitsizliğe indirgenir. 

Teorem 4.9.2. ܽ, ܾ א °ܫ , ܽ ൏ ܾ  ve ݂: ܫ ؿ ሾ0, ∞ሻ ՜ Թ °ܫ ,  ’de diferensiyellenebilir bir 

dönüşüm olsun. ݍ ൒ 1 ve ݏଵ א ሺ0,1ሿ olmak üzere |݂ᇱ|௤ , ሾܽ, ܾሿ üzerinde ikinci anlamda 

ଵݏ െkonveks fonksiyon ise  

ቤ
݂ሺܽሻ ൅ ݂ሺܾሻ

2
െ

1
ܾ െ ܽ

න ݂ሺݔሻ݀ݔ
௕

௔
ቤ

൑
ሺܾ െ ܽሻ

3
ଵିଵ

௤

ቆ
ଵݏ

ଶ ൅ ଵݏ3 ൅ 4
2ሺݏଵ ൅ 1ሻሺݏଵ ൅ 2ሻሺݏଵ ൅ 3ሻ

ቇ

ଵ
௤

ሺ|݂ᇱሺܽሻ|௤ ൅ |݂ᇱሺܾሻ|௤ሻ
ଵ
௤ 

olur. 

İspat: İki katlı integraller için power mean eşitsizliği kullanılarak Lemma 3.3.2’den 

ቤ
݂ሺܽሻ ൅ ݂ሺܾሻ

2
െ

1
ܾ െ ܽ

න ݂ሺݔሻ݀ݔ
௕

௔
ቤ 

൑
ܾ െ ܽ

2
ቈන න |݂ᇱሺܽݐ ൅ ሺ1 െ ሻܾሻݐ െ ݂ᇱሺܽݏ ൅ ሺ1 െ ݏ||ሻܾሻݏ െ ݏ݀ݐ݀|ݐ

ଵ

଴

ଵ

଴
቉ 
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൑
ܾ െ ܽ

2
ቈන න |݂ᇱሺܽݐ ൅ ሺ1 െ ݏ||ሻܾሻݐ െ ݏ݀ݐ݀|ݐ

ଵ

଴

ଵ

଴
 

൅ න න |݂ᇱሺܽݏ ൅ ሺ1 െ ݏ||ሻܾሻݏ െ ݏ݀ݐ݀|ݐ
ଵ

଴

ଵ

଴
቉ 

൑ ሺܾ െ ܽሻ ቎ቆන න ݏ| െ ݏ݀ݐ݀|ݐ
ଵ

଴

ଵ

଴
ቇ

ଵିଵ
௤

ቆන න ݏ| െ ܽݐᇱሺ݂||ݐ ൅ ሺ1 െ ݏ݀ݐሻܾሻ|௤݀ݐ
ଵ

଴

ଵ

଴
ቇ

ଵ
௤

቏ 

elde edilir. 

 |݂ᇱ|௤, ሾܽ, ܾሿ üzerinde ikinci anlamda ݏଵ െkonveks fonksiyon olduğundan, ݐ א ሾ0,1ሿ ve 

ଵݏ א ሺ0,1ሿ  için  

|݂ᇱሺܽݐ ൅ ሺ1 െ ሻܾሻ|௤ݐ ൑ ௦భ|݂ᇱሺܽሻ|௤ݐ ൅ ሺ1 െ  ሻ௦భ|݂ᇱሺܾሻ|௤ݐ

yazılır. Dolayısıyla  

ቤ
݂ሺܽሻ ൅ ݂ሺܾሻ

2
െ

1
ܾ െ ܽ

න ݂ሺݔሻ݀ݔ
௕

௔
ቤ 

൑ ሺܾ െ ܽሻ ቆන න ݏ| െ ݏ݀ݐ݀|ݐ
ଵ

଴

ଵ

଴
ቇ

ଵିଵ
௤
 

ൈ ቆන න ݏ| െ ௦భ|݂ᇱሺܽሻ|௤ݐሺ|ݐ ൅ ሺ1 െ ݏ݀ݐሻ௦భ|݂ᇱሺܾሻ|௤ሻ݀ݐ
ଵ

଴

ଵ

଴
ቇ

ଵ
௤
 

olur. Burada 

න න ݏ| െ ݏ݀ݐ݀|ݐ
ଵ

଴

ଵ

଴
ൌ

1
3

 

ve 

න න ݏ| െ ௦భ|݂ᇱሺܽሻ|௤ݐሺ|ݐ ൅ ሺ1 െ ݏ݀ݐሻ௦భ|݂ᇱሺܾሻ|௤ሻ݀ݐ
ଵ

଴

ଵ

଴
 

ൌ
ଵݏ

ଶ ൅ ଵݏ3 ൅ 4
2ሺݏଵ ൅ 1ሻሺݏଵ ൅ 2ሻሺݏଵ ൅ 3ሻ

ሺ|݂ᇱሺܽሻ|௤ ൅ |݂ᇱሺܾሻ|௤ሻ 
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olduğundan 

ቤ
݂ሺܽሻ ൅ ݂ሺܾሻ

2
െ

1
ܾ െ ܽ

න ݂ሺݔሻ݀ݔ
௕

௔
ቤ 

൑ ሺܾ െ ܽሻ ൬
1
3

൰
ଵିଵ

௤
ቆ

ଵݏ
ଶ ൅ ଵݏ3 ൅ 4

2ሺݏଵ ൅ 1ሻሺݏଵ ൅ 2ሻሺݏଵ ൅ 3ሻ
ቇ

ଵ
௤

ሺ|݂ᇱሺܽሻ|௤ ൅ |݂ᇱሺܾሻ|௤ሻ
ଵ
௤ 

bulunur ve ispat tamamlanır. 

Sonuç 4.9.2. Teorem 4.9.2’de ݏଵ ൌ 1  seçilirse, Teorem 4.9.2’deki eşitsizlik Teorem 

3.3.6’daki eşitsizliğe indirgenir. 

4.9.1. Özel ortalamalar için uygulamalar  

Önerme 4.9.1.1. 0 ൏ ܽ ൏ ܾ ve 0 ൏ ଵݏ ൏ 1 olsun. Bu durumda her ݍ ൐ 1 için  

หܣሺܽ௦భ, ܾ௦భሻ െ ܮ ሺܽ, ܾሻ௦భ

௦భ ห ൑
ଵሺܾݏ2 െ ܽሻ

ሺݏଵ ൅ 1ሻ
ଵ
௤

൬
1

ሺ݌ ൅ 1ሻሺ݌ ൅ 2ሻ
൰

ଵ
௣

,൫ܽ௤ሺ௦భିଵሻܣൣ ܾ௤ሺ௦భିଵሻ൯൧
ଵ ௤⁄

 

olur. 

İspat: Teorem 4.9.1’de ݂: ሾ0,1ሿ ՜ ሾ0,1ሿ , ݂ሺݔሻ ൌ ௦భݔ  ikinci anlamda ଵݏ െ konveks 

fonksiyonu kullanılırsa istenilen sonuç elde edilir. 

Önerme 4.9.1.2. 0 ൏ ܽ ൏ ܾ ve 0 ൏ ଵݏ ൏ 1 olsun. Bu takdirde her ݍ ൒ 1 için 

หܣሺܽ௦భ, ܾ௦భሻ െ ܮ ሺܽ, ܾሻ௦భ

௦భ ห

൑ ଵݏ
ሺܾ െ ܽሻ

3
ଵିଵ

௤

ቆ
ଵݏ

ଶ ൅ ଵݏ3 ൅ 4
ሺݏଵ ൅ 1ሻሺݏଵ ൅ 2ሻሺݏଵ ൅ 3ሻ

ቇ

ଵ
௤

,൫ܽ௤ሺ௦భିଵሻܣൣ ܾ௤ሺ௦భିଵሻ൯൧
ଵ ௤⁄

 

dır. 
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İspat: Teorem 4.9.2’de ݂: ሾ0,1ሿ ՜ ሾ0,1ሿ , ݂ሺݔሻ ൌ ௦భݔ  ikinci anlamda ଵݏ െ konveks 

fonksiyonu kullanılırsa istenilen sonuç elde edilir. 

࢘ .4.10 െkonveks ve ࢎ െkonveks Fonksiyonlar İçin Yeni İntegral Eşitsizlikleri 

Teorem 4.10.1. ܽ, ܾ א °ܫ , ܽ ൏ ܾ  ve ݂: °ܫ ؿ Թ ՜ Թା  diferensiyellenebilir bir dönüşüm 

olsun. ݍ ൒ 1 , 
ଵ

௣
൅ ଵ

௤
ൌ 1  ve |݂ᇱ|௤ , ሾܽ, ܾሿ  üzerinde pozitif ݎ െ konveks fonksiyon ise 

.௥ሺܮ , . ሻ, pozitif reel sayıların ݎ. kuvvetlerinin genelleştirilmiş logaritmik ortalamasını 

göstermek üzere 

ቤ
݂ሺܽሻ ൅ ݂ሺܾሻ

2
െ

1
ܾ െ ܽ

න ݂ሺݔሻ݀ݔ
௕

௔
ቤ

൑ ሺܾ െ ܽሻ ൬
2

ሺ݌ ൅ 1ሻሺ݌ ൅ 2ሻ
൰

ଵ
௣

ሾܮ௥ሺ|݂ᇱሺܽሻ|௤, |݂ᇱሺܾሻ|௤ሻሿଵ ௤⁄  

dir.  

İspat: İki katlı integraller için Hölder eşitsizliği kullanılarak Lemma 3.3.2’den 

ቤ
݂ሺܽሻ ൅ ݂ሺܾሻ

2
െ

1
ܾ െ ܽ

න ݂ሺݔሻ݀ݔ
௕

௔
ቤ 

൑
ܾ െ ܽ

2
ቈන න |݂ᇱሺܽݐ ൅ ሺ1 െ ሻܾሻݐ െ ݂ᇱሺܽݏ ൅ ሺ1 െ ݏ||ሻܾሻݏ െ ݏ݀ݐ݀|ݐ

ଵ

଴

ଵ

଴
቉ 

൑
ܾ െ ܽ

2
ቈන න |݂ᇱሺܽݐ ൅ ሺ1 െ ݏ||ሻܾሻݐ െ ݏ݀ݐ݀|ݐ

ଵ

଴

ଵ

଴
 

൅ න න |݂ᇱሺܽݏ ൅ ሺ1 െ ݏ||ሻܾሻݏ െ ݏ݀ݐ݀|ݐ
ଵ

଴

ଵ

଴
቉ 

൑ ሺܾ െ ܽሻ ቎ቆන න |݂ᇱሺܽݐ ൅ ሺ1 െ ݏ݀ݐሻܾሻ|௤݀ݐ
ଵ

଴

ଵ

଴
ቇ

ଵ
௤

ቆන න ݏ| െ ݏ݀ݐ௣݀|ݐ
ଵ

଴

ଵ

଴
ቇ

ଵ
௣

቏ 
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elde edilir. 

 |݂ᇱ|௤, ሾܽ, ܾሿ üzerinde ݎ െkonveks fonksiyon olduğundan 

|݂ᇱሺܽݐ ൅ ሺ1 െ ሻܾሻ|௤ݐ ൑ ቐ
ሺݐ|݂ᇱሺܽሻ|௤௥ ൅ ሺ1 െ ሻ|݂ᇱሺܾሻ|௤௥ሻݐ

ଵ
௥ ݎ         ് 0  

|݂ᇱሺܽሻ|௤௧|݂ᇱሺܾሻ|௤ି௤௧ ݎ        ൌ 0   

 (4.30)

dir. Dolayısıyla,  ݎ ൌ 0 için Teorem 4.7.1’deki durum ortaya çıkar. ݎ ് 0, െ1 olsun. Bu 

durumda |݂ᇱሺܽሻ|௤ ് |݂ᇱሺܾሻ|௤ için (4.30) dan 

ቤ
݂ሺܽሻ ൅ ݂ሺܾሻ

2
െ

1
ܾ െ ܽ

න ݂ሺݔሻ݀ݔ
௕

௔
ቤ 

൑ ሺܾ െ ܽሻ ቎ቆන න ݏ| െ ݏ݀ݐ௣݀|ݐ
ଵ

଴

ଵ

଴
ቇ

ଵ
௣

ቆන න ሺݐ|݂ᇱሺܽሻ|௤௥ ൅ ሺ1 െ ሻ|݂ᇱሺܾሻ|௤௥ሻݐ
ଵ
௥݀ݏ݀ݐ

ଵ

଴

ଵ

଴
ቇ

ଵ
௤
 

ൌ ሺܾ െ ܽሻ ቎൬
2

ሺ݌ ൅ 1ሻሺ݌ ൅ 2ሻ
൰

ଵ
௣

ቌන ቎න
ሺݑሻ

ଵ
௥

|݂ᇱሺܾሻ|௤௥ െ |݂ᇱሺܽሻ|௤௥ ݑ݀
ห௙ᇲሺ௕ሻห

೜ೝ

|௙ᇲሺ௔ሻ|೜ೝ
቏ ݏ݀

ଵ

଴
ቍ

ଵ
௤

 

ൌ ሺܾ െ ܽሻ ቎൬
2

ሺ݌ ൅ 1ሻሺ݌ ൅ 2ሻ
൰

ଵ
௣

ቆ
ݎ

ݎ ൅ 1

|݂ᇱሺܾሻ|௤ሺ௥ାଵሻ െ |݂ᇱሺܽሻ|௤ሺ௥ାଵሻ

|݂ᇱሺܾሻ|௤௥ െ |݂ᇱሺܽሻ|௤௥ ቇ

ଵ
௤
 

ൌ ሺܾ െ ܽሻ ൬
2

ሺ݌ ൅ 1ሻሺ݌ ൅ 2ሻ
൰

ଵ
௣

ሾܮ௥ሺ|݂ᇱሺܽሻ|௤, |݂ᇱሺܾሻ|௤ሻሿଵ ௤⁄  

 yazılır. |݂ᇱሺܽሻ|௤ ൌ |݂ᇱሺܾሻ|௤ için ise benzer şekilde  

ቤ
݂ሺܽሻ ൅ ݂ሺܾሻ

2
െ

1
ܾ െ ܽ

න ݂ሺݔሻ݀ݔ
௕

௔
ቤ 

൑ ሺܾ െ ܽሻ ቎ቆන න ݏ| െ ݏ݀ݐ௣݀|ݐ
ଵ

଴

ଵ

଴
ቇ

ଵ
௣

ቆන න ሺݐ|݂ᇱሺܽሻ|௤௥ ൅ ሺ1 െ ሻ|݂ᇱሺܾሻ|௤௥ሻݐ
ଵ
௥݀ݏ݀ݐ

ଵ

଴

ଵ

଴
ቇ

ଵ
௤
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ൌ ሺܾ െ ܽሻ ቎ቆන න ݏ| െ ݏ݀ݐ௣݀|ݐ
ଵ

଴

ଵ

଴
ቇ

ଵ
௣

ሺ|݂ᇱሺܽሻ|௤ሻ
ଵ
௤ 

ൌ ሺܾ െ ܽሻ ൬
2

ሺ݌ ൅ 1ሻሺ݌ ൅ 2ሻ
൰

ଵ
௣

ሾܮ௥ሺ|݂ᇱሺܽሻ|௤, |݂ᇱሺܾሻ|௤ሻሿଵ ௤⁄  

elde edilir. Son olarak, ݎ ൌ െ1 olsun. Bu durumda  |݂ᇱሺܽሻ|௤ ് |݂ᇱሺܾሻ|௤ için  

ቤ
݂ሺܽሻ ൅ ݂ሺܾሻ

2
െ

1
ܾ െ ܽ

න ݂ሺݔሻ݀ݔ
௕

௔
ቤ 

൑ ሺܾ െ ܽሻ ቎ቆන න ݏ| െ ݏ݀ݐ௣݀|ݐ
ଵ

଴

ଵ

଴
ቇ

ଵ
௣

ቆන න ሺݐ|݂ᇱሺܽሻ|ି௤ ൅ ሺ1 െ ݏ݀ݐሻ|݂ᇱሺܾሻ|ି௤ሻିଵ݀ݐ
ଵ

଴

ଵ

଴
ቇ

ଵ
௤

 

ൌ ሺܾ െ ܽሻ ൬
2

ሺ݌ ൅ 1ሻሺ݌ ൅ 2ሻ
൰

ଵ
௣

൮න ൦
1

1
|݂ᇱሺܾሻ|௤ െ 1

|݂ᇱሺܽሻ|௤

න ݑଵ݀ିݑ

ଵ
|௙ᇲሺ௕ሻ|೜

ଵ
|௙ᇲሺ௔ሻ|೜

൪
ଵ

଴
൲ݏ݀

ଵ
௤

 

ൌ ሺܾ െ ܽሻ ൬
2

ሺ݌ ൅ 1ሻሺ݌ ൅ 2ሻ
൰

ଵ
௣

ቆන ቈ|݂ᇱሺܽሻ|௤|݂ᇱሺܾሻ|௤ ݈݊|݂ᇱሺܽሻ|௤ െ ݈݊|݂ᇱሺܾሻ|௤

|݂ᇱሺܽሻ|௤െ|݂ᇱሺܾሻ|௤ ቉
ଵ

଴
ቇݏ݀

ଵ
௤
 

ൌ ሺܾ െ ܽሻ ൬
2

ሺ݌ ൅ 1ሻሺ݌ ൅ 2ሻ
൰

ଵ
௣

ሾିܮଵሺ|݂ᇱሺܽሻ|௤, |݂ᇱሺܾሻ|௤ሻሿଵ ௤⁄  

bulunur. |݂ᇱሺܽሻ|௤ ൌ |݂ᇱሺܾሻ|௤ için ise benzer şekilde 

ቤ
݂ሺܽሻ ൅ ݂ሺܾሻ

2
െ

1
ܾ െ ܽ

න ݂ሺݔሻ݀ݔ
௕

௔
ቤ 

൑ ሺܾ െ ܽሻ ቎ቆන න ݏ| െ ݏ݀ݐ௣݀|ݐ
ଵ

଴

ଵ

଴
ቇ

ଵ
௣

ቆන න ሺݐ|݂ᇱሺܽሻ|௤௥ ൅ ሺ1 െ ሻ|݂ᇱሺܾሻ|௤௥ሻݐ
ଵ
௥݀ݏ݀ݐ

ଵ

଴

ଵ

଴
ቇ

ଵ
௤
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ൌ ሺܾ െ ܽሻ ቎ቆන න ݏ| െ ݏ݀ݐ௣݀|ݐ
ଵ

଴

ଵ

଴
ቇ

ଵ
௣

ሺ|݂ᇱሺܽሻ|௤ሻ
ଵ
௤ 

ൌ ሺܾ െ ܽሻ ൬
2

ሺ݌ ൅ 1ሻሺ݌ ൅ 2ሻ
൰

ଵ
௣

ሾିܮଵሺ|݂ᇱሺܽሻ|௤, |݂ᇱሺܽሻ|௤ሻሿଵ ௤⁄  

elde edilir. Dolayısıyla her durum için istenilen sonuç elde edildiğinden ispat 

tamamlanır. 

Teorem 4.10.2. ܽ, ܾ א °ܫ , ܽ ൏ ܾ  ve ݂: ܫ ؿ Թ ՜ Թ °ܫ ,  ’de diferensiyellenebilir bir 

dönüşüm olsun. ݍ ൐ 1 ve  
ଵ

௣
൅ ଵ

௤
ൌ 1 olmak üzere ሾܽ, ܾሿ aralığında |݂ᇱ|௤ א ܵܺሺ݄,   ሻ iseܫ

ቤ
݂ሺܽሻ ൅ ݂ሺܾሻ

2
െ

1
ܾ െ ܽ

න ݂ሺݔሻ݀ݔ
௕

௔
ቤ 

൑ 2ሺܾ െ ܽሻ ൬
1

ሺ݌ ൅ 1ሻሺ݌ ൅ 2ሻ
൰

ଵ
௣

ቆ
|݂ᇱሺܽሻ|௤ ൅ |݂ᇱሺܾሻ|௤

2
ቇ

ଵ
௤

ቆන ݄ሺݐሻ݀ݐ
ଵ

଴
ቇ

ଵ
௤
 

൑
2ሺܾ െ ܽሻ

ሺ݌ ൅ 1ሻ
ଶ
௣

ቆ
|݂ᇱሺܽሻ|௤ ൅ |݂ᇱሺܾሻ|௤

2
ቇ

ଵ
௤

ቆන ݄ሺݐሻ݀ݐ
ଵ

଴
ቇ

ଵ
௤
 

dir. 

İspat: İki katlı integraller için Hölder eşitsizliği kullanılarak Lemma 3.3.2’den 

ቤ
݂ሺܽሻ ൅ ݂ሺܾሻ

2
െ

1
ܾ െ ܽ

න ݂ሺݔሻ݀ݔ
௕

௔
ቤ 

൑
ܾ െ ܽ

2
ቈන න |݂ᇱሺܽݐ ൅ ሺ1 െ ሻܾሻݐ െ ݂ᇱሺܽݏ ൅ ሺ1 െ ݏ||ሻܾሻݏ െ ݏ݀ݐ݀|ݐ

ଵ

଴

ଵ

଴
቉ 
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൑
ܾ െ ܽ

2
ቈන න |݂ᇱሺܽݐ ൅ ሺ1 െ ݏ||ሻܾሻݐ െ ݏ݀ݐ݀|ݐ

ଵ

଴

ଵ

଴
 

൅ න න |݂ᇱሺܽݏ ൅ ሺ1 െ ݏ||ሻܾሻݏ െ ݏ݀ݐ݀|ݐ
ଵ

଴

ଵ

଴
቉ 

൑ ሺܾ െ ܽሻ ቎ቆන න |݂ᇱሺܽݐ ൅ ሺ1 െ ݏ݀ݐሻܾሻ|௤݀ݐ
ଵ

଴

ଵ

଴
ቇ

ଵ
௤

ቆන න ݏ| െ ݏ݀ݐ௣݀|ݐ
ଵ

଴

ଵ

଴
ቇ

ଵ
௣

቏ 

elde edilir. |݂ᇱ|௤ א ܵܺሺ݄, ݐ ,ሻ olduğundanܫ א ሺ0,1ሻ için 

|݂ᇱሺܽݐ ൅ ሺ1 െ ሻܾሻ|௤ݐ ൑ ݄ሺݐሻ|݂ᇱሺܽሻ|௤ ൅ ݄ሺ1 െ  ሻ|݂ᇱሺܾሻ|௤ݐ

yazılır. Dolayısıyla  

ቤ
݂ሺܽሻ ൅ ݂ሺܾሻ

2
െ

1
ܾ െ ܽ

න ݂ሺݔሻ݀ݔ
௕

௔
ቤ 

൑ ሺܾ െ ܽሻ ቎ቆන න ݏ| െ ݏ݀ݐ௣݀|ݐ
ଵ

଴

ଵ

଴
ቇ

ଵ
௣

ቆන න ݄ሺݐሻ|݂ᇱሺܽሻ|௤ ൅ ݄ሺ1 െ ݏ݀ݐሻ|݂ᇱሺܾሻ|௤݀ݐ
ଵ

଴

ଵ

଴
ቇ

ଵ
௤
 

ൌ ሺܾ െ ܽሻ ቆන න ݏ| െ ݏ݀ݐ௣݀|ݐ
ଵ

଴

ଵ

଴
ቇ

ଵ
௣
 

ൈ ቆන ቈ|݂ᇱሺܽሻ|௤ න ݄ሺݐሻ݀ݐ ൅ |݂ᇱሺܾሻ|௤
ଵ

଴
න ݄ሺ1 െ ݐሻ݀ݐ

ଵ

଴
቉

ଵ

଴
ቇݏ݀

ଵ
௤
 

olur. Burada 

න න ݏ| െ ݏ݀ݐ௣݀|ݐ
ଵ

଴

ଵ

଴
ൌ න ቈන ሺݏ െ ݐሻ௣݀ݐ ൅ න ሺݐ െ ݐሻ௣݀ݏ

ଵ

௦

௦

଴
቉ ݏ݀ ൌ

ଵ

଴

2
ሺ݌ ൅ 1ሻሺ݌ ൅ 2ሻ

 

ve 

න ݄ሺݐሻ݀ݐ ൌ
ଵ

଴
න ݄ሺ1 െ ݐሻ݀ݐ

ଵ

଴
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olduğundan  

ቤ
݂ሺܽሻ ൅ ݂ሺܾሻ

2
െ

1
ܾ െ ܽ

න ݂ሺݔሻ݀ݔ
௕

௔
ቤ 

൑ ሺܾ െ ܽሻ ൬
1

ሺ݌ ൅ 1ሻሺ݌ ൅ 2ሻ
൰

ଵ
௣

2
ଵ
௣2

ଵ
௤ ቆ

|݂ᇱሺܽሻ|௤ ൅ |݂ᇱሺܾሻ|௤

2
ቇ

ଵ
௤

ቆන ݄ሺݐሻ݀ݐ
ଵ

଴
ቇ

ଵ
௤
 

ൌ 2ሺܾ െ ܽሻ ൬
1

ሺ݌ ൅ 1ሻሺ݌ ൅ 2ሻ
൰

ଵ
௣

ቆ
|݂ᇱሺܽሻ|௤ ൅ |݂ᇱሺܾሻ|௤

2
ቇ

ଵ
௤

ቆන ݄ሺݐሻ݀ݐ
ଵ

଴
ቇ

ଵ
௤
 

olur. Ayrıca ݌ ൐ 1 için  
ଵ

ሺ௣ାଵሻሺ௣ାଶሻ
൑ ଵ

ሺ௣ାଵሻమ  olduğundan  

2ሺܾ െ ܽሻ ൬
1

ሺ݌ ൅ 1ሻሺ݌ ൅ 2ሻ
൰

ଵ
௣

ቆ
|݂ᇱሺܽሻ|௤ ൅ |݂ᇱሺܾሻ|௤

2
ቇ

ଵ
௤

ቆන ݄ሺݐሻ݀ݐ
ଵ

଴
ቇ

ଵ
௤
 

൑
2ሺܾ െ ܽሻ

ሺ݌ ൅ 1ሻ
ଶ
௣

ቆ
|݂ᇱሺܽሻ|௤ ൅ |݂ᇱሺܾሻ|௤

2
ቇ

ଵ
௤

ቆන ݄ሺݐሻ݀ݐ
ଵ

଴
ቇ

ଵ
௤
 

yazılır ve böylece ispat tamamlanır. 

Sonuç 4.10.1. Teorem 4.10.2’de ݄ሺݐሻ ൌ  seçilirse, Teorem 4.10.2’deki birinci eşitsizlik ݐ

Teorem 3.3.5’deki eşitsizliğe indirgenir. 

Sonuç 4.10.2. Teorem 4.10.2’de ݄ሺݐሻ ൌ ௧

ଵ଴
 seçilirse, Teorem 4.10.2’deki ikinci 

eşitsizlikteki üst sınır Teorem 3.3.3’deki üst sınırdan ve Teorem 4.10.2’deki birinci 

eşitsizlikteki üst sınır da Teorem 3.3.5’deki üst sınırdan daha iyi bir üst sınır olur. 

Ayrıca ܽ ൒ 4 , ܽ א ܰ  olmak üzere ݄ሺݐሻ ൌ ௧

௔
 seçilerek çok daha küçük üst sınırlar elde 

edilebilir. 
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5. TARTIŞMA ve SONUÇ 

Araştırmanın esasını oluşturan dördüncü bölümde, bazı farklı türden konveks 

fonksiyonlar için Hölder ve power mean eşitsizlikleri kullanılarak Hermite-Hadamard 

tipli eşitsizlikler ve genelleştirmeler, ݈݃݋ െ konveks fonksiyonlar için Gill et al. 

tarafından elde edilen eşitsizliklerin genelleştirmeleri ve diğer yeni integral eşitsizlikleri 

elde edilmiştir. 

Konuyla ilgilenen araştırmacılar, üçüncü bölümde verilen  

݂ሺܽሻ ൅ ݂ሺܾሻ
2

െ
1

ܾ െ ܽ
න ݂ሺݔሻ݀ݔ

௕

௔
 

ൌ
ܾ െ ܽ

2
න න ሼ݂ᇱሺܽݐ ൅ ሺ1 െ ሻܾሻݐ െ ݂ᇱሺܽݏ ൅ ሺ1 െ ሻܾሻሽݏ

ଵ

଴

ଵ

଴
ሺݏ െ  ݏ݀ݐሻ݀ݐ

eşitliğinden, Minkowski, Ters Minkowski ve Young eşitsizlikleri gibi temel 

eşitsizliklerden faydalanarak dördüncü bölümde elde edilen Hermite-Hadamard tipli 

eşitsizliklere benzer yeni eşitsizlikler, genelleştirmeler ya da  Jensen tipli eşitsizlikler 

elde edebilirler.  

Dördüncü bölümde ise tanımlanan  ܧ െ ݉ െ konvekslik türleri üzerine daha ileri 

çalışmalar yapılabilir ve bu türden konveks fonksiyonlar için yeni Hermite-Hadamard 

ve Jensen tipli eşitsizlikler elde edilebilir. Ayrıca, ܧ െ ݉ െkonveks fonksiyonlar için  

ܧ െkonveks programlamaya benzer şekilde ܧ െ ݉ െkonveks programlama problemi 

tanımlanabilir ve bu programlama üzerine yeni sonuçlar elde edilebilir. 
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