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Giris

J.B.J.Fourier, daha sonralari kendi adiyla anilacak olan "Fourier Serile-
ri" hakkindaki ilk makalesini 1807 de ve tatbikatini da icine alan kata
cisimlerde isinin iletkenligi hakkindaki iinli eserini de 1811 de yazmig-
tir. Daha sonralari, 1870 lerde G.Cantor, 1874 lerde P. du Bois—Reymond
Fourier serilerini degigik ybnleriyle incelemiglerdir. Ne yazik ki, bugi-
ne kadar Lebesgue anlaminda integrallenebilen periyodik bir f fonksiyonu-
nun Fourier serisinin yakinsak ve toplamlnln f(x) olmasi icin gerek ve
yeter gartlarin ne oldupgu bilinmemektedir. Fakat, L.Fejér 1904 de aritme-
tik ortalama fikrini Fourier serilerine uygulayarak stz konusu serilere
veni hir mand kazandirmig ve bbylece ¢ok genig bir uygulama sahasi da
acilmstar.

Bu galigmanin amaci, Fourier serilerinin yakinsaklik problemini degil,
toplanabilme problemini degisik sartlar altinda incelemektir.
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BirRiNCi BOLUM

1. TRIGONOMETRiK SERIiLER VE FOURIER SERILERI

Bu bultimde, Uclinci bdltumdeki calismalarimizda faydalanacagimiz temel ta-
nim, teorem ve kavramlari verecegiz. Bu bilimdeki g¢alismamiza,ilk olarak
periyodik fonksiyon kavramiyla baglayalim:

Her x icin f(x+A)=f(x) olacak gekilde bir x>0 sayisi mevcut ise f fonksi-
yonuna periyodik bir fonksiyon ve A sayisina da f nin periyodu denir.
Bundan bagka, eger f,,f,,...,fix lar her biri A periyotlu periyodik fonk-
siyonlar ve cy lar sabit degerler ise, bu takdirde

c, fite B+, ctepfi

fonksiyonu da A periyotlu periyodik bir fonksiyondur.

Bilindigi gibi, sinx ve cosx trigonometrik fonksiyonlari 2r periyotlu,pe-
riyodik fonksiyonlardir. Oyleyse her veIN igin, a, ve bv ler keyfi sabit-
ler olmak lizere,

a,cosvx + b,sinvx

fonksiyonu 2n periyotlu, periyodik bir fonksiyondur. Aymi durum, v nin
degigik deferlerine kargilik gelen bu tiir birgok ifadelerin toplanmasin-—
dan meydana gelen her fonksiyon igin de gegerlidir. Daha genel olarak, a,
ve b,, sabitleri her v igin tanimli iseler ve eger
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) (aycosvx+b,sinvx)
v=l

serisi her x igin yakinsak ise (drnegin za, ve Ib, serilerinin her ikisi-
nin de mutlak yakinsak olmasi halinde btyledir) bu seri 2z periyotlu bir
fonksiyon temsil eder. Dolayisiyla bu seriye sabit bir terim ilave edil-
diginde, elde edilen fonksiyon da 2r periyotlu olacaktir. Daha sonra
agiklayacagimiz sebepten dolayi bu terimi a, degil ve fakat %ag almamiz
daha uygun olacaktir[2]. Artik agagidaki tanimi verebiliriz.

Tanim 1.1. x bir reel degigken ve a,,a,,b,,... ler de x den bagimsiz kat-
sayilar olmak lizere

e 38

(a, cosvx+b, sinvx) (1.1)

1
=a.+
270 1

\Y

geklindeki seriye bir trigonometrik seri denirll ]

(1.1) serisinin blitiin terimleri 2= periyotlu oldugundan trigonometrik se-—
ri caligsmalari igin 2r uzunlugundaki bir aralik yeterlidir. Ornegin bu
aralik (0,21) veya (-n,n) olabilir. Simdi z=elX birim gemberi tizerinde

7 8+ § (a,ib)z 1.2)
v =1

kuvvet serisini goz tntine alalim. (1.1) serisi, (1.2) nin reel kisimla-

rindan meydana gelen seridir. Diger taraftan

). (aysinvx-b,cosvx) (1.3)
v =]
serisi (sifir sabit terimiyle) (1.2) nin imaginer kisimlarindan meydana
gelen seridir ki, bu seriye (1.1) in konjlge serisi denir. Eger S, (1.1)
serisi ise S nin konjtigesini § ile gosterecegiz. Ayrica,

n
T(x)= l—ao+ Y (a,cosvx+b,sinvx)

2 ve
sonlu trigonometrik toplamina n ninci merteben bir trigonometrik polinom
denir[11. (1.1) serisil -n, n] araliginda diizglin yakinsak olacak sekilde
a, ve b, katsayilari kolayca segilebilirler. Urnegin Za,, ve Ib,, serileri-
nin her ikisinin de mutlak yakinsak olmasi halinde durum boyledir. Simdi
kabul edelim ki (1.1) serisi [-=,n] aralifinda diizgiin yakinsak ve bu se-
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rinin bu aralikta temsil ettifi slirekli fonksiyon f olsun. Yani, her
xel[-n,n] igin,

f(x)= %— a,+ ) (a,cosvx+b,sinvx) (1.4)
v=1
olsun. Saf taraftaki serinin diizglin yakinsak olmasindan faydalanarak a,,
ve b,, katsayilarini bulmaya galigalim. (1.4) egitliginin her iki tarafi-
nin [-r,r] araliginda integralini alalim:

K ©

n n
[ £(x)dx= % fa,dx + [} (a,cosvx+b sinvx)dx,
n -1

- \,=

sag taraftaki seri duzgilin yakinsak oldugundan terim terim integrali ali-
nabilir. Oyleyse,

i @® n
S f(x)dx=aon +] [(a,cosvx+h,sinvx)dx=acn

-x v=] ¢
olur. Buradan,

n

L f f(x)dx

-T

89 =

bulunur.

Simdi (1.4) esitlifinin her iki tarafini cosvx ile carpip, [-n,n] arali-
ginda integralini alalim.

o«

n n n
S £(x)cosvxdx= % a,fcosvxdx+ f[cosvx § (a,cosvx+b,sinvx)ldx
- - -1 v=

bulunur. Diger taraftan, her v, keIN igin,

b
1) J cosvxsinkxdx=0,

-1

O;k#v ise
n;k=v ise

(11) f ' cosvxcoskxdx= L (1.5)

-T

n
_ ] O:k#v ise
(iii) _{ sin\,xsinkxdx—{ nikzv ise

oldugundan,



n n
J £(x)cosvxdx=a,, [ cos?vxdx=a,n

- R -7
olur.

Bbylece,

—i—ff(x)cosvxdx (1.6)

-7

elde edilir. Benzer sgekilde (1.4) egitlifinin her iki yanini sinvx ile
garpip [-n,n] aralifinda integralini alirsak

b =% fnf(x)sinvxdx (1.7)

esitlipi elde edilir. igte (1.6) denkleminin v=0 icin de dogru kalmasini
temin icin verilen trigonometrik serinin baglangi¢ terimine %— a, geklini
vermek &det olmustur. Yukaridaki hesapladigimiz (1.6) ve (1.7) esitlikle-
rindeki a, ve.b,, katsayilarina Fourier katsayilari, denklemlere de Euler-—
Fourier formiilleri denir. Eger f(x) bir ¢ift fonksiyon ise

2 n
ay= = [ £(x)cosvxdx,b,, =

ve eger f(x) bir tek fonksiyon ise,
2 n
a,=0, b,= -i-of f(x)sinvxdx

olacaktir. Simdi, daha ®nce yaptiklarimizin tersine olarak, baglangigta-
bir trigonometrik seri degil de, [-n,z] aralifinda integrallenebilen bir
f fonksiyonunun verildifini kabul edelim. Bu .takdirde her wvelIN igin
f(x)cosvx ve f(x)sinvx carpimlari-da [-n,n] araliginda integrallenebilir-
dir. Dolayisiyla (1.6) ve (1.7) formilleri yardimyla f fonksiyonundan

(a,,a,,82,...) ve (b;,by,...)

gibi sonsuz iki say: dizisi elde edilir ki, bu dizilerin terimlerine f
fonksiyonunun Fourier katsayilari denir[2].

Tanim 1.2. £, [~r,n] araliginda integrallenebilen bir fonksiyon ve a,,b,,
de f den elde edilen Fourier katsayilari olmak lizere



%— a+ ) (aycosvx+b,,sinvx), (-rt<x<n)

v=1

trigonometrik serisine f tarafindan meydana getirilen yahut f fonksiyonu-
na ait Fourier serisi denir ve sembolik olarak

f(x)~ %— ao + ) (acosvx+b,sinvx)
v=]
geklinde gosterilir(12].

Diger taraftan f tarafindan meydana getirilen Fourier serisi S[fl ile ve
S[f] nin konjuge serisi S[f] ile gvsterilecektir[1].

Simdi S[f] ve S[f] nin kismi toplamlari icin gerekli olan formiilleri el-
de edelim. Yalniz, buna gecmeden ¥nce bu formilleri elde etmede kolaylik
saglayan iki lemma vermemiz uygun olacaktir.

Lemma 1.3. Eger f, 2r periyotlu bir fonksiyon ise her AeiR igin,

Adn

[ f(e)de= | f(t)dt
A-n -
dir.
Ispat:
Atn Atn
[ f(r)dt= f f(t)dt + f £(r)dt
A—n A—n -1

yazilabilir. f,2rx periyotlu bir fonksiyon oldugundan, her o, BelR igin
t=x-2n donligimi yapilirsa,

B+2n B+2n B+2n
ff(t)dt- f f(x-2n)dx= [ f(x)dx = [ £(t)dt
a ot2n at2n o2
olacagindan,
-n+2n A+ A+n
j f(t)dt-f f(t)dt + [f£(t)dt= ff(t)dt: + [f(t)dt= ff(t)dt
-z A-nt2n -n Atn -n -n

elde edilir. Ozel olarak A= nsegilirse, f,2r periyotlu bir fonksiyon ol-
mak lzere,

2n
f f(t)dt— ff(t)dt

-n



oldugu gvriillir.
Simdi agagidaki iki seriyi gtz tniine alalim.

cosvx, |} sinvx .
1 v=1

Be~1 8

%+
v

Bu serilerin n ninci kismi toplamlarini sirasiyla Dn(x) ve f)n(x) ile gtis-
terelim. Bu gtsterimlerle ilgili oldukca kullanigli iki formiili agagidaki
lemmada verelim.

Lemma 1.4. Her keZ icgin x#2kn olmak lizere, her ne|N igin,

Sin(n+ -21—)'): . Cos %—x—Cos(n+ %—)x

Dp(x)= —T Dp(x)=
2Sin 7 X 2Sin % X

dir[1].
ispat:

1 n

Dp(x)= 75 + Y Cosvx
v=1
1

egitliginin her iki tarafini 2Sin 7 X ile garparsak,

n
2Sin 21— X Dp(x) = Sin %— X + XIZSin %— xCosvx
V:

Sink x + r)f [Sin(v+ 1))(—S:ln(\:-l-)x ]
2T Z 2

Sin(n+ %—)x

bulunur. Buradan da

elde edilir. Benzer olarak,
~ n
Dp(x)=}) Sinvx
w1

egitliginin her iki tarafini yine 2Sin % x 1le garparsak



ZSin x Dp(x)= X 2Sin é xSinvx

= X [Cos(v- 2.)x Cos(v + —)x ]
v=1

= Cos % x-Cos(n+ %—)x
bulunur ki, buradan

1 1
Cos 7 x-Cos(n+ —2—)x

1
7)(

D (x)=
2Sin

dir.

Dn(x) ve Dn(x) polinomlarina sirasiyla Dirichlet gekirdegi ve Konjtige
Dirichlet cekirdepi denir. Ayrica, bu formiller Dn(x) ve D,(x) nin her
0 < e & xgK 2n-¢ araliginda dizgiin sinirli oldupunu gdsterir. Gergekten,
D,(x) ve Dy(x) bu araliklarda mutlak deger olarak cosec zle dan daha kii-
glktlirler. Bu arada sunu da ildve edelim ki, ileride kullanacagimiz bir-
gok trigonometrik ifadeler paydalarinda 2Sin % x veya 2tan % x terimleri-
ne sahiptir, Bu tiir ifadelerde sik sik

sinx< x, sinx>-2— x, tanx>x (0gxg %)

egitsizliklerinden faydalanacagiz[1].

Artik, lemma 1.3 ve lemma 1.4 den faydalanarak S{f] ve S[f] nin kismi
toplamlarini kolaylikla hesaplayabiliriz. £, 2 periyotlu ve integralle-
nebilen bir fonksiyon olsun. f nin Fourier katsayilari

1 b4
=;t-

ff(t)cos\:tdt b,= = ff(t)simtdt

—n
olmak zere,

S[fl= %— a,+ vgl(a\,cos\:xm\,sinvx), S[fl1= V_Xl(avsinvx-bvcos\ax)

serilerini dikkate alalim. Bu takdirde S[f] nin kismi toplamini, S,[f]
veya Sh(x;f) ya da basit olarak Sn(x) ile gbsterecegiz. Benzer olarak,
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8{£] nin kismi toplamini da S,[f1, Sp(x;f) veya §,(x) ile gosterecegiz.
év, b,y Fourier katsayilari dikkate alinirsa,
1"
a,,cosvx+b,,sinvx= (;- J f(t)comtdt)cosvx*-(; f £(t)sinvtdt)sinvx
-1 -

n
% [ £(t) (cosvtcosvx+sinvtsinvx)dt
-1

]

1 n
= f £(t) cosv(t-x)dt

-R
oldugundan,
1 n 1 n n
Sn(x)=—2-; [ £(t)de+ = Y [ £(t) cosv(t-x)dt
-l \)=1 -n
1 7 1, ¢
=+ JE(t) {z + ] cosv(t-x)} dt
-n v=l
1 n
= — [ £(t) Dp(t—x)dt (1.8)

-n
bulunur. Benzer olarak

. n n 1 _
Sn()= = L e(0) (] sinu(tx)) de= - T [ £(E) Dultx)dt  (1.9)

v=l
olacaktir. Demekki, S[f] ve S[f] serilerinin yakinsak olmasi icin gerek
ve yeter sart, (1.8) ve (1.9) daki integrallerin n-=icin belli bir sayi-
ya yakinsamasidir. Bu problemle ilgili birgok kriter mevcut, fakat bu
kriterlerin hepsi de sadece yeter sartlari ihtiva etmektedir. Yani, bu
integrallerin yakinsak olmasi igin bazi yeter sartlari ihtiva eden kri-
terler mevcuttur. Bunlardan bazilari, Dirichlet-Jordan kriteri, Dini kri-
teri ve Lebesgue kriteridir. Biz burada, sadece bu kriterlerin isimlerin-
den bahsetmekle yetinecefiz. Bu arada gunu da belirtelim ki, integralle-
nebilen bir f fonksiyonunun Fourier serisinin yakinsak ve toplaminin
f(x) e egit olmasi igin gerek ve yeter gartlar gimdilik mevcut degildir.
Hattd f fonksiyonu x, noktasinda siirekli dahi olsa f nin Fourier serisi-
nin yakinsak ve toplaminin f(x) olmasi igin gerek ve yeter gartlafm ne
nldnugn huglin bile bilinmemektedir. Guriildiigi gibi, Fourier serileri teo-
risinin problemleri, integrasyon fikri ile kapali olarak iligkilidir. Bu
caligmada aksi durumlar harig, integraller daima Lebesgue integralidir.
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Ayrica -1 & x< n araliginda integrallenebilen her f fonksiyonunun bir
Fourier serisi vardir. Bunun igin f nin (-=x,n) de hemen her yerde tanimli
olmasi yeterlidir, yani sifir 8lglimli bir ciimle harig¢ her yerde tanimli
olmas1 yeterlidir. Eger f, ve f, fonksiyonlari hemen her yerde egit ise-
ler bu takdirde, bunlara denktirler diyecegiz ve denk fonksiyonlar ara-
sinda bir ayirim yapmayacagiz. Diger taraftan f, ve f, fonksiyonlari he-
men her yerde egit iseler ayni Fourier serisine sahiptirler. Bundan bag-
ka, slirekli bir fonksiyonun Fourier serisinden bahsettigimizde, fonksiyo-
nun daima (-=,«) da slirekli ve 2r periyotlu oldugunu kastedecegiz.Ayrica,
cimle ve fonksiyonlari daima 8lglilebilir olarak kabul edecek ve bir E
climlesinin (8zel olarak araligin) Lebesgue 8lglminii |E| ile gWsterecegiz
(11.

(1.8) ve (1.9) daki Sp(x) ve §n(x) igin u=t-x donilisiimi yapilir ve lemma
1.3 dikkate alinirsa,

Sa(0= L [ £ (xr)Dn(w)du, nx)= - L [ EGx)Byu)du

formiilleri de elde edilir. Simdi sabit bir x noktasi ve degismeyen bir f
igin,

? (E)=ax(E)=gx(t;£)= 7 (E(x+t)+E(x-t)-26(x)) (1.10)
(t)=dy=dy(t;£)= -;— {f(x+t)-f(x-t)} (1.11)

yazalim., Bu gisterimleri galigmamizda sik sik kullanacagiz. Bununla bir-
likte,

n
Dp(-u)=Dn(u) ve [ Dn(t)dt= >
oldupu dikkate alinirsa,
1" 1t
Sp(x)= ;[-_fn f(x+t)Dy(t)dt= — of[f(x+t)+f(x—t)] D,(t)dt

ve ayrica
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Sn(x)~f(x)= % fEf(x+t)+f(x—t)] Dp(t)dt- %OJ'HZf(x)Dn(t)dt

[N

[}

f,%—[f(x+t)+f(x-t)-2f(X)] Dp(t)dt

0

A

sin(n+ 2-1-)t

g T 2 1
= Z o (t)D,(t)dt= = (t)—————f—— dt
n°f(px Du %ftvx 2sin 7 t

bulunur. Benzer olarak Dy(-u)=-D,(u) oldugundan

§n(x)=-% fnf(x+t)f)n(t)dt=-%- _f:;,x(t)f)n(t)dt
-1 0

n coszlt—cos(n-!—zl—) t

= 2 Jux(t) at

2sin % t

elde edilir. Ayrica, S[f] konjlige serisi igin, toplanabilme probleminde

g M dx(t) 1 & f(x+t)-F(x-t)
-1 dt= - = dt (1.12)
n°2tan2-t e Ztan-z—t

integrali bize yardimci olacaktir. Burada, bu integrale—~ +o0igin

n (t)
f-lxj— dt (1.13)
€ 2tan 5 t

=i

ifadesinin limiti (eger bu limit mevcutsa) gibi diistinlilmektedir. (1.12)
ifadesinin degeri mevcutsa bu f(x) ile gtsterilir ve f fonksiyonuna, £
nin konjligesi denir. Ayrica (1.13) ifadesi de f(x;e) ile g¥sterilecektir.
Yani,

. ()
f(x’ g): - %f _‘l‘x___l_.

EZtanit:

n
dt= - %E I[f(x+t)-f(x-t)]21cot 21- tdt (1.14)
€

dir(11].

Teorem 1.5. Eger f integrallenebiliyorsa, bu takdirde hemen her x igin
h-+0 iken
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h
of [£(xtt)-£(x) |dt=0 (h) (1.15)
dirl3].

(1.15) i gercekleyen x lerin cilimlesine f nin Lebesgue ciimlesi denir.
(1.10) ve (1.11) i dikkate alarak

h
o (h) =°x°(h) =°f'(px£t)|dt,
h (1.16)
¥ (h) =\vx°(h) =°J' |¢x°(t)]dt

yazalim. Bu notasyonlari sistematik olarak kullanacagiz. $Simdi teorem
1.5 den faydalanarak bu notasyonlarla ilgili agagidaki sonucu verelim:

Sonug 1.6. Hemen her x igin h- +o iken,
oy (h) = o (h) ve ¥yg(h) = o(h) (1.17)

dar[1].
Simdi Fourier katsayilari ile ilgili asagidaki teoremleri verelim:

Teorem 1.7. Eger f, [-x, n] aralifinda integrallenebilen bir fonksiyon,a,,
ve b, de Fourier katsayilari ise bu takdirde

Y (a%+b2) (1.18)
v=l )
serisi yakinsaktir(4].
ispat:
x n
[ [£(t)- § (a,cosvt+b,sinvt)]?dt >0
- v=1

dir. O halde,
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z n n
J [£(t)- ] (a,cosvt+bysinvt)I23dt= [ £2(t)dt
-n V= -n

1 n T n
-2[ £(t) 7} (a,cosvt+b,sinvt)dt+ [[] (a,cosvt+b,sinvt)]?dt

-n v=1 -1 v=

n n n n n
= [ £2(t)dt-2 § a, [ f£(t)cosvtdt-2 J b, [ £(t)sinvtdt

-n v=l -n v=l -
L
+ [ [} (a,cosvt+b,sinvt)]?dt
-1 v=1

n n T on
= [ £2(t)dt-2n | (a2+b2)+ [ [} (a,cosvt+b,sinvt)]2dt> o

-n v=l -1 v=1
bulunur. Diger taraftan yukaridaki son toplam igin (1.5) dikkate alinirsa,
n n n
J £2(t)dt-2n § (a2+b2)+ n § (a2+b2) > 0
-n \)=1 v=
olacaktir. Buradan da
n 1.t
! (a2+b2)gx = [ £2(t)dt
v=l L

elde edilir. Dolayisiyla stz konusu pozitif terimli serinin kismi toplam-
lar dizisi sinirlidir. O halde (1.18) serisi yakinsaktir.

Bu teoremden faydalanarak Fourier katsayilarinin tnemli bir ®zelligini
verelim.

Somu¢ 1.8. [-n,n] araliginda integrallenebilen bir f fonksiyonunun
Fourier katsayilari birer sifir dizisidir[4].

ispat: (1.18) serisinin yakinsak oldugunu biliyoruz. Yakinsak bir serinin
genel terimi sifira yakinsayacagindan

1lim(a2+b?)=0 ise 1lim a,=limb, =0

dir. Yani (a,) ve (b,) birer sifir dizisidir.

Son olarak, daha sonraki btlimlerde faydalanacagimiz asagidaki teoremi
verelim.

Teorem 1.9. k=1,2,...,n igin Up=u,+tuy+...+ug olmak tzere
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n n-1
Xlu\,v\, = 1U\, (v, =V +1)+Upvn (1.19)
= v=

v

Abel kismi toplam formilini gz tnline alalim. Eger v, ,v,,...,V, ler non-
negatif ve artmayan ise bu takdirde

dir[1].



IkRinNnciti BOLUM

2. NUMERIK SERILERIiN TOPLANABILirLiGi

Kismi toplamlar dizisi (sp) olan bir 2 a, serisi verilmig olsun. Efer
birtakim yeni metotlar yardimiyla (s,) dizisine bir s sayisi kargilik ge-
tirilebiliyorsa, (s,) dizisi s-degerine limitlenebilir veya Za, serisi
s-degerine toplanabilir denir. Iste bu tip metotlara limitleme veya top-
lanabilme metotlari denilmektedir. Bu metotlarin amaci, daha tnce bilinen
yakinsaklik kriterleri yardimiyle karekteri tayin edilemeyen sonsuz seri-
lerin karekterlerini tayin etmek veya belirsiz anlamda iraksak olan bazi
serilere, belli bir s sayisi karsgilik getirerek, bu serilere bir mand ka-
zandirmaktir.

Biz, bu bylimde sadece bu metotlardan (C, o) toplanabilme metodunu ve
Abel toplanabilme metodunu inceleyecegiz. Ayrica gok kisa olarak iraksak
integraller teorisine de temas edecepiz.

Yalniz, bu metotlari incelemeye gecmeden ©nce agapidaki temel kavramlari
vermek yerinde olacaktir.

Tamm 2.1. F reel veya kompleks sayilarin bir cismi ve v=0,1,2,... ; n=
0,1,2,... igin a,;; eF olmak iizere M=(ap,) bir sonsuz matris ve (s,) de F
de bir dizi olsun. Bu takdirde (s,) dizisinden (o) dizisine bir dintiglim,

on = ) apysy, (n=0,1,2,...) (2.1)

V=

geklinde tamimlansin. ( op) dizisine (s,) dizisinin M-donliglim dizisi
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denir ve M ye de diziden-diziye bir donlistim denir. Bu donliglimlin var olma-
s1 igin (2.1) deki toplamin her n igin yakinsak olmasi gerekir.

Tanim 2.2. Bir M=(a,,) matrisi verilmig olsun. Eer M matrisi yakinsak
her diziyi yakinsak diziye doniigtiiriyor ve ayni zamanda limiti de koru-
yorsa, M matrisine reglilerdir denir[51].

Simdi bir matrisin regiilerligini karakterize eden ve Silverman-Teoplitz
teoremi adi verilen asagidaki teoremi verelim. Fakat bu arada,

M=(ap,) verilen bir matris olmak tizere, her n igin

© o©

Bn= Z|an\)| ’Aﬂ= Zanv

v =0 v=
diyelim. Artik bu gYsterimlere bagli kalarak teoremi ifade edebiliriz.

Teorem 2.3. Bir M=(a,,) matrisinin regliler olmasi igin gerek ve yeter
gsart agagidaki sartlarin gergeklesmesidir:

(1) her v igin lim a,,=0,

n—o

(ii) lim A=1,

n—m
(ii1) her n igin, B,< K olacak gekilde n den bagimsiz bir K pozitif reel
sayis1 vardir[5].

Eger M=(ap,) matrisinin biitin terimleri non-negatif ise (iii) garti (ii)
nin bir sonucudur. Ayrica bbyle matrislere pozitif matrisler denir. Bun-
dan baska, n < v igin aj,,=0 ise M matrisine iiggensel matris, her n igin
ve yalnizca sonlu sayidaki v ler igin ap,#0 ise M matrisine satir-sonlu
matris denir.

Tamim 2.4. Reel ya da kompleks terimli bir N=(bp, ) sonsuz matrisi ve
n§1an serisi verilmig olsun.

on = 1 bnyay, (2.2)
v=1

olacak sekilde tanimlanan (o) dizisine, ZIa, serisinin N-dontigim dizisi
denir ve N ye seriden-diziye bir doniigtim ad1i verilir. Bu doniistimiin tanim-
11 olmasi igin (2.2) deki toplamin her n igin yakinsak olmasi gerekir.

Tanim 2.5. Kismi toplamlar dizisi (§,) olan bir Zan serisi verilmig ol-
sun. Zap serisinin veya ®p) dizisinin M=(ap,) matrisi yardimyla (op)
donlislim dizisi,
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on = I apysy
v=
olarak tanimlansin. Eger lim on=s ise % an serisine veya (sp) dizisine s-
degerine M—toplanabilirdir denir Ayrica o, e,(s,) dizisinin M matrisiyle
elde edilen lineer ortalamasi denir[1].

Tamim 2.6. Kismi toplamlar dizisi (s,) olan bir L ap serisi verilmig ol-
sun. % an serisinin veya (sp) dizisinin M=(ap,) matrisi ile (0p) dontistim
dizisi,

Op = an,s
n vZOvv

olarak tanimlansin. Eger (o,)eBV ise Z ap serisine veya (sp) dizisine
mutiak M-toplanabilir ya da |M|- toplanabilir denir. Eger bir I ap serisi
|M|-toplanabilir ise z ane|M| veya (sp)e|M| seklinde gbsterilir[6]

Tanim 2.7. A ve B verilen iki toplanabilme metodu olsun. Eger A-toplana-
bilen herhangi bir dizi, ayni degere B-toplanabiliyorsa, A ya B yi gerek-
tiriyor denir ve A€B seklinde gisterilir [7].

Teorem 2.8. (p ,py,...) ve (qo,4:,,...) verilen iki dizi ve her n igin
An> 0, Pu=pe+py ++« +#Pn Qo s +. - . +0p, Qu~*(n-= ) olsun. Bu sartlar al-
tinda, eger gn*s(n*w) ise bu takdirde —I-’n*s(n-m) dirl1].

n

Cn
ispat:
Py Pn
Sy=g Ve on=6n— olsun. Bu takdirde
op = BtBiteetPny | 0oSptiSitectdnsn 7 Qv
n Qn Qn v=0tn

yazilabilir. Burada doniglime kargilik gelen M=(an,) matrisinin elemanlari

vg k ise

9";
8nv ={ O
0o ; v>k ise

geklinde tanimlidir. Teoremin hipotezi dikkate alinirsa M matrisinin po-
zitif oldugu agiktir. Simdi kabul edelim ki s,, » s( v»= ) olsun. Bu tak-
dirde gdstermek istiyoruz ki ¢,~ s(n-=) dir. Bunun igin M matrisinin re-
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gliler oldupunu gbstermemiz yeterlidir. Gergekten,

(1) her v igin lim ap, = lim %: =0,

(1) lip Au=lim -(%n— Lav =Lip 1-1,

(111) M matrisi pozitif oldugundan her n ic¢in B,=1 dir. Bsylece teoremin
ispati tamamlanmigtir. Eger 8zel olarak teorem 2.8 de her v igin q,=1
alirsak, Cauchy’nin klasik sonucunu elde ederiz. Yani, eger s, +g(vee )
ise bu takdirde (s,+s,+...8,)/(n+1)~ s(n-= ) dir. Artik (C,o) toplanabil-
me metodunu inceleyebiliriz:

Teorem 2.9. (s,,8,,85,...) verilen bir dizi olmak lizere, her k=0,1,2,...
icin (sk,sk,sk,...) dizisini

si=s,, k=51:-1 + skl o+ agk) (k-1,2,...,070,1,2,...)

gartlari saglanacak sekilde tanimlayalim. Benzer gekilde k=0,1,2,...
igin AR AR AK sayi1larinin dizisini

Ag=1, AR=Ak~lipk-l+  +pk-1 (k=1,2,...,n=0,1,2,...)
olacak gekilde tanimlayalim. Eger

1ig s/t

ise (s,4,8,,85...) dizisi [ veya kismi toplamlar dizisi (s,) olan serils-
limitine k inci aritmetik Cesdro ortalamasi ile toplanabilirdir veya ki-
saca (C,k) toplanabilirdir denir[1]. (C,¢) toplanabilirlik adi anlamda
yakinsakliktir. Bir dizinin (C,k) toplanabilirlipi, dizinin ayni limite
(C,k+1) toplanabilirligini gerektirir. Bunun igin teorem 2.8 de p,=5K,
an=AK almak yeterlidir.

Simdi AL‘ nin niimerik degerini bulmak igin agagidaki dnermeden faydalana-
lim:

Eger, her n igin Aj=a, +a+...+a; ve |x|<1 ise bu takdirde I apx" ve
) AnxD serilerinden birisinin yakinsak olmasi kaydiyla,



18

Z anxN=(1-x) ) AP (2.3)
n=0
dir. Gergekten, eger XA xD yakinsak ise

1 ] Apr= T L A0 - I Agen*l
n=0 n=0

=Ag+ } Apx? - § Apxleag+ § ALgxmtl - ] A0t
n=1 n=0 n=0 n=0

cagt T Opa1A)a™oa, + Vanlxn Mg+ ] op®

n=0 n=0 n=1

Y apx?
n=0

dir. Aksine olarak eger |x|<1 ve Za,xm yakinsak ise bu takdirde kuvvet
serilerinin Cauchy carpimindan dolaya,
o® n @ n
(1-x)71 { apxN=( Z x)( Z apxM= § (] x0vaxV)= )L x1 ] ay = X Anxn
n=0 n=0 n=0 n=0 v=0 n=0 v¥=0 n=0
dir ve bBylece XA x" serisi yakinsaktir. Dolayisiyla benzer diiglinceyle;
|x|<1 olmak tizere

[

] ARxn= E (Ak~Leak-14  +pk-1)xn
=0

n= n=0

(Ak—Lxnaxak-1yn-14  +xnpk-1)
O 0 1
n=

2 ( Xvak- xV)=( Xxn)( XAg— X1y

n=0 v=0 n=0 n=

(1-x)"1( E Al~1xn)
n=0
= (1-x)"2( § AK-2xn)=, . .=(1-x)7k( ] AgxD)
n=0 n:o

= (1-x)7( E xM)=(1-x)~(k+1),

n=0
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IS (1-071( T sk lxm=(1-x)2( | sh2xm)=...=(1-x)K( § sgxn)
n=0 n=0 n=0 n=0

elde edilir.

~

Bu ise, bize tanimimizi agafidaki gibi ifade etmemizi saglar: nZO up se-
risinin kismi toplamlar dizisi (Sp) olsun. S3 ve A3 ,

© 3\
ASxN=(1-x)~@"1
0

n=

E SAxN=(1-x)" } spxn

n=0 n=0

-]

=(1-x)"® } (uptu, +. .. +uy)xn }(2.4)
n=0

(-]

=(1-x)"% ¥ (uoxPxu,x0~ L1+, +xy)
n=0

€ n
=0-x)"% ] (] xuxn)
n=0 v=0

=(1-x)"%( § x0)( § upxM)=(1-x)"2"1( § uyx0)
n=0 n=0 n=0

formilleri ile verilmig olmak lzere, eger

(2.5)

|
1671

1llim o%= t1lim

—00 —®

o |58

ise nzo un serisi veya (sp) dizisi s-limitine (C,a) toplanabilirdir de-
nir ve (C,a) ? up=s veya (C,a) 1lim sp=s geklinde gtsterilir[1].

Ayrica, eger (o). sinirli ise (sp) dizisine (C,o) sinirlidir denir.Artik
bu yeni tanimlarda a« non-negatif bir tainsayl olmak zorunda degildir. Fa-
kata # -1,-2,-3,... yalnizca bir sinmirlandirmadir. Aksi takdirde « nega-
tif bir tamsay: ise (2.4) nin ilk formiiliinde, Binom teoreminden dolayi,
sag taraf sonlu bir toplama esit olacafindan, katsayilarin egitliginden
n> -a-1 icin A%=0 olacaktir. Dolayisiyla o$=S3/A% anlamini kaybeder. O
halde « y1 negatif tamsayilardan farkli almaliyiz, bununla beraber yal-
nizca a> -1 durumu 'uygundur. Gergekten de gimdi a>-1 gartinin gerektigini
gusterelim:
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Kabul edelim ki, p>0 tam olmayan bir sayi olmak lizere
Y upx=(1-x)7P
n=0
olsun. |x|<1 igin,

(1-x)"P = nZO p(p+1)..n.!(p+n-1) XN

oldugundan

Up

_ p(p*1)...(ptn-1)
n! ,

olacaktir. ZIu, serisi Raabe kriteri geregince iraksaktir. Ayrica pozitif
terimli iraksak bir seri oldugundan I up=«dur. Ote yandan, |x|<1 igin,

(1-x)71 ¥ upxn=(1-x)"P1 ise (gxn) &) unxn)=(1--x)'P“1

olup,
©

T Yuyx? = ¥ osx0 = (1-x)7PL
n=0 v=0 n=0

bulunur. Diger taraftan, (2.4) deki ikinci formtiilden

Y oSgxn = (1-x)™ § spxN
n=0 n=0
oldugunu biliyoruz. Dolayisiyla, buradan
I sgxn = (1-x)*p-l

n=0

elde edilir. Ozel olarak o =—p-1 igin,
} sPlxn = (1-x)0=1
n=0

olacaktir. Demek ki 5SpP~1xD serisi yakinsak ve toplam 1 dir. Diger ta-
raftan,
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I 5P lxn=g5Pl4sip-1x +.. .+ P~ 1xD+. .. =1
n=0

oldugundan S5P~1=1, n>0 igin S;P~1=0 olur. Dolayisiyle I u, serisi sifi-
ra (C,-p-1) toplanabilirdir. Demek ki o sinirlandirilmazsa, pozitif te-
rimli iraksak bir seriye sabit bir sayi karsilik tutulmug olur ki,bu gok
uygunsuz bir neticedir. Bu sebeple genel olarak o >-1 almak uygundur [8].
Yukaridaki tanimimiza tekrar dvnersek, su kavramlari da bu arada zikrede-
biliriz:

S§ ve off sayilarina sirasiyla (s,) dizisinin (Zu, serisinin) o 1nci mer-
tebeden Cesfro toplamlari ve Cesdro ortalamalari denir. Ayrica A} lara
da a 1nci mertebeden Cesdro sayilari adi verilir.

Simdi (2.4) deki A} ve S§ min tanimlari goz bniine alinmirsa, «,B, a-+B+1
negatif tamsayilar olmamak lizere |x|<1 igin,

(1-x)=B-1, (1—x)o1= (1-x)~oB-2

oldugundan ve kuvvet serilerinin Cauchy carpimindan,

o«

- . n
(Y ABx™)( L AZxM)= § ) AR, XV A%V
n=0 n=0 n=0 v=0 v

n
| ~1 8
=

i
(=]
[ net!

Aﬁ-v A%xN = ? Ag+3+1xn
0 n=0

Y

bulunur. Katsayilarin egitliginden

n

A%+B+1= L ASAR-,
v=0

elde edilir. $imdi, (2.4) deki ikinci formiilde « yerine a+g+1 alalim. Bu
. takdirde

§ sutBtlyne (1-x)~o-B-1 § g xn
n=0 n=0

(1-x)"B-L,(1-x)"® ¥ spxn
n=0
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- (7 8 L)
n-ZOA%x n=OS%x
T T AR, v s
= _ _\’S
n=0 vZO v ¥ v
® n
._.Z'XSOZ!B_ xn
n=0 v=

bulunur. Yine katsayilarin egitliginden

1 n
sﬁ+8+ =1 SsA%-v
v=0
olacaktir. Sonu¢ olarak her « ve B ig¢in,
n n
(1) Ag*B+l= 7 AcAR  (i1) satB+l= § soAB (2.6)

v=0

v=0

yazabiliriz. Ozel olarak o yerine a-1 ve B yerine O alirsak,

n n
ag= [ axl, sy §sel 2.7)
v=0 v=0
elde edilir.
Ote yandan,
A-ag1=Al 5 Syshe = Sy (2.8)

oldugu agiktir. Bununla birlikte (2.8) deki ikinci formiilde a=1 alir ve
tnceden verdigimiz notasyonlari dikkate alirsak, Sp-Sp-1=Sg=sp olup,

Un=8y-8n-1=57"

bulunur. Simdi de (2.6) daki (ii) formiiliinde B yerine B-1 ve o yerine O
alirsak,
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v

n n n
Sg: 2 0 %_1 - { —1 g = I Ag:]. X us
v -_-OSV Vv v O n-v-v v =O \Y j=0 J

n
= ¥ uj 1 A%:% = ¥ Uj(A%'l + AB-L 4 4 Ag:g)
70 7 Wi e

n
sh = ZO B:% sy = L Ay u (2.9)
formilinti elde ederiz. Bdylece of =SB/AB den

n A8l n
oB = § e s, = ) — u, (2.10)
v=0 AR v =0 A8

oldugu gbrlillir. Su halde (C,a) (a> -1) ortalamasinin matrisinin elemanla-
ri

an, =4 M (2.11)

geklinde tanimlanir. Simdi (2.4) deki ilk formiili g8z oniine alalim. Bili-
yoruz ki -1 olmak Uizere |x|<1 icin f(x)=(1-x)~%1 fonksiyonunun x, =0
komsulugundaki Taylor serisi

(-x)o1l= ¥ (a+l) (u:ﬁ)...(a+n) <

n=0

dir. Ayrica
(1-x)~*1 = ] Axn
n=0

oldupundan, katsayilarin egitliginden o >-1 olmak tizere
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_ (e+l) («+2)...(ax+n) nto

An n! = Ca

elde edilir. Yalniz bu ifadeyi, Stirling formiillinden faydalanarak, bir
bagka formda vermek daha uygun olacaktir:

Yeter derecede btiyllk reel x ler igin,
_ 1 1
log' (x+1)=(x+ i) logx—x+ 7-log 2n+0(1/x)

(Stirling formilii) dir[8].
Bu formiilu

r(x+1)=xX*12a-x 37 O(1/x)
olarak da ifade edebiliriz. ne|N igin
n! = r(ntl)=n"*/2en /7, 0(1/n)
veya

(g)“ vVZin

T e0(1/m)

olur. Bu son egitlikte n»» igin limite gegilirse

(g)“. VI

lim ———-1
n-o n!
olur. Diger taraftan a >-1 igin,
r(nta+l)=(nta) (nta-1)...(a+l)r(ot+l)

oldugundan,

r(n+ta+l) _ (e+1)(a+2)..

o s (o*n) £eo41) = AZr(atl)

bulunur. Stirling formtiliinde x=n+a alinirsa
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1
P(n+atl)=(n+e)n*ot 12e-(nve) /77 colges)
1
=nn(1+ %)nn‘”l/?(l*- §)°=+1/2 e e V21 eolgFs)

(1+ $yn 1
=(%)“ YZmn n® "—'ég_ (1+ _:"_f)a.;.i{z e0(swa)

olacaktir. Bu egitlifin her iki tarafini n!n® ile btlersek

I (nta+l) _ (%)n Y2xn

n! n® ~ n!

1
(1+ 20 emo(1+ )™+ 1/2 e0(30)

r(n+g+l)
bulunur. Yukaridaki T ifadesinin degerini bu son egitlikte yerine
koyar ve n-e igin limite gecersek,

Af r(otl)
lim =1
n-e n®
elde edilir. Demek ki,
A = Ty
I'{at
dir.
0 halde «>-1 igin,
ag = Lotl) @), aon) (B = s (2.12)

yazabiliriz. Ayrica AJ igin,

0 ; -1< <0 1ise
lim AJ = 1 ; a =0 ise

n-w

© a>0 ise

oldugu (2.12) den agiktir. Diger taraftan, eger o« pozitif bir tamsayi
ise
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Ag = (n;-la) 3 (n;-la) _ (n+1)(n+2)...(n+e) (2.13)

al

oldugunu da stylemek yerinde olacaktir. Simdi A% ile ilgili asagidaki
teoremi verelim.

Teorem 2.10. A3, «>-1 igin pozitife >0 igin artan (n nin bir fonksiyonu
olarak), -1<a < 0 igin azalan ve her n igin A}=1 dir[1].

ispat:
(1) «>-1 igin

(a+l) (a+2)...(a+ n)
n!

ifadesinin biitiin ¢arpanlari pozitif oldugundan A5 > O dir.
(i1) «>0 igin,

A‘l’q‘l""]. _ a+n+1 -1+ __9___>1
Ag T o ndl n+l

olup dolayisiyle A3 artandir.

(i11) -1< o« <0 olsun. Bu takdirde o +n+l< n+l oldugundan,

A+l _otntl o
A{'{— n+l

olup dolayisiyle Aj azalandir.
(iv) Her n igin, tanimdan dolayi Ap=1 dir.

Teorem 2.11. o>-1 olmak lizere, efier bir % u,, serisi s—degerine (C,a) top-
lanabiliyorsa, bu takdirde her h> 0 igin verilen seri s-degerine aynmi za-
manda (C,ath) toplanabilirdir(1].

ispat: Kabul edelim ki, a>-1 olmak lizere Xu, serisi s-degerine (C,a) top-
lanabilir olsun. Yani '

limogd = s
1
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olsun. Bu takdirde o2, Zu, serisinin a inci merteden Cesiro ortalamasidir.
Diger taraftan (2.6) daki (ii) ifadesinde g+l=h alirsak

n
sgth = § s Al
v=0

elde edilir. Ayrica S = AJ 0% oldugundan

st on
= h-1 +h
quth == (1Al /g
n

bulunur. Boyleceo,®*!, (c8) ‘dizisinin lineer ortalamasidir. Burada dontigl-
me kargilik gelen M=(ap, matrisinin elemanlari,

h"lA(!
i ise
;s vgn
anv= A%+h
0 ; v>n ise

geklinde tanimlidir. Oyleyse a>-1 ve her h> 0 igin M matrisinin regliler
oldufuru gostermek ispat ig¢in yeterlidir. Simdi sirasiyla M matrisinin
reglilerligin gartlarini gercekledigini gdsterelim:

(1) (2.12) ifadesi dikkate alinirsa, her v igin

AT (h)  tn-w)hl

h_'IAS

-v ~v)h-1 r'(h)

lim ap,=lim ———— =A%1im (n-v)

n-o n - Aﬁ+ v n-so A%*h.l‘ (a+h+1) noth

no+h ) I'(at+h+l)

= Ag F(G+h+1) 1im (n—\’)h-l
r(h) n-= n%th

dir. Diger taraftan O< n-vgn oldupundan
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0 (EH)h1 <1

olup,

—v)h-1 -~
14m o)7L 1im(EY)h-1 R S
no noth noe B notl

dir. Dolayisiyla her v igin lim ap, =0 dir.

N

(ii) (2.6) daki (i) esitliginde p+l=h alirsak

A= § A A
Vv =l
oldugundan,
) n n
1 -1
A, = z a.= Z a,,. = CAT L=
> v=0 w v=0 y A%+h vi-':-o A\)A?] v
dir.

Uyleyse 1im A=l olacaktir.

n ~o
(111) Son olarak her n igin (B,) nin sinirli oldugunu gdsterelim. o> -1
ve h> 0 oldugundan teorem 2.10 dan dolayi M pozitif bir matristir. Dola-
yisiyla her n igin Bn=A,=1 olup (B,) dizisi sinirlidir. Bu ise ispati ta-
mamlar.

Yukaridaki, teorem 2.11 de, 6zel olarak o=0 ve h=a alinirsa agagidaki so-
nucu elde ederiz.

Sonug 2.12. Eger o> 0 ise bu takdirde (C,a) metodu reglilerdir. Yani,

o~ 8

u,=sise (C,a) J u,=s
0

dir[8].
Ispat: (C,e) adi anlamda yakinsakliga karsilik geldiginden

(C,0)Yu, =Y u, =s ise (C,a) ] u, =s

dir.
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gimdi (C,1) metodu ile ilgili bazi pratik sonuclar ve teoremler verelim
[1].

Kismi toplamlar dizisi (s,) olan bir ?u\, serisi verilmig olsun. Bu tak-
dirde (s,) dizisinin birinci aritmetik ortalamasi o, olmak lizere,

_Se*Si*t...8p _ 1 ¥ R v
op = =R = oy vzo(nﬂ VIuy= \,Zo(l_'_n’fl)u" (2.14)
yazabiliriz.
Ayrica,
n
N zo\r%}i_ - u1~|-2uI;,_,:1...nun (2.15)
sV

farkini gdz oniine alalim. EBer Iu, serisi s-degerine (C,1) toplanabiliyor
ve A0 ise bu takdirde Zu,, yakinsak ve toplami s dir. Gergekten de A;~0
ise 1im An=1im (s8,-0,)=0 olup lim sy=1im o, =s yani

n-e  npeoe n n
) u, ==

dir. Diger taraftan, efer zu, serisi s-degerine (1) toplanabiliyor ve

terimleri u,,=o (%) gartini sagliyorsa bu takdirde Zu, = sdir. Gergekten
1

u\,=°(;)—) ise vuv=°(1) olup,

no ; D _
An= véorﬁ" =E:1—v£0 o(1)=0(1)

dir. Dolayisiyla yukaridaki ilk diisinceden iddia agiktir.

Eger u,=0(1/v) ve Iu, serisi (C,1) sinirli ise bu takdirde serinin, (sp)
kismi toplamlar dizisi sinirlidir. Bu durum asagidaki sekilde gtsterile-—
bilir.

uy=0(1/v) ise her v igin |vu,|<K, olacak gekilde bir K >0 sayisi vardar.
Aymi sekilde seri (C,1) sinirli oldugundan her n icin |o,|g K, olacak ge-
kilde bir K,> O sayisi vardir. Diger taraftan her n igin,

n
loal= | 1 ¥ I<x,
\):

dir. Fakat Ap=sp-op olup sp=Apton dir. Buradan her n igin,
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Isn| = {an*onl € |An] + lonls K,*+ K,

elde edilir ki, bu (s,) nin sinirli olmasi demektir.Benzer gekilde,(2.15)
ifadesi dikkate alinarak :u,, yakinsak oldugunda u,+2u,+...+nuy=¢(n) oldu-
gu agiktar,

Yukarida gusterdik ki, u,=0(1/v) ise Ap- o(n-= ) dir. $imdi gvyle bir so-
ru aklimiza gelebilir: Ap- o sarti, u,=o(l/v) digindaki durumlarda da
saglanabilir mi? $imdi bu soruya olumlu cevap olarak, asagidaki iki duru-
mu verelim:

(a) % v|u,|2=M, M sonludur.
! Ni+1

(b) q. birden bliylik bir sabit olmak lizere, eger v indisi
saglayan pozitif tamsayilarin artan bir(ng)dizisinin terimi degilse u =0
olacak gekilde, (u,) bir sifir dizisi olsun.

>q gartini

S$imdi ilk olarak kabul edelim ki (a) saglansin. Bu takdirde gistermek is-
tiyoruz ki, A4ro(n—» ) dar.

Schwarz egitsizdiginden dolayi,

n n n n
Z Wyl E}»T Y \,1/2|u\’|\,1/2<;1T (\,21\"%‘2)1/2(\,2\{)1/2

v=1 v=1

<( o}Ev|u\)|2)1/2=Ml/2

v

elde edilir. Oyleyse 1lim sup |A,|< ML/2 dir.

Eger ke|N icin, u,,u,,... ,up larin her birinin yerine sifir alirsak, lim
sup tanimindan dolayi lim sup |A,| nun degeri degismez. Dolayisiyla k yi1
yeteri kadar biiylk alarak, M yi yeteri kadar kiiclkk yapabiliriz. Boylece
lim 8,=0 elde edilir.

n-‘@
ikinci olarak, kabul edelim ki, (b) saglansin. Bu takdirde yine gostermek
istiyoruz ki A0(n~=) dir. Oyleyse, lun\,|=9v ve np< n<ng4] olsun.

Bu takdirde,

n n n
|2n] = | Zl\,’,%fk (n+1)71 LV luls (ne+1)71 LY Il
v= V=

v=
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u

(mye+1)~14 n,}un1| + n2|un2|+'.. o nklunkl}

k k
(me+1)-1 v');l n\,lunvl = (m+1) 1§ nge,

v=
n, k n,
T Lt o € L Goe

bulunur. Ayrica

1 -
el < a oldugundan,

n, n, Dy+l Dy+2 k-1

nyg B Ny+l Nys2 Dus3 D

Lk~ —qv-k
< (— =
&

olacaktir. Buradan da,

k
lAnl < Ze\, q\)—k
v=]

elde edilir. Bu egitsizlikteki sag taraftaki toplam (e, ) dizisinin line-
er ortalamasidir. Bu duniistime karsilik gelen M=(ay,) matrisinin elemanla-
ri

{ "k ;vgk ise
aky =

; v>k ise
geklinde tanimlidir. Diger taraftan her v igin ev=|unv| oldugundan (e,,)
bir sifir dizisidir. Simdi, amacimiz olan A~0 (n-= ) oldufunu gdstermek
igin, M matrisinin teorem 2.3'iin (i) ve (iii) sartlarimi sagladigini gds-
termek yeterlidir:

(1) her v icin, lim ag, = lim qv k=0,
k- k=

b -}

n
(1) her k icin By = ) |apy| = 1 q\’—kS—%
v= v=1 q

dir. Demek ki, eger Zu, serisi s-degerine (C,1) toplanabiliyor ve eger
(a) ya da (b) sarti saglaniyorsa bu takdirde, Zu, serisinin yakinsak ve
toplaminin s oldugunu sdyleyebiliriz. Diger taraftan (b) durumu agaBidaki
gekilde genellegtirilebilir. Ancak buna gecmeden tnce ihtiyag duyacagimiz
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bir tanimi ifade etmek yerinde olacaktir.

Tanim 2.13. n, me IN olmak lizere, efer n <vgm igin u,=0 ise :u, serisi
bir (n,m) bogluguna sahiptir denir[1].

Teorem 2.14. Eger kismi toplami sp olan bir fu, serisi, m‘“}l’i >aq>1 ola-
cak gekilde sayilabilir sonsuz goklukta (my,m; ) bogluklarina sahip ve s-

degerine (C,1) toplanabiliyorsa bu takdirdesm .~ s ve ayn1 zamanda sm; - S
dirl11],

Ispat: Amacimiza uygun olarak ispati ilk once s=0 icin ve daha sonra da
s#0 i¢in yapacagiz. Kabul edelim ki, s=0 olsun. Her (myg,mj; ) boglugunda
me <vgm'y igin u,=0 oldugundan

s“'-“:l:zou“'

+1
smk+1 = ok u,, my

1]
w

ml:{—l = mgf—l Uy =S

yazabiliriz. Burada taraf tarafa toplama gecgersek
(mie—my )iy = Sy + Sy *1 +o .o+ Sy -1
elde edilir. Diger taraftan
8o+ 8, +...+ Sp = (nt+l) op
oldugundan dolayi,
(mk—mk)smk=(so +g,+.. ‘+Sm1€'1 +omete .ot smf(-])—(s.,+sl+. . .+smk—1)
= M omg~1 Tk omy -1

yazabiliriz.
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Simdi,

My Omy-1 “MOm -1 = ©(mmy)

cldufun: ghsterelim:

m'y my mg my
g ome 1w met T (M) mie T e Cmecl

mg
= Omy -1* m'k‘mkemﬁ -1 ~1) = ¢ (1)+0(1) o (1)=0(1)

Mg v
dir. Burada, e >q >1 oldugundan m{(zq mgolup,

mi-my > gmye—me=m (q-1)

ve

me M 1
0 < mpmg § m(q-1) q-1

dir. Oyleyse

(mg ~mie ) Sy, =° (me —me )

yani smk=°(1) dir. Diger taraftan, sm&=sm‘(oldu§undan 1=0(1) dir.

Simdi de s#0 olsun, yani o~ s olsun. Bu takdirde Omy-1~8 Ve Om-1~8
dir.

Diger taraftan,
(m —mie) Sy, =m'kOm}, -1 ~MkOmy~1=°(m" M)
oldugundan

(m' k—mk)(s -s+s)=m' k% m, -1 = M omk_l

yazabiliriz. Buradan da
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(mg —me ) (Spyy —8)=m"jeOppy —1 ~M Oy ~1. ~S (M e~y )
=m'k&h&.—1's)'mk«%mfl -s)
=o(m'k_mk)

elde edilir. Boylece s
pati tamamlar.

8 Ve Sy =Sm, oldugundan sy »s dir. Bu ise is-

e m™me mye
'Simdi, Hardy Teoremi diye bilinen teoremi vermeden dnce, bu teoremi anla-
mamizda yardimci olan, kaydirilmig ortalamadan stz etmek yerinde olacak-
tir. Kismi toplamlar dizisi (s,) olan bir Xu,, serisi verilmig olsun. k
pozitif bir tamsayi olmak iizere,

Sn*Sn+l *..-Sp+k-1

%a,k < K
(8o+81+...8n-1+Sn*8n+1 *. . -Sp+k-1)-(So+S1+...+8-1)
- K
= (1’1""1{)ﬁ'l""k,_ll.< - n Gh—]. - (1_‘%) Un+k_1_ {_{1_ On-]_ (2.16)
ifadesini g8z tntine alalim,
Buradan;
_1
on,k= i {sn*sn+l *... Spek-1)
1 utl } n+2 l'l+k"1
= E{sn+(sn+ L ou)H(spt 1 uy)t...+(sp+l uy )}
v=n+l v=u+l v=n+l
1 n+l n+2 n+k-1
=+ {k sp* Y o oug+t Y ouyteet ) uyd
v=n+1 v=n+1 v=n+1
= %f{k snt(k-1)up41+(k-2)upegt. - cHupepe-1
1 2 1
= sn*t(1- ) unet*(1- ) une2 +.o ot  Una-1
n+k-1 -n
=sp+ ] (1- Y8 u, (2.17)

v=n+l
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elde edilir. Eger k=1 ise (2.17) nin sag tarafindaki toplami sifir ola-
n

rak kabul ediyoruz. Eger, k,n ile birlikte » a giderken i sinirli ise,bu
takdirde oy, i dontiglimi (C,1) metodundan daha kuvvetli bir toplanabilme
metodu tanimlar. Gergekten, efer (y*s (m= ) ise op yk-s dir. Bu durum,
ey0 olmak Uizere o,=s+e, alinirsa (2.16) dan goriillir. Iste bu oy y doni-
glimiine kaydirilmig birinci aritmetik ortalama denir. Bu metod bazi uygu-
lamalarda faydalidir. Difer taraftan op n=202n-1-0n-1, Sn,1,=Sn V€ 0o n~

op-1 oldugu da agiktir. Artik, Hardy teoremini ifade ve ispat edebiliriz.

Teorem 2.15. Eger v:)_.:b u, serisi, (C,1) toplanabiliyor ve u,=0(1/v) ise
bu takdirde Zu,, serisi yakinsaktir(l].

Ispat: Kabul edelim ki, o, »s ve v=1,2,... icin |u,|< %— olacak gekilde
A> 0 sayisi mevcut olsun. Bu takdirde (2.17) dan,

n+k-1 n+k-1 1 k-1
I"n,k”snk Z Iu\)léA X ;<A. o
v=n+1 v=n+1

elde edilir. Simdi, € pozitif bir sayi ve herhangi bir x reel sayisinin
tam kismi [x] ile gsterilmek lizere k= [nel+l olsun. Ayrica [ x] & x <[x]+1
oldugunu da dikkate alirsak

r k-1 _ , [nel
lon,k-snl< A == = A. -

ne
<A —=Ae
ST n

odo edilir,

Dijer taraftan, -E<i =

1
ne €
On, ks dir. Fakat

olup E— sinirlidir. O halde, o,,~s oldugundan,

|sn"sl='sn'°n,k+°n,k"5| § |°n,k'5n|"" °n,k'3|
oldugu dikkate alinirsa,

1im sup |sp-s|<Ae
elde edilir. Bdylece e keyfi oldugundan, lim sp,=s dir, yani Iu, serisi
yakinsaktir.

Bu kisimda, Abel toplanabilme metodunu tanimlayarak, daha once verdigimiz
(C,a) metoduyla ve serinin karekteriyle iliskilerini inceleyecegiz.
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Tamm 2.16. % u, verilen bir seri olmak lizere, eger |x|<1 igin, v_?uvxv

(] -0
serisi f(x) toplamina yakinsak ve x reel eksen boyunca 1 e soldan yaklag-
mak Uzere

1lim  § uwx¥ = lim f(x)=s (2.18)
x~1- v=0 x~1-

ise, bu takdirde T u, serisi s-degerine, Abel Metodu ile toplanabilir
0

veya A-toplanabilir denir[1]. Ayrica (2.3) dikkate alinirsa, bir (s,) di-

zisinin A-toplanabilirligi

1lim  (1-x) § syxV
x-1- v=0

limitinin varlifi olarak da tanimlanabilir.

Teorem 2.17. « >-1 olmak Uzere, eger % u, serisi s-deperine (C o) top-
o
lanabiliyorsa, bu takdirde s e A-toplanabilirdir(l].

ispat: Kabul edelim ki zu, s-degerine (C,a) toplanabilir, yani o&-s(n~)
olsun. Difer taraftan, soldan 1 e yaklasan reel eksen iizerindeki noktala-
rin herhangi bir dizisi (x,) ve f(x)= i u,x¥ olsun. Bu takdirde, (2.4)
deki ikinci egitlikten dolayi v=0

flxn)= ] uyx¥ = (1--7(1.1)"””1 y S%V = (1-x)o*1 Joo A%

v=0 v=0 v=

bulunur. Burada sap taraftaki ifade (@3 ) dizisinin lineer ortalamasidir.
Bu dontigime terimleri an,= A%(1-x,)®*1x¥ olan bir M matrisi kargilik ge-
lir, tistelik bu matris pozitif bir matristir. O halde, M matrisinin teo-
rem 2.3 nin gartlarini sagladigini gtstermek ispat icin yeterlidir:

(1) Her v igin, lim an,=1im A%(l-xn)“+1xﬁ=0,

1 n-—»xo

(11) (2.4) deki i1k egitlikten, Y A%x¥=(1-x,)7®l oldupundan,
. v=0

= 1 any=(l-xp)*l ] Alx¥=1
An \)2=:O nv n VZO VAT

olup, lim A,=1,
) § e d
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(iii) M pozitif bir matris oldupundan her n igin, By=A,=1 yani (B,) si-
nirlidir. O halde M matrisi regiiler bir matris oldugundan f(xp)-~s dir.
Oyleyse Iu, serisi s-degerine A-toplanabilirdir.

Teorem 2.18. o > -1 olmak iizere, efer % u, serisi bir sonlu s-degerine
(C,0) toplanabiliyorsa, bu takdirde birim cemberin x=1 noktasindan gecen
iki krigi arasinda kalan herhangi bir 1. yolu boyunca x~1 iken (2.18) sag-
lanir[1].

Burada 1 noktasinin komsulugunda L yolu

Jlfﬁf < sabit (2.19)
1-[x

egitsizligi ile karekterize edilirl[4].

Ispat: Bir L yolu boyunca 1 e yaklagan noktalarin herhangi bir dizisi
(xpn) olsun. Bu takdirde, teorem 2.17 nin ispatinda oldugu gibi f(x,),
(0¥ ) dizisinin M matrisiyle meydana getirilen lineer ortalamasidir. Bu-
rada da yine M=(aj,) matrisinin elemanlari an,=A%(l-x,)%*1x¥ seklinde ta-
nimlidir. O halde M matrisinin regliler oldugunu gtstermek ispati tamamlar.
(1) ve (ii) sartlari teorem 2.17 nin ispatinda oldugu gibidir. M matrisi
pozitif bir matris degildir, fakat her n icgin,

o] <

) lanv‘ = E AS |1“Xn‘u+1‘xnlv

]

B,

i

x| § AS |xql®
v=

|1-xn|** / (1=]xn )41

olup, (2.19) den dolay:r (B,) sinirlidir. O halde f(xy)-s dir.

Teorem 2.19. Terimleri o(1/n) olan bir I up serisinin sirasiyla Abel or-
talamasini ve kismi toplamini f(x) ve s, ile gisterelim. Bu takdirde,eger
N=[1/(1-x)] ise x*1~ iken,

f(x)-Sy- o (2.20)

dir. Ozel olarak, serinin Abel toplanabilir olmasi igin gerek ve yeter
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gart yakinsak olmasidir. Eger up=o(1/n) sarti yerine u, + 2Zu,t+...*
nup=o(n) alinirsa (2.20) bagintisi yine saglanir[l].

Bu teoreme Tauber teoremi adi verilir.

tspat: 11k olarak kabul edelim ki £ p=nu4-O olsun.

© N N ®
f(x)-Sy = ) upx™ § up= )i un(xn-1)+ ¥ upx= P+Q
n=1 n=1 N+1

diyelim. N= [1/(1-x)] oldugundan NgT}—i< N+1 dir. Ayrica 1-x=(1-x)(1+x+

x2+...+x1"1) ve |x| <1 olmasi nedeniyle 1-xM g n(1-x) oldugu agiktir. O
halde,

N N e N
|Pl<12 || Ixn—1|=% 1= 11-x"] s (1-x) % | nl

N
g N1 % | €] -0 (N-)

ve

® gy 1 %
la] ¢} —— xg (1) max [gy| ) M
N+1 n>N +
< (N+1)7L max len] ) x0
n>N 0

S DI T ol o)

n>N

elde edilir. BYylece N-~ icin p+Q* o olup x~1~ iken f(x)-Sy~e¢ oldugu gorii-
1ir.

fkinci olarak, kabul edelim ki v,=0 ve n> 0 igin vp=u, +2 u,*...nup=o(n)
olsun. Abel kismi toplam formiiliinden,
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vk-vk-1

Z Ug=uo + 2 Ugp=uo+t Z i

k=0 k=1 k=1

=uo+ Z (k k+1) Z (vi=Vi- 1)+—iz (vi-vi-1)

k=1
n-1
vk vn
=Uo + z E(‘k" +'—1'5

vn
=Uo* X Ti(k+17 N+l

_ o @ @ vk _
elde edilir. vy=o(n) oldufundan E up ve u .+ kzl TN serilerinin ya
kinsak durumlari aynidir.

Bundan dolayi, eBer t, ve g(x) sirasiyla ikinci serinin kismi toplami ve
Abel ortalamasi ise

SN—tn—e, f(x)-g(x)~o dir.
Fakat ikinci serinin terimleri o (1/n) oldugundan bir “nceki durum nede-

niyle x”1~ iken g(x)-t)*0 dir. Bu ve bundan ®nceki iki baginti dikkate
alinirsa

[£(x)-sy| € [£(x)-g(x)| + |g(x)-tn| + |tn-Syl
oldugundan

x~1~ iken f(x)-Sy-eo dir. Bu ise, ispati tamamlar.

Iraksak seriler teorisine paralel olarak, iraksak integraller teorisini
de kurmak mimkiindtir. Burada, Brnek olarak, daha tnce seriler icin verdi-
gimiz (C,1) metodunun benzerini stz komusu teori icin tanimlayacagiz:

Tamim 2.20. A(u), u30 igin tammli ve her Ogugu, sonlu araligi lizerin-
de integrallenebilir bir fonksiyon olsun. Eger

u
we iken, u"l [ A(v)d - s (2.21)
[

ise, birinci aritmetik ortalama metodu ile u~~ iken A(u)»s dir denir ve
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(C,1) lim A(u)=s sgeklinde gosterilir([1].

11—

Acik olarak, eger u~~ iken A(u)-s ise, bu takdirde (2.21) saglanir. Ger-
cekten de u=~ iken A(u)-s olsun. Bu takdirde her >0 icin, G yeteri ka-
dar bliyllk bir say1 olmak lizere her u> G icin |A(u)-s|<e  dur. Oyleyse
her u>G igin,

1 M 1 M 1
IEJ A(v)dv-s| = |Géf A(v)dv- Gﬁfsdv |

1 u
= l-l-l- [ (A(v)-s)dv|

< Gof |A(v)-s]dv< ﬁ-{ edv=¢

dur. Oyleyse u~» iken (2.21) saglamir.

Simdi, a(v), her Ogv < v, sonlu araligi Uzerinde integrallenebilir bir

-~

fonksiyon olmak lizere,

[ at)d (2.22)

u
integralini gtz “nline alalim. Eger, A(u)= [ a(v)dv kismi integralleri
o
(2.21) yi sagliyorsa, bu takdirde (2.22) s-degerine (C,1l) toplanabilir
denir ve

(c,1) of a(v)dv =s (2.23)

geklinde gisterilir. Eger (2.22) s-degerine yakinsak yani u~~ iken A(u) —s
ise bu takdirde (2.23) nin saglanacagi agiktir. Simdi bu duruma iligkin
agagidaki ornegi inceleyelim.

Ornek 2.21. x#0 veya x=0 durumuna gre

-]

f eixv d\)

integrali ix~1 deperine veya += a (C,1) toplanabilirdir. Gercekten,a(v)=
elxv dersek, x#0 ise,



olup,

bulunur, yani

dir.

Eger x=0 ise,

olup,

41

u . 1 N
= XV dy = = (1-eixu
A(u) of e dv x (1-elXu)

1 i_elxu 1
g AV = 5= S ¢ g i (o)

(C,1) [ elxvgy = ix-1
o

u
Alu) = [ elxV gv =y
]

- 1 ¢ u
fA(v)d\) ¥ o vdv = -—2-'-"*‘“’ ()

o

cl—

bulunur. Dolayisiyla x=0 igin,

of elxvg,

integrali += (C,1) toplanabilirdir.

Simdi bir b5 ap serisini goz Ynline alalim. Bu takdirde, A,=a,+a +...+ap
0
kismi toplam fikrini genellegtirerek,

A(w) = ) a, (u>0)
ncu

formiild ile A(u) toplam fonksiyonunu tanimlayalim. Bdylece n gu < n+l
igin, A(u)=A, olacak gekilde A(u) bir merdiven fonksiyonudur. u=n nokta-
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sinda A(u), a, kadar sigrama yapar. Artik, A(u) toplam fonksiyonu fikrin-
den faydalanarak serilerin ve integrallerin (C,1) toplanabilirligi ara-
sindaki iligkiyi agagidaki teoremle verebiliriz:

Teorem 2.22. Bir X ap serisinin, sonlu bir s-degerine (C,1) toplanabilir
o
olmasi igin gerek ve yeter sart

(C,1) 1lim A(u)=s

u-e

olmasidir[1].

— 1ispat: Kabul edelim ki, ng u< n+l olsun. Bu takdirde s,, Za, serisinin
kismi toplami olmak lizere,

1 4 1 1 2 n u
= JA(t)dt= = { [ A(t)dt+ [A(t)de+...+ [ ACt)de+ [ A(t)dt)
u u 3 -
1 n-1 n
1 1 2 n u
= = {[ sodt+ [ s,dt+...+[ sp-1dt+ [ sydt}
U 1 n-1 n
So+8,+...80-1+(u-n)sy
- u
= i)
=3 -1 * = *n (2.24)

yazabiliriz. Eger on~ s(n= ) ise bu takdirde (r+l) op—n op-1=8s, ve
(1+ -rl;) On~0n-1= %11 oldupundan sp=¢(n) dir. Diger taraftan ng u < n+l oldu-
gundan Ogun <1 ve 0g(u-n)n <n olup

dir. Ayrica,

u-n _ (un)n S“__
u °n =Ty 70 ()

dir.

Bundan bagka 1g % <1+ 'rlf oldugundan 1lim % =1 dir. Boylece, eger n -« iken

n—.@

on*s ise (2.24) deki ifadenin saf tarafi s-deferine yakinsar. Pu ise



43

(C,1) 1im A(u)=s demektir. Aksine olarak u—> iken

u—t@

1 u
= [ A(t)dt~s
Uo

olsun. Bu takdirde (2.24) de u=n alirsak m»= iken o, s bulunur. Bu ise
ispati tamamlar.
Dikkat edilirse, bu bgliinde inceledigimiz toplanabilme metotlarinda hep

nimerik terimli serileri gz tniine aldik. Fakat, benzer sonuglar fonksi-
yon serileri iginde gecerlidir. Ornegin; o>-1 olmak iizere, eger Zuy(t)

ge 0y NO Al o N1 H il eaes - alals eabia 0O aNna
> & ald D H, =! S S ¥4 C QuzZeal 0 OP1atld

sa bu takdirde E izerinde, dtlizglin olarak A-toplanabilirdir ve B>a igin
dizgiin (C,B) toplanabilirdir. Iste biz, bu ve benzeri konulari bir sonra-
ki bsliimde incelemeyi uygun bulduk.




tgbNct BOLUM

S[f] VE S[f] SERILERININ TOPLANABIiLiRLiGi

Adi anlamda yakinsak olmayan bir cok sonsuz serilere, toplanabilme me-
totlari olarak adlandirilan yeni metotlar sayesinde yeni bir mani veril-
mig ve bdylece bir takim uygulama sahalari da agilmigtir. Bunlardan en
tnemlisi, Fransiz Matematikci L.Fejér tarafindan 1904'de (C,1) metodunun
Fourier serilerine uygulanmasidir. Birinci bgliumde belirttigimiz gibi,
integrallenebilen bir f fonksiyonunun Fourier serisinin yakinsak ve top-—
laminin f(x) e egit olmasi icin gerek ve yeter sartlar bilinmemektedir.
Fakat Fourier serileri igin yakinsaklik problemi yerine toplanabilmeyi
alirsak, problem oldukga basit bir hale indirgenmig olur.

iste biz bu son bolimde birer degigken terimli seri olan S[f] ve S[flnin
degigik sartlar altinda (C,1) ve (C,a) toplanabilirligi Uzerinde duraca-
g1z. Ancak bu konuya girmeden tnce, kullanacagimiz bazi notasyonlari ver-
mek ve ayrica S[f] ve S[f] nin toplanabilirligi hakkinda agapidaki genel
gozlemleri yapmak yerinde olacaktir[l]. Simdi, (sp) verilen sinirli bir
dizi ve M=(ank) de regiiler bir matris olsun. Bu takdirde (sp) dizisinin
M matrisiyle elde edilen

on = ) 8nkSk (3.1)
k=0 :

lineer ortalamasini gtz dnline alalim. Eger (s,) bir T ug serisinin kis-
. 0
mi toplamlar dizisi ise ve (3.1) de si= \}:50 u, vazilirsa, bu takdirde
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mutlak yakinsak serilerde terimlerin yerleri istenildigi gibi degigtiri-
lebildiginden,

k ® @

on = ) 8nkSk = ) @k ) Uy = ] u, ) a
T oo ¢ k0 Ny Y v nk

elde edilir. Diger taraftan, her n, ke|N icin,

onk = ) anv
v=k
dersek,
O = X onkUk (3.2)
n ko

clacaktir. Burada (3.2) ifadesine Iy serisinin lineer ortalamasi da de-
nir,

Bu galigmada, bizi ilgilendiren biitin durumlarda oni lar her n igin

@

I lonkl< e (3.3)
k=0

sartini saglar ve bundan btyle bunu kabul edecegiz. Burada sunu da ilave
edelim ki, (s,) dizisinin sinirli olmasi sarti altinda (3.1) den (3.2)ye
gecig mimkin olmaktadir. Efer, 8zel olarak M matrisi satir-sonlu ise(s,)
dizisi tizerine konulan sinirlilik sarti kaldirilabilir ki, bu durumda
(3.1) den (3.2) ye nogis agikér olarak dofirudur. Ayrica, M matrisi satir-
sonlu ise (3.3) otomatik olarak saglanir. Gorlildugi gibi (3.2) formu
(3.1) den gok daha dogal ve basittir. Bu byliimdeki c¢aligmalarimizda(3.2)
yi yeni bir baglama noktasi olarak gtz ©niine alac: wve bu fikri Fourier
serilerine uygulayacagiz.

Simdi,

%—+ kxl coskt (3.4)

Y sinkt (3.5)
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serilerini gz oniine alalim. Birinci b¥llimden biliyoruz ki, bu iki seri-
nin stirasiyla Dirichlet gekirdegi ve Konjiige Dirichlet gekirdegi denen
n ninci kismi toplamlari

t) sin(n+ %—)t t) cos t-cos(n+ -z—)t
Dp(t) = ———— ve Du(t)=
2sin 7 t 2sin % t

idi. Dolayisiyla Dp(t) ve D,(t) dizilerinin her n igin sinirli oldu-
gu aciktir. Diger taraftan, galismalarimizda yukaridaki iki temel serinin
~ lineer ortalamalari cok 8nemli rol oynar. Bu iki serinin lineer ortalama-

larimi sirasiyla,

Kn(t) = % ope + 1 opgcoskt (3.6)
k=1
Kn(t) = § opk sinkt 3.7)

ile gtstereiim. Buniar, her ikisi de siirekli ve sirasiyla t nin ¢gift ve
tek fonksiyonlaridir. Eger bu lineer formlar sirasiyla (3.1) formunda ve-
rilirse, bu takdirde agik olarak

Ra(£)= | anD(t)= —L— | apesinCicr 2t, (3.8)
k=0 28in 5 t k=0

Gy v PRI | 1 1 o 1

R(t) = § apk D(t)= A, Foot gt - —— Y apkcos(k+ 7t (3.9)
k=0 25in ft k=0

olacaktir. (3.9) ifadesindeki An= k;fo ang dir. Ayrica, (3.4) serisinin
lineer ortalamasina M metoduna karsiiik gelen gekirdek, (3.5) serisinin
lineer ortalamasina da Konjlge cekirdek denir. ay, by [-=x,n] tizerinde in-
tegrallenebilen 2r periyotlu bir f fonksiyonunun Fourier katsayilari ol-
mak iizere, S[f] ve S{f] nmin lineer ortalamalari sirasiyla

@

on(x)= op(x;£)= %— 8o+ kzl (akcoskx+bysinkx)ank (3.10)

on(x)= onlx;£)= kZO (agsinkx-bycoskx)one (3.11)
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olsun. (3.10) da ay, bk Fourier katsayilarini yerine koyarsak,

n © n
o n(x)= um-zl_’f-.nf f(t)dt+ kglunk {(%-nf f(t)cosktdt)coskx

n
+ (% J f(t)sinktdt)sinkx}

-T

= %02 ff(t)dt"' Z mnk = ff(t) [ cosktcoskx+sinktsinkx]dt

-

- ]

n
coogy § £(E)Er T ok 7 JE(t)cosk(t-x)dt

-.‘I'I'

bulunur.

Diger taraftan (3.3) dikkate alinirsa Weierstrass Kriteri geregince,
k°=£1 opkcosk(t-x) serisi [-n,n] araliginda diizglin yakinsak ve bu aralikta
serinin terimleri t ye gire slirekli oldugundan, son egitlikte toplam ile

integralin sirasini degigtirebiliriz. Dolayisiyla Lemma 1.3 de dikkate
alinirsa

op(x)= °‘n°2_ f f((t)dt + = f f(t) z apkcosk(t-x)dt

I

lf £()L L ape * ) opkcosk(t-x)] dt
TN 2 k=1

n

a]r—a ,:=l|}—‘

f uf(t)I(n(t—x)dt
I f(x+t)Kn(t)dt (3.12)
-7

- elde edilir. Benzer olarak, (3.11) de ay, by Fourier katsayilari yerine
yazilir ve (3.3) dikkate alinirsa (3.11) ifadesi de

op(x) = - % fnf(x-*t)f(n(t)dt (3.13)

=1
bigiminde yazilir.

Simdi, agagida verecegimiz gartlar altinda S([f] nin toplanabilirligini
inceleyelim:
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I. Daima, n=0,1,2,... igin

%o =1 (3.14)

oldugunu kabul edecegiz ve (3.14) e (A) sarti diyecegiz. Ayni zamanda
(A) sartim

W L r(trae =1

bigciminde de ifade edebiliriz. Gercekten de (3.3) dikkate alinir ve(3.6)

n n T -]
[ Knp(t)dt= % ono [ dt + [ () opkcoskt)dt= nopo
k=1

-T -7 -1

elde edilir. Buradan da, her n=0,1,2,... igin
1 n
;‘fKn(t)dt = 0Onpoe < 1
-T
olacaktir. Eger (A) sarti saglaniyorsa, bu takdirde,

on(X)-£(x)= L [ E(x+t)Kn(t)dt - T [ £(xIRp(E)dE

-1 -T

==

n
JUE(x+t)-£(x)] Kp(t)dt

-

0 4
FEE(x+)-£(x)T Ky(t)de+ L [ [E(x+e)-£(x)T Rn(t)dt

Ko

L

-1

bulunur. Burada 1lk integralde t=-u donlgtimi yapar ve K,(t) nin ¢ift ol-
dugunu gtz dniine alirsak,

n
n(0-£00= 1 [T £x-6)-£01 Ra(0)dtr L [ xrt)-£601 En(t)at

n
= 2 S LE(x+t)+E(x-t)-26(x) ] Kn(t)de

aln

ofngpx(t)l(n(t)dt (3.15)

yazabiliriz.
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II. Eger, her n igin, K,(t) (A) sartini sagliyor ve her n igin,
(B) Kh(t) >0

ise K,(t) ye pozitif bir gekirdektir diyecepiz.
III. C,n den bagimsiz bir sabit olmak tizere, eger, sadece

1 T
(B') < J IRp(t)|dtg C
-1

ise K,(t) gekirdegine quasi-pozitiftir diyecegiz. (A) sartindan gbriildigu

gibi her pozitif gekirdek quasi-pozitiftir. Simdi, agagida verecegimiz
teorem (3.12) nin bir sonucu olmaktadir.

Teorem 3.1 . Eger K,(t) pozitif bir cekirdek ise bu takdirde, mg fg M
gartini saglayan herhangi bir f fonksiyonu igin

mg op(x;£) <M (3.16)
dir. Fger Kn(t) quasi-pozitif ve |f|g M ise bu takdirde
lon(x;£) |< CM (3.17)

dir. Buradaki C sabiti, (B') gsartindaki ayni sabittir[l].
ispat:

(1) Kup(t) pozitif bir cekirdek ve f de mg fg M gartini saglayan herhangi
bir fonksiyon olsun. Bu takdirde mg f(x+t) <M ve her n igin K,(t) >0 ol-
dugundan

mKp, (t) g £(x+t)K,(t) g MKL(t)

dir. Buradan ise

1" 1" 1"
< J mRL(t)dtg ;f f(x+t)Kn(t)dtg < [ MKp(t)dt

-T -1 -

elde edilir ki, bunun anlami mg op(x;f)g M dir.
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(i1) Simdi de Kn(t) quasi-pozitif ve |f| g M olsun. Bu takdirde (3.12)den

n
lon( D) I T S 1£(x+t)| [Rn(t) [degu L
n

§ [a(e) [dts CH

elde edilir ki, bu ise ispati tamamlar.

Simdiye kadar gbz bnline aldigimiz (A), (B) ve (B') sartlarina ilave ola-
rak, gimdi bir (C) sarti daha verelim:

Iv. un(6)= max|K,(t)], (0<6gn ) (3.18)
: oSt

olsun.

0 < 6<nolmak lizere, eger her 6 sabiti igin
(C) 1p(B)=+ 0o (n=)

ise Kn(t) gekirdegi (C) sartini sagliyor diyecegiz.

Eger (C) sarti saglaniyorsa, bu takdirde t=0 in bir keyfi kiicik komsulugu
diginda (3.4) serisi sifira dizglin M-toplanabilirdir. Gercekten de her
6> 0 sabiti ig¢in un(6)- O(n-> ) ise bu takdirde her e>0 igin en az bir
ne(e)e|N vardir. Oyle ki her n>no ve her te[6,n] icin |[up(s)[<e dur.
Diger taraftan (3.18) den her n ve her te[s ,n] icin |K,(t)|g pp(s6) oldu-
gundan her n>n,(c) ve her te [6,r] igin |Ku(t)|<e dur. Oyleyse (3.4)
serisi sifira dlizglin M-toplanabilirdir.

Artik, yukaridaki verdigimiz gartlari gtz online alarak agagidaki teoremi
ifade edebiliriz.

Teorem 3.2. Kabul edelim ki, K,(t) gekirdegi (A), (B){veya (B) nin yeri-
ne (B')] ve (C) sartlarimi saglasin. Integrallenebilir herhangi bir f
fonksiyonu igin, eger f(x,+* 0) sayilari mevcut ve sonlu ise bu takdirde

n ~» iken,
o n(Xe)= 5[ E(x + 0)+E(x = o)] (3.19)

dir.

Uzel olarak, eger x, noktasinda f siirekli ise bu takdirde n—= iken
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on(xe) = £(x,) (3.20)

dir.

Eger f bir I= [o,B] kapali aralifinin her noktasinda siirekliyse bu tak-
dirde (3.20) bagintis1i x,e I ya gore diizglin olarak saglanir. Ozel olarak,
eger f her yerde stirekliyse bu takdirde (3.20), x, noktasina gire diizgiin
olarak saglanir{1].

ispat:

—%ﬁbﬁﬁdﬁkﬂ%@ﬁiﬂ%ﬂ—g&k&d&k&ﬁﬂ%—%ﬂ&f&aﬁ%

n1 saglasin. Ayrica f integrallenebilir bir fonksiyon ve f(x,t ¢) sayila-
r1 mevcut ve sonlu olsun. $imdi bir g yardimci fonksiyonunu,

% [f(xo+°)+f(xo—°)] ; X=X, ise
g(x)=
f(x) 3 X#X, ise

geklinde tanimlayalim. Bu takdirde f ve g fonksiyonlari hemen her yerde
egit ve f integrallenebilir oldugundan aynmi1 Fourier serisine sahiptirler.
Yani S[f] =S[g] dir. Dolayisiyla, agik olarak S[f] ve S[gl nin de lineer
ortalamalari ayni olacaktir, yani

on(x;£) = op(x;g)

dir.

Difer taraftan;
X (t)= %{ g(x,+t)+g(x,-t)-2g(x,) }
= 21 E(x FEHE(x FE)-E(x g+ )-E(x & 0) )

olur. f(xz0) mevcut ve sonlu oldugundan, lim f(x,+t)=f(x, +0) ve lim f(x,~t)=
t - 0+ ) t = °+

(xo~0) olup, 1im ¢x,(t)=0 dir. Oyleyse verilen bir e>0 igin, en az bir
t- ot
6=6(e)> 0 bulabiliriz, Byle ki,
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O<t<6=6(¢) igin,

o =

dir. Diger taraftan,

Ion(xo ;g)-g(xo )l = Ion(xo ;f)_ }2" [f(xo+°)+f(xo“'°)] |

dir. Oyleyse (3.15) den dolayi

(3.21)

g far e o) 2 ., (e (e NAe
I¥n\#0 »&/ 0 /I8N Xo \L)T RpiLydL

2
n

A

6
£ [ Rp(t)des 20060) "oty ]dt
° 6

n

A

7 J Kn(t)dt+ Zﬁﬂiéldf loxo(t)]dt

P+Q

elde edilir.

Burada (A) sartindan ve Kn(t) ¢ift oldugundan dolayi

bulunur. Ayrica (C) sartindan dolayi da

Q-o(n-=)

olacaktir. Boylece her n>n, igin

P+Q< €

bulunur. Bunun anlami ise n—= iken,

6 n
1 oxo(t) [Kn(t)der %-g |oxo (t) [Kn(t)dE

(3.22)

(3.23)

(3.24)

(3.25)
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on(xe;£)~ %— [f(xo+0)+f(x0-0)]

dir. Eger f, x, noktasinda siirekli ise f=g olup, agikdr olarak (3.20)
saglanir.

Simdi de f fonksiyonu I=[a ,8] araliginin her noktasinda stirekli (f nin

=a da soldan ve x=B da sagdan slirekli oldugunu farz ediyoruz) olsun. Oy-
leyse f,I da diizglin stireklidir. Dolayisiyla her x,eI igin (3.21) saglana-
cak gekilde x, dan bagimsiz bir 6=6(e ) > O bulabiliriz. O halde, 6nceki
gibi (3.23) elde edilir. Dier taraftan Q daki integral,

n n
2J loxft)ldts (| £0x +£) [ +]£0xa=t) 42| £(x0) Pt

Xotn Xo
=f |f(t)|de+ [ |£(t) |dt+2n|£(x,)]
Xo

. Xo~H

Xotn i
= |£(t)|dt+2x|£(x,)|= [ |£(t)|dt+2n]|£(x,)|

Xo—™n -n

oldugundan (3.24) I da duzglin olarak saglanir. Sonug¢ olarak, (3.25) I da
diizgiin olarak saglanir. Dolayisiyla (3.20) x, €I ya gore diizglin olarak
saglanir. Ozel olarak, efer f her yerde siirekli ise bu takdirde (3.20)
nin x, noktasina gore diizgiin olarak saglanacagi da agiktir.

(i1) Ikinci olarak, kabul edelim ki, K,(t) cekirdegi (A), (B') ve (C)
gartlarini saglasin. Bu takdirde, yukaridaki yaptifimz iglemlerde yal-
nizca klclk degigiklikler yapmak gerekmektedir. Gergekten de (3.22) de
(Kn(t) yerine |K,(t)| alirsak, K,(t) ¢ift oldugundan

1 " 1
;of |Kn(t)[dt¢ = C

olup, bnceki notasyonlarla

Nof =

Pg5Cn, Q° o(n-=)

olacaktir ve bneceki gibi takip edilen netice elde edilir. Bu ise ispati
tamamlar.
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(0n(x)) nin yakinsakliginin incelenmesi, teorem 3.2 kadar basit degildir.
Fakat, her n ig¢in (3.9) da A,=1 kabul edersek,

1

Hy(t) =K 4(t) - % cot 7 t

fark1i (3.8) deki K,(t) ile bazi benzerlikler gysterir. Bu durumda,

T
0 n(x)-£(x;1/n)=0,(x)~ { - % [ [E(x+t)-f(x-t)] %— cot % tdt}
1/n

hakkinda elde edilecek sonug¢larin, on(x) hakkindaki sonuglarla bazi ben-

zerlikler gbsterecegini' sByleyebiliriz. Bu benzerlikler caligma ilerle-
dikge yer yer gorlilecektir.

Simdi, birinci aritmetik ortalama metodu ile S[f] ve S[f] nin toplanabi-
lirligini incelemek istiyoruz. Ancak, burada sunu da sdyleyelim ki,bundan
sonraki caligmalarimiz yukaridaki diislincelerle bir paralellik arz edecek-
tir. I1k olarak SIf] nin (C,1) toplanabilirligini inceleyecegiz: (3.4)
serisi i¢in,(C,1) metoduna tekablil eden cekirdek,

1
1 B 1 B sin(v+ 2—)1:
(t)= == I D,(t)= Y (3.26)
n n+l v=0 n+l v=0 2sin % t

dir. Burada, sag taraftaki son toplamin Oniindeki ifadenin pay ve paydasi-

1
n1 2sin 5 t ile garpalim.

t = cosvt —cos(v+l)t

N

2sin(v+ %—)t sin
oldugundan

sin -12 (n+1)t

1
2sin '2— t

1 1-cos(n+1)t:= 2 {

(t)= 2 (3.27)
(0" (2sin zt)2 ™

bulunur. Boylece (C,1) cekirdegi pozitiftir. Burada (C,1) metoduna kargi- ‘
11k gelen K,(t) gekirdegine Fejér cekirdegi de denir. Difer taraftan
K,(t) gekirdegi agapidaki bzelliklere sahiptir:

1 n
I () 7J Ky(t)dt =1
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dir. (A) sartimi (3.26) dan elde edebiliriz.

1 110
= [ Ra(t)dt = 57 = f (] D,(t))dt
-n -T \)=0

v=1~- k=1
=1+1.];{ —_-1+n=]_
ol P 4" T mT T w

dir.

II. K,(t) pozitif oldugundan,
(B) Kn(t)>0

dir.

III. pp(6)= max K,(t) (0<s g n ) olmak lizere her 0 < 6 < nigin,
6Lt

(C) up(6)~0 (n—9

dir. Gergekten, (3.27) yi gtz tnline alirsak, 0<6gn olmak tizere

2 sin %— (n+1)t
Hp(8)=max Kn(t)= max{ | L il ]2
sgtgn  BStEn 2sin 5 t

1

€ T,
2(n+1)sin? 2

oldugundan (C) sarti gerceklenmektedir. Bdylece, btnceki terminoloji ile
i(n(t); (1), (B) ve (C) gartlarini saglayan bir gekirdektir. Dolayisiyla
agagidaki teorem, teorem 3.1 ve teorem 3.2 nin bir sonucudur. Ayrica S[fl
nin (C,1) ortalamasinin da
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sin 1 (n+1)t

n
O (x)=0(x; £)= T(r21—+f)' {nfcm) { —-2—82;-1—{- }2 dt (3.28)
2

oldugu agiktir.

Teorem 3.3. Her x,noktasinda f(xg °) limitleri mevcut ise bu takdirde
on(X,)~ 3 [E(xe+ 0)+E(xe= )]

dir. Ozel olarak f nin stirekli oldugu her noktada op(x, ) - f(x,) dir. f

nin stirekli oldugu noktalarin her kapali araligi Uzerinde (on(x,)),£f(x,)
a dizglin yakinsaktir. Ozel olarak, eger f her yerde stirekli ise (op(x))
f(x) e diizglin yakinsaktir.

Eger, her x ig¢in mgf(x) g M ise bu takdirde,
mg op(x)¢ M (n=0,1,2,...)

dar[9].
Bu teoreme Fejér teoremi adi verilir.

S$imdi de, degigik bir gart altinda S[f] nin (C,1) toplanabilirligini aga-

gi1daki teorem ile verelim.
h

Teorem 3.4. h- 0% iken® y(h)= [ |pg(t)|dt=0(h) olmak tizere, her x nokta-
0
sinda (bzel olarak, hemen her yerde) S{f] f(x) e (C,1) toplanabilirdir
[31.
ispat:
v

D,(t) = %— + } coskt
k=1

oldugundan, v=0,1,...n ic¢in, |D,(t)|s v+ -12—<n+1 dir. Diger taraftan,
(3.26) dan,

n
Kn(t) = |Ka(t)] g H}?l‘ Z=o [Dy(t)|< n+l
v

dir. Ayrica O0<tg n olmak lzere, (3.27) yi gtz ontine alalim. Birinci bo-
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ltimden Og u< x/2 igin sinu>—2- u oldugunu biliyoruz. Oyleyse O< t/2 g n/2

icin 2sin 2— t> Z t olup

1 PR (3.29)

(2s8in 2-1 t)z\ 4 t2

dir.
Dolayisiyla,
1
1
W ()= 2 { s n'2' (n+1)t 12 nz 1 = A
T L ° Zsinl ¢ S 772 (ntD)e?r ™ (n+l)t?
2

bulunur. Elde ettigimiz bu iki ifadeyi birlikte
Ko(t) <n+l, Kn(t)sm%ﬁ—; (O<tg n,A bir sabit) (3.30)
geklinde yazabiliriz. Difer taraftan, (3.15) den,

on(x)-f(x) =

:lN

fzx(t)Kn(t)dt (3.31)
9

oldugunu biliyoruz. O halde (3.30) ifadesini (3.31) de kullanirsak,

|on(x)-£(x) | g %ofn‘tpx(t)lKn(t)dt

gl/n 2 *
=2 [ lox(t)|Rp(t)dt + T J lox(t) [Rn(t)dt
o) 1/n

2(n+1) f lox(t)|dt + ZAf e dt

= P+Q (3.32)
olacaktir. h~0* iken ®4(h)=0(h) oldugundan

Pg (n+l) ¢4(1/n) < 2nd4(1/n) = 0(n-) (3.33)
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Kismi integrasyon metoduyla,

_ 2A R |(|)X(t)| 2A LA ¢ Qx(t)
Tl/n(nq_)tz dt= D) [ox(t)t™ ]/ (o D) 1,; 3 dt

n
< Ty ox(n) + %11/ o (1/£2)dt=0(1) (3.34)
n

bulunur. Bbylece P+Q=0(1) dir. Oyleyse &y(h)=o(h) olacak sgekilde her x
igin, S[f],f(x) e (C,1) toplanabilirdir. Ayrica, hemen her x igin, h- 0*

iken @x(h)=o(h) oldugundan, bu durumda da S[f], f(x) toplamina (C,1) top-
lanabilirdir. Bu ise ispati tamamlar.

Simdi de ikinci olarak S[f] nin (C,1) toplanabilirligi lizerinde duralim:

(3.5) serisi icin (C,1) metoduna tekablil eden Konjlige Fejér cekirdegi,

n cos(v+ 20 t (3.35)

b 1 1
Kn(t) _I Z (t)" 3 cot 5 t - o z —2;;—%-_—1:—'

dir. Burada sag taraftaki son toplamin dniindeki ifadenin pay ve paydasini
1
Zsin-f t ile carpalim.

2sin %'t cos(v+ %0 t = sin(v+l)t - sinvt

oldugundan,

1 sin(n+l)t
ml osin % £)?

Ky(t) = %‘— cot %— t -

(n+1)Zsin % t cos %-t - sin(n+l)t

(n+1)(2sin —-t)2

(n+l)sint - sin(n+1)t
= (3.36)
(n+1)(Zsin t)?

bulunur. Diger taraftan her n igin
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sin(n+l)t ¢ (n+l)sint
oldugundan, O< t< =&, n=1,2,... igin
Ky(t) 20 (3.37)

diyebiliriz. Ayrica S[f] min (C,1) ortalamasi

on(x)=on(x;£) = - -}[— fnf(x+t) Kn(t)dt

0 ” n -
- =[~-f f(x—u)Kp(-u)du+ of f(x+t)Kp(t)dt]

n

- - % {n%.[f(x+t)—f(x—t)] K, (t)dt

I
1

n ~
Z [ x(DRp(e)dt (3.38)

dir.

h
Teorem 3.5. yy(h)=[ |¢x(t)|dt=0(h) (h- o*) olmak lizere her noktada (tzel
olarak hemen her ;erde)

on(x)-£(x;1/n) » o(n-=) (3.39)

dir(1].
Ispat:

%) -l—cotlt - Hn(t) olsun. (3.35) den

‘n\ 7 2 2 n . . ’

TS IPPR N RTINS S N
n S n+l veo 'V ‘?ﬁT\,:O 2

dir.

Diger taraftan, O< tg n olmak lUzere,
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1 sin(n+l)t
mL (2s1n £ t)2

Hp(t) =

ifadesini gtz online alalim. (3.29) dikkate alinirsa,

L | n? 1 A
H®)] < 7 e <7 ° WD - mDe

bulunur. Elde ettifimiz bu iki egitsizligi birlikte yazarsak,
Ik (|)| 1 A 1) (3.40)
2 n+l)t

olur.

Diger taraftan;

on(x)-E(x;1/n) = - 2

n

r g omrk 1 1
S (B)R,(E)dE~{ - = 1f/ d(t) 7 cot 7 t dt}
n

/

EREN)
Ot = o

P 2 o 1 1
dx(E)Kp(t)dt- = 1£¢x(t)[ 7 cot 7 t-Hp(t)dt}]
n

T
+ % Jox(t) % cot % t dt
1/n

2 1/n . n
= 21 [ 4y (£)Rn(t)dt- [ dy(t)Hp(t)dt)
0 1/n

olacaktir. (3.40) gtz bniine alirsak,

2

..‘ - 1/1’1 . n
lonG)-£(x;1/m)| = ¢l Jex(t)kn(t)de - 1ﬁcpx(t:)ﬂn(t)dtl
n

1 |dg(t) |

2A
exto)lae + ey £

1/n
J

n

n
n

I1 +Iz

elde edilir. Acik olarak, h-0%* iken¥ y(h)=e(h) oldugundan
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I,< n¥(1/n)= o (n-=)
dir. Kismi integrasyon metoduyla,

2A n |¢x(t)|

12 = n(n+1)1/n tZ

2A

= -2 "
m)- [?x(t)t ]I/n + -n—(m)- 1.;11

2A

£ (o ) yx(n) + '1],'; fn°(1/t2)dt=°(1)

1/n

bulunur.

Bu iki sonug birlegtirilirse I,+I,=¢(1) dir. Bu ise teoremin ispatini ta-

mamlar.

Son olarak, S[f] ve S[f] nin (C, o) toplanabilirlipi hakkinda iki teorem

verelim:

Teorem 3.6. Teorem 3.3 de (son ciimle harig) ve teorem 3.4 de, eper(C,1)
toplanabilirligi yerine a) o olmak lizere (C,o) alinirsa bu teoremler yi-

ne gerceklenir[10].

tapat: S[f] nin oS0 olmak uéere, (C,a) gekirdegfiini KE(t) ve (C,«) orta-

lamasini of(x)=of(x;f) ile gisterelim. Bu takdirde,

n
Ka(t) = Zo ASTY Dy(t)/AG

n
o2(x) = L [ £(xrt)RE(L)dt

-1

olacaktir. Difer taraftan;

1 1§
_Tl.‘{; Ig(t)dt =T Z Tva(t)dt

oldugundan K3(t) (A) sartimi saglamaktadir.

Dolayisiyla;

2

(3.41)

(3.42)
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n n
o3(x)-£(x) = L [ e(ere)rgCE)AE - L [ eGoRE(EAL

~T -1

S
= [ TEGe)-£00] KY(E)E

L £ Leare)-£001 R3O +L [ TEGere-£CORY()AE

n

yazabiliriz. Son egitlikteki ilk integralde t=-u duniistimi yapar ve KJ(t)
nin ¢ift oldugunu gtz ontine alirsak,

n n
[ TEG0)-£(0T RY(DdE+T [ [FGere)-£(0 ] Rg(E)dt

Al

op(x)-£(x) =

J L LEGertHE(xt)-2600 ] K3(E)de

Al

f ox(t) Kg&(t)dt (3.43)

=l|N

bulunur. «>0 oldugundan, eger o =1 ise bu (C,1) toplanabilirlifi olup,bu
durumu zaten teorem 3.3 ve teorem 3.4 de inceledik. Eger o >1 ise,teorem
2.11 geregince ispat agiktir. O halde, ispat igin O<a < 1 durumunu ince-
lemek yeterlidir. O<tg n , n=1,2,... igin,

(1) |K&(t)|< n+lg 2n

(ii) A,, yalnizca o ya bagli bir sabit olmak Uzere, (3.44)
|Kg(t) | Agnme £ (o+1)

oldugunu gosterecegiz. Bu egitsizlikler (3.30) a benzemektedir. Bir kere
teorem 3.4 tin (C, o) ya genigletilmesinin ispatina gegmeden bnce (3.44)
deki egitsizlikleri tesis edecegiz. Bundan sonraki iglemler teorem 3.4
nin ispatinin, (3.31) den sonrasinin bir benzer tekraridir. Bunun gibi,
teorem 3.3 nin (C,a) ya genigletilmesinde K¥(t) gekirdeginin (B') ve (C)
gartlarim1 sagladifini gtstermek yeterlidir. Bu durumlarin her ikisi de
(3.44) in sonuglaridir. Gergekten,

n 1/n n
[ Irg(eyat = [ [Kq(e)|de + 1{ |KS(t) |dt
n

1/n
< 2n fdt + Agn~® t’“‘ldt<2+ A"
1/n
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ve 0 < 6 ¢ n olmak lizere, her 6 sabiti igin,

p(6) = max |K2(t)|g Agn=® 6~ (1)~ o(n-=)
6Lt
dir. Dolayisiyla K3(t) cekirdegi (B') ve (C) sartlarimi saglamaktadir.
Simdi geriye (3.44) deki egitsizlikleri ispatlamak kaliyor.

(1) igin, |Dy(t)|s v+ %—< n+l oldugundan (3.41) goz tnine alinirsa, teo-
rem 2.10 dan o> -1 igin A} pozitif oldugundan,

a1
|K&(L) | < En]%—lev(t)k n+lg 2n

elde edilir.

(i1) icin, yine (3.41) gbz tnline alacagiz.

1
v sin(v+ &)t 1
D,(t) = %— + )} coskt = 12 = L il el(vr ]
k=1 2sin 7t 2s8in 7t
oldugundan;
K&(t) = ————1— im ); Agtl o1 (v+1/2)t
Qsin =
2Afsin 5 t
= 1 im ): Ag—lei(n—v+1/2)t

ZA%Sin Vi t v=0

= Im ———x—
2A8sin Ft v=0

ej_(n+ 1/2)t EOAg-le—j_vt - X Ag—le-ivt 1

2An :Ln v=n+l

i(n+l/2)t -ity=a a-1,-ivt
= {e__l—_ [(1-e~1Y) -2 A% le 1}
I ZAnSin = t \’—rl"" (3‘45)

elde edilir. Teorem 2.10 den, AY -1 monoton azalarak sifira gittiginden
dolayr O<tg » igin (3.45) deki son seri Dirichlet kriteri geregince ya-
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kinsaktir. Difer taraftan, O<a < 1 oldugundan -1 < o« -1 <0 igin %“'1
pozitif ve artmayan olup, teorem 1.9 dan dolay:

l z A\,—le—i\’tl ZAII+]:| 1-e~ it"‘l (3-46)

4 v=n+l
dir.

Gergekten, k=n+l,n+2,...,m igin,

Ug= ) evt=
v=n+l 1-e~it

oldugundan, [Uy|< 2|1-e~1t|~1 dir. Dolayisiyla

m
| ¥ alemivt|g a23]l max|uy|< 2483} [1-emit|-1
v=n+l k

olup, m=> igin, (3.46) elde edilir.
Bbylece, |imz|g |z| oldugundan, O <t g n igin (3.45) den

ei(n+1/2)t -
|k (e) | <] [(1-e-it)-o - a-1 g-ivt]|
_ATISTI__ \)Zn+1 A
1 _ 4 _ .
s ——1— {|1-eit|xaagi}|1-emit| ]
2Agsin 7 t A
1

]

pason 1 {(2sin & £)™* +2687}(2sin 3 £)71)
s -2-t
an

(2sin 5 Lyo1 L
A%Af‘{

(2sin —%— I:)"2

bulunur. Diger taraftan, Og u < n/2 igin sinu>-:é u oldugundan,0<t/2< /2
igin,

(2sin & £) g ($)**leo-1 ve (2sin 5 )72 ¢ (3)?t2

olur. Ayrica (2.12) yi kullanirsak, O < o <1 oldugundan
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a-
-]-‘—s Kel (a)n™®we

% Ay

\<K!a n"].
olacak gekilde, K ve K' pozitif reel sayilar vardir. Dolayisiyla,
K&(t) | s G**IRa T (@)n™ £ 142(5) %K e nle2

olup,

As = max [(n)“"’lKn r'(a) 2(“)2K'Q‘}

dersek,
|R&(t)|< Aa {n™® t~o1 4n~1¢-2} (3.47)
elde edilir. Eger nt> 1 ise bu takdirde,
nt? = (nt)l-epeie+l 5 popatl
olup, (3.47) egitsizligi,
|k (t) | g 2, n7eee"1
geklini alir ki, bu (3.44) Un, (ii) kismdir. O < ts% fcin (3.44) Un

(i1) kisms (1) nin bir sonucudur. Bu ise teoremin ispatini tamamlar. Aga-
g1daki teorem, teorem 3.5 in (C,a) toplanabilirligine genigletilmesidir.

Teorem 3.7. 0< &« < 1 olsun. h-~ 0* iken
h
vx() = [ lox(t)]de=o(h)
olmak tizere, her x noktasinda,
o%(x)-E(x;1/n) o

dir[l1].
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Bu teofemin ispati, teorem 3.5 nin ispatiyla bazi benzerlikler gistermek-
tedir.

ispat: S[f] min (C,a) konjlige cekirdegi K&(t) ve (C,a) ortalamasi o%(x)=
o% (x;£) olsun. Bu takdirde,

~ n ~
R(t) = zo ASTLD (v)/Ag, (3.48)
=
~a .2 " 7o
Un(x) == -“-of q’x(t)Kn(t) (3.49)
dir. Dy(t) nin tanimindan,
ey 1 1 e
Kn(t)—z‘cotz-t———vzo V-—T——
Aq 2sin 7t
= Lot Tt - m(t) (3.50)
=5 cot 5 o .
olacaktir.
Simdi, 0 < o« <1 igin,
K&l n, [Hi() | Aenoe= (D n g b g x ) (3.51)

oldugunu gdstermek istiyoruz. Burada ilk egitsizlik igin, [D,(t)[g v g¢n
hesabi ve (3.48) gtz tnline alinirsa, teorem 2.10 dan o >-1 igin A§.po-
zitif oldugundan,

oL —

- n A=Y
llﬁ(t)lgvzo o3

ID,(t)|< n

bulunur.

(3.51) deld. ikinci egitsizlik icin, (3.50) yi gtz oniine alirsak,
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cos(v+ %_—)t

1 -1
= ] MY T
A%\)O ZSinit

Ha(t) =

[ o =]

1 ° -1 1
= — Re )| AX" el(v+ Z)t
ZA%sin 3 t v=0 v

1 t a-1_1i(n-v+ l-)
= Re J A% lelin t
ZA%Sin~% t v=0 2

o+ Ht 1

= 1 2 Aa_le‘i\)t
= Re ZAgSin “2" t v=0 v

ellnt 1/2)t o o

=Ref—q— [ ] AFTledvt - § agleivt [}
2A8sin 7t v=0 Y v=n+l
ol(n+1/2)t &

= Rel——q— [(1-e7it)=* - J A%l g iVt 1}
2A%sin 5 t v=n+l v

bulunur ki, bu (3.45) de Im yerine Re alinmig halidir. Dolayisiyla |Rez|<
|z] oldugu dikkate alinir ve (3.45) den sonraki benzer iglemler tekrar
edilirse, n"lg t g = icin, (3.51) in ikinci kism elde edilir.

1

- . n . n
0% (x)-£(x;1/n) = - %—J by (EIKG(t)de-[- % 1,;$x(t) %— cot 3 t dt]

n

zlln . 9 T .
-;OMﬂwqumH;lpgnﬁumt (3.52)
n

olacaktir.

Buradan da; (3.51) dikkate alinirsa,

. . 1/n . n
| o (x)-£(x;1/n) |< %—Of lex(t) | [KR(E) |de+ %11/ |4x(t) | [HR(t) |de
n

1/n 1]y ()]
2 2A X

0 m 1/n

= P+Q (3.53)
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bulunur. h- o+ iken ¥ 4(t)=c(h) oldugundan

P<n ‘Px(%)—' o (n-=)

dir. Ayrica Q igin kismi integrasyon metodunu uygularsak

= 2hopg (pye(erl) " 4 2(eDA (Tov(e) o

1 no 1/n in® 1/n tot2
ZAa 1
¥ + = dt =0 (1
Zna (1) nal-;n tu+1) o (1)

elde edilir. Bu iki sonug birlegtirilirse

P+Q =0 (1)

olur ki, bu ise ispati tamamlar.
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