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JZET

Bu zalisma iki boliimden ibaret olup , birinci boliim,ileride

kullanacadimi z temel tanim ve teoremleri ihtiva etmektedir.

tkinci bSliimde zalismanin temelini teskil eden dedisik Diop-

hantine denklemlerinin sSziimleri incelenmistir.



ABSTRACT

This study consists of two chapters. First chapter contains
basic definitions and results that will be needed later.
In the second chapter , we examine the various kind of Diop-

hantine equations which are the main goal of this work.
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BULUM I

Bu bsliimde ilerdeki bolimlerde kullan: lacak temel +tanim ve
teoremler ifade edildl.

1.1 TAMSAYILARIN BAZI OZELL! XLER!
BIJLUNEBt LME

TANIM 1.1.1. a si1firdan farkl: bir tamsay: olmak ilizere, b=ac
olacak sekilde bir c¢ tamsayi1s1 varsa, bu taktirde b, a ile bo-—
lunebilirdir denir ve alb seklinde gosterilir. ESer b,a ile bo-
linemiyorsa atfb gseklinde gosterilir.

alb gosterimi a bdler b, a, b nin bir bdsleni veya b, a nin bir
kat: seklihde soylenir.Boliinebilmenin bazi ozelliklerini asa-
d1daki teoremle ifade edelim.

TEOREM 1.1.1.

i) alb ise her c=2 icin albec

ii) aib ve blc ise alc

1ii) alb ve alc ise her x,ysZ icin albx+cy
iv) alb ve bla ise a=%b ‘
v) alb , a>0 , b>0 ise atb [1].

TANIM 1.1.2. dIb ve dic ise d ye b ile é nin bir ortak bdleni
denir.S: firdan farkl: herhangi bir tamsay:nmin sonlu say:da bo-—-
leni vardir ve bu nedenle b ve ¢ nin sonlu say:da ortak bdSleni
mevcuttur.8: firdan farkl: b ve ¢ tamsay: larimin ortak bdlenle-

rinden en bliviiSiine b ve ¢ nin en bliyiik ortak boleni denir ve



(b,c)=d seklinde gosterilir.Benzer olarak b,,b,,...,b, ler s:-
firdan farkl: tamsay: lar olmak Lizere, bunlarin en biyik ortak

bileni (b,,b,,...,b,) seklinde gosterilir.

TEOREM 1.1.2.b ve ¢ tamsay: larinin en bliyiik ortak boleni 4 ise

bu durumda 4 ;
i) x ve y tamsay: lar olmak ilizere bx+cy nin en kiicik pozitif

dejeridir.
ii) b ve ¢ nin blitliin pozitif ortak bolenleriyle bolilinebilen

pozitif tamsay:dir [1].

TEOREM 1.1.3. Pozitif tamsay: larin bos olmayan her S alt ciimle-
sinin bir en kiicik elemam vardir.

t spat. Kabul edelim ki S nin bir en kiicuk eleman: olmasin.Bu
takdirde 1 ¢ S dir.$imdi

K={x: x<{y, y=S}
ciimlesini gozonline alalim.l hiz bir pozitif tamsay:nin ardisi-
81 olmadid: icin 1= K dir.x=K ve y=S ise x+1=x ¢y yazabiliriz.
x,=y ise x,, S nin en kiicik elemam: olur. Kabuliimizden dolay:
bu olamayacadindan x,= K dir.Yani x, {y olur.Benzer diisiinceler
tekrar edilince, sonlu adimdan sonra yine a= K olmak ilizere,

X, {X,<...ca

elde edilir.Bu ise K nin blitiin pozitif tamsay: lar:1 kapsadi i -
m gosterir ki, bu da S ciimlesinin bos olmasim gerektirir.
Halbuki S=¢ alindidindan S=¢ olmasi bir celiskidir.0 halde S
ciimlesinin bir en kiiclik elemanm: vardir.

Bu teoreme pozitif tamsay: larda iyi siralama premnsibi adi ve-

rilir.

TEOREM 1.1.4.(BoSlme algoritmas: ). a,b iki tamsay: ve b>0 olmak
Uzere
a=bgq+r , 04r<b
olacak sekildé bir tek q ve r tamsay: cifti vardir.
t spat. C={a-sb : s8=Z,a—sb20}

ciimlesini gozoniine alalim. a0 ise a-0b sayi1s:1 C cilmlesinin



elemanidir.a<0 ise b2l icin a—ab=a(l-b)20 olur ki, C nin ele—

manmidir. Boylece a nmin her iki durumu icin € bos dedildir.

Bu yiizden Teorem 1.1.3 e gore C nin bir en kiicUik elemanivardir

C deki en kiicUik eleman r olacak sekilde s ye verilecek deder q

olsun. 0 zaman r=a-bq olur ki bu 0¢r olmasidir ve
r-b=a-bg-b=a~-(q+1)b<0

olur. Buradan 0f{r<b elde edilir.

$imdi q ve r tamsay: larinin tekliSini gosterelim. Kabul edelim

ki

a=bqg+r , 0fr<b

a=hq,+r, , ofr <b

gsartini sadlayan q.,q,,r,r, tamsay: lar: mevcut olsun. g=q, ve
r=r, oldu3unu gostermemiz yeterlidir. q,{q olsun. Bu takdirde
q,+ltq dir ve

r=a-bgfa-b(q,+1)=a-bq,~b=r, 6 -b<(0
elde edilir ki bu O0fr olmasiyla selisir. Bemnzer olarak q,’q
icinde celiski elde edilir. Bu ikisinden gq=q, olmak zorundadir
a=q, oldu3undan,

bg+r=a=bq+r,
vazilir. Bu ise r=r, olmasidir [2].
1.2 SONLU SUREKL: KEStRLER
TANIM 1.2.1.N+1 tane a,,a,,a,,...,a,,...,ay dedizkenlerinin

+ —1
Tt Tar —1—
a,+ . (1.2.1)

ifadesine sonlu siirekli kesir veya baska bir anlama gelme ris-
ki olmad:d: zaman sadece slirekli kesir ad1 verilir.(1.2.1) gos-

terimi karis:k bir yapiya sahip oldujundan bir siirekli kesir

1 1 1
a°+ L
a, + a; + * 3y

veya



[ao,a1'; - o'aN]
geklinde gosterilir. Buradaki a,,a,,...,ay lere surekli kesrin
kismi bolenleri ya da sadece paydalar: denir.

a
[a,]= — % = a,
(1.2.2)
[agla,_]: ag"' o
a,

14n¢N icin

(ag,a,,...,ap-y,apl=[a,,a,,...,85 3,8, + —-i"] (1.2.3)
n

1
fa,,a,,...,ap]

[ao,ai,...,an]=aa+

=la,, [a,,a,,...,ap]] (1.2.4)

esitlikleri vardir. Bu Lic egsitlik daha genel olarak 1fmin<N
olmak lUzere

fa,,a,,...,al=l[a,,a,,...,a5 1, [ay,...,ap]]
seklinde tamimlanir.
TANIM 1.2.2. [a,,a,,...,ap] , 0fnfN ifadesine [a,,a,,...,ay]

sirekli kesrinin n. yakinsayan: denir ve bu yakinsayan siirekli

kesrin dejeridir.

TEOREM 1.2.1. p, Ve qp ler

Po=2p » P ;=8pa,+1 , pPp=apnPpn,+Pp-. (2£n<N)
d9,=1 , q,~/a, , qp=apdp-,+dp-. (2£n<N)

ezitlikleriyle tanimlanmak iizere

%
[ag,a,,...,agl= fq;L =8,

dir ([3]. Bu da [a,,a ,...,a] sonlu sirekli kesrinin n. yakin.
sayamrdir.
Ispat. Ispat: n Uzerinden tiimevarimla yapalim.
n=0 icin
P
fagl= ——Eﬁ— = a,

n=1 i¢in



T By, asa +1 _ _
fag.a,l= qa, —E—éT—— = a,t _%T =[a,.a,]
dir.
m:N ve nim icin dodruluiunu kabul edelim. Bu takdirde Pp—y ¢
Pp—: : 9p—: + 9p-- ler sadece [a,,a,,...,ap ,] sitirekli kesrine
badl:dir ve kabiiliim.iz
- _Pm - amPmp—; Py
[aa,al, .o ,am—.llam] q'm amqm_1+qm__;
olur. $imdi n= m+l icin bunun do3ruluiunu gosterelim.
[aglail .. 'lam—ilamlam+1]=[aglail .. 'lam—ilam+ -al:— ]
m+ 1

(am* 527 P« Pz

(an* 37 9n- « a2

(amm+:+1)Pp— s ¥any Pz

(apapm+ 1) Ap- s Fape Oy

am+ 1 (APp— s ¥P—2 ) ¥Pp—

A+ s (Apdm— s Hm—2 ) Y~

an+ 1 PptPm—1

Am4 s It Ip—

Pm+1

Am+ 4
elde edilir ki bu m+l iz in do3rulujunu gisterir. Bu ise tore-
min ispatini tamamlar.
Bu teoremden faydalanarak verilen siirekli kesrin yak: nsayanla-

rinin dejerleri bulunur. Buna gidre;

*a

a,(aaztl)+a,

a.a,+1



a,(a,a,+1l)+a,

a,a,+l
a,
= a
® aa,+1
1
= aa-l-
a,* 57
~ Pn  apPp-it Pp-: 1
?:in— = = a,t
9n  2np9p-:* 9p-: a,+ —
a.+
N
* 3

seklindedir.
Verilen siirekli kesrin yakinsayanlar: ile ilgili asaSidaki te-
oremleri ifade edelim.

TEOREM 1.2.2. p, ve q, dederleri

n—1
Pndn-1 ~ Pp-19p = (1)

veya
n—i

Pn _Ppn-y _ _(=1)
Qn Qpn-1  9p9p—y

esitliklerini sadlar [3].

TEOREM 1.2.3. p, Ve q, dejerleri

n
Pndn-1 ~ Pp-:qn = (71) a4

veya
n

Pn _Pp-p _ _(TD 3,
dn An-= InIn-:

esitliklerini sajlar [3].

TEOREM 1.2.4. ¢ift indisli £, yakinsayani n ile monoton artar
ken, tek indisli £, .., yakinsayanm: n ile monoton azalandir.
TEOREM 1.2.5. Her tek yakinsayan herhangi bir ¢ift yak:i nsayan—
dan bliyliktir.

TEOREM 1.2.6.Bir siirekli kesrin dedjeri,herhangi bir zift yakin

sayandan biiyiik, herhangi bir tek yak:nsayandan kiciiktiir.



TEOREM 1.2.7. Her rasyonel say: sonlu slirekli kesirle temsil
edilebilir.

TEOREM 1.2.8. qp2n dir. Esitlik n=3 i¢in vardir [3].
1.3. SONSUZ SUREKL! KES1RLER
Verilen bir rasyonel say:nin sonlu siirekli kesir ile temsil e—

dildigi incelendi. Bu kesimde bir irrasyonel sayimn sirekli

kesirle nasil temsil edilebilecedini ele alacaf: z.
TANIM 1.3.1.a,,a,,a,,... ler a, hari¢,hepsi pozitif olan tamsa-
y1 larin bir dizisi olsun. Bu taktirde [a,,a,,... ] kesrine son-

suz sirekli kesir ad1 verilir ve 1lim [a,,a,....,a;] dederine
n 3w
[ay,a,,....] kesrinin dederi denir. Bu limit, %igwsn limitivyle

aymmdir. DiGer bir sdyleyisle bu limit, %igm—gg— seklindedir.

TEOREM 1.3.1.Surekli kesrin &, yakinsayanlarimn dederleri
508,48, . aad, s CEGCE (8,

seklindeki diziyi olustururlar. $; yakinsayam ,¢ift indisliler.

le monoton artarken,tek indislilerle monoton azalandir ve her

g yaki nsayam: her £,,._, yaki nsayandan daha kiciliktiir. Ayrica
zn an—1

%igmgn mevcut olup

szj ‘ llligwsn {gzj+1 , 9 j20
dr [1].
TEOREM 1.3.2.BlLitlin sonsuz siirekli kesirler yak: nsaktir.

Ispat. 3= —gg =[{as,a,;,...,ap] yazalim ve bu siirekll kesre

[a,,a,,...] kesrinin yaki nsayam diyelim. Bu yaki nsayanlarin,
vani §,,8 ,... dizisinin bir limite gittifSini gustermeliyiz.
Nin ise &, yakinsayan: aym: zamanda (a,,a,,...,ay] surekli kes-
rinin yakinsayamidir. (ift yakinsayan artan ve tek yakinsayan
azalan olup ve her bir ¢ift yakinsayan i, den kiiciik oldujundan

¢ift yakinsayamin artan bir dizisi iistten simirlidir. Yine her



tek yakinsayan £, dan biiyiik oldu3undan, tek yakinsayanmin azalan

dizisi alttan simirlidir. O halde ¢ift yakinsayanlar dizisi
bir =, limitine ve tek yakinsayanlar dizisi s ,limitine gider.

€, < €, olduSu agiktir.Sonu;s olarak Teorem 1.2.2 ve Teorem 1.

2.8 den
I pan - pbn—: |= 1 S 1
Qzn Q2n~-1 9:n 92n-1 zn(zn—1i)

vazilir. n + o icin limit alimnca

P. Pin—g
I &jg h q;n-1 I =0

olur ki,bu £,==, olmasidir.Bu ise tek ve ¢ift yakinsayanlar di-
zisinin aym: bir x e yakinsadi51m gisterir.
Sonu¢ olarak [a,,a,,...] sonsuz slirekli kesri x e yak:insar [3],

Sonlu siirekli kesirlerde vermiz olduiumuz teoremler, sonsuz sii—-

rekli kesirler icin de gecerlidir.
TEOREM 1.3.3. Herhangi bir [a,,a,,...] sonsuz siirekli kesrin

deferi bir irrasyonel say:dir [1].
1.4. IRRASYONEL SAYILARIN SONSUZ SUREKL: KESiRLE TEMS! Lt
Bu kesimde herhangi bir sonsuz siurekli kesrin bir irrasyonel

say: temsil ettiji, tersine olarak <= veya £, bir irrasyonel

sayl ise sonsuz siirekli kesre nasil acilabildisi gtsterilecek.

aj; ler tam say: lar ve =; ler irrasyonel say:lar olmak Lizere

a3, = [g,] + =Ry acsls] L s whEy
ve

aj=[=3]1 ., €44, g;éa; (1.4.1)
olarak tanimlayalim.Ayrica i2l i¢cin aj21 dir.Cunku ai—1=[£i-1]

ve #4_, irrasyonel say: oldufundan

83— C8jyt1%ay_, , 0<s85_ ,-ay_,¢1

g4= 1.
17 & ,ma3-,

olur. Buradan aj=[=;] 2 1 elde edilir.

> 1



(1.4.1) egitliklerini ard arda uygu:adidim zda

=[a°:a’.:--~lam—2la'm—~_+ _%]
={ag,a,,...,8p(, ]
elde edilir. Bu bize aj lerle belirzilen [a,,a,...] sonsuz

suirekli kesrin dederinin = olduSunt snerir, fakat bunu ispat-—

lamaz. Bunun ispat: i¢in Teorem 1.2.1 den

Qg An-:

_ EpPp *Pp-. _ _Ppo,
£n9n-179n-= -1

=,_(1:,,..1crn_ﬁ--k.,qn_, )
An—3 (Ep9p-."9p-2)

= {_1)1:—-.
In—3 (5np-:.In-2)

vyazilir. Bu kesrin dederi n + w icin sifirdir. CUnkl q, tam-
say1s1 n ile monoton artan ve £,>0 &:r. Boylece s—3,_,, n + w
icin si firdir. Bu durumda Tamim 1.3.1 den

eulllig w8n= lllig w[aa,a._, ...,apl=[az,a,,...]

dir.

TANIM 1.4.1.(Peryodik siirekli kesir! Yeterince bliyiik r tamsay:-
lar:1 icin a,=ap,,,. olacak sekilde bir n >0 tamsay:1s: varsa
[a,a,,...] sonsuz sirekli kesrine peryodi:ktir denir, buradaki

n >0 tamsay: sina sirekll kesrin pervodu adi verilir. Boyle bir
peryodlk siirekli kesir

[ha‘ . -.;hj,aap LY .,an__‘,ae, . e .,an_:. ---]=[bo, . e -,hj'aol - -‘an_"]

seklinde gosterilir.
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aj,a;,...,ap., tamsay:lar: lzerindeki £izgi, bu blok simrsiz

olarak tekrarlandidini gcstermektedir. Mesela, [2,3] peryodik
kesri ([2,3,2,3,...] y1 temsil eder ve bunun dederi kolaylikla
hesaplanir. [2,3}=8 yaz:ldi3inda

H= 2+—3.;1I

o

olup , ¢ ya gore kuadratik bir denklemdir ve

&= 31%15_
elde edilir.

Bu srnek bize asaSidaki sonucu verir.

TEOREM 1.4.1.Herhagi bir peryodik siirekli kesir bir kuadratik

irrasyonel say:dir ve bunun tersi de doSrudur [1].

1.5 KONGRUANSLAR

TANIM 1.5.1.8: firdan farkl: bir m tamsayis: a-b farkim bolliyor
ise a ya m modiiliine gore b ye denktir denir ve a=b(mod m) sek-—
linde gosterilir. m,a-b farkini bdlmiiyorsa a, m modiiliine gore

b ye denk de3ildir denir ve azb(mod m) seklinde gosterilir.
Boylece a-b nin m ile bSliinebilmesi , -m ile de boliinebilmesi-
ni gerektireceiinden genellikle modiili pozitif olarak simirla-
yacad:1 z.

Kongriianslarin asadi1daki dSzellikleri vardar.

TEOREM 1.5.1.a,b,c,d,x ve y tamsay: lar olmak lizere;
i) a=b(mod m) ise b=a(mod m) ve a-b=0(mod m),

ii) a=b(mod m) ve b=c(mod m) ise a=c(mod m),
iii)a=b(mod m) ve c=d(mod m) ise ax+cy=bx+dy(mod m),
iv) a=b(mod m) , c=d(mod m) ise ac=bd(mod m),

v) a=b(mod m) ve dim , 40 ise a=b(mod m) .
TEOREM 1.5.2.

i) (a,m)=d ise ax=ay(mod m) olmas:1 izin gerek ve
yeter sart , x=y(mod —§-) olmasid:ir.

ii) (a,m)=1 ise ax=b(mod m) kongriiansinin bir ¢ozimi vardir.

TEOREM 1.5.3.(a,m)=d olmak iLizere ax=b(mod m) kongriiansinin zo-—
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ciim.niin olmas: izin gerek ve yeter sart dlb olmasidir.

TANIM 1.5.2. (a,m)=1 olmak Lizere xzsa(mod m) kongriiansinin ¢i-
zimi varsa a ya m nin kuadratik rezidisii,aksi takdirde kuadra-
tik non rezidiisii denir ve siras: ile KR veya KN olarak giste-
rilir.

TANIM 1.5.3. p tek asal ve (a,p)=1 olsun. Bu takdirde ( —%— )

seklinde gosterilen Legendre sembolii;

[ 1, KR ise

(—)=
p -1 , KN ise
seklinde tanimlanir.

TEOREM 1.5.4. P tek asal ve a,b ler (a,p)=(b,p)=1 olacak =zekil-
de tamsay: lar ise bu takdirde;

L k.
1) (8= a* P (mod p),

3 by = (—3b_
i) (&) (8 = 3k

:

111) (-&-)= (&) dir. < a=b(mod p) ise ,
$(p-1)
Ay -1 y= =1l _y—- (- =P
iv) (B9)=1, (=1, (5= (-1)
dzellikleri sadlanir [1].
TANIM 1.5.4. (P,Q)=1 , Q20 ,Q tek ve Q=q,q....qg farkl: plmasx
gerekmeyen tek asallarin carpim olsun. (—E—) seklinde gtste—

rilen Jakobi sembolii

S
= P
o =0, Ey

seklinde tanimlan:r. Burada (—gg) Legendre semboliidiir. Q tek

asal ise Legendre ve Jakobi sembolleri aymid:r ve (—5—) = F1
oldudu aci1ktir. Fakat (—E—)=1 olmas: ,P nin Q nun bir kuadra-
tik rezidiisii olmasin gerektirmez. Mesela, (—%—) =1 olmasina

radmen x*=2(mod 9) kongriiansinmin z0zilimi yoktur. p nin Q nun

bir kuadratik rezidiisii olmas: icin (P,Q)=1 ve P, Q nun her a5
asal boleni icin kuadratik rezidii olmas: gerekir.

TEOREM 1.5.5. Q ve Q, pozitif tek say: lar ve (PP,,QQ,)=1 olsun.
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Bu takdirde ;
1) (F) F=FgD)
1) (5 Fo=EFH

i11) (Fr=En=1

iv) Q= 8k¥1 =eklinde ise (—é—)=1 , Q=8k¥3 ise (—6—)=—1 dir.

v) (o=, (GFo=e1)

vi) P, Q pozitif tamsay: lar ve (P,Q)=1 ise

ep- 10—
('5“>(‘8-)=(—1)1(P 1) z(e-1)

szellikleri sadlamr.

1.6 CEBi{RSEL SAYILAR

Bu kesimde katsay: lar:1 rasyonel olan polinomlar: gdzoni.inde bu-
lunduracadi z. Bu polinomlara Q, rasyonel say: larin cismi olmak
lizere Q iizerindeki polnomlardir denir. Rasyonel katsay:l:i,x de
Jiskenli polinomlarin ciimlesi Q[x] ile, katsay: lar: tamsay: lar
ve x dediszkenli polinomlar ciimlesi F[x] ile ve F herhangi bir
say: cismi olmak iizere, katsay: lar: F den alinan x defizkenli

polinomlar ciimlesi de F[x] ile tanmimlamr.

f(x)=a xMa xD 1+, . ta, , @y = 0 , n=N

polinomunu gszsniine alalim. Burada n ye polinomun derecesi ve

a, a baslangi: katsayrs:1 ad: verilir. Eder a,=1 ise bu polino-

ma monik polinom denir.
iki polinomun zarp:minin derecesi,polinomlar:n dereceleri
toplamina ezittir.S: firdan farkl: bir g(x) polinomu icin

f(x)=g(x)q(x) olacak sekilde bir q(x) polinomu varsa, f(x) e
g(x) ile boliinebilir denir ve g(x)1£(x) seklinde gisterilir.

Burada g(x) in derecesi f(X) in derecesinden Kkiiciik veya esittir

TEOREM 1.6.1. g(x)=0 olmak iizere f(x) ve g(x), Q iizerinde iki
polinom olsun. f(x)=g(x)q(x)+r(x) olacak sekilde bir tek q(x)

ve r(x) polinomlar: vardir ve r(x)=0 veya r(x) in derecesi

g(x) in derecesinden daha kiicUktir.



13

TEOREM 1.6.2. S:1firdan farkl: £(x) ve g(x) polinomlarinin bir

tek d(x) monik polinomu vardir ve d(x) polinomu ;

i) a(x)I1£(x) , d(x)lg(x) .

ii) d(x) , f(x) ve g(x) in lineer kombinasyonu olarak yaz: lir,

iii) f£(x) ve g(x) in herhangi bir ortak boleni,d(x) in bir bo-

lenidir ve d(x) in derecesinden daha yiiksek olan polinomlar ,

ortak bilen dedildir.

TANIM 1.6.1. Teorem 1.6.2 de anlat: lan d(x) polinomuna f£(x) ve

g(x) polinomlarinmin en bliyiik ortak bcleni denir wve
(£(x),g(x))=d(x)

seklinde gosterilir.

TANIM 1.6.2 £(x) Szdes olarak s:fir olmayan bir polinom olsun.

f(x)=g(x)h(x) olacak sekilde ,Q Uzerinde pozitif dereceli g(x)

ve h(x) polinomlar: yoksa, f£(x) polinomuna Q iizerinde indirge—

nemezdir veya asaldir denir.

TEOREM 1.6.3. p(x) indirgenemez polinomu f£(x)g(x) carprmim bo

liyor 1se, p(x) polinomu f£(x) veya g(x) den en az birinin bs-

lenidir [1].
TEOREM 1.6.4. Q[x] lizerinde pozitif dereceli bir f£(x) polinomu
pj(x) ler asal polinomlar olmak iizere ;

£(x) = cp, (X)p,(X)...Pg(x)
seklinde carpanlarin sira dedisiklisi harisc tek tirlu carpan-
larina ayr: labilirdir.
TANIM 1.6.3. Tam katsayi1l: £(x)=a,x™a,x® '+...+a; polinomu-
na (a,a;,...,3p) = 1 ise ilkel polinom ad:1 verilir.
TANIM 1.6.4.Q[{x] lUzerindeki bir f(x) polinomu icin £(x)=0 denk-
lemini saflayan « kompleks say: sina cebirsel say: denir.

TEOREM 1.6.5. « cebirsel sayi1s1, Q[x] lizerindeki g(x)=0 olan
bir tek indirgenemez monik polinom denklemini saglar. Bununla
beraber «« min Q[x] Lizerinde safladid:1 her polinom denklemi

g(x) ile boliinebilir.

TANIM 1.6.5.Teorem 1.6.5 de 30zl edilen g(x)=0 denklemine o« ce
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birsel sayisinin saéiad1§1 minimal denkiem denii vo gi(x) , «
mn sajladidr minimal polinomdur. Bu polinomun derecesi cebir-

sel sayimn derecesidir.
TANIM 1.6.6. « cebirsel say:s:, katsay: lar: tamsay: lar olan
£(x)=x"+b ,x®"'+.. +b =0

seklindeki monik polinom denklemini sa3dliyor ise bu takdirde

« cebirsel say:sina cebirsel tamsay: adi verilir.

TEOREM 1.6.6. Rasyonel say: lar aras:nda sadece 0,%1,%2,... tam
say: lar1 cebirsel tamsay: lardir.
Ispat.f(x) de x-m alind:3i1nda, herhangi bir m tamsay:s: cebir-

sel tamsayidir. Dijer taraftan , herhangi bir g rasyonel sa-
yvis81, (m,q)=1 olmak lLizere cebirsel tamsay: ise o zaman
(—H2+b, (HP 4. . .+by=0
m2+b, qm?" '+, . . +bqP=0

- m
olur. Boylece qim® oldudiu goriilir. Buradan q=F1 oldudundan T

bir tamsayidir. Tanim 1.6.6 daki tamsay: kelimesi, Snceki kul-
landi klarimi zin basit bir genellestirmesidir.

Cebirsel say: lar teorisinde 0,+1,+2,... ler ,rasyonel olmayan
dider cebirsel tamsay: lardan ayirmak icin co3u kez rasyonel
tamsay: lar olarak belirtilir.orne3in V2 cebirsel tamsay: fakat

rasyonel tamsay: dedildir.

TEOREM 1.6.7.Bir cebirsel tamsayrnin saSladi3:1 minimal denklem

katsay: lar: tamsay: lar olan bir monik denklemdir.

TEOREM 1.6.8. o« ve g cebirsel say: lar ise w+p , xg da cebirsel
sayl, x ve F cebirsel tamsay: lar ise xt+f ve «wp da cebirsel tam-

say: lardir.

TEOREM 1.6.9. Blitlin cebirsel say: larin cﬁmlesi bir cisim ve Dbi-
tiin cebirsel tamsay: larin sinmifi1 bir halkadir.

Teorem 1.6.9 da anlat: lan cisim,cebirsel say: larin biitiinlini ih-
tiva eder. Genel olarak biitiin bu kolleksiyonlarin cisim, olan
herhangl bir alt ciimlesi cebirsel say:1 cismidir. Mesela, f(x)

h(x) , Qlx] uzerindeki polinomlar ve «x cebirsel sav: ise bu



15

takdirde h(x)70 olmak iizere f(x)/h(xx) formundaki biitiin sa-
y: larin kolleksiyonu bir cisimdir. Bu cisme Q nun « ile genis-—

letilmesi denir ve Q(x) s=eklinde gisterilir.

TEOREM 1.6.11. « , n. dereceden cebirsel bir say: ise Q(x) nun
her eleman: , a; ler rasyonel tamsay:lar olmak Lizere

N1

as+aim+...+an_im

seklinde tek tiirlii yvazil:r.

Herhangi bir say: cismi 0,1 ve diSer cisim aksiyomlar: dikka-
te alindi3inda biitiin rasyonel say: lar: da ihtiva eder. Dolay: -
si1yle herhangi bir cebirsel say: cismi en az:ndan baz: cebir-
sel tamsay: lar: ,rasyonel tamsay:lar: ihtiva eder. Asadidaki
teorem genelde bir cebirsel say: cisminin diSer cibirsel tam-

say! lar:1 da ihtiva ettidini gostermektedir.

TEOREM 1.6.12.:c herhangi bir cebirsel say: ise b cebirsel tam
say! olacak sekilde bir b rasyonel tamsay:s: vardir.

Ispat. £(x),£f(x)=0 olacak sekilde Q[x] iizerinde bir polinom ol
sun. f(x) polinomunun katsay: lar:ni rasyonel tamsay: lar olarak
diiziinebiliriz. ( Zira katsay: larinin en kiiciik ortak kat: ile

¢arpmak suretiyle bu durumu gerzeklestirebiliriz )

= bxn+_9 as

£(x) = bxP4a xP7+, . 4aj 55129

zeklinde alinabilir. Burada b ve ay ler rasyonel tamsay: lar-

dir.0Ozaman Db

BRTLE(E) = xP+ B a pITixh
ji=1 ]

polinomunun si: fir:i olur ki,bu da b «x min cebirsel tamsay: ol-

masi1dir.

TANIM 1.6.7 Herhangi bir F cebirsel say: cisminde « # 0 olmak
lizere p=uwY olacak zekilde ¥ tamsayi1si1 varsa, « ya F min bir bo
leni denir ve «w]|p seklinde gisterilir. 1 in herhangi bir bole-
nine F nin birimi denir. Si1firdan farkl: «x ve g tamsay:! lar: i-
¢in % birim ise birbiriyle ilgildir denir.

w , Q Lizerindeki indirgenemez kuadratik bir polinomun ki-k-s ol-
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mak LUzere , kuadratik cisim Q(x) formundadir. Bu gibi cismin

elemanlar: a,,a, rasyonel say: lar olmak lLizere a,+a,x seklinde-
ki sayilarin tamamidir. a,b,c ve m tamsay: lar olmak iLizere

o= —athim

c

formunda oldugundan,
Q(ec)=Q(—ALRME) —0 (a+bViR) =Q (bVR) =Q (ViR)

dir. Burada c¥0 ve m, icerisinde karesel sarpan ihtiva etmeyen
1 den farkl: bir tamsayidir. Difer taraftan m ve n icerisinde
karesel sarpan ihtiva etmeyen m=l , n®l olacak sekilde iki
tahsay1 ise bu takdirde Vm ,Q(Yn) nin eleman: olmad:3:ndan
Q(vm)=Q(Vn) dir. Yani,Vm=a+bVn olacak sekilde a ve b rasyo-—
nel say: lar: bulmak imkansizdir.

TEOREM 1.6.13.m icerisinde karesel carpan ihtiva etmeyen,l den
farkl:, pozitif veya negatif rasyonel tamsay: olmak Lizere her
kuadratik cisim Q(Vm) formundadir. ESer m = 2(mod 4) vaya

m = 3(mod 4) ise a ve b rasyonel tamsay: lar olmak Uzere a+bVm
formundaki say: lar Q(vm) cisminin tamlaridir. ESer m=l(mod 4)
ise a,b ler tek rasyonel tamsay: lar olmak iLizere ai?!ﬁ for-

mundaki say: lar Q(Ym) cisminin tamlari:dir ve bundan baska cis-

min tamlar:1 yoktur.
TANIM 1.6.8. Q(VYm) cisminde bir o= aigﬁﬁ tamimin normu, x ile
ez lenidinin carpimmdir. Yani,

N(o)=oc & = af:ghf
dir. ¢
TEOREM 1.6.14. Carpim n normu,sarpanlarin normlarinin garp:m —
na esittir. N(x) = 0 olmas: icin gerek ve yeter sart o = 0 ol-
masi1dir. Q(Vm) cismindeki tamsay: larin normu rasyonel tamsay: -
lardir. Efer ¥, Q(Vm) cisminin tamsayisi ise N(¥) = ¥1 olma-
81 icin gerek ve yeter sart ¥ nmin birim olmasi:dar.

Bir Q(vYm) kuadratik cismine m¢(0 ise imajener kuadratik cisim
m>0 ise reel kuadratik cisim adi verilir.

TEOREM 1.6.15. m , icerisinde karesel carpan ihtiva etmeyen ne-

gatif rasyonel tamsay: olsun. Bu takdirde Q(\m) cismi F1 birim-
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lerine sahiptir ve bunlar m=-1 ve m=—-3 durumlar: hari: tek bi-
rimlerdir. Q(i) cisminin birimleri ¥1 ve +i dir. Q(%/=3) cismi-

nin birimleri *1 ,(1¥/~3)/2 ve (-1¥/~3)/2 dir [1].

TEOREM 1.6.16. Herhangi bir reel kuadratik cismin sonsuz say: -

da birimleri vardir [1].

TANIM 1.6.9. Q('“m) kuadratik cisminde birimden farkl: olan, o
cebirsel tamsayi1sinin bSleni sadece cismin birimi ve kendisiy-

le ilgili olan1 ise «x ya asaldir denir.

TEOREM 1.6.17. E3er Q(vYm) kuadratik cismindeki o« tamsayisimin
normu, p rasyonel asal olmak Lizere,

N(x) = Fp
ise x asaldir [1].
TEOREM 1.6.18. Q(\/m) nin s1firdan ve birimden fark: her tamsa-
y1s81 asallarin carpim olarak yazi labilir.
TANIM 1.6.10. Q(Ym) kuadratik cismindeki s: firdan ve birimden
farkl: her « sayi1s1 ,asallarin ve ilgili asallarin sira deldi-
£ikli3i haric asallarin zarpim olarak tek tiirli yaz:ilabili-
yorsa, Q(VYm) kuadratik cismine tek carpan Szellidine sahiptir
denir [11].
TANIM 1.6.11. Q(*/m) cismindeki tamsay: lar Euclid algoritmasin:
sajliyorsa ,Yani o«,Fp = Q(vVvm) , f # 0 oldudunda o = p¥+35 ,
IN(E)I<IN(e)]l olacak sekilde %¥,: tamsayl lar: varsa, Q(.m)
kuadratik cisme Euclid kuadratik cismi adi verilir.

TEOREM 1.6.19.7er Euclid kuadratik cismi tek carpan czellidine
sahiptir [1].

TEOREM 1.6.20. m=-1,-2,-3,-7,2,3 izin Q(Ym) Euclidyen ve tek
carpan SzelliSine sahiptir.

Ispat. Q(Ym) de =0 olmak iLizere herhangi o, # tamsay: larim go—
zSnUne alalim. Bu durumda «/f =u+viym dir.Burada u ve v ras-—
yonel say: lar olup,x ve y rasyonel tamsay: larini,u ve v ye ya—

kin olacak sekilde se;zelim. Yani,

oflu-xi¢ % , o<lv-yis % (1.6.1)

dir .Efer x+yvm yi ¥ ile ve x-fY¥ y1 £ ile gosterirsek bu du-
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rumda ¥ ve £ lar Q('/m) de tamsay: lar olur ve
N(3)=N(x—p¥)=N(FIN(E -¥)
=N(g)N((u—x)+(v—-y)Vvm)
=N(5){(u—x) *-m(v-y)*}
INCE)I=INCE) 1] (u—x) *-m(v-y) *|
dir. (1.6.1) den m>0 ise, - % ¢ (u—x)*-m(v-y)* ¢ % ,
m:0 ise 0 ¢ (u—x)*-m(v-y)=* ¢ % + i(-m)
dir. Buna badl: olarak m=2,3,-1,-2 ise [IN(E)Il < IN(r)I
dir. Bu nedenle Q(''m) ,m nin bu dederi icin Eucledyendir.

TEOREM 1.6.21. Q(vm) tek carpan Szelli3ine sahip olsun. Q('/m)
deki herhangi bir n asalina nlp olacak sekilde bir ve yalm z

bir p rasyonel asal: karsi1l1k gelir [1].

TEOREM 1.6.22. Q('/m) tek carpan czellidine sahip olsun. Bu tak
dirde ,

i) Herhangi bir rasyonel p asal: ya cismin m gibi bir asal:
ya da Q(vm) cismin farkl: olmas: gerekmeyen m,n, asallarimn
carpimdir.

ii) 7,7 ,n, asallarimin ve (i) deki rasyonel asallar:n hepsi
ilgilileriyle birlikte Q('m) cisminin biitiin asallarinin ciimle—
sini olusturur.

iii) (p.m)=1 olacak sekilde p rasyonel asalinmin, Q(“m) cismi-

nin m,n, gibi iki asalinin carpim olmas: icin gerek ve yeter

art,

n

(—p) =1

olmasidir. Bununla beraber eder p=n,n, seklinde iki asalin

carpim ise n, ve n, birbirinin ilgilisi de3ildir. Fakat n, , 7,
ile m, , Fi ile ilgilidir.

iv) ESer m=3(mod 4) icin (2,m)=1 ise 2 ye bir asalin karesiyle
ilgilidir, m=5(mod 8) ise 2 ye asaldir ve m=l1(mod 8) ise 2 ye

farkl: iki asal:n carprmidir denir.

v) m yi bdlen herhangi bir p rasyonel asalina , Q(\Wm) de bir

asalin karesiyle ilgilidir denir [11.



BOLYM II

Bu bsliimde Diophantine denklemlerinin cSziimleri incelendi.

Katsay: lar: tamsay: lar olan 1 ve daha yiiksek mertebeden n bi-
linmeyen ihtiva eden denklemler genel olarak Diophantine denk-
lemleri olarak bilinirler. Bu tiir denklemlerin tamsay: l1 s&zim
leri bulunmas: problemi eski caSlardan beri bir ok matematik-
cinin udrast:i3i konular arasindadir. !skenderiyeli matematikci
Dt OPHANTUS'a (M.S II-III yy.) kadar uzand:3: icin bu tilir denk-

lemlere Diophantine denklemleri ad: verilir.
2.1 LINEER DIOPHANTINE DENKLEMLERI
TANIM 2.1.1. a,,a,,...,8p_, lerden en az biri si1firdan farkl:
herhangi tamsay: lar olmak Lizere

a x,+a, x,+...+a,_,x,_,=b , n=1,2,... (2.1.1)
seklindeki denklemlere,birinci dereceden n bilinmeyenli lineer
diophantine denklemi ad: verilir.

TEOREM 2.1.1. (2.1.1) seklindeki lineer diophantine denklemi

nin x,,%x,,...,X; , tamsay: larina gore cozimin.n olmas: icin
gerek ve yeter =zart (a@,ai,...,an_1)=d olmak iizere di{b olma-
sidir [4].

TANIM 2.1.2. n=1 halinde (2.1.1) lineer diophantine denklemi
a x,=b (2.1.2)

zekline donlisiir ve bu denkleme birinci dereceden bir bilinme-—
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yenli lineer diophantine denklemi denir. Bu denklemin bir tam

say: =ozimlinlin olabilmesi icin a, lb olmas: gerekir.Bu takdir

b
de (2.1.2) denkleminin bir tamsay: ciozimii Xy = a sek—
lindedir.
TANIM 2.1.3. n=2 olmas:1 halinde (2.1.1) denklemi
a,x,+a,x,=b (2.1.3)

sekline doniisiir. Bu denkleme birinci dereceden iki bilinmeyen-
1i lineer diophantine denklemi denir.
(2.1.3) szeklindeki denklemlerin tamsay: sidSziimlerini bulmak i-
¢in (a,,a,)=1 kabul edecediz.(iinkii (a,,a,) = d 1 ise dla, ve
dla, dlur. Buradan a,=ajy d , a,=a; d ve (aj,a/)=1 elde
edilir.
(2.1.3) denkleminde b=0 ise bu takdirde lineer diophantine
denklemi

a,x,*a, x,= 0
sekline donlisir. Bu denklemin x,'a gore ¢ozimid X, =— —;t—xi dir
(ay,a,)=1 ve x, tamsay: olmas: gerektifinden a, Ix;, olmalidir
ki,bu durumda x,=a,t , t=Z olur. Ozaman aj x,+a,x,= 0 denkle-
minin biitiin tamsay: 11 ;ioziimleri

x°=—a1t . x1=aat , t =2
seklindedir.

a,x,+a,x,=b seklindeki herhangi bir lineer diophantine denkle

minin tamsay: ¢oziimli siirekli kesirler yardim: yla bulunur.

TEOREM 2.1.2. ppve g, ler,Teorem 1.2.1 deki sartlar: sadlayan
tamsay: lar olmak iizere a,x,+a,x,=b diophantine denkleminin
bir coziimii

Xe=(-1)""% bgy_, , x,=(-1)% bp,_,
formiilleriyle verilir.

Ispat. Tanim 1.2.2 ve Teorem 1.2.2 den

a

2 _ Pp—4y = (—l)n_i

a, dn—3 q;9n—4
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yazi lir.Buradan a,qp—,~ a,Pp-,=(-1)""! olur. Bu ifadenin
her iki tarafim (-1)2"!b ile zarpinca
a,(-1)""'b q_,~- a,(-1)2 'bp,_,= D
elde edilir. Bu esitlik
a,((-1)" *bq,_,)+a,((-1)%bp,_,)=b
gseklinde oldudundan
X,=(-1)""'bay, . x,=(=1)"bpy_,

olmalidir. Bu ise teoremin ispatin: tamamlar.

TEOREM 1.2.3. a x,+ a,x,=b Lineer diophantine denkleminin
[x,%,1 bilinen bir zSzimi ise biitilin cSziimleri
x,~xX,+a,t , x,/x,-a,t , t=2Z

seklinde verilir.

Ispat. [x,,x,] ., a,x,+a,x,=b dekleminin bir coziimi ise, bu
takdirde x, ve x, tamsay:lar: denklemi sadlar. Yani,

azx,+a x,=b
dir. Bunlardan

a,(x,—xg)+a, (x,~x,)=0
veya

a,(x,—xz)=—a, (x,~x,)
elde edilir. Bu ise a la,(x,~x,) veya a,l-a,(x,-x,)
demektir. (a,,a,)=1 olduSundan ya a,l(x,~x,) va da a,l-(x,-x,)
dir. Eder a Ix,-x, ise x,—x,=a,t , +t=Z olur. Buradan
X,=X,+a,t , +t=2 dir. Benzer olarak a,l-(x,-x,) ise
-x,+x,=a,t , t=2 olur ki, bu x,=x,-a,t , t=2 olmasidir.

Boylece ayx,+a,x,=b lineer diophantine denkleminin biitiin
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csoziimlerinin, t bir tamsay: olmak Lizere
X=Xy ta,t , x,=x —a,t

seklinde oldu3du goriiliir.

$imdi n?2 bilinmeyenli lineer diophantine denklemlerinin cozii-
miinilin olduiunu kabul edelim. Bu takdirde (2.1.1) denkleminin
codziimlerini bulmak icin o denklemi iki bilinmeyenli lineer d4di-
ophantine denklemine indirgeyecediz. Bunun izin ou,f,¥ ve & lar

xi-g¥=1 olacak sekildeki tamsay: lar olmak Lizere,
Xp—,TOU+FV ,  Xp =Yutiv (2.1.4)
yazalim. Buradan u=3x,_.—FX;., : v=—lx,_ . toxp_,

olur ve x,,_.. , X,.,ler tamsay: lar ise u ve v birer tamsay:dir

Eder
p= an-:l = — an—-a
(ap-;,ap-,) ’ (ap-z,ap-4)
alirsak (g,£)=1 olur ve Teorem 2.1.2 yardimyla wi—-pY=1

olacak sekildeki x ve ¥ tamsay: lari bulunur. Bununla birlikte
o ve ¥ nmin sadece bir dederine ihtiyacim z vardir. Boylece

(2.1.1) denklemi
aaxa+aix1+...+an_3xn_3+(an_2w+an_1E)u=b (2.1.5)
seklinde bir eksik bilinmeyene indirgenir.
ap- %*ap ¥ = ~(ap_;,apJud+(ag_,,an. ) ¥F
==(ap-;,ap-y)
(ag,a;,...,ap3,(ap-.,8p-,)) = (a5,a,,...,35,)

oldudunu da dikkate alirsak (2.1.5) denklemi (2.1.1) denkle-
miyle aym: Szellide sahip olur. Katsay: lar: si1 firdan farkl: ve
katsay:i larin en biiyiik ortak boleni b yi bSler. Ejer n>3 ise bu
indirgeme metodu (2.1.5) denklemine tekrar uygulanarak n—-3 de-
J3iszkenli denklem elde edene kadar tekrarlanmir.

Yine biliyoruz ki.iki bilinmeyenli bir lineer diophantine denk-
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lemi bir coziime sahipsé bu denklemin biitiin sSziimleri bir tek
t parametrisine baZflidir. Benzer olarak n bilinmeyenli (2.1.1)

denkleminin zoziimleri n-1 parametriye badilid:r. Bu, n iizerin-
den tiimevarimla gosterilebilir. EJer (2.1.5) deki gibi n-1 bi-
linmeyenli herhangi bir denklem, n-2 parametrili Vaseee:Vn_ g
iin terimlerine gore X3:X,,.+.,Xp5,0 Ozlimlerine sahip ise

bu durumda (2.1.4) den (2.1.5) denkleminin sioziimleri

xB,xi,....xn_z,mu+sv,ﬁu+2v

ile verilir. Bunlar n-1 parametri olan v,,v,,...,vp_,,v ¥i

icine alir. Bu ¢dzimlerin
X =bi+di, @Ve"'di, 1Vi+' . '+di,n—ivn-~:;

formunda olduiunu g-rmek kolaydir. Burada v yerine Vp-: Yazil-

m=tir [1].
Bu indirgeme metotu yardim yle n bilinmeyenli lineer diophan-

tine denklemlerinin coziim.inli elde etmiz oluruz.

2.2 IXKINCI DERECEDEN DIOPHANTINE DENKLEMLERI

KUADRATIK FORMLAR

Form, bir homogen polinomdur. Yani,blitiin terimleri aym dere-
ceden olan tok dedizkenli bir polinomdur.Bir f kuadratik formu

ikinci dereceden terimlere sahip olan
-
£(x,,%x.,...,%p) _ifj=?13x1x3 (2.2.1)

zeklinde bir ifadedir. Biz kuadratik formlar: sadece katsayi -
lar: tamsay! lar olan kuadratik forma ki sitlayacad:z.

Eier hepsi sifirdan farkl: x, ,x.,...,x%x,; tamsay: lar: icin
f(x,,x,,...,%xp)formu pozitif ise bu durumda f ye bir pozitif
form, ejer f(x,,xX.,...,X;) formu negatif oluyorsa f ye negatif

form denir. Pozitif veya negatif olan formlara belirli form

denir. Mesela, x*+y% bir pozitif kuadratik form, -x*-3xI bir
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negatif kuadratik form ,x*-y* formuna ise belirsiz form denir.
f, bir pozitif form ise —-f nin bir negatif form olduju ac:kt:r
ve bunun tersi de do3rudur.

Eler f(bi,bz,...,bn) = m olacak sekilde bi,bz,...,bn tamsay: —

lar1 varsa (2.2.1) kuadratik formuna m say:1sim temsil ediyor

denir. Mesela , x5+x} 5 i temsil eder fakat 6 y: temsil et-

mez. Bu durumda her kuadratik form sifir: temsil eder. Hepsi

birden s:fir olmayan b,,b,,...,b,; tamsay:lar: icin
f(b,,b;,....bp) =0

ise, f formuna s:fir form denir. f(x,y)=ax®*+bxy+cy> seklinde

iki deSizken iceren forma , binary kuvadratik form,
x*+yi+z® |, xytxz+yz , xi-yz
g¢eklindekilere i dediskenli kuadratik form,
Xiryezieer xy+zt
seklindekilere dort dediskenli kuadratik form adi verilir [5].

TEOREM 2.2.1. a0 ,c>0 olmak Lizere f(x,y)=ax®+bxy+cy> kuadra-

tik formunun pozitif form olmas: icin gerek ve yeter sart,
b*-4ac<0
olmasidir [1].

THUE TEOREM: . m nin bir do3al say: ve a, m ile aralarinda asal
olan bir tamsay: olmak ilizere, ay+¥x m ile boliinebilecek sekil
de her ikisi de Ym den Xkiiciik olan x,y doSal say:i lar1 vardir.
S1 fi rdan farkl: tamsay: lar icin (2.1.1) kuadratik formunun bir
m say:1sim temsil ettidini biliyoruz. m nin asal olmas: duru-

mu icin asadi1daki teoremleri ifade edelim.

TEOREM 2.2.2.

i) p=1(mod 4) seklindeki her p asal: ,x ve y dodal

say: lar olmak iizere p=x*+y* formunda yazi labilir. Bu ozel-
1i3i sa3layan baska tek asal say: yoktur.

ii) p=1(mod 6) seklindeki her p asal:i ,x ve y dodal say: lar ol-
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mak Lizere p= x*+3y* formunda yaz: labilir. Bu czellidi sa3jla-
yan baska asal yoktur.

iii) p=1(mod 8) veya p=3(mod 8) seklindeki her p asal: ,x ve y
dodal say: lar olmak Lizere p=x*+2y* formunda yaz: labilir. Bu
dzellisi sa3layan baska asallar yoktur.

iv) p=1(mod 14) , p=9(mod 14) veya p=ll(mod 14) seklindeki a-
sallar, x ve y dodal say: lar olmak iLizere p=x*+7y®* formunda

vazi labilir. Bu 5zelli3di sadlayan baska asallar yoktur.

v) p=5(mod 24) veya p=ll(mod 24) seklindeki asallar, x ve y

dodal say: lar olmak iizere p=2x*+3y*~ formunda yazi labilir.
Bu ozelli3i sa3layan baska asallar yoktur [e].

tspat. d4d=1,2,3,7 ve p asal olmak Llizere,

z*+d =0 (mod p) (2.2.2)
kongriiansin: gozoniine alalim.
d=1 i¢in , z%+1=0(mod Pp) veya z*=-1(mod p)
olur.Tanim 1.4.2 ve Teorem 1.4.4 den p=l1(mod 4) olmalidir. Ya-

ni, -1 say:s: p=4k+l asallar: i¢cin KR dir.

d=2 izin , z*=-2(mod p) kongriiansinmin gozimi olabilmesi
izin gerek ve yeter sart, P=1, 3 (mod 8) olmalidir.
d=3 icin , z*=—-3(mod p) kongriiansinin ¢oziimi olabilmesi
izin gerk ve yeter zart, P=1(mod 6) olmasidir.(p=3 hari:)
d=7 icin , z%=-7(mod p) kongriiansinin cSziimi olabilmesi

icin gerek ve yeter sart, p=l1(mod 14) , p=9(modl4) veya
p=11(mod 14) olmal:dir.(p=7 harig)
z sayi1s81 (2.2.2) nin bir zoziimi ve modiil de herhangi bir p a-

sal sayi1s1 olsun. Thue teoremine gore Wp den kiicik x,y dodal

- X
say: lar1 bulabiliriz ki, bunlar z=% ;(mod p) sartim sadlar

>
P

. X
lar. (x,y)=1 kabul edersek Z°= ;E(mod p) vyazabiliriz.

Buradan (2.2.2) kongriians: x*+dy*=0(mod p) sekline doniisiir

Boylece mid, mesN olmak Lizere,

x2+dy*=mp (2.2.3)

elde ederiz.
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d=1 i¢in (2.2.3) esifliéinde m=1 olacadindan x*+y*=p elde
ederiz ki, bu (i) nin ispatidir.

d=2 icin m=1 veya m=2 dir. Ozaman (2.2.2) esitlidi
x*+2y°=p veya x*+2y*=2p

elde edelir. x*+2y*=2p daima ¢ift oldudundan, x* nin cift

olmas:1 gerekir. Yani,

4x%+2y*=2p den 2x{+y*=p
bulunur. .

d=3 icin m=1,2,3 olacaktir. (2.2.2) denkleminden
x2+3y2=p , x*+3y*=2p veya x*+3y*=3p

elde edilir. #ciincii esitlikte x=3x, yazarsak 3xi+yZ=p
dir ve ikinci eszitlik, p¥2 olmas: durumunda zoSziimli yoktur.
d=7 i¢in m=1,2,3,4,5,6,7 olacaktir. Ejer m ¢cift ise x ve
y nin her ikiside tek olmak zorundadir. m zift ise x3*+7y* i-
fadesi 8 ile bsliinebilir. Fakat bp , 8 ile bCliinemez. Ohalde m
¢ift olamaz.
m=1 ise x*+7y*=p dir.

=3 veya m=5 ise ¢oziimli yoktur. Clinkii -7 sayis:1 3 ve 5 icin
bir KN dir.
m=7 ise x*+7y*=Tp den  7x*+y*=p

elde edilir. Boylece (ii), (iii) ve(iv) ii ispatlam s oluruz.
TEOREM 2.2.3 ¢ ve d verilen do3al say: lar ve x,y herhangi iki
do3al say: olmak iizere p asal say:sinin p=cx3+dy* seklin-

deki ifadesi en fazla bir tanedir.

p=cx*+dy* (2.2.4)
ve

seklinde iki tiirli ifade edilebildi3ini kabul edelim. Bu iki
esitlikten

p(y*-v*)=c(u?y*-x*v?)
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elde edilir ve cip di;.

uy=+xv(mod p) (2.2.6)
dir. (2.24) ve (2.2.5) den

pi=(cux ¥ dyv)*+cd(uy F vx)*? (2.2.7)

elde edilir. ESer uy=vx ise (x,y)=(u,v)=1 olur. Bu durum-—
da u=x , v=y olur ki bu p nin tek olarak yaz: lmasi1d:r.

uy=vx ise (2.2.6) ve (2.2.7) den

luy+vxi=p , c=d=1 , cxu+dvy=0
olur. Bu esitlik ancak wu=x ve v=y olmasiyla miimkiindiir. Bu da
P nin tek olarak ifade edildidini gosterir.
TEOREM 2.2.4. Her N do3al say1s1, X,,X..X;,X, tamsay: lar ol
mak Lizere

XI+RI+RZ+xI=N
seklinde dcrt tamsay:nin kareleri toplam: olarak yaz: labilir.

PELL DENKLEMLER!

D tamkare olmayan bir do3ial say: olmak iLizere genel olarak
X:-DY?=N , N =2

denklemi Pell denklemi olarak bilinir. Fakat Pell genelde
X*-pY*=1

denklemiyle uirasmistir. Biz bundan sonra Pell denklemi olarak
X*-DY*=1

denklemini ifade edecediz.

X2-DY*=F1 DENKLEMLER!

TEOREM2.2.5. A irrasyonel bir say: ise

— e l
|x-Ayl« ¥
esitsizlidini sadlayan sonsuz tane x,y tamsay: lar: vardir.

LEMMA 2.2.1. D tamkare olmayan bir doJal say: olmak iizere
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Ix%-Dy*1<{1+2\/D (2.2.8)

ecitsizlidini sadlayan sonsuz tane X,y dodal say: ¢ifti vardir.
tspat. x,y Teorem 2.2.5 i sa3layan tamsay: ¢ifti ise bu takdir-

de
Ix+yWDi=1x-yVD +2y"/Dl

< 1 x-yWDi+12yv/Dli
<% +2y'/D

L(1+2D)y
dir. Boylece
Ix+yVDl { (1+2vD)y

- cL
Ix yVDlmy
Ix*-Dy*1<1+2vD

elde edilir. Bu ise bizim gostermek istedidimizdir.

TEOREM 2.2.6. D tamkare olmayan bir dodal say: ise
X*-Dpy*=1 (2.2.9)

denklemini sadlayan en az bir x,y dodal sayr ¢ifti vardir.

tspat. Lemma 2.2.1 den sonsuz say:da x,y do3al say: ¢ifti icin

X*-DY*=k

denklemini sadlayan s: firdan farkl: en az bir k=2 vardir.

Bu x,y dodal say: ¢ifti arasindan
x,=x.(modlkl) ve y,=y,(modlkl) (2.2.10)

gsartini sadlayan en az iki (x,,y,) ve (x,,y.) tamsay: ciftle-
ri vard:r. Buradan

x2-Dy2=x%-Dy:=k (2.2.11)
olduiunu kabul edelim. Boylece x,,y,,x,ve y. (2.2.10) kongrii—

anslarini sadlarlar.

(x,~y,vVD) (x,+y.\VD)=x ,x,-Dy,y . +(x,y.—x,¥, IVD
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sOzZimi, (2.2.10) ve (2.2.11) den

x,x.-y,y.D=x;-Dy;=0(modlkl)

ve
X,¥.,~%X,Y,=X,¥,~X,y,=0(modlk})

dir. Bu yiizden
x,x,-Dy,y.=ku

x,¥,7%,¥,~kv

olacak sekilde u,v tamsay: ¢1fti vardir.BSylece
(x,~y VD) (x,+y VD) =k (ut+wD)
(x,+y VD) (x,-y VD) =k (u~v¥/D)

dir. Buradan her iki esitlidi taraf tarafa csarpinca,
(x%-Dy%) (xZ-DyZ)=k*(u*-Dv*)

olup u*-DvZ=1 elde edilir. Burada v=0 dir. ESer v=0 olsayd:
X,¥y.5X.y, , u=+¥l ve
(x,-y VD) (x,+y.VD) (x,-y.VD)=Fk(x -y VD)

(x,-y,VD)k=F(x_-y."VD)
ve buradan

(x,-y ,VD)=%(x,-y.VD)
elde edilir bu ise

x,=¥x, , ¥,=%y,
anlam na gelir. Fakat Ix,I#Ix,| olduiundan v¥0 olmalidir. Bu
ise teoremin ispat:m tamamlar [6].
TANIM 2.2.1. D tamkare olmayan bir doJal say: ve k bir tamsay:
‘olsun. E3er x=u ve y=v tamsay: lar ’

X*-DY*=k (2.2.12)

diophantine denklemini saSliyor ise u ve v say:larina (2.2.12)

denkleminin bir ¢oziimi denir ve u+v/D seklinde gosterilir.

TANIM 2.2.2. X*-DY%=1 denkleminin bltiin ¢oSziimlerini gozdniine
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alalim. Bunlar arasinda en az bir x,+y \D dzimi vardir ki
x, ve y, tamsay: lar: en kiicik pozitif dederlerini alirlar. Bu
sekildeki x, +y D say1sina (2.2.12) denkleminin minimal

(temel) ¢3ozimli adr verilir.
Verilen Pell denkleminin minimal ¢ozimiiniin bulunmas: izin asa-

3idaki teoremlerden faydalani lir.

TEOREM 2.2.7. D tamkare olmayan bir pozitif tamsay: ve YD nin

glirekli kesre ac¢: lim nda n. yakinsayan: gg olsun. N
tamsay: s INI<VD sartinmi sadlasin. Bu durumda
X*-DY*=N

denkleminin (s,t) =1 .s,t = 2 olmak Uzere herhangi bir pozi-

tif x=s ve y=t ¢oOzumi, bazi n doSal say:s: icin s=p, ,t=q,
esitliklerini sajlarlar [1].

TEOREM 2.2.8. X*-DY*=¥1 denkleminin blitiin pozitif cozimleri
X=p, ., Y=qp arasinda bulunur. Burada gﬁ , %D nin siirek-
1i kesre as1 limindaki n. yakinsayamidir. r , bu kesrin peryodu

olmak ilizere ,

i) r ¢ift ise , X*-DY*=-1 denkleminin hic bir tamsay: c¢ozii—
mi yoktur ve X*-DY*=1 denkleminin biitiin pozitif coziimleri
n=1,2,3,... igin,

*=Pnr—-1 Y=dnr~,

esitlikleriyle verilir.
ii) r tek ise, X*-DY%=-1 denkleminin biitiin pozitif tamsa-
y1 sozimleri n=1,3,5,... olmak iLizere ,

*=Ppr-:  + Y=dpr—,

ile, X*-DY*=1 dekleminin biitiin pozitif ciziimleri n=2,4,...

olmak iLizere ,
X**Par-: ¢ Y= 9pr-,

ezitlikleriyle verilir [1].
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TEOREM 2.2.9. D tamkare olmayan bir do3al say: olmak iizere
X*-DYZ*=1

denklemin sonsuz say:da x+yWD ¢ozumi vardir. Bu cozimler

x,+y,VD verilen Pell denkleminin temel coziimi olmak iizere
Xn+¥n =(x,+y VD)2 (2.2.13)

esitlidiyle elde edilir. Burada x,+y,/D <Szimlinin n. kuvveti

ni almak siiretiyle Xpve Yo o

~zkozk
xp=xT+ T (B)x} ey ik

(2.2.14)
Yn=k§1(zﬂ_,)x?'2k+‘yfk"nk"
formiiliiyle elde edilir [6]. .
tspat. (2.2.13) esitlidinden Xn~YpVD = (x,-y,¥D) oldudu

aci1ktir. Bu durumda bu denklem ile (2.2.13) denklemi taraf ta-
fafa carpi linca

xi-Dyi=(x,-y,vD)P(x, +y, /D)1
=(x3-yiD)

=1
elde edilir. Bu ise xn+ynVﬁ nin (2.2.9) denkleminin bir

cozimli olduiunu verir. Kabul edelim ki u,v pozitif tamsay: lar
izin u+vi/D gozimld (2.2.12) formiiliiyle elde edilemesin. Bu

takdirde ,
N, .
(x,+y,¥D) < u+wb ¢ (x,+y,vD)B+!

sartini sajlayan bir n do@al say: s1 mevcuttur. Buradan,
XntygD ¢ utwWh ((x,+y,VD) (xpty, VD)
elde edilir. Bu esitsizlik xn—ynvﬁ pozitif tamsayis:1 ile gar-
p1 1d1 31 nda |
(Xp+¥oVD) (X ~YVD) £ (WtWD) (X =Y VD) < (%, +¥ , WD) (X +¥, VD) (X,~y,VD)
= xg-Dyg ¢ (urwWh) (Fp~ypVD) < (x,+y,VD) (x3-ypD)

= 1 ¢ (utwWh) (xp~yoVD) < (x,+y VD) (2.2.15)
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elde edilir. ESer

(u+wWD) (X ~¥,VD) =x+yVD
dersek

uxp-Dvyn+(vxy—uy,)VD
olur. Buradan ,

*=uxp-Dvy, » YEVEpTUygq
ve

(u-wD) (xx+y, WD) = x-yvD

olur. Bu iki esitlikten

(u*-Dv?*) (x5~-Dyg)=x*-Dy*=1

elde edilir. Bu ise x+y\D sayi1simin (2.2.9) denkleminin
bir cozimi olduijunu gosterir. (2.2.15) den

1
x+yv/D

x+yWD > 1 , 0 ¢ x-yWD = {1

dir. Bu iic esitlikten x ve y nin pozitif tamsay: lar olmalar:

gerekti3i soylenebilir ve (2.2.15) den dolaym
x+yWD { x,+y,\VD

elde edilir ki bu ise x,+y,VD sayisimn (2.2.9) denkleminin

temel coziimi olmasiyla zelisir. Ohalde (2.2.9) denkleminin

blitiin c¢oziimleri (2.2.13) formiiliiyle elde edilir.

TEOREM 2.2.10. D tamkare olmayan bir do3al say: olsun. Kabul-

edelim ki
2%-pn3=-1 (2.2.16)

denklemi ziozlilebilir ve £, +n,\VD say1 81 bu denklemin temel
¢ozlmi olsun. Bu takdirde

x,+y VD = (%,+n,VD) 2= 22+Dni+2¢ 0 D
say: 31 (2.2.9) denkleminin bir temel c¢coziimidiir. tstelik

tp= 4, I, (Bn) 477 n 0k

‘n k=1
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tn= I, GxB,) $97Ekd sk ipkes

olmak iizere €n+ﬂnVﬁ = (€1+ﬂivﬁ)n vazarak bu formiil bize
i) n, biitiin pozitif tek tamsay: lar: alirken (2.2.16) denk-
leminin pltin £ ve @ gozimlerini,

ii) n Dblitin cift tamsay: dederlerini alirken (2.2.9) denkle-
minin biitiin x=%{, , y= fin, Pozitif codzimlerini ,

verir ([6].

TEOREM 2.2.11. p=4k+l1 , k=Z :zartini sadlayan bir asal ise

$i-pni=-1

denkleminin £ ve w tamsay: coziimleri vard:ir.

tspat. x,+y,"p , xX*-Dy3=1 denkleminin temel :iziimli olsun.
Bu durumda

x{-1=py; (2.2.17)
elde edlir. Buradan x, tift olamaz. E3er :ift olsayd:

—-1=p(mod 4)
olurdu ki bu p=l1(mod 4) olmasiyla celisirdi. x, +tek ise bu-

takdirde (xi—l,x1+1)=2 dir. Bu viizden (2.2.17) den ¢ ve =
dodal say:lar ve y,=2%n olmak lizere ,
x,¥1=22% |, x Fi=2pn®

elde edilir. Bu son esitlikten

S :
=l=<~-pn~
elde edilir. =« ¢ y, oldujundan +1=%i*-pun® denklemini alma-
yacaji1z. Boylece —1=%%—pn® olur ki bu ise ispat: tamamlar.

U*-DVZ=N DIOPHANTINE DENKLEMLERI
D tamkare olmayan bir dodal say: ve C=0 bir tamsay: olmak Lize-

re
U-DvV==C (2.2.18)

diophantine denklemini gczoniine alalim. Xabul edelim ki bu

denklem c-zlilebilir ve u+vw/D bunun bir :oziimi olsun.
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X*-DY*=1 denkleminin herhangi bir cidzimi x+yvD ise
(u+v/D) (x+y''D)=ux+Dvy+ (uy+vx)yD

de (2.2.18) in bir zozimldir. Bu soziime u+v/D ile bileszik zi-—
ziim ady verilir. Birbirine bilesik olan bu czziimler ctimlesi
(2.2.18) denkleminin :Zziimler sini1fin: olustururlar ve her si-
n: f sonsuz say:da soziim ihtiva eder.
Verilen iki u+vw/D ve u +v D cozumlerinin ayn: sinifa ait olup
olmad:i3i1n:1 tesbit etmek mimkiindiir. Gercekten bu iki soziimlin bi
lesik zSziim olmas: izin gerek ve yeter zart,

uu "-Dvv ~ vu ~uv”’

ve
Cc cC

say: larimn tamsay: olmasidir.

K, ui+vivﬁ , i=1,2, ... roziimlerini kapsayan bir sim f ise
uj-vi¥B , i=1,2,... cozimlerinin de K ile g5sterilen bir
sint £ olusturduklarini ssylemek miimkiindiir. X ve K sim flar: bi
ri diderinin konjiige sini fidir. Konjiige sinm flar genellikle bi
ri diJerinden farkl: siniflardir. Fakat baz: zaman zakizirlar.
Bu durumda bulunan sini flara belirsiz sinmi f ad: verilir.
Verilen bir XK simfimin u+vwWD =:izimleri arasindan bir u +v 4D
cozlimlinld soyle sermek miimkiindlur. v’, v nin X sin findaki en
kiiziik pozitif dederi olsun.E3er XK sinifibelirsiz simf de3ilse
-u+v WD #szijmleri K n;n konjijge s;n, f;na ait olacak cekilde
yalniz bir tane u say:s: vardir.

K belirsiz sinmi f ise u 20 kabul ederek yalniz bir tane u bulu-
nur. u’+v %D seklinde tanimlanan cSziime K sinmi fimn temel ¢io-—
ziim.i denir.

Temel ¢oziimde [u’f sayis: ,iul izin mimkin olan en kiiziik dede—

ri alirken u+vWB , XK sinifina ait olur. 'u =0 durumuna sadece

belirsiz sini flarda raslanir.
3imdi U*-DVi=C denkleminde C say:sin: pozitif ,yani C=N oldu

Junu kabul edelim. Bu durumda azaji:daki teoremi ifade edelim.

TEOREM 2.2.12. u+v/D , U*-DVi=N denkleminin bir X sinmifimin
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temel cozumi ve x,+y, VD de X*-DY2=1 denkleminin temel ¢izii-

m.i ise bu takdirde ,

. Y
0fvy ——— 2.2.19
R ‘§T§T¢T)VN ( )
WX, +1)N
0<luls ——7$E———— (2.2.20)

esitsizlikleri vardir.

tspat. (2.2.19) ve (2.2.20) esitsizlikleri bir K sim f1 icin
doiru ise onun konjigesi olan bir i izin de dodrudur. Boylece
u nun pozitif olduSunu kabul edebiliriz. Ohalde ac¢:i1keca goriilir

ki :

ux,-Dvy,=ux, —\/(u®-N) (x2-1) >0 (2.2.21)
dir. simdi

(u+wWD) (x,~y,VD)=ux, ~Dvy, +(vx,~uy, )%"D
coziimlerini gSzoniine alalim. Bu ¢Szim u+wD cozimliyle aym
sin ftandir. u+w/D , K sinifinmin temel cozimi ve

ux,-Dvy, >0
oldu3undan ,

ux,-Dvy, z u ’
u(x,-1) z Dvy,

uf(x,-1)*2 D*viyi=(u*-N)(x}-1)

veya
x,—-1 N

e 752 S Sl

x, -1 2

N
—-.* 1- =
g x, ¥ = x,¥1
u € ——t 'JC"':
B V2

elde edilir ki bu (2.2.20) esitsizlijinin ispatim tamamlar.
Bu esitsizlidin dodru olmas: (2.2.19) esitsizliliinin dodru ol-
masidir. Bu da teoremin ispatin: tamalar.

U*-DV:=C denkleminde C yi negatif yani C=-N alalim. Bu tak-

dirde asadidaki teoremi ifade ve ispat edelim.
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TEOREM 2.2.13. u+wD , U*-DV:*=-N denkleminin bir K sinifinmin

temel ¢oziimi ve X*-DY*=1 denkleminin temel ciziimi de x, +y, VD

ise, bu takdirde,

vR

o<v ¢ ——?—-L;—m— (2.2.22)
i

oflult —-Gg—-—— (2.2.23)

ezitsizlikleri vardir.

tspat. (2.2.22) ve (2.2.23) esitsizlikleri bir K simif1 icin
dodiru ise onun konjige sini f1 olan K izin de do3ru olacad:ndan
u20 alinabilir. x,+y,¥D verilen Pell denkleminin bir ozimi

olduSundan denklemi sajlar. Yani, x{-Dyi=1 dir. Benzer ola-

rak utw/h de U*-DVZ=-N denklemini sadlar. Ohalde bu iki

denklemden

x%*=DyZ+1 ve vi=

elde edilir. Bunlardan ,
(x,v) 3= (yi+ §) (u+N) >ylu®

veya

x,v-y,u > O

oldudu goriillir. 3imdi w+vwWD Szimiyle aym: sini ftan olan
(u+wD) (x,~y VD) = ux,-Dvy, +(vx, ~uy,K \D

¢oziimlerini gozdoniine alalim. u+wwD K simifimin temel cozii-—

mi ve
x,v-y,u >0

olduSundan

[
<

x,v-yu 2
olmalidir. Buradan

v(x,-1) 2y,u
Dv*(x,-1)*: DyZu®

u?+N(xI-1)*2 (x2-1)u*



x,+1
1+ B2 ey
N(x,-1)

elde edilir ki bu (2.2.23) esitsizlidinin varlidim gssterir.
Burada u® vyerine v cinsinden dederi yazilinca (2.2.22) esit-
sizlidinin varli3:1 gosterilmiz olur. Bu da teoremin ispatim

tamamlar.

TEOREM 2.2.14. D tamkare olmayan bir doJal say:r ve N bir do3al

say! olsun. Bu takdirde ,

U*-pV<=N , UE-DVi=-N

diophantine denklemlerinin sonlu sayida cSziim sim £1 vardir.Bu
tiin s1nm1 flarin temel :zSziimleri Teorem 2.2.12 ve Teorem 2.2.13
deki esitsizlikler kullan: larak sonlu sayi:da denemelerle elde
edilir. u’+v v K sinifinin bir temel :5zimi ise K s1-

n: f1min bitiin u+vwD coziumleri
U / I 3
ut+vyD = (u'+v D) (x+ywD)

form.liiyle elde edilir. Burada x+yWD , X*-DY3= 1 denklemi-
nin ¥1 dahil biitiin zSzlim deferlerini alir.

Eier U*-DV:=N denkleminin (2.2.19) ve (2.2.20) esitsizlikle-
rini sadlayan :czimii yoksa hi:z bir ziziimi yoktur. Benzer ola-
rak U -DV =-N denkleminin , (2.2.22) ve (2.2.23) esitsizlik
lerini sadlayan :dziimi yoksa hic bir coziimli yoktur [6].
Buraya kadar X*-DY*=1 ve U*-DVZ=N denklemlerini incele-
dik. $imdi verilen bu denklemlerin herhangi bir zZziim.ini bul-
mak igzin veya bu zalismada de3inmediiimiz Pell denklem sistem-
lerinin ortak cioziumiiniin incelenmesinde kolaylik sadlayan in-

dirgeme ba3int: lar: iizerinde dural:m.
PELL DENKLEMLERI iqu INDIRGEME BAGINTILARI

xr+YrVﬁ verilen Pell denkleminin ¢cziim.i olmak iLizere asa3:da-

ki indirgeme baZ:inti lar: mevcuttur.

1) Xp4g™ X XgtDY, ¥g
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1i) Yr+g= xrys+7rxs'

iii) x,,.= 2x7 -1
iv)  Y.r= 2% ¥r
V) X=X, (4xy ~3)
Vi) Y= ¥p(4xp -1) [11].
tspat. i),1ii). x,+y,vD (2.2.9)denkleminin temel ¢Sziimi olmak
iizere,Teorem 2.2.8. den
x1+y1VB = (x1+y1Vﬁ )r , rem
yaz:i labilir. Bu yiizden
(Xp4g¥WDYrag)=(X,+y, VD) TS
=(x,+y,VD)T (x,+y VD)3
=(Xp+Y VD) (Xg+y VD)
=Xy Xg+DYp Yo+ (X Y5 +¥rXg)VD
elde edilir. Buradan
Xp+a=XpXg+tD¥rY¥g
Yr+a=Xr¥gt¥r¥s
elde edilir,ki bu da gostermek istediSimizdir.

1ii), iv). =x,,HDy.p.= (x,+y,VD)*F= (x,.+y,VD)*

XF+DYF£+2%, ¥, VD

2xZ-1+2x,.¥,.VD
elde edilir. Buradan
X, p= 2X7-1 Ve Y..= 2%y

bulunur. Dijder esitsizlikler de hehzer'olarak gosterilir.

U2-DV:=N DENKLEMLER! i;iN tNDt RGEME BAGINTILARI

U%-DV2=N denkleminin bir X stmafinin temél cozimi u+wD ol-
sun. K simi fimn bltin ¢ozimleri, x,+y,VD , X*-DY*=1 denkle

minin ¢Sziimi olmak ilizere Teorem 2.2.1% den
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w +v D= (wtwWD) (x,+y,VD)¥ , r=0,1,2,...

yazi lir. Bu takdirde UZ*-DV:*=N denklemi icin asajidaki indir-

geme ba3int: lar: mevcuttur.

i) u,= ux, +Dvy,.

ii) wvp= vxtuy,

1ii) u_p= ux,-Dvy,

iv) Vo= VX—uy,

V) Up4g= XgUptDygVy

Vi) Vp4g= YgUptXgVr

Vii) Upy,g= —Upt2X3u +2DX Y Vy
viii)upy,q= Upt+2Dygu,+2 DXg¥gVy
1X)  Vp4sg=2Xg¥gUr+2XgVe—Vp

x) Vrt:g=2XgYgUp+2Dy gV +Vy {11].

tspat. 1),ii).  (uptvy VD) = (u+twh) (x,+y VD)T

(u+wD) (%, +y, /D)

UX, +DVY .+ (uy,+vx, ) VD
elde edilir ki,bu

u = uxr+Dvyr ve V = UYp+vX,.
olmasim gerektirir.

iii),iv). U_p+v_ VD= (u+wD) (x,+y,VD) T

(u+wW/D) (Xp+y, VD)~ *

1

(u+w/D) (X~y,VD)
= uX—DVy,+(VX,.—uy,)VD

olur. Bunun anlam:,

U_p=UuxX,.—DVy,. ve V_p=VXp—uy,
olmasidir.
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Dijer ifadeler de benzer olarak g-osterilebilir.

$imdi verilen bir sabit katsay:1l: genel konik denklemlerini

inceleyelim. Bunun icin Snce asadidaki tanim verelim.

TANIM 2.2.3 (Latis noktas: ). Diizlemde bilesenleri tamsay: lar o-
lan noktalara Latis noktas: ad: verilir.
Tamkatsay: 11

£(x,y)= Ax*+Bxy+Cy>+Dx+Ey+F =0 (2.2.24)
konik denklemini ele alalim. Eder (2.2.24) denklemi bir para-—
boll temsil ediyorsa , a,b,c,d,e say: lar: birer tamsay: ve

& = ad-be # 0 olmak Lizere (2.2.24) denklemi
(ax+hy)2+cx+dy¥e =0 (2.2.25)
seklinde yazi labilir. Buradan ,

1 A
= (bu=+dutbe) (2.2.26)

X

1
b4 = (au®+cu+ae) (2.2.27)

esitliklerini elde ederiz. Biylece su sonu; ortaya ¢1kar.
(2.2.25) parabolii Uzerinde latis noktas: olabilmesi i:in gerek
ve yeter sart,

aui+cu+ae=0(mod |=1) (2.2.28)

buZ+du+be=0(mod [=]) (2.2.29)

kongriianslarinin her ikisi de u nun ayn: dederi icin saSlanma-
sidir. Bu kongriianslar bir u, tamsay:s: icin sadlani yorsa bu
takdirde (2.2.26) ve (2.2.27) esitliklerinde , t herhangi bir

tamsay: olmak Lizere u = u,6+at dederi yerine yaz: larak x ve

y dederleri bulunur. Boylece (2.2.25) paraboll ilizerindeki tiim
latis noktalarim bulmak icin t= 0,¥1,¥%2,...,%r seklinde

sonlu dederler vererek
x = g3(t) Yy = hj(t) i=1,2,...,r

formillerini kullanmak yeterlidir. Burada g;(t) ve h;(t) poli-
nomlar: birinci veya ikinci derecedendir. ve bunlardan en az
biri ikinci derecedendir. r sayi1s1 da (2.2.28) ve(2.2.29) kong-

riianslarinin olusturdu3u sistemin (mod [~|) ya gore birbirine
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kongriient olmayan sSziimlerinin sayi1s:dir. Boylece bir parabol
tizerinde ya hi: latis noktas: yoktur. Ya da sonsuz say:da la-
tis noktas: vardir.
JRNEK 1. 2x*-3y-1=0 parabolii iizerinde ,

2x*-1=0(mod3)

kongriiansinin ¢Sziimli olmad:3i1ndan hic bir latis noktas: yoktur.
ORNEK 2. x>-2xy+y’-x—-2y=0 parabolii ilizerindeki latis noktalar:

ni inceleyelim. Bu parabol
(x-y) *—x-2y=0

gs¢eklinde yaz:i labilir ve
u2-u =0(mod3)

kongriiansinin ¢dzimleri wu,=3t veya u,=3t+1 +t =2 olur.Yine
-u*-2u =0(mod3)

kongriiansimin ¢Sziimleri u,=3t veya u,=3t+l1 t=Z2 olur ki

u, ve u,,her iki kongriians: sa3lar. Buradan

x = 3t*+2t , Yy =3t>-t t=2
ve

Fd

x =3t%*+ 4t+1 ; y = 3t%+t t=
bulunur.
ESer verilen konik denkliemi elips veya daire ise bu durumda
her iki konik Uzerinde sonlu say:da latis noktalar:1 vardir Sy-
le ki bunlar deneme yoluyla bulunur.
$imdi hiperbolii ele alalim. Problem verilen bir hiperboliin her
hangi bir latis noktasindan gecip gecmediSidir. Dijer problem-—
de latis noktalarindan gecti3ini bildidimiz bir hiperboliin bii-
tiin latis noktalarim bulmak izin bir metot vermektir.
Dve N do@él say! lar olmak Lizere tamkatsay:1l: lineer doniisiim—

ler yardimi yle bir hiperbol denklemi

U*-pvi=N (2.2.30)

geklinde bir denkleme doniistiiriilebilir. Boiylece problemimiz
(2.2.30) denkleminin

u =u(mods) ’ v = v(modz) (2.2.31)
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kongrianslari ni sa@lajan u ve v tamsay: l:1 ¢Szimleri bulma prob
lemine indirgenmiz olur.Burada # , v ve £ tamsay: lar: (2.2.24)
denkleminin katsay: lar1 cinsinden ifade edilen katsay: lardir.
ESer D say1s:1 karesel bir say: ise (2.2.30) denkleminin sonlu
saylda ¢oziimi vardir. D karesel bir say: dedilse bu durumda
(2.2.30) denkleminin ya hi: ¢oziimli yoktur ya da sonsuz say:da
coziimi vardir. ESer (2.2.30) ¢dziilebilir ise zuziimlerinin hep-—
si Teorem 2.2.14 de verilen temel :Sziimler yardim yle bulunur.
Sonugzta bulunan bu zoziimlerden hangilerinin (2.2.31) kongriians-

larim1 safladidim bulmak kolaydir.
drnedin, 5x*-14xy+7y*=-1 hiperbol denklemini alalim.

u=5x-7y ve v=y
yazarsak,

u?-14vi=-5 (2.2.32)
gsekline ddnlislir. Buradaki wuw ve v goziimleri

us5x-7y=—2v(modS5) (2.2.33)
kongriiansini sadlamalidir. (2.2.32) denkleminin temel ¢oziimii

* 3417 diir ve onun biitiin sozlimleri

ut+wTd= T (3+/T2) (15+4vIZ)R, n=M (2.2.34)
ve

utwid= ¥(-3+/T7) (15+4vIZ) D, nenl (2.2.35)

dir. Eder n=2m ise (2.2.34) den ,

u=(-1)M3(mod5) , v=(~1)M(mod5)
ve (2.2.35) den ,
u=(-1)M2(mod5) . v=(-1)"(mod5)
elde edilir. E3er n =2m+l1 ise (2.2.34) den ,
u=(-1)M(mod5) s v=(-1)™2 (mod5)
ve (2.2.35)'den
u=(-1)"(mod5) , v=(-1)M3 (mod5)
elde edilir.
Boylece (2.2.33) kongriians: , (2.2.34) formiiliinlin al:nmas:yla

sadland:1 31 ,fakat (2.2.35) in alinmasiyle sadlanmad:3:1 goriilir.
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Sonu¢ olarak  5x%*-14xy+7y>=-1 denkleminin cSziimlerinin bii—

tiin ciimlesi

1
x= s (u+7v) , y=v

badinti s1yla elde edilir. Buradaki u ve v , (2.2.34) den belir-
lenir. (2,1) , (-2,-1) , (58,27) , (—58,—27) noktalar: verilen

denklem icin birer latis noktalaridir.

X2+yi=z2 Dt OPHANT! NE DENKLEM!

X*+Y*=Z* diophantine denkleminin pozitif tamsay: lardaki ¢ozum-

lerini arastiracadi1z. ESer (x,y)=d ise bu takdirde
x=dx, , y=dy, ., Xx,,y,=Z
olur ve
d*xi+d*yi=z*
ifadesinden dZ*1z* olup buradan dlz elde edilir. Boylece
(x,v,2)=((x,y),z)=d4 olur. Bu ise

(x,7.2)=(x,y)=(x,2z)=(y,z)=d

olup
X X1 s (2 %ve [5Y =221 =[52]-
I‘d."l +I_d_| v |_d_| ve I_ d‘d _I I_ d‘d _I I~ d'd J 1
elde edilir. ESer x,,y, ve z, tamsay: lar:1 aralarinda ikiser i-

kiser asal olan U coziim ise bu soziime ilkel ciSziim ad: verilir,

Biylece verilen denklemin her x,y ve z tamsay: ¢ozimd x,,y,ve
z, ler ilkel ¢Sziim olmak ilizere dx, dy, ve dz, formundadir.

Bu yiizden verilen bir x*+y*=z® diophantine denkleminin ilkel
coziminlin bulunmasina ihtiyas vardir. Bu c¢Szimi bulmaya sali-—
salim.
x ve y her ikisi birden ¢ift olmayan tamsay: lar olsun. Bu du-—~
rumda x ve y tek tamsay: lar ise

x*=1(mod4) ve y*=1(mod4)
olur ki, bunu sadlayan bir z tamsay: s: bulmak mumkiin dedildir.

Benzer sekilde her ikisi birden c¢ift olursa bu takdirde
(x,v.2) =1 olmaszyle zelisir. O halde y zift , x ve z tek tam—

say! lar olsun. Ozaman
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- Z+X - F Z—X - - Y e

I_TJ I_TJ = I_EJL (2.2.36)
olur.

- Z¥X Z-X - - Z+X  Z—X -

i N ah el
ve

- Z4+X Z—X - I - Z+X zZ-X -

== . = ]l [ - ]=x
olup

- Z+X Z=X -

|55 1=z
dir,

Burada (2.2.36) denklemi ile (z+x)/2 = r* ve (z—-x)/2 =s8?

olacak sekilde r ve 38 pozitif tamsay: lar:1 olsun. Bu durumda
(r,s)=1, r>s , x=r*-s*, y=2rs ,z=rZ+s?

oldudu goriiliir. tstelik z tek ise r ve s den biri tek, dideri

cifttir..
Dijer taraftan r>»s»0 , (r,s)=1 ve biri tek dijeri zift ola-

cak sekilde herhangi iki tamsay: olsun. O zaman
x=r*-s* |, y=2rs , z=ri+g®
olup x , ¥y ve z ler pozitif ve
x +y =(r*-s®) +(2rs) =r4-2rigi+gt+dariag?
=(r2+sz)i = z%
olur. y =ift ve x tek oldu3undan (x,y)=1 dir. Bununla bera-

ber y ¢ift olduiundan x,y ve z ilkel ¢oziimdiir. Bu ifadelerin
tamam: ndan asadidaki sonus elde edilir.
TEOREM 2.2.15. x*+y® =2z* diophantine denkleminin pozitif il-
kel gozimli y ¢ift , olmak iizere

X = ri*-g® , y = 2rs , z = r*+s?
seklindedir. Burada r ve s , biri tek dijeri cift, r>s>0 ve
(r,s) = 1 olacak sekildeki keyfi tamsay: lardir [1].
Bu denklemin genel hali olan, ax*+by*+cz*=0 diophantine denk-
lemlerinin coziimiyle ilgili olan asadidaki teoremleri ifade e-—

delim.
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TEOREM 2.2.16. a,b ve ¢ say:lar: abc square—free olacak zekil
de iz tamsay: olsun. Bu durumda ax*+by*+cz® diophantine denk-
leminin hepsi si1fir olmayan x,y ve z tamsay: larina gore :iziile
bilir olmas: icin gerek ve yeter sart,asa3idaki zartlarin sa3d-

lanmasidir.

i) -bc , a nin kuadratik rezidiisii,
ii) —ac , b nin kuadratik rezidiisii,
iii) -ab , ¢ nin kuadratik rezidiisii,

iv) ax*+by*+cz*=0(mod8) kongriiansim:n hepsi :ift olmayan x,

Yy ve z tamsay: larina gore cidziilebilir olmasidir [6].

TEOREM 2.2.17.a,b ve c say:lar: abc square-free olacak sekilde
Uy tamsay: olsun. Bu durumda ax*+byZ+cz*=0 diophantine denk

leminin ¢Szlilebilir olmas: iz in gerek ve yeter sart ,
ax<+by*+cz*“=0(modN)

kongriiansinin (x,¥v,2,N) = 1 olmak iizere X,y ve z tamsay: la-

rina goire her N tam modiilii izin z&ziilebilir olmasidir [6].

2.3 UCUNCU VE DORDUNCU DERECEDEN BAZI DIOPHANTINE DENKLEMLERI

X7+Y? = Z? DIOPHANTINE DENKLEMLERI

LEMMA 2.3.1. X +3y = z denkleminin blitiin cdzimleri
x+yy=3=(p+q=3) , z=pi+3q*
formiiliiyle verilir. Burada (x,y) =1 , 2z pozitif tek tamsa-

yi ve p,q lar (p,3q)=1 olacak sekildeki biri tek dijeri zift
tamsay: lardir [5].
Srnedin , n=2 izin p=1 ve g=2 alindi3inda x+yw=3=%(1+2v=3)*%
x=-11 , y=4 ve z=13 bulunur.
n=3 izin p=2 q=3 alindidinda x=-154 , y=—45 , z=31 bulunur.
X,,Y,; ve z tamsay: lar, z,en kiiciik pozitif tamsay: olacak
zekilde

x*+y =27 (2.3.1)

denkleminin s: f: rdan farkl: ;dziimleri olsun. (x,,¥,)=1 kabul

edersek (x,,y,)=(x,,z,)=(y,,z,)=1 olur. Bu say:larin ikisi tek
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olmalidir. x, ve y, in tek oldufunu kabul edelim. x, ve z, tek

olsayd: (2.3.1) denklemi

x*+(-z)*=(-y)*®
formunda yaz: labilirdi ki bu (2.3.1) denklemi ile aynmidir. 5im-
di p ve g lar aralari:nda asal ve biri tek dideri ¢ift say: lar
olmak lizere,

xX,=ptq , ¥Y,pP~q
alalim. Biylece X ve y tek olur. Bunlar (2.3.1) de yerine ya-
z1linca ,

2p(p*+3q*)=23 (2.3.2)
elde edilir. p nin s: firdan farkl: oldudu aciktir. $imdi z nin
3 ile bSliinebildi3ini veya boliinemedi3ini inceleyelim. t1lk ola-
rak z , 3 ile biliinemesin. Boylece (2p,p*+3q<)=1 oldudundan

=4x® , p*+3qi=® , z=2uxF
olmalidir. (p,q)=1 olduiundan Lemma 2.3.1 den p3+3g*=f® denk-

leminin
p+qi/=3 = (r+sv/~3)°

seklinde czoziimli vardir. Buradan
p=r(r*-gs*) , q=3s(r®-s®)

olur. Fakat p=4w® oldudundan
r(r*-9s®*)=r(r+3s)(r-3s)=4x”

olmalidir. r ve s (r,3s)=1 ve biri tek dideri zift ve r,r+3s,
r—-3s aralarinda asal olmalar: nedenivle

4

r+3s=k* , r-3s=t* , r=§

olmalidir. Bu ifadelerden
k3+t3=m3

elde edilir. k,t ve m nin s firdan farkl: olduklar: acikt:r.
$imdi
Imi<1z!

oldudunu gtsterelim.
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z=ktmp' , B=r*+3s2:16

oldu3undan ,
z
mii|l—1<lz
Imi I16 i<lzl
oldusu goriiliir.
Kabul edlim ki z , 3 ile boliinsiin.0 zaman (2.3.2) den dolawy:

P, 3 ile bolunebilir ve her iki taraf 9 ile kisaltilinca

2p 2 P yzy - Z =
3 (T ¥3( 3 )7 =3(3)

olur. Burada soldaki carpanlar aralarinda asal olduiundan
p=36uc® , q*+3( g YE=p% , z=6up

dir. Tekrar Lemma 2.3.1 den
q+ B V=3 = (r+sv=3)°

¢ozlimlinden
p=9s(r*-s?)=36xc* veya p=s(r2-s?)=4«?

yaz: lir. Fakat s,r+s ve r+s ifadeleri , (r,s)=1 oldujundan a-

ralarinda asaldir. Boylece

«

r+s=k? , r-s=—t% , s=

R

ve

k3+t3*=m?
elde edilir. Burada k,t ve m si1firdan farkl: say: lardir. Bunun
la beraber

z=-3ktmf , p=r=+3s*:48
ve

z

Imlﬁlzzzlﬁlzl
dir.
Boylece z ¢ift olmak iLizere s:firdan farkl: x,y ve z tamsay: la
rimin (2.3.1) ¢oziimli olarak baslay:p, m{z olan yeni bir k,t,m
cozimleri elde edildi. Fakat bu ise z nin bir en kiiciik cozim

olmas:yla celisir. Boylece
xZ+y7=z?

denkleminin 31 firdan farkl: tamsay: cdziimlinlin olmad:i3dim ifa-
de eder [5]. ‘
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X%-Y%=zZ* DENKLEM!

TEOREM 2.3.1. xt-yi=z2 (2.3.3)
diophantine denkleminin x,y ve z do3al say: lar:na gore hig bir
cozlimld yoktur.

tspat. x,y ve z nin pozitif olduklarim: kabul edelim. Eder

Y _
——Yi ’

d 2=% 1

X
, =d i , — =X ’ .
(x,y) se 3 : 3z

alinirsa , (2.3.3) denklemi z, bir t tamsay: olmak iizere
xi-yi=zi
denklemine donisir. (x,,y,)=1 olduiundan (x,,z,)=(y,.z,)=1

dir. Boylece x,y ve z ler aralarinda ikiser ikiser asal kabul-

ederek teoremi ispatlamaya calisalim.

y%+z% , 4 ile bSlinemedidinden x tektir. 3imdi (2.3.3) denkle-
minin [x,y,z] <¢ozimine sahip olduiunu kabul edelim. Burada x
(2.3.3)denklemini sajlayan en kiiciik pozitif tamsay:dir.

tlk olarak y nin ¢ift olma durumunu gczoniine alalim. Bu tak-
dirde x*+z ile x*-z nin en bliylik ortak bileni 2 dir. Bu sa-
yilarin carpim 16 ile boliinebilirdir. Bu sarpanlardan biri

2 ve dideri 8 1ile boliiniir. Bu nedenle

1 L 1 % e
—-{(x- - Z ve —(x°= + z
2( ) 8( )

say: lar: aralarinda asaldir ve bunlarin carpim dordiinci kuv-
vetten olduiundan kendileri de dordiincii kuvvetten olmalidir.Bu
nedenle ,

x* T z=2a% , x* F z=8b?

olup, burada a tek, y=2ab ,(a,b)=1 dir.
Bu son iki esitlikten

denklemi elde edilir. Bu denklem (x +a®)(x-a*)=4b®* olarak
vyaz:i labilir. Soldaki iki carpanin en bliyiik ortak boleni 2 ol-
dusundan

x+a®=2¢c? , x-a®*=24¢
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olarak yaz: labilir. Burada c ve d , b=cd olacak sekilde arala-
rinda asal dodal say: lardir. Yukaridaki esitlikler taraf tara-
fa <¢i1kartilirsa

ai=c%—d%
denklemi elde edilir. y bir cift say: olmak lzere (2.3.3) Un

bir [x,y.2z] coziminden baslandidinda , yeni bir [c,d,a] ¢ozi-

miniin oldu3du sonucuna var:ilir. Bu cdzim

c<2acd=y <x
ecitgizlilini sadlar. Bu ise x in tanim yla bir tezattir. O
halde y ¢ift olmas: durumunda (2.3.3) denkleminin bir tamsawyn:
¢oziimli yoktur.
$imdi y nin tek oldujunu kabul edelim. (x*-y%,x*+y*)=2 olduiun
dan z ¢ifttir. Ozaman (2.3.3) den

x%+y*=2a* , x*-y*=2b%

sonucuna var:i lir. Burada a ve b ler 2z=ab ve aralar:inda asal

olacak sekildeki dodal say: lardir. Ozaman
x*=a%+b* , y*=a®-b*

ifadeleri taraf tarafa carp: ldi3inda ,
(xy)*=a® - b*

elde edilir. y bir tek say: olmak iLizere (2.3.3) denkleminin
[x,y,2] soziiminden baslandidinda , yeni bir [a,b,xy] ¢oziimu

elde edilir. Fakat

a ¢ va*+b® =x

olduiundan bu x ile ilgili hipotezimize tezattir. Bu da z=0
olduiunda (2.3.3) denkleminin ¢oziilemedidini gosterir.

TEOREM 2.3.2. x* + y% = z2 (2.3.4)
diophantine denklemi x,y ve z do3al say: larina gtre hig bir
coziime sahip dedildir.

tspat. x,y ve z say: larim ikiser ikiser aralar:inda asal ka-

bul edelim. Bu durumda (2.2.4) denkleminde z tek,x ve y sayi-
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larindan biri zift olmalidir. y ¢ift olsun. (2.3.4) denklemi-
nin [x,y,z] ¢Sziimine sahip oldu3unu ve z nin bu ¢Uziimin en kii-

cuUk dederi oldudunu kabul edelim. (z+x*,z—x*)=2 oldudundan
(z+x2) (z—x*)=z%-x%=y*

elde edilir. a tek ve b ile aralarinda asal pozitif tamsay: lar

olmak lLizere
z—x2=2aa ’ Z+x2=8hd ’ anh (2 -3. 5)

elde edilir. (2.3.5) ifadesinde z yi yok etmekle
tx2i=at-qp?

elde ederiz. Burada (+) isareti secilmelidir. Ciinkii (-) isaret
lisi (mod 4) i sadlamaz. (x+a®,a®*-x)=2 oldudundan yukar:daki
ifadeden

a*+x=2c? , a*-x=2d* , b=cd
elde edilir. Burada c ve d aralarinda asal pozitif tamsay: lar-

dir. x yok edilerek
a2=c 4+dﬂ-

elde edilir. Boylece [x,y,z] nin (2.3.4) denkleminin bir ciozi-

mJi olmas:,yveni bir [c,d,a] cozimiiniin varli3in1 gosterir. Fakat
z=a®*+4b? > a? : a®

olduSundan bu z nin en kiiziik sSziimi olmasiyla celisir. Bu ise
(2.3.4) denkleminin X,y ve z say: larina gore cozlminiin olmad: -

d1m1 verir.

TEOREM 2.3.3. x* - y? = 2z (2.3.6)
diophantine denkleminin x,y ve z doSal say: larina gore cozlimii
yoktur.

tspat. x,y ve z aralarinda asal olduSunu kabul edelim. (2.3.6)
denkleminde x ve y her ikisi tek ve z ¢cift olmalidir.
(x*+y%,x+y,x~y)=2 olduSundan (2.3.6) denkleminden

x*+y*=2a* , x+y=2b* , x-y=2c* (2.3.7)

oldudu goriiliir. Burada a,b ve ¢ ler aralarinda asal doSal sa—
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y! lar ve z=2abc dir. (2.3.7) deki en son iki esitlikten
x=b*+c* , y=b*-c*

elde edilir. x ve y nin bu dederleri (2.3.7) deki ilk denklem-

de yerine yazildidinda ,

a*=p*+c?
ezitliSi bulunur.
Fakat Teorem 2.3.2 ye gore bu denklem a,b ve ¢ dodal say: lari-
na gore ;oziilemez. Bundan (2.3.6) denkleminin z¥0 icin tamsay:

cdzimine sahip olmad: 31 sonucuna var: lir.

TEOREM 2.3.4. x* -y* = pz® (2.3.8)
diophantine denkleminin,p=3(mod8) seklinde asallar olmak Lizere
X,y ve z do3al say: larina gore caozimi yoktur.

tspat. ilk olarak z nin tek oldu3unu kabul edelim. Bu durumda

vya X ya da y sifttir. ilk durumda yani x ¢ift y tek oldudunda
-1=p(mod8)

ikinci durumda yani, x tek y ¢ift olduiunda
1=p(mod8)

elde edilir. Fakat p=3(mod8) olduiundan bu imkansizdir. Bu ne-—
denle z cifttir.

$imdi (2.3.8) denkleminin [x,y,z] coziimiine sahip olduiunu ka-
biil edelim. Burada x en kiiciik pozitif dedere sahip olsun. z zo-

runlu olarak 4 ile boliinir. (x-y,x+y,x“+y%)=2 dir. Bu durumda
xty=2u* , xFy=apv® , xE+yi=2w®  (2.3.9)
sistemini veya

xty=2pu? , xFy=av® , xZ+yc=2w® (2.3.10)

sistemini elde ederiz. Burada,u,v ve w aralarinda asal pozitif
tamsay: lar, u ve w tekdir. x ve y nin yok edilmesiyle (2.3.9)

dan
ud+4pivi=y? (2.3.11)

ve benzer olarak (2.3.10) dan

prut+avi=w?
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elde edilir, bu denklemden
w+pu*=2a?® , w-pu®*=2b*"
oldudu goriiliir. Burada a ve b ler aralarinda asal doJal say: -

lard: r. Bu nedenle

pu®=at-b*
dir. Bu diophantine denklemi (2.3.10) ile aym tiirdendir. Fa-~

kat burada u tekdir ve (2.3.10) da z nin ¢ift olmas: gerektigi
gosterilmisti. Ote yandan, (w+2pv®,w-2pv®)=1 oldudundan
(2.3.11) denkleminden a ve b aralarinda asal pozitif tamsay:i -~

lar olmak iizere

wt2pvi=a? , w—-2pvi=b*?
olduSu goriillir. Bu ifadelerin taraf tarafa ¢i1kart:i lmasiyla
a*-b*=p(2v)*

bulunur. Boiylece ([x,y¥,2] nin (2.3.10) denkleminin bir ¢i-
ziimli olmas: kablilu yeni bir [a,b,2v] cozimlinlin varli3ina gotii—

riir. Fakat

a $f a*b* ¢ a*b*+2pv: = ui+2pvt = x

oldudundan bulunan :dziim x e iliskin hipotezle teliskidir.Ohal-
de (2.3.8) denklemini sadlayan x,y ve z doSal say: lar: yoktur.
Bu teoremde p ye iliskin ki sitlama gerekliydi. Halbuki
p=1i(mod8) , p=5(modB) ve p=7(mod8) asallarinin her biri izin
(2.3.8) denkleminin ¢oziimi mevcuttur. Mesela, (2.3.8) denklemi
p=41 icin [5,4,3] cozimine,p=5 icin [3,1,4] ¢ozimiine ve p=7 i-
¢in [4,3,5] coziimline sahiptir.

TEOREM 2.3.5.(Fermat‘'in son teoremi).
xP + yO = 2B (2.3.12)

diophantine denkleminin n>2 halinde pozitif tamsay: larda hig
bir goziumli yoktur ([7].
Fermat'in bu teoremi bliyiik bir Une sahiptir. Fermat, diophan-

tine aritmatidinin bashet baski s:nin kopyasinda ispatlamadan
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iddia etti ki (2.3.12) denkleminin, s: firdan farkl: tamsay: la-—
ra gore zozimd yoktur.

Biylece gercekten teoremin ilging bir ispatim: yaptidina ina-

ni1yordu. Fakat onun bu ispat: hicbir yerde ifade edilmemistir.
$imdiye kadar Fermat'in son teoremi sadece n nin Szel dejerle-—
ri icin ispatlamm:=tir.

n=4 olmas: durumunda Fermat,gercekten iddia ettidini ispatlad:.
Teorem 2.3.11. de sadece z% yerine z? alarak yapt:i. n=4 halin-

den baska n nin p gibi tek asal olmas: durumunda da baz: ince-

lemeler yapi lmstir. Fermat'in iddiasinin p=3 icin dodiru oldu-
Su sayfa 26 da gosterildi. 1928 de Legendre ve dirichlet p=5
icin ispatladi lar. Onlarin ispatlar: sonsuz descent metodu Lize

rine kuruludur.
Kummer,Fermat‘'in son teoremini p=11,13 ve baz: biiyiik asallar i

¢in ilk olarak ispatlamay: basarmistir [6].

2.4 Q(\Vm) DE BAZI Dt OPHANT! NE DENKLEMLER!

Q(v¥5) de ax + by = c Dt OPHANT! NE DENKLEMLER!

ax+by=c dekleminin a,b,c ler tamsay: olmak iizere, tamsay: lar
da ;oziimleri kesim 2.1 de incelendi. Buna paralel olarak Q(W5)
de ax+by=c denklemlerin :iSziimlerini inceliyecediz.

1+/5
2
say: larmin s+t) formunda oldufunu gordiik. Kesim 2.1 deki gaozlm

olmak iizere Kesim 1.6 da Q(V5) cisminin tam-

fed

8,tsZ ve 2=

metoduna benzer olarak reel say: lardaki siirekli kesir acilim-
na benzer siirekli kesir acilimina ihtiyacim z vardir.Q(v5) cis-
minin elemanlar: tek tiirlii bir sonlu siirekli kesirle temsil e—
dilir. Bdyle bir siirekli kesir mevcut ise bu siirekli kesir .-
kesri olarak bilinir.

Rosen [10] her sonlu mq kesrinin Q(lq) sayl cisminin bir elema-
nm olduiunu ve Leutbecha [9] de q=5 icin Q(/5) cismindeki her
eleman: sonlu bir »_. kesrine sahip oldujunu gostermistir. Do-
lay1 s1yla bir reel sayimin Q('Y5) cisminin eleman: olmasi icin
gerek ve yeter sart, bu sayimin bir »_ siirekli kesir acilimina

ve her reel sayimin tek tiirlii 2 _kesir acilimina sahip olmas:idif
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Q(V5) cismindeki 2 kesirleri,

£
r a2+ Sl §
2 F o+

s
-

slirekli kesir formundad:r. Burada q sabit , 1=2cos(%) ’

*, q23 , r =2 ve il icin ry=Z' dir. Bundan sonra ’_yerine

q=2z
2. kesri alinacaktir.

TEOREM 2.4.1. p,q,r =2(V5) olsun. Birimler hari: p,q,r lerin

aralari nda asal olduklar:ni kabul edelim. Bu durumda

pxt+qy=r
diophantine denklemi, Q(Y5) de tamsay: c¢dziimlerine sahiptir.

ESer Xx,,Y, bunun bir Szel soziml ise diSer herhangi bir ¢iozimii

X =x,+qt , ¥y = y,-pt

formunda verilir. (p,q)=d ve dlr ise

denklemi Q(W5) de :Sziilebilirdir [8].

t spat. Rasyonel tam say: larda oldu3u gibi Snce pxt+qy=1 denkle-—
mini ¢ozelim. Bu p/q nun tek olarak % kesrine aci1lim ile ya-
pr lir. Sondan bir Snceki yakinsayan x ve y dederlerini verir.

px+qy=r yi zozmek icin x ve y dederleri r ile carpi:l1r.

Eder Szel bir cozim x; ,y, ise, biitlin t=2(2) icin

X=x,+qt , y=y, - pt
yazarak sonsuz tane x,y cczilmleri elde edilir. Ek olarak
a,b=Z(v5) de herhangi bir cSziim ise yani pa+gb=r ise
a=x,+qt , b=y,~pt dir baz: t ler icin bu ac:1ktir. Zira
pa+gb=r ve px,+qy,=r olmasindan p(x,-a)+q(y,~b)=0 dir. Boy-
lece p(x,-a)=—q(y,~b) olur. (p,q)=1 olduiundan ply,~b olur.
Biylece pk=y,~b . Fakat p(x,~a)=—qpk oldu3undan x,-a=—qk olur
ki bu da teoremin ispatin: tamamlar. Son olarak teoremin son
coziimleri kolayca ilk :zoziimlerinden elde edilir. {iunkii p/d,q/d4
r/d aralarinda asaldir. 3imdi bu teoremin bir uygulamasin: ve-—

relim.



55

ORNEK. (3+72)x + (5-22)y = 6+52 (2.4.1)
denklemini zdzelim. 2% , 2 kesrine asildidinda ,
3+72 1
=35 < 52 +
—4 m - 3' _ 1
o~ 3"‘

formunda olur. Sa3d taraf hesapland:3inda

487+7882
g77¥60

gseklini alir. Pay (34+552)(3+72) ve payda ise (34+552)(5-22),

(552+34=2!?) dir. Sondan bir Snceki yak: nsayan

52+ — 1 = 19624100

i3

dir. Boylece x=(202+19) ve y= —(1962+100) olur.Bu
(487+7882.)x + (972.+60)y = 1

denkleminin bir coziimiidiir. x =(202+19)(52+6) = 214+315% ve

y = —(1962+100) (52+6) = —-(26562.+1580) da

(487+7882)x ' + (9724+60)y - = 6+52 denkleminin bir ¢Sziimli oldu-
3u goriilir. Boylece (2.4.1) denklemini cSzmek icin (34+552) bi-

rim carpan:1 ile x ve y carpilmalidir. Bu durumda
(3+72)x - + (5-22)y ' = 6+52

denkleminin ¢0Oziimu

x“ = (214+3152) (34+552) = 2460+398052
y"” = —-(1580+26562) (34+552) = —(199800+3223284)

dir. Bir cozimli bilindiJjine gore blitiin :sSziimleri (p,q)=1 olmak
Lizere
x=x"+qt , y=y”-pt, ts2(V5)

seklinde verilir.

X + Y® = z° D! OPHANT! NE DENKLEM!

x> + y* = z3diophantine denkleminin x, y ve z pozitif rasyonel
tamsay: larina gore ¢oSzimiiniin olmadiSi1m gosterdik. $imdi

o + g% + ¥¥ = 0 denkleminin Q(v=3) kuadratik cisminde si-—
firdan farkl: tamsay: lara gore cSziilemez oldu3u gosterilecek
ve bu «f + g% = ¥% denkleminin s: firdan farkl: tamsay: lara go-

re Q(V=3) de oziilemeyecedinin ispatiyla aymidir. Glinkii bu
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denklem
x® + g% +(-¥3) = 0
seklinde ifade edilebilir.
Bu inceleme boyunca, w ile L:li%fﬁl yi gostereceqiz ve bu

W, wW> = 1, w*+w+1l = 0 denklemini sadjlar. Bsylece Teorem 1.6.12
den Q(v¥=3) kuadratik cisminin birimleri ¥ 1, ¥+ w, * w2 dir ve
bu cismin herhangi bir asal: =3 diir. Bundan boyle asal: &
ile gosterecediz.

# , birimlerin altis1 ile de zarpilinca, elde edilen

=3 (2.3.1)

+4¥%*=0 denkleminin

t(1-w) , T (aw), T (wwr)=%2s
say1 larin hepsi # min ilgilileridir. o>+p
cozililemeyecedini gostermeden once asadidaki lemmalar: ifade e-
delim. -

LEMMA 2.4.1. Q(V=3) kuadratik cisminin her bir tamsay:s: & mo-
diiliine gtcre 0,1 veya —1 den sadece birine kongriienttir.
tspat. a ve b ler ikisi birden :ift veya tek olan rasyonel tam-

say1 lar olmak Lizere Q(vY=3) cisminin, gigﬁ tamsay! s1n1 gdzonii-
ne alalim. O zaman gi%& de bir tamsayidir ve biylece

% (a+be) = % (bt+att) + 2a = 2a(mod p)
dir. Buradan 2a rasyonel tamsay:s: 3 modiiliine goire 0,1 veya -1
den birine denktir ve &3 olup bu da lemmay: ispatlar.

LEMMA 2.4.2. %2 ve 7 , Q("/~3) cisminin & ile boliinemeyen tamsa-

y: lar: olsun. Eder

£=1(mod &) ise %%=1(mod &%)
4=—1(mod &) ise 2%=-1(mod &%)

£¥+n°=0(mod &) ise 2%+n*=0(mod &%)

ve son olarak

£3-n*=0(mod &) ise 23*-n*=0(mod #%)
dir.
tspat. Lemma 2.4.1 den 4= il(modB) oldu3undan birinci durum o-

larak 4Z=1(mod #) ise Z=1+g# olacak sekilde & tamsay:1s: vard:r.

Buradan #9%=9 oldu3undan
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£3=(1+88) S=1+3p8-96 %+ *=1+3p8+6 >0 (mod &%)

yazilir.
3pg+pe3= 83(p%~p) = B3(B(F-1)(F+l)
seklinde ifade edilir. Fakat Lemma2.4.1 den & , f(p—1)(g+1l) in
bsleni olduiundan £3=1(mod &%) elde edilir.
tkinci durum olarak i=(—-1)(mod #) ise (—£)=1(mod #) olup

(~£%)=1(mod %%) ve buradan
£%3=(-1) (mod &%)
elde edilir.

$imdi %£°=<(mod #) oldudundan &, £(%4-1)(£+1) in bir bslenidir.
ve £%+7°=0(mod &) olmasi %+n=0(mod &) olmasin: gerektirir.
Eder 4=1(mod &) ise +w=-1(mod &) olup

£+ =0(mod &%)

b1

bulunur. Son olarak £ -n®=0(mod &) ise £3+(-n)*=0(mod &) olur.
Bu da

234 (~4) *=0(mod &%)

olmasidir.

LEMMA 2.4.3. o« +g+y¥?=0 denkleminin Q(v=3) cisminde «, Ff ve
¥ tamsay: larina gore ;oziilebildidini kabul edelim. Bu takdirde
(x,8,%¥)=1 ise o zaman &, o, F ve ¥ dan sadece birinin bcleni-
dir.

tspat. & nmin « , F ve ¥ tamsay: larinin hi: birini boilmediSini

kabul edelim. Bu takdirde Lemma 2.4.2 den
¥i= *1 ¥ *1(mod 5%)

dir. tsaretlerin blitliin konbinasyonlar: gdziniinde bulunduruldu-
gunda &% in 3,1,-1 veya -3 iUn bir bdleni oldu3u sonucuna var:-
r1z. Halbuki &%=g olduSundan bu miimkiin de3ildir.0 halde ¢ nmin
w,p ve ¥ dan en az birini boldldu sonucuna variriz. Bununla be-
raber 8, onlarin her hangi ikisini bSlerse, Liciinciisiinii de bol-
mek zorundad:r. Bu ise hipotezimizle zelisir.

LEMMA 2.4.4. =, ve =, birimler ,r bir pozitif rasyonel tamsay:

3
=

ve &rfxpy olmak lizere o +s,p%+= (8T¥)%= 0 denklemi Q(V=3) cis

-
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minde si1 firdan farkl: '« ,f ve ¥ tamsay:i lar:1 icin goziilebildi-

3ini kabul edelim. Bu takdirde = = 1 ve r20 dir.
tspat. r>0 izin o®+=,F*=0(mod %) olduju gtriilebilir.
Lemma 2.4.2 yi uyguladidim zda «®+s,6%= ¥1+c (¥1)=0(mod &%) el-

de edilir. = birimi, ¥1 , *w , *w®* den biri olup isaretlerin

blitiin kombinasyon ihtimallerine gore ¥i+s=,(*1) ,2,0,-2,%(11w)

f£(1*w2) den biridir. Fakat &7 ,0 haricinde diferlerini bslmez
Clnkii. (1-w) ve (1-w?), & min ilgilileri, 1+w=—w2, 1+wi=—w bi-

rimlerdir ve N(i2)=4 dir. Halbuki N(8%)=27 oldudundan biitiin

bunlar:n sonucundan *i+s,(¥1)=0 oldudu goriilir ki bu da g, =%1

olmasidir.

Lemma 2.4.2 den u« +s, f°=0(mod &%) olmas: «®+=, K F=0(mod &%)

olmasinmi gerektirir. Bu ise 8% iin, =,(8Y¥%)® un bir bsleni ol-~

du3unu gosterir ki bu da r22 olmasidir.

LEMMA 2.4.5. £ birim ve r:2 bir rasyonel tamsay: olmak Lizere
o + T + g(8FH) =0 (2.4.2)

esitlidinin , Q(\/~3) cisminde si1 firdan farkl: hi¢ bir «,s ve ¥
tamsay: lar:1 yoktur.

TEOREM 2.4.1. x° + g% + ¥* =0 denkleminin Q('/~3) de s: firdan
farkl: hi: bir «,r ve ¥ tamsayr cozimi yoktur.

tspat. w® + g¥ + ¥® = 0 denklemini sajlayan s: firdan farkl:
o, f ve ¥ tamsay: larinin oldudunu kabul edelim. (o, g, ¥)=1 ala-
biliriz. Ozaman Lemma 2.4.3 den # min «,f ve ¥ dan birini bsl-
mek zorundadir. &Y olsun ve ¥ , 8 nin en yiiksek mertebesi o—
lan 8F 4ile bSliinsiin. Bu durumda

-g. - Brg.i

yazilir ve #&.tY¥, dir. Yine Lemma2.4.4 den r:2 olduiu sonucuna

I

variriz ve «° + g% + (8F¢ )%= 0 olur ki bu Lemma 2.4.5 ile

weliskidir. Yani bu denklemin coziimi yoktur.
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