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ULk

Bu calisma klasik topolojik uzaylar kategorisinin genis-
letilmesi olan topolojik kategorilerin incelenmesi hakkinda
olué g bdlimden olusmustur.

Birinci bélimde ilerideki bdlimlerde kullanilacak basa
topolojik ve kategorik kavramlar verildi.

Tkinci b#limde, Herrlich anlaminda tanimlanan topolojik
fanktorun tanimi verildi.Bazi iyi bilinen kategorilerin topolo-
Jik kategori oldugu egdsterildi.

Son bdélimde ise ikinci bdlimde incelenen topolojik
kategorilerin diskre ve indiskre yapilari karakterize edildl ve

bazi genel teoremler ispat edildi.



ABSTRACT

This study is about topological category which is a ge-
neralization of the usual category of +topological spaces. It

consist of three chapters.

In the first chapter, some basic topological and catego-
rical notions are given for later use.

In the second chapter, definition of topological cate-
gory in the sence of Herrlich is given and some well-known
examples of topological categories are established.

In the last chapter,the characterization. of discrete and

indiscrete objects of the categories considered in chapter two

is given and some basic theorems are proved.
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GIRIS

Topolojik uzay kavrami topolojik Lkategori kavramina,ya-
kinsak uzaylar:i, limit uzaylari, preordered uzaylari, borno-
lojik uzaylari i¢ine alacak sekilde Herrlich [2], Kent [3], Wy-
ler [10], Schwarz [9], Nel [8] ve digerleri tarafindan genisle-
tildi.

Bu calismada,Herrlich {27 tarafindan tanimlanan topolojik fank-
torlarin Uzerinde durulacak, bazi iyi bilinen kategorilerin to-

polojik kategori olduklari gosterilecek, bunlarin diskre ve in-

diskre vapilari karakterize edilecek ve topolojik fanktorlar

hakkinda bazi temel teoremler ifade ve ispat edilecek.



B bslimde ilerideki bslimlerde kullanilacak temel tanim ve

teoremler ifade edildi.

1.1 KATEGORI

TANIM 1.1.1 K bir sinif olsun. K'nin kategori olmasi icin K’-
daki tim nesnelerin (objects) sinifi, tim ddnisimlerin ( morp-
hisms) sinifi verilmeli ve ayrica verilen iki donlsim icin

bunlarin bileskesi tanimlanmalidir. Bu wveriler ayni =zamanda

asagidaki sartlari saglamalidar.

1. K daki her A nesnesi ig¢in 1p:A—>A birim doénilsimi vardir 3y-
leki her f:A—>B donlislimll icin folp =f ve her g:B—>A donilsimi
igin lpog=g olmalidair.

2. £f:A—B, g:B—>C, h:C—>D, olmak lizere bileske "o" islemi
birlesme OSzelligine sahip olmalidir. Yani ho(gof)=(hog)of saz-
lanmalidar.

Ayrica K(A,B):Hom(A,B)={f[ f:A— B donilisiim} clmlesi olmak lize-

re o:K(A,B)xK(B,C) — K(A,C) yazilabilir.

ORNEK 1.1.2 K=8ets, Tim clmlelerin sinifi bir kategoridir.

K nin nesneleri A,B,C...climleleri ve doénlisimleri de fonksiyon-
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lar olarak verilsin.Bilegke islemi olarak fonksiyonlarin biles-
kesini alalim.

1. Her A cilimlesi igin 1p : A—> A birim fonksiyonu vardir.Ayri-
ca her f: A—>B fonksiyonu icin felpa=f ve her g:B—>A fonksiyo-
nu i¢in ip~9 =g dir.

2. £f:A—B, g:B—>C ve h:C-—D olmak lizere fonksiyonlarda
ho{gof)=(hog)of birlesme 8zelligi saglanir. [7] Dolayisiyla

K=8ets bir kategoridir.

TANIM 1.1.3 (X,z) ve (Y,o) iki topolojik uzay olmak lizere

f:(X,T)—>(Y,0) sltreklidir denir ancak ve ancak her U€o icgin

f—l(U) € ¢, yani £ sz dir.

TEOREM 1.1.4 (X,t),(Y,c),{(Z,8) topolojik wuzaylar olmak lizere

£f:X—>Y ve g:Y—>Z slirekli fonksiyonlar ise h=gof bi lesik

fonksiyonu da sireklidir.[7]

ORNEK 1.1.5 K=Top, Tium topolojik uzaylarin sinifi bir katego-
ridir.

K nin nesneleri (X,z),(Y,0),(Z,8)...topolojik uzaylar, donlisim-
leri f:(X,T)—>(Y,0)} siirekli fonksiyonlar ve bileske de fonksi-
yonlarin bileskesi olsun.

1. (X,z)—>(X,T) olacak sekilde 1y:X—>X birim fonksiyonu var-
dir ve bu birim fonksiyonu silireklidir.{7] Ayrica her f:(X,t)—>
(Y,o) icin folx=f ve her g:(Y,0)—>(X,7) icin 1xog=g dir.

2. £:(X,t)—™(Y,0), g:(Y,0)—>(Z,8) ve her (Z,8)—>(W,un) olmak
izere f,g,h fonksiyonlari siirekli olduklarindan bunlarin bir-
lesimleri ho(gof), (hog)of de siirekli ve esittirler. Dolayisiy-

la Top bir kategoridir.
ORNEK 1.1.86 K=Grps; Tuim gruplarain climlesi bir kategoridir.



K'nin nesneleri (G,o)},{(H,=)...gruplari, doniisimleri grup homo-
morfizmi ((G,o0),(H,s)} iki grup ve £:G—> H bir fonksiyon olsun.
Her a,b € G icin f(aob)=f(a)sf(b) oluyocrsa bu fonksiyona grup
homomorfizmi denir.) ve bileske islemide fonksiyonlarin bileg-
kesi olsun. Kolayca gdrilirki Grps bir kategoridir.

NOT: Grup homomorfizminin bileskeside grup homomorfizmidir.

TANIM 1.1.7 1- K bir kategori olsun. Verilen bir C kategorisi
igin; eger C’nin nesne ve doniisiimleri K'nin bazi nesne ve do&-
nisimlerinden olusuyorsa ve K daki islem C’ye kisitlandiginda
kategori icin gerekli sartlar saglaniyorsa C’ye K’nin alt kate-
gorisi denir.

2-Eger nesnelerde kisitlama olupta, doniistimlerde kasaitlama ol-

muyorsa C’ye K nin dolgun(full) alt kategorisi denir.

TANIM 1.1.8 K bir kategori, i ve t K’nin nesneleri clsunlar.
1- K’'nin her A nesnesi ig¢in K(i,A)={i den A’ya giden d&nlistm-
lerin sinifi} tek nokta climlesi ise i’ye K’nin baslangic (ini-
tial) nesnesi denir.

2- K nin her A nesnesi icin K(A,t)={A dan t ye giden db&nlsiim-

lerin sinifi} tek nokta cliimlesi ise t ye K'nin son {(terminal)

nesnesi denir.

ORNEK 1.1.9 1~ K=Sets icin baslangic ve son nesneler sirasiyla
iz¢ ve t={x}=1 tek nokta cﬁmlesidif. Clnkii her A keyfi cimle-
si icin K(¢,A)=Bos fonksiyon ve K(A,t)={f{ f:A—>t}=sabit fonk-
siyondur.

2- K=Top icin i=(¢,{$}) ve t=({x},{$,{x}}) dir. £:(A,T)— 1

sabit fonksiyvon her zaman slreklidir. Glnkl f~l{¢}=¢ ve
£71({x})=A dir.



3- K=Grps da baslangic ve son nesneler aynidir, yani i=(e,o0)=t

dir.

TANIM 1.1.10 K bir kategori ve A,B € K olsun.

1- f:A—>B izomorfizmdir ancak ve ancak g:B~—>A vardir, Syle-

ki gof=Ip ve fog=Ip dar.
2~ £f:A~—>B monomorfizmdir ancak ve ancak verilen herhangi bir C

nesnesi ve iki déniistim g,h:C—>A ig¢in fog=foh ise g=h dir.

3- f:A—> B epimorfizmdir ancak ve ancak wverilen herhangi bir C

nesnesi ve iki déniligim g,h:B—>C i¢in gofzhof 1ise g=h dir.

ORNEK 1.1.11 K=8ets wveya Grups oldugunda izomorfizm birebir

ve Srtenlige denktir. K=Top ise izomorfizm homeomorfizme karsi-

11k gelir.[4] (Mono birebirlige, epi drtenlige karsilik gelir.)
1.2 FANKTOR

TANIM 1.2.1 K ve K iki kategori olsun. Eger K daki her A nes-
nesi ig¢in F(A) K’nln nesnesi ve K nin her £f:A—>B donlisimi ig¢in
F(£):F(A)—>F(B) K nin bir doniislimi oluyorsa ve

1- F(1pa)=1pa (her A€K ic¢in)

2- F(gof)=F(g)oF(f) sartlari saglaniyorsa F:K——éK'ne bir fank-

tordur denir.

ORNEKLER 1.2.2 1- K bir kategori ve A€K olsun. Bu durumda
K(A,-):K—>Sets de, her B€K icin K(A,B)= A dan B ye giden do-

niistimlerin cltimlesi Sets’in elemanidir ve her f:B—>C d8nisiimi

icin K(A,f)(g)=fog:A—>C bir dénlsimdiir. (Burada g:A—>B dir.)

Buna gdre K(A,-):K—>8ets’in bir fanktor oldugunu gdsterelim.
a) 1g :B—B olsun.



K(A,ig)(f)=1pef (Tanimdan)

=f (Kategori tanimindan)
K(A,1g) (£f)=1g(a,a)(f) oldugundan birineci sart saglanir.
b) K(A,g0f)=K(A,g)cK(A,f) oldugunu gdsterelim.
f:B—>C ve g:C—D fonksiyon olsunlar. Her h € K(A,B) icin
K(A,gof)(h)=(gof)oh ve K(A,g)oK(A,f)(h)=K(A,g) (foh)=go(foh) dir.
K bir Xxategori oldusundan (gof)oh=go(foh) dir. Dolayisiyla
K(A,gof)=K(A,g)oK(A,f) olur.
2- F:Sets—>S8ets ve S € Sets olsun. Her X € Sets igin F(X)=XxS
seklinde tanimlansin ve her g:X-—Y fonksiyonu icin F(g)=gxlg,

1g:8—>5 bir fonksiyon olsun. Bu takdirde F bir fanktordur
Gergekten,

a) F{lx)=1xxlg=1xx5=1F(X)

b) F(gof)=gofxlg=(gxlglo(fxlg)=F(g)oF(£)

3- U:Top—>Sets de U(X,z)=X wve f:(X,T)—(Y,0) icgin U(f)=f:
X—>Y olarak tanimlansin. Bu takdirde kolayca gdriilirki U
bir fanktordur.

a) U(I(x,z)=lu(x,=)=Ix

b) U(gofl=gof yine U(g)=g ve U(f)=f olduklarindan U(g)oU(f)=
gof. Dolayisiyla U bir fanktordur. Buna unutkan (forgetful)
fanktor denir.

4- D:Sets—>Top da her X € Sets ig¢in DX=(X,PX)=Diskre topoloji
ve her £:X—>Y fonksiyonu i¢in Df=f:(X,PX)—>(Y,PY) olsun.
Df=f stireklidir, cinkil tanim uzayi diskre uzaydir.

a) D(1lx)=1px=(X,PX)

b) (3) deki gibidir. O halde D bir fanktordur ve buna diskre
fanktor denir.

5- D*:Sets—>Top da her X € Sets icin D'X=(X,{#,X})=Indiskre

uzayr ve her f:X—Y ig¢in D*f=f stireklidir. Clinkli deger kiimesi

indiskre topolojik uzaydir. Fanktor oldugu kolayca gdriilir.
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Buna da indiskre fanktoru denir.

TANIM 1.2.3 F:K—>K fanktor olsun.

1- Her A,B € K ve her f:FA—>FB icin en az bir g:A—>B donlisimi

vardir ve F(g)=f ise F’ye dolgun (full) fanktor denir.
2- F’'ye diizenli (faithful) denir, eger her A,B € K wve her

f,g:A—>B ddnliglimleri ic¢in F(f)=F(g) ise f=g dir.

3~ F'ye amnestik denir ancak ve ancak f:A—>A icin eger F(f)=Id

=lg(a)y ve f izomorfizm ise f=Idp=1p olmalidir.

4- F hem dizenli fanktor, hem de amnestik ise F’ye belirli(con-

crete) denir.

TEOREM 1.2.4 U:K—>K diizenli fanktor ise

1- U epi ve monoyu yansitir.

2- U, K’deki degismell diyagrami yansitir.

ISPAT: 1- U:K—>K diizenli fanktor ve f:A—>B olsun. Her CEK

ve her g,h:B—>C dénisiimleri icin gof=zhof olsun. Gdsterecegiz-

ki g=h dair.
U(gof)=U(hof)} ve U fanktor oldugundan U(g)oU(£)=U(h)oU(f) dir.

U(f) epi ocldugundan U(g)=U(h) olur. U’yu dlizenli fanktor kabul
ettigimizden g=h olur.

Benzer yolla U’nun monoyu yansittigi gbsterilebilir.

2- £f:A—>B, g:B—>C, ve h:A—>C donlistimleri ig¢in U(g)oU(£)=U(h)

olsun, gof=h oldugunu gdsterelim.

U fanktor oldugundan U(g)oU(£)=U(gof)=U(h), yine U diizenli ol-
dugundan gof=h yazilabilir. Dolayisiyla U degismeli diyagrami

yvansitir.

1.3 DOBAL DONUSUM



TANIM 1.3.1 K ve K birer kategori, F ve G, K dan K'ne
iki fanktor olsunlar. EZer her A€K ve her f:A—>B ddnisimil icin
G(f)oap = apoF(f) ocluyorsa ( ap:F(A)—>G(A), ag:F(B)—G(B) )

a:F—G ye bir dogal déniisiim (Natural transformation) denir.

ORNEK 1.3.2 S bir sabit cimle ve X° de h:S—>X biitin

fonksiyonlarin climlesi olsun. I=birim, T=(-)s ve Fz-x5:8ets—
Sets birer fanktor olsunlar. ev:FoT—>I yani ev:(-)°xS—>I bir
dogal d¥nidsimdir. Burada her X € Sets icin ev(x):X°x3—X do-
nigimlil evy(h,s)=h(s) seklinde tanimlanayor.

(-)S:Sets——asets bir fanktor ocldugunu gdsterelim.
A—>AS={f|£:S—>A}, h:A—>B, h®:A°—>B" olsun. h°(f)=hot
seklinde tanimlayvalaim. 1A:1Aof=f=12(f) (Tanimdan)

1Z(f) den lz=IAsolur. Bu da T(lg)=1pg oldugunu gdsterir.

Simdi (goh)szgsohs oldugunu gdsterelim.

h:A—B, g:B—C, hS:As——éBS, gS:BS-—-)bCs olmak ilizere
(goh)®(f)=(goh)of ve g oh®(£)=g®(hof)=go(hof) dur. Dolayisiyla
(-)° :Sets—>Sets bir fanktordur.

Simdide f:X—>Y, evx:szS——>X evy:stS-—é.Yve
fsxls:szS——éstS olmak iizere

foevxzevyo(fsxls) oldugunu gdsterelim

g:5—>X ve s€5 ig¢in foevy(g,s)=fo(g(s))=f(a(s))
evyo(fsxls)(g,s)=evy(fog,s):fog(s):f(g(s)) dir.

Dolayisiyla ev:FoT—>1 bir dogal ddniisiimdiir.

ORNEK 1.3.3 U:Top—>Sets ve D:Sets—>Top birer fanktordurlar.
[1.2.2 (3) ve (4)] 1n:I—>UoD ve E&:DoU—>I dogal doniislimler-
dir. Burada q’ya birim (unit), €' na (counit) déntisiimi denir.

f:A—>B bir dOnilisiim olsun. Her A € Sets ic¢in
NaA:A—>UoD(A)=U(A,PA)=A oldugundan mp=1lp ve ayni sekilde



np=1g dir. l(yep)(flopp=lgof egitligi folp=lpof olur ki
kategori tanimindan f=f dir. Dolayisiyla 7 dogal ddnitsimdir.
f:(A,t)—(B,0) olsun. (f:A—>B siirekli) Her (A,T) € Top 1igin
€(a,t) *(APAY—>(A,T) slirekli donlslim olsun dyle ki
U(E(a,r))=1p dir. Her £:(A,T)—>(B,0) iecin

fofa,z) =€(B,g)o(DoU)(£) saglanmalidar.

a€A olsun, fo(E(A’t))(a): f(lala))=f(a)

€(B,0 ) Do) £(a)=§(B,q) (£(a))=1p(£(a))=£(a) dir.

Dolayisiyla € bir dozal ddnisimdir.

TANIM 1.3.4 C,B,A kategoriler, S,T:C—B, SZTQB——éA ve T:5—>T
T :8—>T dogzal dbniisiim olsunlar. SoS ve ToT:C—>A oldugunu ka-
bul edelim. Bu takdirde tbt:SbS——éTbT dogal ddnligimlerin birle-

simi her c€C icin (tbt)(c):T%cofSc:choS%c ile tanimlanir. [4]

ORNEK 1.3.5 1- C=8ets=B, A=Top olsun.
tbt(A):Dq(A):IDog(A):TéAofSA:DI(A)olD(S(A)):DAolDA=1DA(DA)=lDA
dir.

2- (C=Sets, B=Top=A olsun.

€oD(A)=toT(A)=Iolp(A)olp(A)=ippo (A,PA)=lpp dir. [4]

1.4 ADJOINT FANKTORLAR

TANIM 1.4.1 K ve A kategori olsunlar. R ve L fanktorlar olmak

R .
lizere K<_EJMA asagidaki sartlar saglanirsa L’ye R’nin sol

adjointi wveya R ye L’nin sag adjointi denir. L R seklinde

”gasterilir. Bu sartlar;

i'i— n:I—>RoL ve €:LoR—>1 doZal dbniisiimler olmaladar.

2- L—>LRL—>L de (g&L)o(Lyp)=I ve

Rgz&)RLR—R-e-‘%R de (RE&)o(nR)=1 esitlil;leri saglanmalidar.



OBENEK 1.4.3 Top ve Sets kategorileri verilsin. U ve D fanktor-

lar olmak ldzere qu;%FZSets (U-Unutkan, D-Diskre) ise D’ye U

nun sol adjointi, U’ya D’nin sag adjointi denir.

g:I——éUoD ve E:DoU-——>1 larin dogal donisiim olduklara: Ornek

1.3.3 de g8sterildi.

€DoDn=I ve UfonU=I olduklarini gdsterelim. Ornek 1.3.5 den ya-

rarlanarak;

(€DoDn) (A)=tD(A)oDnp(A)=€D(A) (1pa)=1paclpa=1pa Boylece EDoDn=I

olur. Burada A bir climledir.

Benzer gsekilde (A,T) bir topolojik olmak {lizere

(UEonU) (A, T)=UE(A,T)onU(A,T)=UE(A,T) (np(A))=UE(A,T)(1ly)
=1p0lp=1ya,

Yani UfonU=I oldugu goriliir. O halde D U’nun sol adjointi,

U’da D’'nin sag adjointidir.
1.5 BAZI 1T0POLOJIK KAVRAMLAR

TANIM 1.5.1 {(Aiy,Ty): i€l} topolojik wuzaylarin herhangi bir

toplulugu ve AZXx ¢ olsun. £f4:A—>A; fonksiyonlar olmak {izere

f; lerin siirekli olacagi topoloji belirlenmek isteniyor.

Bunun ig¢in S:U%fi(H):HGti} alt bazi tarafindan meydana getiri-
i€
len topolojiye liretilen (induced) topoloji denir ve tx ile g®s-

terilir.{7] Bu topoloji fj leri slirekli kilan en kiicilk topo-

lojidir.

. TANIM 1.5.2 (Aj,Ti)—>A olsun. Bu takdirde

-1
t*z{UC:A\fi(U)Gti her i€l } A iizerinde bir topolojidir. Buna
zayif (coinduced) +topoloji denir. Bu topoloji fi leri silirekli

kilan en bilylik topolojidir.‘[7]



TEOREM 1.5.3 fi:(A,7)—>(A;,73) slrekli fonksiyonlar allesi
olsun. T=Tx olmasi icin gerek ve yeter sart her (B,o) topolojik
uzayi ve siirekli her g;:(B,o0)—>(Aj,73) fonksiyonlar ailesi
i¢cin eger fi ler, g;i lerin bir carpani ise yani gj=fjoh olacak

sekilde en az bir h:B—A fonksiyonu varsa, h siireklidir.

ISPAT: <T=tx olsun, h fonksiyonun slirekli oldugunu g&sterelim.
U:f;%vi), Vi€t; alt baz elemani olarak secilebilir. Cunkl

-1 hem birlesim, hem de arakesit islemlerini muhaftfaza eder.

£

-1 -1, 1 -1 -1
h “(U)=h “(£4(Vy))=(fi0oh) “(Vi)=gi(Vi)€o
olur. Glinkii g3 ler slirekliydi, dolayisiyla h—l(U)Eo dir, yani
h:B—>A fonksiyonu da slireklidir.
gi=fjoh olacak gekilde h fonksiyonun varligini ve siirekli
oldugunu kabul edelim. T=tyx oldugunu gbsterelim. Tx en kiiciik
oldugundan Txc T dur. $imdi T cTx oldugunu gdstermeliyiz.
(B,o)=(A,Tx) ve gi=f; alalim. fj0lp=fj=g; ve
f; %fr slirekli oldugundan hipotezden 1 da stirekli olur, yani

T=Ip(t) Ctx dir. Dolayisiyla T=Tx gerceklesir.

TEOREM 1.5.4 f£f5:(Aj,ti)—>(A,T) slrekli fonksiyonlar olsunlar.
t:t* olmasi igcin gerek ve yeter sart her (B,o) topolojik uzaya
ve g3:(Aj,Tt1)—>(B,0) slrekli fonksiyonlari icin g;j=hofj

ise h fonksiyonuda slreklidir (h:A—>B bir fonksiyon).

ISPAT: T=t*={U(:A‘ fI&U)Gti, i€1I} olsun. h’in siirekli oldugunu
gisterelim. g3 }fr slirekli oldu&undan é%(V)GTi dir.
fi(h_l(V)):(hofiXV)=é§(V)€ri oldugundan ve z* in tanimindan
h 1(v)er dur, dolayisiyla h siireklidir.

t* en biiylik oldugundan tc:t* dir. r*c:r oldugunu gdste- z
relim. B=A, o=t ve gi=f4 alalim hofj=1pof;=f; dir. Hipotezden,

-1
h=1p slireklidir. Yani 1p (t*)=T*CZT olur. Dolayisiyla t*=t dur.
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Bu bdliimde Herrlich anlaminda topolojik kategorinin tanimi ve-

rilerek, cok bilinen Snemli kategorilerin topolojik kategori

olduklariy g&sterildi ve bunlarin normallestirme durumlari ince-

lendi.
2.1 TOPOLOJIK FANKTORLAR

TANIM 2.1.1 E ve B kategorileri verilsin. U:E~—>B fanktoruna
topolojik fanktor ya da E’ye B kategorisi i{izerinde topolojik
kategori denir, egBer asagidaki sartlar saglanairsa;

1~ U belirli (concrete) olmalidar.

2- U kicik demetlere sahiptir. Yani her b€B icin U *(b) bir
cliimledir. Burada U_l(b)={x€E| U(x)=b } seklinde tanimlanir ve
b tizerindeki demet olarak adlandirilir.

3- Her U-kaynagr icin.yani B de gi:b—>U(x;) ailesi ic¢in E’de
fj:%X¥—>X; ailesi vardir, dyle ki U(fi)=g; dir ve e8er

U(hy :¥Y—>X3)=kgy: UY—>b—>U(Xi) ise bu takdirde k:U¥Y-—UX in
en az bir k:Y—X kaldirmasi vardir, yani U(k)=k dir.

Bu son sartin anlami her U-kaynagi bir baslangic kaldirmaya

(initial 1lift) sahiptir. Keyfi bir U-kaynaginin baslang8ic kal-



12

dirmasinin varliga , keyfi U-kavsagi (U-5ink) icgin bitis kal-

dirmasina (final 1lift) denktir.[2] ( Bitis kaldirma, baslangic

kaldirmanin dualidir.)

TANIM 2.1.2 U:E—>B topolojik fanktorunda her b€EB sabiti igin
U—l(b) tek bir yapiva sahipse bu takdirde U’ya normallestiril-
mis denir.

Burada son nesnenin alt nesneleri: sabit olarak adlandairilar.

(b sabittir ancak ve ancak bCl=son eleman olmalidir.)

UOYARI 2.1.3 U:E—B bir topolojik fanktor olsun. Her A€B icin
U_l(A):{(A,e)[U(A,G):A ve £:(A,8)—>(A,8)donlistlimid icin U(L)=1x}

gseklinde tanimlansin. U‘l(A) E nin bir alt kategorisidir.

TEOREM 2.1.4 U:Top—>S%ets normallestirilmis topolojik fanktor-
dur.

ISPAT: 1- U nun belirli oldugunu gdsterelim.

f,g:(A,T )—>(B,t’) stirekli iki fonksiyon ve U(f):U(g) olsun.
Ornek 1.2.2 (3) den U(f)=f ve U(é):g dir. BOylece f=g oclur, do-
‘layisiyla U faithfuldur.

f: (A, )—>(B,t') siirekli, U(f)=1p ve f homeomorfizm olsun.
U(f)=f=1p oldugundan A=B dir. Dolayisiyla £f:(A,z Yy—>(A,t")
olur. Bu durumda z=t’ oldugunu gbstermeliyiz:

f siirekli oldugundan f—l(t')C:t dir. fof—l(r')c:ft dan T'CfzT

olur. £=I idi, bdylece T Ct dur.
g:(A,t')—>(A,T ) olsun, g sirekli oldugundan g +(t)ct’dur.

-1

gog—l(t)cgt’ dan tc gt olur. £ “=g=I idi, dyleyse T ct’ dir.

Bsylece t=t’'olur, yani U amnestiktir.

O halde U hem faithful, hem de amnestik oldufundan, belirlidir.
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2- U (A)={ (A,T)| U(A,T)=A, TCPA ve £:(A,T)—>(A,7q) sirekli
ve U(f)=1p:A—>A } ise her A € Sets icin U-l(A) nin bir clmle
oldugunu gdsterecegiz. U-l(A) Top’un alt kategorisidir. Ote
yvandan ®={t|t A nin bir topolojisi} olsun. G:U—l(A)——%@ alalim.
8(A,Tt)=Tt seklinde tanimlanirsa kolayca goriillirki © birebir ve
8rtendir. Dolayisiyla U—I(A)wQC:PZ(A)dlr, vani U—l(A) bir
cimledir.

3- Eger { £;:A—U(Aj,Ti)=A;, i€l }, BSets de herhangi bir U
kaynagi ve Ty Uretilen(induced) topoloji olsun. Teorem 1.5.3
ile £1:(A,Tx)—>(Aj,Ti) verilen kaynagin baslangi¢ kaldirmasi-
dir. Yine {f;:U(Aj,Ti)=Aj—>A, i€l } Bets de herhangi bir U
kavsagi(sink) ve t* zayif (coinduced) +topoloji olsun. Teorem
1.5.4 ile fi:(Ai,ti)——é(A,r*) verilen kavsagin bitis kaldirma-
sidir. Dolayisiyvla U:Top—>S8ets topolojik fanktordur.

Son oclarak U nun normallestirilmis olup olmadiZina bakalim.
1={x} tek nokta clmlesi son nesne oldugundan bunun alt nesnele-
ri b=¢ ve b={x} dir.

0TH(8)=(e, {#1) ve UTT({x})=({x},{p,{x}}) dar.

Boylece tgk nokta ve bos climle ﬁzeriéde sadece bir tek topo-
loji oldugundan U:Top—>Sets normallestirilmigtir.

O halde topeclojik kategori kavrami, topolojik uzaylar kategori-

si kavraminin genellestirilmesidir.
2.2 ONEMLI TOPOLOJIK KATEGORILER

A bir ciimle ve o CPA olsun. [c]:{BL BCA, en az bir C€og vardir,

Oyle ki CCB } seklinde tanimlanir.

TANIM 2.2.1 Eger [ol=c 1se ocCPA ya A {istiinde bir yiZin
{stack) denir.[9] Yani o sliper ciimle altinda kapalidir.

:
L
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F, A {istiinde bos olmayan bir yigin ise F’ye A {stinde siizgeg
(filter) denir,[9] eger B,C € F ise bu takdirde BNC € F dair

~a yiginin (slizgec) Oz yifin (siizgec) olmasi icin gerek ve yeter
sart ¢¢x dir, yani oZ[PA] =[¢] dair.

A dstiinde yigin ve slizgeclerin cimlesi sirasiyla 8(A) ve F(A)
ile gdsterilir. GOriillir ki eger a ve B € F(A) ise bu takdirde
anB={ B CA| BEa ve BE@ } da bir slzgegtir. Yani [aNB]=anB dir.
anB C{anB] dogrudur, [aNB] CanNB oldugunu gosterelim.

B € [anNB] alalim, en az bir G € anNB vardir 8yle ki G <B dir,

G € anf3 oldugundan Ge€a ve GER dir. a ve B silizgec oldugundan BE«

ve BEB dir. Bdylece B € an@ olur.

TANIM 2.2.2 Eger F, A {stiinde en Dbliylik 8z siizgec ise F’ye
maksimum slizge¢ (ultrafilter) denir ve F asagidaki gibi karak-
terize edilebilir.

A nin her B alt ciimlesi igin ya BEF, ya da A-B € F dar.

A bir climle ve K A lstiinde, K:A-—>»PS(A) seklinde tanimlanan

bir fonksiyon olsun. Her bir a€A icin K(a), A istiinde bos olma-

.

van tiim yigZinlarin cimlesidir.

TANIM 2.2.3 Eger her a€A icin asagidakiler saglaniyorsa (A,K)
ciftine wakinsak vyi1Zin uzayi (stack convergence space) denir.
i- [al € K(a), ([a]={BCZA[ a€B}

2 a ve 3, A lUstlinde yigZinlar ve ac@ olsun. Eger a€K(a) ise
B€K(a)dir. (A,K) dan (B,L) ye bir ddénlistim demek f:A-——B fonksi-
yvon demektir, oSyle ki eger «€K(a) ise fa € L(f(a))dlr, yvani £
stireklidir. :

Burada [fa]:{UlUc:B ve en az bir CE€a icin UzrffC) } seklinde

tanimlanir.

Nesneleri yakinsak yiZin uzaylar ve doniistimleri yukaridaki
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gibi tanimlanan sinifa yvakinsak yigin uzaylar kategorisi denir
ve BC0 ile gdsterilir.[9]
Simdi SCO’'nun bir kategori oldugunu gbsterelim.
a) (A,K)—>(A,K) olmak lzere 1p:A—>A birim fonksiyon vardir ve
sireklidir. Her bir a€hA icin [al€K(a) ve a€K(a) ise Ilpa=a€K(a)
dir. £:(A,K)—(B,L) ve g:(B,L)—(A,K) olmak lzere lgof=f ve
golp=g esitlikleri fonksiyon olarak dog&rudur.
Yine «a€K(a) ise fa € L{f(a)) oldugundan f siirekli, «x€L(a) ise
gx € K(g(a)) oldugundan g sireklidir.
f ve g siirekli iseler gof de siireklidir.
f:(A,K)—(B,L) ve g:(B,L)—>(C,M) olsun. Yakinsak yigin uzay-
larda slireklilik tanimindan ; a€K(a) ise fa € L(f(a)) oldugun-
da f slirekliydi, «€L(a) ise go € M(g(a)) oldugunda g slirekliydi.
g(fa) € M(g(£(a))) gof(a) € M(g(f(a))) olarak yazilabilir ki
buda gof nin sireklilizi demektir.
b)f: (A, K)—(B,L), g:(B,L)—>(C,M), h:(C,M)—>(D,N) olmak iizere
ho(gof)=(hog)of dir.
a€K(a) ise [ho(gof)]l(a)=lho(g(fa)] fa € L(f(a))

=[ho(gfa)] gfa € M(gf(a))

=h(gfa)] h(gfa) € N(h(gf(a))) dar.

Yani f,g,h sitirekli iseler ho(gof) birlesimide sitireklidir.
Benzer sekilde saf tarafda gésterilir, dolayisiyla SCO bir ka-

tegoridir.

TANIM 2.2.4 Tanim 2.2.3 de yigin yerine siizgeg kelimesi yazi-

lirsa elde edilen kategoriye yakinsak silizgec ugaylar ( filter

convergence space) kategorisi denir ve FCO ile gdsterilir.[9]

TANIM 2.2.5 «,B € F(A), ®€F(B) ve £f:A—>B bir fonksiyon olsun.
anNB={U| U€a ve UER}
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«UB={T CAj UDVNW, VEx ve Wed 1}
f_l(é)z{U} en az bir Ce® vardir dyle ki U:)fwl(C) 3

seklinde tanimlanirlar. G38rilir ki bunlarain her biri birer siiz-

gectirler.[1]

ONERME 2.2.6 a,B € F(A) ve f:A—>B bir fonksivon olsun. Bu
takdirde

1- £(anB)=£(x)NE(B)

2- £(alB) 2D £(x)UL(B)

3~ f-lfaCa dir.

IGPAT: 1- U € £(aNB) olsun. Bu takdirde en az bir V € o var-
dir, 8yle ki UDf(V) dir. Bu da f(V) € a, £(V) € 8 demektir.
Boyvlece 0O € fanfB dir, dolayisiyla f(anB)c fanf@ dar.

U e [f(a)nf(B)] alirsak bu Uef(a) ve Uef(B) demektir. Uo>f(V)
ve UDf(W) olacak sekilde Vea, We@ vardir.
UDf(V)UE(W)=f(VUW) € anB oldugundan U € f(anNB), yani
FlaNf(B) cf(anB) dir. O halde egitlik gerceklesir.

2- U € [f(a)UL(B)] alirsak U€ef(a) veya UEf(B8) dir. Buradan
UD£(V) veya UDf(W) olacak sekilde Vea, We@ wvardir. Bundan
dolayi UDE(VINEf(W)D £(VNW) € £f(aUB) olur ki U € f(aUB) dir.
0 halde £(aUB)D £(a)Uf(B) dar.

3- U € £ Yfa alalim, bu takdirde en az bir VEfa icin f-;(V)c:U
olur ve en az bir C€a vardir Syle ki £(C)CV dar.

Buradan CCZf—lf(C)CZf—l(V) olur ki bu da U€a demektir. BBylece
f—lfcx ca dar.

TANIM 2.2.7 1- (A,K) yakinsak slizge¢ uzayi olsun. Eger a€K(a)

oldugunda anl[a] € K(a) ise (A,K) ya yerel(local) vakinsak siliz-
gec uzayi denir.[8]
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2- Eger a ve B € K(a) oldugunda anB € K(a) ise (A,K) ya limit
uzayi denir.[8]

H

3~ (A,K) yva Pseudotopological uzayi denir, eBer a’yi kapsayan

bilitiin maksimum slzgegler K(a) da ise a&€K(a) da olmalidir.{8]

4- (A,K) ya Pretopological uzayi denir, eZer K(a) daki bilitin

slizgeclerin kegisgimi N, ise Nzy€K(a) olmalidir.([8]

5- Eger Nz€K(a) ve N, asagidaki sarti saglayan bir B bazine

sahipse (A,K) ya topolojik uzay denir.

Bu sart: VEB, ise her beV ig¢in VEBy olmaladar.([3]

Bu uzaylar FCO kategorisinin dolgun alt kategorileri olan LFCO

Lim,PsT,PrT ve FTop’un nesneleridir. LFCOcCFCO oldugu kolayca

gdriiliir.

Simdi Lim’in LFCO nun dolgun alt kategorisi oldugunu gdsterelim.

(A,K) € Lim olsun, a€K(a) ve [al€K(a)dir. (A,K) vakinsak limit

uzayi oldugundan anNf{a] € K(a), dolayisiyla (A,K) € LFCO dur.

UYARI 2.2.8 Topolojik uzaylarin kategorisi Top, siizgecteki

anlamda topolojik uzaylarin kategorisi FTop’a denktir.[3]

TANIM 2.2.9 (A,K) yakinsak yiZin uzayil olsun. Eger K sabit

fonksiyon ise (A,K) ya sabit yakinsak yiZin uzayi denir.

Sabit yakinsak yigin uzaylarinin kategorisi ConSCO, SCO nun

dolgunvalt kategorisidir.

TANIM 2.2.10 Sabit yakinsak siizgec uzaylarinin kategorisi
ConFCO,FCO nun dolgun alt kategorisidir. Benzer sekilde ConL¥CO

ConLim, ConPsT, ConPrT, ConFTop sirasiyla LFCO, Lim, PsT, PrT,ve

FTop un dolgun alt kategorileridir.

TANIM 2.2.11 (A,K) local yakinsak slizge¢ uzayi olsun. Her a,b
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€A icin a€K(a) ve a cb] ise «€K(b) oluyorsa (A,K) yva simetrik

local yakinsak siizgec uzayi, [9] bdyle nesnelerden olusan kate-

goriye simetrik local yakinsak uzayi kategorisi denir ve R, LFCO

ile gbésterilir. RoLFCO, LFCO nun dolgun alt kategorisidir.

Benzer gekilde simetrik limit uzayi kategorisi Rghim, ERgPsT ve

RoPrT kategorileri tanimlanir.

UYARI 2.2.12 Tanim 2.2.11 de verilen simetri kavrami topolojik

uzaylardaki klasik simetri kavraminin genellestirilmesidir.

Yani X topolojik uzayi simetridir eger her bir x,y € X c¢ifti

icin x€y ancak ve ancak y€x dir. Burada "-" kapanisi gdsterir.

ISPAT: (X,t) topolojik uzay olsun. Bu uzayin simetri olmasi demek

her x,¥v € X icin a€K(x) ve a c{y] ise a€K(y) olmaliydi.

x’i kapsayan her U aciZi icin Un{y}#9% olmaladair. sz{U‘UBX ve
U acik} ve By:{Uany ve U agik} olsun.
Simetri tanimindan U € ByCNycac{y] oldugundan U€{y], yani

y€U dur. Bdylece x’i kapsayan her U acigi Un{y}#¢ sartini sag-

lar, bu da x€y demektir.

Diger taraftan UEBy ise U2y aciktir. Yine simetri tanimindan

U €[x] ise x€U, bdylece Un{x}#¢ dir. O halde y€X dair.

TECREM 2.2.13 2.2.4 - 2.2.11 ve 2.2.13 de tanimlanan katego-

rilerin timii normallestirilmis topolojik kategorilerdir.

ISPAT: E=8CO, FCO, LFCO, Lim, PsT, PrT, ConSCO, ConFCb, ConLFCO,
RoLFCO. .. kategorilerinden herhangi birini gdstersin.

UéE-éSets in bir fanktor oldugunu gdsterelim.

U(A,K)=A € Sets ve f:(A,K)—>(B,L) ie¢in U(f)=f:A—>B

olarak tanimlansin. Bu takdirde



a) UlIa,x))=lua,g)=1a

b) U(gof)=gof, U(g)=g ve U(f)=f olduklarindan U(g)oU(f)=gof dir.
Dolayisiyla U bir fanktordur (Unutkan fanktor).

Simdi verilen bu kategorilerin topolojik fanktor olduklarina

gisterelim.

1- (A,K), (B,L) €« E, £,g:(A,K)—(B,L) ve U(£)=U(g) olsun.

Tanimdan U(f)=f ve U(g)=g oldugundan f=g dir, bdylece U faith-

fuldur.

f: (A, K)—(A,L) alalim, Syle ki U(f)=f=Ip:A—>A ve (£ izomor-
fizm olsun. K=L oldugunu gdsterecegiz.

Her a€A icin a€K(a) olsun, f stirekli oldugundan

f(x) € L(f(a))

Ipla) € L(a)

a€L(a) olur ki bu da her ac€hA icin K(a)cL(a) oldugunu godsterir.
Benzer gekilde f—l sirekli oldugundan

£ M) € Kz Ma))

I(a) € K(I(a))

a€K(a) dan L(a) CK(a), bdylece K=L olur.

v

£=I(A,K)s» vani~U nun amnestik oldugu gdsterildi. Dolayisiyla
U belirlidir.

2- U-I(A)={(A,K)[U(A,K):A} ve ¥={K|K C(AxPS(A))} olsun.
S:U—l(A)——éé da B(A,K)=K seklinde tanimlansin. 8’nin birebir
ve 8rten oldugu kolayca gérﬁlﬁr,dolaylslyla U_l(A)wﬁ ve & climle
cldugundan her A € Sets ig¢in Uul(A) bir climledir.

3- (Aj,Ki) E nin nesneleri ve f£i:A—>U(A;,Ki)=Ay (i€Il)

Sets’de U-kaynagi olsun. Her a€A icin

K(a)={a]f1aGKi(fi(a)), i€l } §eklinde tanimlansin; (A,K) € E
oldufunu gdsterelim. .;

E=8C0O veya FCO olsun. Her aGA icin fifal=[{fjaleK;(fi1(a)) dar.
Cinkii (A;,K;) € E dir. K nin tanimindan [a] € K(a) olur.
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Yine «€K(a) ve aC B olsun,

fia € Kyj(f5(a)) ve aC@ oldugundan fjaC£48 dar. (A;,K;)€E ol-
dugundan fiB8€K(fi(a)), K nin tanimindan B€K(a) dir.

E=LFCO olsun, her a€h icin «a€K(a) ise anfal € K(a}) oldugunu
gdsterecegiz, yani (A,K) € LFCO olmalidar.

fia € Ki(fi(a)) ve fi[al=[fjal € Kj(£f5(a)) dir. (A;,K;) € LFCO
oldugundan fjanf{fjal € Kj(f5(a)). Onerme 2.2.6 dan
fian{fijal=fi(anfal), K nin tanimindan anfal] € K(a) dar.

E=Lim ve her a€A ic¢in «,B € K(a) olsun.

fia, £48 € Kj(fi(a)) ve fjanfiB € K;j(£f4(a)) dair.(A;,K;)€lim
oldugundan ve Onerme 2.2.6 dan fjanfiB=f; (aNB), K’'nin tanimin-
dan an@ € K(a) dir.

E=PrT olsun. Her a€K(a) icin f£1(Np)=fi(na)=nfj(a) € Kj(fi(a)),
(Aj,Ki) € PrT oldugundan Ny=Na € K(a) dir.

E=PsT de benzer sekilde yapilir.

Simdi f4:(A,K)—>(A4,Ki) nin £f{:A—>A; nin baglangi¢ kaldirmasi
oldugunu gédstereceg8iz.

Her (B,L) € E, (Aj,K;) € E ve E de herhangi hj:(B,L)—(A;,K;)
ddniistim ailesi icin en az bir k:B——%A fonksiyonu vardir ve
Uf;jok=0h; dir.

Gbsterecegiz ki en az bir E:(B,L)——é(A,K) vardir, Syle ki
U(E):k dir. Yani her b€B ve her a€L(b) icin ka € K(k(b))} oldu-
gunu gbstermeliyiz. _

beEB ve a€L(b) olsun, hj slirekli olduklarindan hja€Ky (hj(b))dar.
Gte yandan Ufjok=Uhj oldugundan f4(ka)=Ufj(ka)=hja €K;(fj (kb))
olur. Boylece fji(ka) € K;j(£3(k(b)) ve K nin tanimindan k(«)
€ K(k(b)) dir. .

Simdi £3:(A,K)—>(A4,Kj) nin £3:A—>A; nin baslangic kaldirma-

s1 oldugunu gdsterecegiz. (E=RoLFCO da)
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E= 8C0, FCO, LFCO ic¢in verilen kaynagin baslangic¢c kaldirmasi-
nin oldugunu gdsterdigimize gdre bu kaynagin Ry= simetrik sar-
tina sahip oldugunu gdstermek yeterlidir. Yani her a,b € A icin
a€K(a) ve a C[bl] ise fija € Ki;(£fi(a)) ve fja c[fib] dar.
(A;,Ki) simetri sartini sagladigina gdre fja € Ki(fj(b)) dar.
Boylece K nin tanimiyla «€K(b) olur.
Son olarak E=Con8CO, ConFCO, ConLFCO, ConLim, ConPsT den birini
géstersin. Benzer sekilde K={ajfja € K;j, i€l } seklinde tanim-
lanan K nin £5:A—>U(A;,Kj)=A; ile verilen U-kaynaginin
baslangi¢ kaldirmas! olduZu gdsterilebilir.
Dolayisiyla U:E——éSets bir topolejik fanktordur.

U:E—>3Sets’in normallestirilmis oldugunu gdsterelim.
U h(g)=(¢,)=(4,K) Yani K=¢ dur.
UTh({x31) = ({x},K) K(x)={[x],[#]} dar.
Dolayisiyla ¢ ve tek nokta climlesi Uzerinde yalniz tek bir ya-
pl vardir. Bundan dolayir U:E—>8ets normallestirilmistir.
Simdide bu kategorilerin bitis kaldirmalarini(final 1ift)karak-
terize edelim.
£i:(A1,K1)—(A,K) i€l, epi-kavsagi ©SCO, FCO ve LFCO da bitis
kaldirmadir ancak ve ancak her a€A ve a€K(a) icin aDfB ola-
cak sekilde en az bir ax € Ap ve B vardir Byle ki fy(ay)=a ve
B € Kig(ag).[8]
£fi:(A;,K3)—>(A,K) (i€l) epi kavsagi Lim de bitis kaldirmadar
ancak ve ancak her ac€A ve a€K(a) icin '
aDfi(1)(01)Nf5(2)(62)...0f4(n)(0p) olacak sekilde o1,03,..0q
siizgeclerinin bazi sonlu ciimlesi ve ax € Aj (k) vardir dyle ki
ok € Ki(k)(ak) ve fi(k)(ak)-"-a dir, (k=1,2,...n) [8].
£1:(A1,K1)—(A,K) (i€l) epi-kavsaZi PsT de bitis kaldirmadir
ancak ve ancak her bir a€A ve A ilstlinde her « maksimum siz-

geci ig¢in a€K(a) ise en az bir o maksimum slizgeci Kj(aj) de
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vardir Oyle ki a=fi(o) ve f;(aj)=a dir.{8]

fi:(A4,Ki)—>(A,K) epi-kavsagi ConSCO ve ConFCO da bitis kal-

dirmadir ancak ve ancak a€K igin en az bir kel ve Q€Ki vardair

Oyle ki fy(B) ca dir (k=1,2,...n)

TANIM 2.2.14 A bir clmle, FcP(A) olsun. (A,F) c¢iftine aile

uzayl denir ve (A,F)—>(A1,F1) dSnlslimi A’dan Ay’e bir f fonk-
siyonudur Syle ki B€F ise f(B) € Fy{ dar.

Bdyle wuzaylardan olusan kategorive ailelerin kategorisi denir

ve Fam ile gbsterilir.

TANIM 2.2.15 A bir cimle ve F A’nin alt cimlelerin bir
allesi olsun. (¥ CPA) Eger F sonlu birlesim altinda kapala
( Uy € F ise i§1Ui € F ) ve A’nin biitiin bos olmayan sonlu alt
climlelerini igeriyorsa (A,F) ciftine Prebornolojik uzay denir.
F#¢ ve F kalitsal ( eger UEF ve VCU ise VEF ) ise bu uzaya
Bornolojik uzay denir.[5]

(A,F)~—>(A{,F1) donlisiimii A’dan Ay’e bir fonksiyondur dyle ki
eger CE€F ise £(C) € F{ dar.

Bunlar birer kategori olustururlar ve sirasiyla PBorn ve Born

seklinde gdsterilirler.

(A,F) € PBorn ve ¢ ¢ F olsun. Béyle uzaylardan olusan kategori

PBornx ile gdsterilir. [b] PBornk PBorn’nun dolgun alt kate-

gorisidir.

TEQOREM 2.2.18 E=Fam, PBorn, Born veya PBornx kategorile-
rinden herhangi birini g&stersin. U:E—>Sets topolojik fanktor-

dur.

ISPAT: U:E—>8ets U(A,F)=A gseklinde tanimlansin, Bu bir fank-
tordur. U(A,F)=A € Sets ve f:(A,F)—>(B,L) dénliglimii igin
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U(f)=f:A—>B olarak tanimlansin.

a) UlI(a,my)=luca,m=Ia

b) U(gof)=gof, U(g)=g ve U(f)=f olduklarindan U(g)oU(f)=gof,
dolayisiyla U bir fanktordur.

1- U’nun belirli oldugu kolayca gdriilebilir.

2- &={ F| FCPA } olsun, ¢ bir ciimledir. (linkdi P?A nin alt
cimlesidir. S:U—I(A)——éé fonksiyonu 8(A,F)=F seklinde tanim-
lansin. Asikar olarak 6 birebirdir, dolayisiyla U-l(A)zzé dir.
Fam'da 8 hem birebir hem de Srtendir, o halde U—l(A)=PaA dir.
Bu da U~1(A)n1n bir cimle oldugunu gdsterir.

3- (Aj,Fy) Fam, PBorn, Born, PBornk* wuzaylari olsun.
£i:A—>U0(A;,F;1)=A; (i€l) U-kaynag1 verilsin ve

F={ Bch:A, her i€l ig¢in £34B € F; } seklinde tanimlansain.
(A,F)—>(A{,Fi) nin f£’'nin bir baslangi¢ kaldirmasi oldugunu
gosterecegiz. Bundan &nce;

EzFam olsun, (A,F) € E oldugunu gdsterelim. BEF ise £;(B)€F;

dir, ¢lnkd (A;,Fiy) € Fam olup F nin tanimindan B € F CP(A) duir,
yvani (A,F) € Fam dir.

n
E=PBorn olsun, U; € F ise ( UlfiUi) € F; dir, ciinkit (4;,Fy) €
i= n

PBorn, fakat F nin tanimindan ( U Uj) € F dair.

i=1
CCA ve C sonlu olsun, f;C sonludur. Dolayisiyla £;C € F;

F’nin tanimindan CE€F dair.

E=Born olsun. U€F ve VCU olsun (A;,F{) € Born ve

£1(V) C£3(U) € F4 oldugundan £;(V) € F; olup F’nin tanimindan
VEF dar.

E:PBorn* olsun. Eger ¢€F ise fj(¢)=¢ € F; dir. Bu da celigki-

dir, clinkii (A;,F;) € PBornX dur.

Bsylece ¢ € F, yani (A,F) € PBorn¥ olur.

Simdi, her B € Fy ic¢in hj ler slirekli olduﬁlarlndan h;B € Fy,
Uf; ok=Uhj; olduZundan hiBszidk(B)zfi(kB) € Fy (her i€l)
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F'nin tanimindan kBE€F olur, dolayisiyla U:E—>Sets +topolojik
fanktordur.

U:E—>8ets nin bitis kaldairmalarini karakterize edelim.

1- £5: (A1, F{)—>(A,F) (i€l) kavsagi Born’da bitis kaldirmadir
ancak ve ancak ¥F={B|BCA ve Bciilfi(k)(Mk), My € Bij(x) } dar.
2- f£4: (A1, Fy)—(A,F) (i€I) kavsagi Fam’da bitis kaldirmadir

ancak ve ancak F={ fi(k)B [ BEF; } dar.

UYARI 2.2.17 PBorn¥ ve Born normallestirilmis, PBorn wve Fam
normallestirilmemistir.

U:E~——>8ets topolojik fanktorunda E=PBorn¥ olsun.

U l(¢) da F=¢ dir, ctnkid ¢ ¢ F idi.

U—l({x})z{({x},F){ F-{¢} ve F CP{x} }da F={x} olmak zorundadir,

dolayisiyla PBorn* normallestirilmistir.

E=Born olsun. U 1(g)={(¢,F)| FCP(¢) } da F={ ¢,{p} },
Ual({x}) de F=z{x} kalitsal olmadigindan alinamaz. F={ &,{x} }

tek yapi oldugundan normallestirilmistir.

Ez-Fam ise U—1(¢) da F=¢ veya F={¢} olabilir.

Bir tek nokta climlesi {x} lizerinde F=¢, {¢é}, {x}, {¢,{x}} gibi
dort farkla yapi oldugundan normallestirilmemistir.

E=PBorn’da U_l(¢) da F=¢, {4}, {¢,{¢}} gibi lic farkli yapi ve
U-l({x}) de F={x} veya {¢,{x}} gibi iki farkli yapi oldugundan

normallestirilmemistir.

TANIM 2.2.18 A bir ciimle ve R A cﬁmlesi’ﬁzerinde bir bagZin-
olsun. Bu +takdirde (A,R) ye Dbaginti uzayil denir ve

(A,R)—(Aq{,Ry) doniistimi A’dan Aj’e bir f fonksiyondur 8yle ki
aRb ise f(a)Rif(b) dir. BByle uzaylardan olusan kategoriye ba-

Zinti uzaylar kategorisi denir ve Rel ile gBsterilir.
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TANIM 2.2.19 “tansima dzelligini sagzlayan baginti uzayla-
rinin kategorisi RRel ile gdsterilir. Yani (A,R) € RRel ise R

vansima Szelligini saglamak zorundadir. RRel, Rel’in dolgun alt

kategorisidir.

TANIM 2.2.20 Preorder uzaylar kategorisi yansima ve gecisme

Szelliklerini saglayan uzaylarin kategorisidir wve Prord ile

gbsterilir. Prord, RRel’in dclgun alt kategorisidir.{5]

UYARI 2.2.21 1- Rel bir kategoridir.

2~ U:Rel—8ets bir fanktordur.

1- Nesneler: (A,R),(B,S)... R-A* S=B*
Dénlistimler : Hom((A,R)(B,8))={ £f:A—>B fonksiyon her a,b € A
icin aRb ise f(a)S8f(b) 1}
Bileske olarakda Hom(A,B)xHom(B,C)—>Hom(A,C) seklinde fonksi-
yvonlarin bileskesini alalim.
a) (A,R)—(A,R) olmak lizere 1p:A—>A Dbirim fonksiyon vardar.
Her a,b € R icin aRb ise 1pa(a) R 1a(b) ’
I(a) R I(b)
aRbD
Dolaylslyla 1p slireklidir. £:(A,R)—>»(B,S) ve g:(B,S)—(A,R)
ise 1lpgof=f, golp=g olduklaraini biliyoruz. '
b) Yine fonksiyonlarda ho(gof)=(hog)of saglandigi asikardir.
Her a,b € A icin aRb ise f(a)Sf(b) ( £ slirekli )
g(f(a))S1e(£(b)) ( g stirekli )
h(gf(a))Sah(gf(b)) ( h stirekli ) =
ho(gof)Spho(gof)b ho(gof) sireklidir
Benzer sekilde (hog)of ninde silirekli oldugu gdsterilir. Dolayi-
siyla Rel bir kategoridir.
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2= ajl U(l(A,R))le(A,R):lA oldugu aslkardir.
b) U(gof)=gef, U(g)=g ve U(f)=f olduklarandan U(g)oU({f)=gof,

dolayvisiyla U bir fanktordur.

TEOREM 2.2.22 E=Rel, RRel veya Prord’dan herhangi biri olmak
izere U:E—>Sets topolojik fanktordur.

1i- U’nun belirli ocldugunu gdsterelim.

(A,R),(B,8) € E f,g:(A,R)~—>(B,8) ve U(f)=U(g) olsun, tanimdan
U(f)=f ve U(g)=g oldugundan f=g dir. Yani U faithfuldur.

£f: (A,R)—>(A,8) alalim Oyle ki U(f)=f=Ip:A—>A ve f izomorfizm
olsun, R=S oldugunu gdstermeliyiz.

Her a,b € A icin aRb ise £ siirekli oldugundan f(a}Sf(b) dir.
U(f)=f=1 olduBundan Ip(a)SIp(b) den aSb olur ki bu da RCS

demektir.

1=I sirekli oldu-

£71:(B,5)—>(A,R) olsun, aSb ise U(f 1)=f~
gundan £ Y(a)Rf 1(b) den I(a)RI(b), buradan &aRb olur. Bu da
S CR demektir. O halde R=5 dir, yani U amnestiktir.
Dolayisiyla U belirlidir.

2- E=Rel ise her A € Rel ic¢in '

U—l(A):{(A,R)[U(A,R)zA, RCA® }=PA* dar.

E=RRel wveya Prord ise her A€E icgin U-l(A)(:PA? dir. PA® Dbir
ciimle oldugundan her iki durumdada U_l(A) bir cliimledir.

3~ (A{,Ry) € E ve £;:A—>U(A3,R;)=A; (i€l) U-kaynagi verilsin.
Her a,b € A i¢in R={(a,b)| £4(a)R4f4(b)} her i€l }

seklinde tanimlansin.

E=zRel olsun, her a,b € A icin aRb ise f£;(a)Rfj(b) dar.
Cunkli (A;,R;) € Rel, R’nin tanimindan aRb dir, yani (A,R) € Rel
dir. |

E= RRel olsun, her a€A ig¢in aRa oldugunu gasterecegaz. Her

i icin f35a € Ay, (A3,Ry) € RRel oldugundan figRifiaivR’nin ta-
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nimindan aRa dir.

E=Prord olsun, R icin sadece gegisme SzelligZini gdstermeliyiz.
Yani eger her a,b,c € A icin aRb ve bRc ise aRec dir. Buradan
fja Rifib ve £4ib Ryjfjc olup Rj gecisme OSzelligini sagladi-
gindan fja R;j fijc dir, R’nin tanimindan aRc olur.
£fi:(A,R)—(A;,Ry) (£fj:A—>Aj nin baslangic¢ kaldirmasaidar.

Her (B,S) € E, (Aj,Rj) € E ve E’de hi:(B,S)—(A;,Ry) doni-
siimler ailesi icin en az bir g:B—>A fonksiyonu vardair 8yle ki
Uf;0g=Uh; dir. g nin slrekli, yani her a,b € B ig¢in aBb ise
g(a) R g(b) oldugunu gbsterecegiz.

Her a,b € B igin aSb ise hj ler sirekli olduklarindan
hj(a) Ry hij(b), fjog=h; oldugundan fijg(a) Ry f3g(b), R’nin ta-
nimindan dolayi g(a) R g(b) dair.

Bdylece U:E—>Sets topolojik fanktordur.

UYARI 2.2.23 Rel normallestirilmemistir. Clinkli tek nokta ciim-
lesi iki yapiya sahiptir. Bunlar bos baginti ve yansima bagin-
tisi1dir. Bununla birlikte RRel ve Prord normallestirilmistir.

Ciinkii bos climle ve tek nokta ciimlesi izerinde sadece bir tek
baginti vardir. Ag¢ik olarak:

E=Rel olsun. U 1(¢) da R=¢, U 1({x}) de R=¢ veya R={x}* gibi
iki baginti oldugundan normallestirilmemistir.

E=zRRel veya Prord ise U_1(¢) @a R=¢ tek baginti wvardar,
U—l({x}) de R # ¢, yani R={x}2 oldugundan yansima ve gegisme

Szelliklerini saglar, dolayisiyla U:E—>Sets normallestiril-

mistir.

UYARI 2.2.24 1~ fi:(Ai,Ri)——é(A;R) kavsaZ1i Rel ya da RRel’de
bitis kaldirmadir ancak ve ancak hei bir a,b € A; e¢ifti ic¢in
aRbé&—en az bir k€I ve c,d € Ap cifti vardir Syle ki



fx(d)=b, fy(c)=a ve <cRd dar.
2- £5:(A;,Ry)—(A,R) kavsaga Prord’da bitis kaldirmadir ancak
ve ancak her a,b € A icin a=apgRajRagR...Rap=b sonlu zinciri

vardir, &yle ki her bir k=0,1,..(n-1) ic¢in c¢cg, ck’' € Aj(k)

vardir, fj(k)(ck)=ax, fi(k)(ck)=ag+1 ve cgRi(x)cxdir.[8]

TANIM 2.2.25 A bir climle ve B A’nin alt cilimlesi olsun.
(A,B)—>(C,D) dénlstimii £:A—>C bir fonksiyondur 8yle ki f£(B)C
D dir. Bu sekilde tanimlanan (A,B) ¢iftlerinden clusan katego-

riyve giftler kategorisi denir ve CP ile gdsterilir.
TEOREM 2.2.286 U:CP—>Sets topolojik fanktordur.

ISPAT: 1- U’nun bir faithful fanktor oldugu kolayca godriilebilir.

£:(A,B)—(A,D) alalim, oyle ki U(f)=f:Ip:A—>A ve £ izomor-
fizm olsun. B=D oldugunu gdstermeliyiz.

£(B)=I(B)=BCD ve f—l(D)zl(D):D<:B oldugundan B=D dar, yani U
amnestikdir. O halde U belirlidir.

2= U_l(A)z{(A,B)lU(A,B):A, BCA } ve P(A)={B|BCA} oldugundan
U"l=p(A) bir ctmledir.

3- (A4,By) € CP olsun ve f£3:A—>U(A;,B1)=A; (i€l) U-kaynagi ve-

1(Bi) seklinde +tanimlanirsa (A,B) € CP olur,

rilsin. B=n £,
_y ieI i 1

clinkii fi (Bi) CA ve Bcfi (By) CA dir.(Her i€I igin)

(C,D) € CP,(A;,B;) € CP ve yine CP’de h;:(C,D)—>(A;,B;)

donlislimler ailesi igin en az bir k:C—A fonksiyonu vardir 8y~

leki fjok=hj dir, yani k’nin siirekli oldugunu gosterecegiz.
hij’ler siirekli olduklarindan hijDCBj dir. Bj DhiD ise

- fll(Bi)ng_lhiD:f;lfikDDkD dir. (fjok=h;)

Cunkdl £ 'fB3B idi, buradan kDCf;'(Bj) yazilabilir. O halde
her i€I icin th:inggl(Bi)zB dir.
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Sonu¢ olarak U:CP—>8ets topolojik fanktordur.

UYARI 2.2.27 J:CP—>8Bets normallestirilmemistir. Clinkii tek

nokta clmlesi lzerinde iki farkli yapi vardir, bunlar ¢ ve {x}

dir.

UYARI 2.2.28 £fi:(A;,B{)—>(A,B) kavsagi CP’de bitis kaldir-
madir ancak ve ancak B= U f;(Bj) dar.
i€l

TANIM 2.2.29 A bir ciimle ve 5 A Ustiinde bir fonksiyon olsun.
Her bir a€A icin a={ap=a}l sabit dizi olmak lizere 3a€5(a) dir.
(A,5)—>(A1,S1) donlislimi f:A—>A; bir fonksiyondur &yle ki
{apn} € 5(a) ise {f(ap)} € S1(£f(a)) dir. Bu gekilde tanimlanan
(A,8) ciftlerinden olugsan kategoriye dizi uzaylarinin kategori-

si denir Seg ile g8sterilir.
TEOREM 2.2.30 U:5eg—>Sets topolojik fanktordur.

iSPAT: U’nun fanktor oldugu kolayca g&riilebilir.
1- (A,8), (A1,S1) € E £,g:(A,8)—>(A1,S1) ve U(£f)=U(g) olsun
Tanimdan U(f)=f ve U(g)=g oldugundan f=g, yani U faithfuldur.
f:(A,8)—(A.8,)) alalim &yle ki U(£f)=f=Ip:A—>A ve f izo-
morfizm olsun. S=84 oldugunu gdsterecegiz.

{an} € S(a) ise {f(ay)} € S51{f(a)}, £=I oldugundan

{I(an)}~€ 51{I(a)} yani {ap} € Si{a} dir. Bu da SCS; demektir.
{ap} € Sy(a) ise {f *(ay)} € S{£ (a)} dar. £ 11 oldugundan
ayni sekilde {ap} € S{a} dar. ﬁu da 51 CS olduBunu gdsterir ki
5=S31 dir, yanl U amnestikdir. B8ylece U belirlidir.

2- U"1(A)={(A,8)| U(4,8)=A, S:A—>P(AY) }

Her A € Seg icin U 1(A) cP(AxP(AY)) dir. P(AxP(AY)) bir cimle
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oldugundan bunun alt ciimlesi U 1(A) da bir climledir.

3- (A{,51) €Seg ve £;:A—>U(A;,8;1)=A; (i€l) ©Sets’de U-kaynaga
ise bu takdirde her a€A icin

S(a)z{{an}]{fi(an)} € 5;(f1(a)), 1€l} seklinde tanimlansin.

Once (A,8) € Seg oldugunu gdsterelim. Her a€A icin a€S(a) ol-
dugunu gdstermeliyiz. (A;,S5;) € Seg oldugundan

fiazfzg € S3(f4(a)), 8'nin tanimindan a € S(a) olur.
Dolayisiyla (A,S) € Seg dir.

Simdi f£;:(A,5)—>(A;,541) nin f;:A—>A; in baslangic kaldirmasi
oldugunu gdstereceZiz.

Her (B,K) € Seg, (Aj,Si) € Seg ve E’de hj:(B,K)—>(A;,S;)
donlislimler ailesi ig¢in en az bir k:B—>A fonksiyonu vardir 8y-
le ki Ufjok=Uhj dar.

Her {an} € K(a) ic¢in {k(ap)}€ S(k(a)) oldugu gdsterilmelidir.
{ap} € K(a) olsun. hj{ap}={hj(an)} € Sij(hj(a)) dir.

hj=fijok oldugundan {hj(ap)l={fijk(an)} € S;(f;k(a)), vani k si-

reklidir. Bdylece U:Seg—>Sets topolojik fanktordur.

*

UYARI 2.2.31 U:Seg—>»Sets normallestirilmistir. Qlinkd tek

nokta iizerinde sadece bir yapi vardir. Yani tek nokta {izerinde
sabit dizi ve bog climle lizerinde bir yapi vardir.
U—l(¢)={(¢,5)} S: ¢ ——9P(¢N)=¢} de S=¢ olur.

U—l({X})={ ({x},8)] S:{x}——éP{x}NzP(i) } de ( x=sabit dizi)

f:N—>{x} e sadece bir fonksiyon vardir. x € S(x) oldugundan

S(x)={x} olmalidir. BSylece {x} tlizerinde tek yapi vardir,

dolayisiyla U normallestirilmistir.

UYARI 2.2.32  £;:(A;,S;1)—>(A,S) kavsagyr Seg’de bitis kaldir-

madir ancak ve ancak her a€A i¢cin {ap} € S(a) 1ise by € Ax
ve {bk(n)} € Bk(byk) vardir &yle ki £ (k) (bg)=a ve



{an=fi (k) (bx(n))} dir.

Simdiye kadar bazi kategorilerin topolojik fanktor olduklarina

gésterdik, simdi de topolojik fanktor olmayan bir kategoriyi

verecegiz.

TANIM 2.2.33 Tim siralama baginti OSzelliklerini saglayan

uzaylarin kategorisine Poset denir. Yani (A,R} € Poset ise R

vansima, ters simetrik ve gecisme Ozelliklerini saglar.
TEOREM 2.2.34 U:Poset—>Sets topolojik fanktor degildir.

ISPAT: U’nun belirli oldugu ve U-l(A)CPA2 kiicik demetlere
sahip oldugu Teorem 2.2.22 de oldugu gibi gdsterilebilir.
U’nun baslangic¢c kaldirmasinin olup olmadigini arastiralim.
(A{,Rj) € Poset ve {f1:A—>U(A;,Rij)=A;, i€l } U-kaynagi veril-
sin. R={ (a,b)eA®*| fja Ry fib her i€l } seklinde tanimlansin.
(A,R) € Poset midir.? Teorem 2.2.22 nin ispatinda (A,R) € Prord
idi. 9imdi R’nin ters simetrik dzelligini saglayip saglama-
digini gdrelim.

Her a,b € A i¢in aRb ve bRa olsun. fja Ry fib, £ijb R; fija ve
(Ai{,Ry) € Poset oldugundan fja=fijb dir.(i€I)

Eger f; ler birebir ise a=b olur, aksi halde saglanmaz. Dolayi-

siyla genel olarak R +ters simetrik 8zelligini saglamaz. Bu da

U:Poset—>5ets in topolojik fanktor olmadigini gdsterir.



BOLUOM II1I

Bu bslimde ikinci bdliimde incelenen topolojik kategorilerin

diskre ve indiskre yapilari karakterize edildi ve bazi genel

teoremler ispatlandi.
3.1 DISKRE VE INDISKRE YAPILAR

TANIM 3.1.1 1- U : E— B topolojik fanktoru bir D:B—E sol

adjointine sahiptir ki bu sol adjointe diskre fanktoru denir{6]

Yani e=DUe nesnesi, E de diskre nesne olarak adlandirilair.

2~ U:E—>B topolojik fanktoru bir D*:B——éE sag adjointine

sahiptir ki bu sag adjointe indiskre fanktoru denir.[6]

Yani dzD*Ud nesnesi, E de indiskre nesne olarak adlandirilar.

TEOREM 3.1.2 1- E topolojik kategori olsun, e€E nesnesi

diskredir. Yani e=DUe olmasi icin gerek ve yeter sart her c€E

icin her Ue—>Uc déniistimiinlln, e—>c dénlisiimiine kaldirilabilir

olmasidar.

2~ deE indiskre;'yéni d:D*Ud olmas: 1icgin gerek ve yeter sart

her c€E icin her'ﬂUc~—9Ud ddniistimiiniin, c¢—>d ddnilisiimiine kal-

dirilabilir lea51d1r.
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ISPAT: 1- = e diskre ve her c€E icin f:Ue—>Uc olsun. En az
bir k:ie—>c doniisiminiin var oldugunu ve U(E):f oldugunu goste-
recegiz.

U topolojik fanktor oldugundan f:a—>c, f nin baglangic kaldir-
masi olsun. Burada Ue=Ue ve e diskre oldugu igin tanim
geregi ege dir, yani h:e—>& bir déniisiim vardir 8yle ki U(h)=
1d:Ue=—>Us=Ue dir. k=foh olsun, U(k)=U(foh)=U(F)olU(h)=fol=f
olur.

< Her c€E igcin her Ue—>Uc doniisimli e—>c donisimine kal-
dirilabilsin. e’nin diskre oldugunu g&sterelim.

Ozel olarak Uez=Uc wve Id:Ue—>Uc alalim, hipotezden kie—>c
yve bir dénilislim vardir oyle ki U(k)=td dir. Bu demet tzerinde
alinan her c nesnesi ig¢in gecerli oldugundan, e bu demetde en
kiiclik nesnedir. Bu da e’nin diskre oldusgunu gdsterir.

2- = d indiskre ve her c€E icin f:Uc—>Ud olsun, U topolojik
fanktor oldugundan f:c—>d f’'nin bitis kaldirmasi olsun.
Burada U(d):U(E) ve d indiskre oldugu icin ds<d dir, yani
h:a——ﬁd ve bir ddniisiim vardir, &yle ki Uh=1td:Ud=Ud—Ud dir.
k=hof olsun, U(k)=U(hof)=U(h)oU(f)=Iof=f dolayisiyla U(k)=f
dir.

< Her c€E icin her Uc—>Ud d¥niisimii, c—>d doniislimiine kaldiri-
labilsin., d’nin indiskre oldugunu gdsterelim.

Ozel olarak Ud=Uc ve 1Id:Uc—Ud zlalim, hipotezden i:c——éd
donisliimii vardir, o6yle ki U(E):Id dir. Bu ddniistim her ¢ icin
gecerli oldugundan d bu demetde en bliylik nesnedir. Bu da d’nin
en blylk oldugunu gdsterir, yani d indiskre nesnedir.
Goriilirki e€E diskre nesne kavrami, topolojik uzaylarin kate-
- gorisi Top’daki e diskre topolojik uzayi kavraminin genelleg-

" tirilmesidir. Cinkii tanim climlesi diskre uzayi olan her fonksi-

yon siireklidir.
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Onceki bdlimde verilen topelojik kategorilerin diskre ve indis-

kre yapilarini Lkarakterize etmek icin Teorem 3.1.2 yi

kullanacagiz.

3.1.3 1- (A,K) € 8CO olsun. (A,K) nin diskre uzayi olmasi icin

gerek ve yeter sart her a€A icgin K(a):{a)ajb[a]} dir.

(A,K) nin indiskre uzayi olmasi ig¢in gerek ve yveter sart her

beEB icin K(b)=8(A) olmalidair.

2- (A,K) € ConSCO olsun, (A,K) nin diskre uzayi olmasi icin ge-

rek ve yeter sart Kr{a{a:D[b], bazl1 b€A } olmalidir.

(A,K) nin indiskre uzay olmasi icin gerek ve yeter sart

K=5(A) olmalidir.

ISPAT: Teorem 3.1.2 den yararlanarak;
1- e=(A,K) € 800, c¢=(B,L) € SCO olsun. Eger f:A—>B bir fonksi-
yon ise bu takdirde f 8C0’da (A,K)—>(B,L) déniisiimiine kaldi-

rilabilir,yani a€K(a) ise fa € L(f(a)}) oldugu gdsterilmelidir.

a€K(a) ise «>o[al idi. fa> flal=[fal € L(f(a)) dan

fa € L(f(a)) dir, dolayisiyla f slireklidir.
d=(A,K) € 8CO, c¢=(B,L) € 8CO olsun. Eger f:B—>A bir fonksiyon

ise bu takdirde { 8SC0’da (B,L)—(A,K) ddnilisiimiine kaldiri-
labilir. Her b€B icin a€L(b) ise fa € K(f(b)) oldugunu gdster-

meliyiz.
a€L(b) olsun, hipotezden K(f(b))=5(A) idi. fa € S(A) oldugundan
fo € K(£(b)) dir, yani f stireklidir.

2 nin ispati 1 deki ispatin benzeridir.

3.1.4 1- E=FCO, LFCO, Lim, PsT, PrT, FTop, RgLim, RLLFCO,

RoPsT, RoPrT veya RoFTop topolojik kategorilerinden herhangi
biri ve (A,K) € E olsun.
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(A,K) nin diskre uzayi olmasi icin gerek ve yeter sart her ach
icin K(a)={ [a]l, PA=[¢#] } dir.

2- (A,K) nin indiskre uzayi olmasi ic¢in gerek ve yeter gsart her

a€A icin K(b)=F(A) olmalidair.

ISPAT: Teorem 3.1.2 den yararlanarak;

1- ex(A,K) € E, ¢=(B,L) € E wve f:A—>B bir fonksiyon ise f’nin
kaldirilabilir oldugBunu gdsterecegiz.

a€K(a) ise hipotezden a=[a] veya [¢] dur. fa=[{f(a)] veya fa=[¢]
Her iki halde de fa € L(f(a))dir. Dolayisiyla f kaldirilabilir.
2- d=(A,K) € E, ¢=(B,L) € E olsun. £f:B—>A bir fonksiyon ise
f kaldairailabilir.

a€L(b) olsun. hipotezden K(b)=F(A) idi, fa € K(£(b)) olur. Yani

f sireklidir.

3.1.5 1- (A,K) € ConFCO olsun, (A,K) nin diskre uzayi olmas:i

icin gerek ve yeter sart her a€A igin K={ [a],PA=[¢]] acA } ol-

malidir.

2- (A,K) nin indiskre uzayi olmasi icin gerek ve yeter sart

K=F(A) olmasidir.

ISPAT: Teorem 3.1.2 den yararlanarak;

1- e=(A,K) € ConFCO, ¢=(B,L) € ConFCO olsun. Eger f:A—>B bir
fonksiyon ise bu takdirde £ ConSCO’da (A,K)—>(B,L) dSnﬁsﬁmﬁne
kaldirilabilir. Yani a€K ise fa€l olduBu gdsterilmelidir.

a€K olsun a={a] veya [¢], buradan fa=[{fa] veya [¢] dur. Dola-
yvisiyla fa€l, yani f slireklidir. . }

2- d=(A,K) € ConFCO, c¢=(B,L) € ConFCO olsun. Eger f:B4¥§A bir

fonksiyon ise f kaldirilabilir.
«€L ise fa€K oldugunu gdstermeliyiz. Hipotezden K=F(A) idi.
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a€ll olsun, bu durumda fa € F(A) olur. O halde fa€K dar.

3.1.8
1- E=ConLFCO, ConLim wve. ConPsT den herhangi biri wve

(A,K} € E olsun. (A,K) nin diskre uzay olmasi icin gerek ve ye-

ter sart K:{a|a A’nin sonlu alt kiimesini icerir.}

2- (A,K)nin indiskre uzay olmasi icgcin gerek ve vyeter sart

K=F(A) olmasidair.

ISPAT: e=(A,K) € B, ¢=(B,L) € E olsun. Eger f:A—>B bir fonk-
siyon ise bu takdirde f'nin ConlLFCO, ConlLim, yva da ConPsT de
(A,K)—>»(B,L) ddnistmiine kaldirilabilir oldugunu gdsterelim.
Yani «a€K ise fa€L dir.

Bger Uefa ise fa tanimindan en az bir V&€a vardir, 8yle ki
UDf(V) dir. Madem ki o A’nin sonlu bir alt kimesini icgerir,
a da sonlu bir W alt climlesi vardir, oyle ki WCV dir. Bundan
dolayr £(W) C£(V)CU olur.

Goriildr ki [£(W)I=n{f(a)] € L dair. ( a€W, [f(W)] stizgectir.)

W sonlu oldugundan [f(W)j € L, fakat {[f(W)]lcfa oldugundan

fa€l, dair.

2~ Bunun ispati (3.1.3) (2) deki gibidir.

3.1.7 E=ConPrT veya ConFTop, (A,K) € E olsun, (A,K)nin diskre

uzay olmasi icin gerek ve yeter sart K:{a‘a::[A]}:F(A) olmasi-

dir. Yani ConPrT veya ConFTop da diskre ve indiskre uzaylar ay-

nidir. Ciinki A {4stiinde herhangi bir o siizgeci A cimlesini

icerir.

ISPAT: Teorem 3.1.2 den yararlanarak;
e=(A,K) € E, ¢=(B,L) € E olsun. Eger f:A—>B bir fonksiyon ise
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f (A,K)—>»(B,L) donlisimiine kaldirilabilir.

«€K olsun, hipotezden a -[A} idi fa[f(A)] oldugundan fa€l dir.
( [Al=n[a] € K, ([F(A)]=n[f(a)] € L, achA )

Dolayisiyla f siireklidir. ©Simdi K=F(A) oldugunu gbsterelim.
F(A) maksimum yapi oldugundan K CF(A) dir, Jte yandan «o€F(A)
ise siizge¢ tanimindan A€a, K’nin tanimaindan «a€K, yani F(A) CK
dir. Deolayisiyla K=F(A) olur.

Herhangi bir A cimlesi icin U“I(A) demetinde sadece tek bir

vapi vardir. Bu da gdsterir ki Sets ile ConPrT ve ConFTop  Dbir-

birine denk kategorilerdir.

3.1.8 1- E=z(PBorn, PBorn%) veya Born’dan herhangi biri olsun.

(A,F) € E'nin diskre uzay olmasi i¢in gerek ve yeter gsart F
A’nin blitiin (bos olmayan) sonlu alt climlelerinin cilimlesi olma-
lidair.

2- (A,F) € E’nin indiskre uzay olmasi igin gerek ve yeter sart

F=P(A) olmalaidair.

ISPAT: Teorem 3.1.2 den yararlanarak;
l1- e=(A,F) € E, c¢=(B,L) € E olsun. Eger f:A—>B bir fonksi-

siyon ise £ (A,F)—™(B,L) ye kaldirilabilir. C€F olsun, C
sonlu oldugundan f(C) de sonludur. Dolayisiyla £(C) € L dir.
2- d=(A,F) € E, c=(B,L) €E olsun. Eger f:B—>A bir fonksiyon
ise £ (B,L)—>(A,F) ye kaldirilabilir, yani C€L ise f(C)EF=PA

dir.

3.1.9 1- (A,F) € Fam olsun. (A,F) nin diskre uzay olmasi icin

gerek ve yeter sart F={ } bos aile olmasidir.

2- (A,F) nin indiskre uzay olmasi icin gerek ve yeter sart

F=PA olmasidir. Bu sonug¢lar agik olarak gdriiliir.



3.1.10 1- E=Rel olsun, (A,R) nin diskre wuzay olmasi icin

gerek ve yeter sart R=Bos baginti=¢ olmasidir.

E= RRel wveya Prord, (A,R} € E olsun. (A,R}nin diskre uzayi ol-

masi icin gerek ve yeter sart her a,b € A igin aRb&=> az=b dir.
2- (A,R) nin indiskre uzay olmasi icin gerek ve yeter sart R=A®

olmasidir.

ISFAT: Teorem 3.1.2 den yararlanarak;

1- e=(A,R) € Rel, ¢=(B,5) € Rel olsun. Eger f:A—B bir fonk-
sivon ise f kaldirailabilir. Rel’de aRb ise f(a)Rf(b) idi, a¢b
ise f(a)gf(b) dir.

e=(A,R) € E, ¢=(B,S) € E olsun. £f:A—>B bir fonksiyon ise kal-
dirilabilir, yani aRb == a=b oldugundan f(a)Sf(b)=f(a) dir.

9 vansima dzelligini saglar, yani f sltreklidir.

2- E=Rel, RRel, veya Prord’dan herhangi biri ve d=(A,R) € E,
c=(B,8) € E clsun, £f:B—>A bir fonksiyon ise f kaldirilabilir.
Her a,b € B i¢in a8b ise f(a)Rf(b) oldugundan (f(a),f(b))e R=A®

dir.

3.1.11 1- (A,B) € CP olsun. (A,B) nin diskre uzay olmasi icin

gerek ve yeter sart B=¢ olmasidir.

2- (A,B) nin indiskre uzay olmasi igin gerek ve yeter sart DB=A

olmasidir.

ISPAT: Teorem 3.1.2 den yararlanarak

1- e=(A,B) € CP, c=(K,L) € CP olsun. f:A-—K bir fonksiyon ise
f kaldirilabilir, yani BCA ise f(B) CL olmalaidir.
B=¢(:A;oldugundan f(d)=¢ CL dir, dolayisiyla f slireklidir.

2- d=(A,B) € CP, c=(K,L) € CP olsun. CP’nin tanimindan BCA idi.
Indiskre yapida en biylik alinacagindan, CP’de bir indiskre yapi
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B=A dzir. Yani (A,A) € CP de indiskre uzaydir.

3.1.12 i- (A,8) € SBeg olsun, (A,S)nin diskre uzay olmasiz icin
gerek ve yeter sart her a€A icin S(a)={a} olmasidir.
2- (A,Z)nin indiskre uzay olmasi ig¢in gerek ve yeter sart her

N

ach igin S(a)=A" olmalidar.

ISPAT: Teorem 3.1.2 den yararlanarak;

1- e=z{A,3) € Seg, ¢c=(B,L) € SBeg olsun. f:A—>B bir fonksiyon
ise £ zaidirilabilir. Yani her a€A i¢in (sp) € S(a) ise

(fsnp) € L{f(a)) oldugu gésterilmelidir.

Her n i¢in sp=a oldugundan f(sp)=f(a), dolayisayla

{fsp}=(a) € L(f(a)) dir.

2- d=(A,3) € SBeg, c=(B,L) € S8eg olsun. f:B—>A bir fonksiyon
ise f kalidirilabilir.

Her be3 icin {byp} € L(b) olsun, {f(bp)} A’da bir dizidir. Yani

N

(f£(bpl)) & A'=5 (AN, A daki bitiin diziler) O halde f slireklidir.

3.2 TOPOLOJIK FANKTOR HAKKINDA BAZI TEOREMLER

TEOREM 3.2.1 1- BEger gh:X—Y—>7 bitis kaldirma ise bu tak-
dirde g’de bitigs kaldirmadar.

2- EZer gh baslanfic kaldirma ise bu takdirde h’da baslangac

kaldirmadzir.

ISPAT: 1- Kabul edelimki k:Y—>W E icinde herhangi bir ddnlisim
ve buna bagli olarak 1:UZ—>UW ddniigiimii olsun, 8yle ki loU(g)=
U(k) dir. S9imdi madem ki 10U(gh5#U(kh) ve gh bitis kaldirma-
dir, en az bir 1:Z—>W dénﬁsﬁmﬁ §ard1r Syle ki U(1l)=1 dir.

Bundan dolayy U(lg)=U(1)oU(g)=1oU(g)=U(k) dar. Sonuc olarak
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iog=k dir, c¢lnki U degismeli diyagramlari yansitir.

[Teorem 1.2.4] Bu nedenle g bir son kaldirmadir.

2- Kabul edelimki 1:W—>Y E icinde herhangi bir ddniisiim olsun.
Bu durumda XX:UW—>UX vardir, 8dyle ki U(h)ok=U(l) dir. Madem ki
U(gh)ok=U(gl) ve gh baslangi¢ kaldirmadair, k:W—X fonksiyonu
vardir, dyle ki U(E):k dir.

Bundan dolaya U(hi)=U(h)oU(§)=U(h)ok=U(l), sonuc¢ olarak hk=1
dir. U degismeli diyagramlari yansitir. [Teorem 1.2.4]

Bu nedenle h baslangic kaldirmadir.

TEQOREM 3.2.2 Kabul edelim ki PBorn, PBornk, Born, ConLFCQO,Con-
Lim, ya da ConPsT de bir donigiim £:X—>Y verilsin. Eger f sonlu
demetlere sahipse, yani her y€Y ic¢in f_l(y) sonlu bir cimle ise
bu takdirde f diskre yapiyi yansitir.Baska bir deyimle Y diskre

ise bu takdirde X de diskredir.

ISPAT: 1.DURUM- Kabul edelim ki f£:X—>Y (PBorn,PBornk) ya da
Born’'da bir doniislim ve Y=(A{,F{) diskre olsun. Yani F1={C]C Aq

in (bos olmayan)} sonlu alt ciimlesidir.} [3.1.8] Yine kabul ede-
lim ki X=(A,F) ve WEF olsun. (A,F)—>(A31,F1) den £f(W)EF; olur
ki £(W) Ay in sonlu alt clmlesidir. Fakat £ “£(W)=Uf l(y),
y€f (W) oldugundan [10] £ £(W) sonludur. Cnkii £ l(y) ve £(W)
sonludurlar. Ama W<Zf-lf(W) den W sonlu climledir, dolayisiyla
X=(A,F) diskredir.

2.DURUM~ Kabul edelimki 3.1.68 dan ConLFCO, ConLim, ya da ConPsT
de bir ddnliglim £:X—Y ve Y=(B,L) diskre olsun.
L ={a}ja B’nin sonlu alt climlesini icerir.} o€K ise o’nin son-

lu bir alt ciimle icerdifini gbstermeliyiz.
o€K ise fo€l ve L diskre oldugundan (3.1.6) B’nin sonlu bir'alt
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kiimesi vardir ve Uefo dir. Boylece en az bir V€o vardir, dyle

ki UDE(V) oldugundan f£(V) sonludur. 1. durumda oldugu gibi

f_lf(V) sonludur ve sonuc¢ olarak V sonludur.
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