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1. GIRIS

Grup kavrami modern cebirin en temel kavramlarindan biridir. Geometrik sekillerin
simetri ~ Ozelliklerinin  aragtirllmasinda ve cebirsel denklemlerin  kdklerinin
belirlenmesinde ortaya cikmistir. Grup kavramimin ilk izleri Lagrange’in cebirsel
denklemler iizerindeki calismalarina kadar gider. Lagrange [1736-1813] bir cebirsel
denklemin kdklerini belirleyebilmek amaciyla kokler {izerinde tanimli permiitasyonlarin
Ozelliklerinin  aragtirllmasin1  baglatmis ve bu yondeki ¢aligmalarla koklerin
belirlenebilecegini tahmin etmistir. Galois [1811-1832] ilk kez grup terimlerini
permiitasyon grubu anlaminda kullanmistir. Galois’nin ¢aligmalar1 Liouville tarafindan
1846 da yayinlandiktan sonra grup kavrami yayilmaya baslamistir. Cauchy [1789-1857]
ilk kez permiitasyon gruplarin1 bagimsiz bir konu olarak ¢alismis ve bir ¢ok 6zelliklerini
elde etmistir. (Ornegin, sonlu bir permiitasyon grubunun mertebesini bdlen her asal say1

icin mertebesi bu asal sayiya esit olan bir elemaninin oldugunu gostermistir.)

[Ik sonlu grup tammm A.Cayley [1821-1895] tarafindan 1854 de verilmistir.

“Birbirinden farkli elemanlar1 1,e, f,... olan bir kiimenin herhangi iki elemaninin

carpimi ve bir elemanin kendisiyle ¢arpimi tekrar kiimeye ait ise bu kiimeye bir grup
denir.” Ilk genel soyut grup tanimi1 Wolter Von Dyck [1856-1934] tarafindan 1882 de

verilmistir. Ik kez burada grubun her elemaninin tersinin oldugu belirtilmektedir.

p -gruplar kavrami, sonlu gruplar teorisinde ¢ok 6nemlidir. Bu kavramin 6nemi, su iki

nedenden kaynaklanmaktadir. Bunlardan biri; p- gruplar, sonlu gruplarda kapsaml
calismaya imkan veren pek ¢ok 6zellige sahip olmasi, digeri ise; her hangi bir sonlu G
grubu, p- grup olan ve G grubunun yapisiyla yakindan ilgili olan, Sylow p -alt
gruplar diye adlandirilan alt gruplar icermesidir.

n

Gruplar teorisi tarihinde ilk olarak 0<n<4 icin, p" mertebeli gruplar

siniflandirilmistir (Burnside 1897). Daha sonra, p’ sayismi bdlen mertebeli gruplara



kadar genislemistir. Sonlu bir grubun yapisi, onun lokal alt gruplar diye adlandirilan,

birimden farkli p -alt gruplarinin normallestircilerinin yapisi ile elde edilir.

Braver, Sylow 2-alt gruplar1 olan biitiin gruplart siniflandirmistir. Daha sonra Walter,
Govenstein, Bender, Suzuki, Glauberman ve digerleri, bu basit gruplari abelyen,

dihedral, semidihedral veya quaternion grup diye siiflandirmiglardir.

Sonlu gruplarda belli mertebeden bazi alt gruplarin oldugunu ifade eden bazi teoremler

vardir. Bunlarin baginda gelen ve ¢ok kullanilan teoremler Norvecli matematikgi

Sylow’a aittir. Sylow teoremleri, n||G| ise G grubunun n. mertebeden ne zaman bir alt

grubunun bulunacagini ifade eder.

Yine Sylow teoremleri abelyen olmayan sonlu gruplarin yapisinin anlasilmasinda
onemli rol oynar. Ozellikle verilen bir mertebeden bir grubun basit olup olmadig: bu

teoremler yardimiyla belirlenebilir.

Lagrange teoremine gore, sonlu bir grubun alt grubunun mertebesi grubun mertebesinin

bir bolenidir. Ancak bunun tersi her zaman dogru olmayabilir.



2. KURAMSAL TEMELLER

Bu bolimde sonraki bolumlerde kullanilacak olan temel tamim ve kavramlar

verilecektir.
2.1. ikili Islem

Tamm 2. 1. 1; A ve B iki kiime olsun. a € A ve b € B olmak iizere

(a.b)={{a}.{a.b}]

kiimesine (a,b) siraln ikilisi denir.

Tanmm 2.1.2: f : AxA— A fonksiyonuna A da bir ikili islem denir. Islemler
®,®,,*, ... gibi sembollerle gdsterilir. Grup teorisi konusunda bizi ilgilendiren ikili

islemdir.

Tamm 2.1.3: Uzerinde en az bir ikili islem tanimli yapiya cebirsel yapr denir. Yani

A= kiimesi tizerinde * ikili islemi tanimlansin. (A, *) ikilisine cebirsel yapi denir.

Teorem 2.1.1: (Fermat teoremi) p asal bir say1 ve (a,p)=1, ae€Z" olsun. Bu
durumda
a"" =1(mod p)

yazilir (Bayraktar 1988).

Teorem 2.1.2: (Binom Teoremi) Her a, b reel sayisi ve her n dogal sayisi i¢in

(a+b)" = [nja” +(nja”‘b+[nja”2b2 +...+( n Jab”1 +(n)b”
0 1 2 n-1 n

dir.



2.2. Grup Kavramm

Tamm 2.2.1: G bostan farkli bir kiime * da G kiimesi lizerinde tanimli bir ikili islem
olsun. (G,*) cebirsel yapis1 agagidaki sartlar1 sagliyorsa bu cebirsel yapiya grup denir.
G.1 Va,b,c G igin (a * b) *xC=a* (b * C) olmalidir. (Birlesme 6zelligi)

G.2 VaeG igin a*e=a=e*a olacak sekildle eeG olmaldir. (Ozdes(birim)

elemanin varlig)

G.3 VaeG igin a*a' =e=a ' *a olacak sekilde a' € G olmalidir. (Ters elemanin

varligr)

Ornek 2.2.1: V;,y eZ, igin ;+9 =X+ Y seklinde tamimlanan isleme gore Z  bir

gruptur.

Tamm 2.2.2: (G,*) grubu  Va,beG i¢in a*b=b=a sartim saglyorsa (G,*)

grubuna degismeli ( abel veya komutatif ) grup denir.

Ornek 2.2.2: (Z,+) degismeli bir gruptur.

Tamm 2.2.3: G sonlu bir kiime ise (G,*) grubuna sonlu bir grup denir ve eleman

sayisina da grubun mertebesi denir. |G| ile gosterilir.

Tamim 2.2.4: G bir grup ve ae€ G olsun. Eger a' = e olacak bigimde bir t pozitif tam

sayist varsa bu pozitif t tamsayilarinin en kii¢iigiine a elemanin mertebesi denir. |a|

ile gosterilir.



Tamm 2.2.5: (G,*) bir grup, H da G grubunun bostan farkli bir alt kiimesi olsun.
Eger H kiimesi * islemine gore grup sartlarini sagliyorsa (H,*) grubuna (G,*)

grubunun bir alt grubu denir. H <G ile gosterilir.

Ornek 2.2.3: Cift tamsayilar kiimesi 2Z, (Z,+) grubunun bir alt grubudur.

Tamm 2.2.6: G ve {e} gruplarma G grubunun asikar (trivial) alt gruplar: denir.

Tanim 2.2.7: Bir grubun agikar alt gruplari hari¢ diger biitiin alt gruplarina has alt grup

denir.

Tanmm 2.2.8: Bir has alt grup, higbir has alt grubun has alt grubu degilse bu has alt

gruba maksimal alt grup denir.

Tanim 2.2.9: X,y €G olsun. X'y 'xy ifadesine X ve y nin kemutatdrii denir. [X, y]

ile gosterilir. G de tanimlanan biitiin komutatorler tarafindan gerilen G grubunun alt

grubuna tiiretilmis veya komutator alt grup denir.

Tanim 2.2.10: M, bir G grubunun bir alt kiimesi olsun. M kiimesini kapsayan, G

grubunun biitiin alt gruplarinin arakesitine M kiimesinin iirettigi(dogurdugu) alt grup

denir ve <M> ile gosterilir. M kiimesinin elemanlarina da <M> grubunun iiretecleri

denir.

Tamm 2.2.11: Bir G grubu igin, G :<M> olacak sekilde bir M c G alt kiimesi

bulunabiliyorsa, G grubuna M ile iiretilmis grup denir. Eger M kiimesi sonlu ise G

grubuna sonlu iiretilmis grup ve M ={a} seklinde tek elemanli bir kiime ise G

grubuna a ile tiretilmis devirli grup denir.



Ornek 2.2.4: Z, 1 ile iiretilmis sonsuz devirli bir gruptur.

Ornek 2.2.5: G :{i,—i,l,—l} grubu i ile tretilmis 4. mertebeden sonlu devirli bir

gruptur.

Tanmim 2.2.12: G bir grup, H kiimesi de G grubunun bir alt kiimesi olsun.
Ha={ha:heH,aeG} ve aH ={ah:heH,aecG}

kiimelerine sirasiyla H kiimesinin G grubundaki sag yan ve sol yan kiimeleri denir.

Teorem 2.2.1: N <G olsun. Bu takdirde asagida verilen ifadeler birbirine denktir.

N1. VaeG,Vxe N icin axa' e N dir

N2. VaeG icin aNa™' = N dir.

N3. VaeG igin aNa™' =N dir.
N4. VaeG i¢in aN = Na dir

Tanmim 2.2.13: Teorem 2.2.1. in denk kosullarindan birini saglayan G grubunun bir N

alt grubuna normal alt grup denir ve N <G ile gosterilir.

Teorem 2.2.2: G bir grup ve H,G grubunun bir alt grubu olsun. Her a,b € G igin
(aH)bH)=abH olmas: i¢in gerek ve yeter sart H nin G grubunun bir normal alt

grubu olmasidir.

ispat: Once H <G olsun. xe(aH)bH) olsun. O zaman x=(ah, )bh,) olacak
bigimde h,,h, € H vardir.

x = (ah, )bh, )= a(h,b)h, = ab(b'h,b)h, € abH
oldugundan x € abH ve buradan (aH )bH)c abH dir. Simdi ise y € abH olsun. O
zaman y =abh olacak bicimde heH vardir. y=(ae)bh)e(aH)bH) oldugundan

y € (aH)bH) ve buradan abH < (aH }bH ) bulunur. Boylece esitlik gosterilmis olur.



Karsit olarak her a,beG icin (aH)bH)=abH olsun. heH ve geG olsun.
ghg ™ € H oldugunu géstermek yeter. Fakat

ghg ™" =(gh)g"e)e (gH)g 'H)
oldugundan ghg ' e (gg - )H =H bulunur.

G bir grup ve H,G grubunun bir alt grubu olsun. Eger H,G grubunda normal ise

Teorem 2.2.1 den dolay1, her g € G i¢in gH = Hg oldugundan H normal alt grubunun

sol yan kiimesi sag yan kiimesine esittir. Bu kiime G/H ile gosterilir. Boylece
G/H={gH:9eG}={Hg:g G}

dir. Asagida goriildigi gibi G/H bir grup yapilabilir.

Teorem 2.2.3: G bir grup ve H, G grubunun bir normal alt grubu olsun. G/H
lizerinde bir garpma iglemi soyle tanimlansin. Her aH,bH € G/H igin
(aH )bH ) = abH

olsun. Bu isleme gore G/H bir gruptur.

Ispat: Once ¢apma isleminin iyi tammli oldugunu gésterelim. aH,bH € G/H ve
xeaH,y ebH olsun.

(ab)H = (xy)H
oldugunu goéstermeliyiz. X =ah, ve y=Dbh, olacak bigimde h,,h, € H vardir. Simdi

H <G oldugundan

(xy)H = (ah,bh, )H = {ab(b;[wi))hz]H = abH

eH
ve boylece iddia gosterilmistir. Simdi aH,bH,cH e G/H olsun. O zaman Teorem
2.2.2. den dolay1
[@H XbH )JeH ) = [(ab)e]H = [a(be)H = (aH )[(bh)(cH)]

oldugundan birlesme 6zelligi saglanir. Bundan baska



(aH)eH) = (ae)H = aH = (ea)H = (eH )aH)
(aH)Ya'H)=(aa')H =eH =(a'a)H(a'H (aH)

oldugundan eH birim eleman ve (aH )71 =a'H dir. Dolayistyla G/H bir gruptur.
Tamim 2.2.14: Yukaridaki G/H grubuna béliim (faktér) grubu denir.

Ornek 2.2.6: N :<4> =4Z alt grubuna gore Z/N  bdlim grubu

{N J+N,2+N,3+ N} seklindedir. Ciinkii herhangi bir neZ alindiginda,

n=4q+r,0<r <4 olacak sekilde 3q,r € Z bulunabilir. Boylece n tam sayist bu 4

smiftan birine ait olur. Su halde Z/N = Z, olur.

Tamm 2.2.15: (G,e) ve (H,*) iki grup ve f:G — H bir fonksiyon olsun. Va,beG
i¢in
f(aeb)=f(a)=f(b)

ise f ye G den H ya bir homomorfizma denir.

Tamm 2.2.16: 1-1, 6rten bir homomorfizmaya izomorfizm denir.

Tamm 2.2.17: A, G grubunda bos olmayan bir kiime olsun. g € G elemant igin

g 'Ag = {g‘lag ‘ae A}
olarak tanimlanir. Ayrica,

Ny (A)={h:h"'Ah=A heH]

kiimesine, A kiimesinin H grubunda normallestirilmesi denir.

Tammm 2.2.18: Bir G grubunun, asikar olmayan Sylow p-alt grubunun

normallestiricisine lokal (yerel) alt grup denir.



Teorem 2.2.4: A= bir kiime ve H <G olsun. Bu takdirde, N, (A)<G olur.

Tanim 2.2.19: A ve B, bir G grubunun bos olmayan iki alt kiimesi olsun. Baz1 he H
elemanlari igin , h™'Ah =B olusuyorsa, B kiimesine A kiimesinin H eslenigi denir.
Eger A ve B, G grubunun birer alt grubu, g €G icin g~'Ag =B oluyorsa, A ve B

alt gruplarina G grubunda esleniktirler denir.

Tanim 2.2.20: Bir elemanin tiim esleniklerinin (konjuge) kiimesine, o elemanin eslenik

(konjuge) smifi denir. Yani C(a) = {XaX*1 X e G} dir.

Tanmm 2.2.21: G bir grup olsun. G grubunun, biitiin elemanlar1 ile degismeli olan

elemanlarin olusturdugu kiimeye G grubunun merkezi denir ve Z(G) ile gosterilir.

Yani,Z(G)={xeG:xg = gx, Vg € G} kiimesine G grubunun merkezi denir.

Tamm 2.2.22: Bir G grubu, eger bazi m tamsaysi i¢in Z, (G)=G ise nilpotenttir.

Bu durumda Z, (G) =G olacak sekilde en kii¢iik ¢ tamsayisina G grubunun nilpotent

sinifi denir.
Bu tanima gbre Abelyen gruplarin nilpotent sinifi 1 dir.

Teorem 2.2.5: G bir grup olsun.
la|]=m ve |b|=n, (m,n)=1 ab=ba

ise, 0 zaman |ab| =mn olur.

Tamm 2.2.23: (G,e) bir grup ve S bir kiime olsun. f:GxS—S, f(g,s)—>gs

yazildiginda VseS ve ¢,,9, €G icin

i. es=s, (e,G grubunun birim elemani)
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ii. gl(gzs):(glgz)s
sartlarin1 saglayan bir f doniisimii varsa G,S kiimesine etki ediyor denir. G,S

kiimesine etki ediyorsa S kiimesine G —kiime ad1 verilir.

Tanim 2.2.24: G bir grup ve X < F olmak iizere f: X — G fonksiyonu verilsin.

Eger S fonksiyonunun genislemesi olacak sekilde tek bir # : F — G homomorfizmi

varsa F, X iizerinde serbesttir denir.

Burada S niin B fonksiyonunun genislemesi olmasi demek, Vxe X igin

S (X) = ,B(X) olmasi1 demektir.

Tanim 2.2.25: X bir kiime olsun. F = F(X) ile X iizerinde serbest grubu, R de F
nin bir alt kiimesini gostersin. Bu takdirde G = <X |R> ye G grubunun bir temsili denir.

X kiimesine gerenlerin kiimesi ve R kiimesine de bagintilarin kiimesi denir.

Tamm 2.2.26: Bir G grubu |a| =n,|b| =2 ve ba =a"'b bagintilarin1 saglayacak sekilde

a,b elemanlari tarafindan geriliyorsa bu G grubuna 2n. mertebeden bir dihedral grup
denir ve

D, :<a,b

a"=eb*=e,ba= a‘1b>

ile temsil edilir.

Tanmm 2.2.27: Bir G grubu |a|:4,a2 =b’ ve ba=a’b bagmtilarmi saglayacak

sekilde a,b elemanlar tarafindan geriliyorsa bu G grubuna quaternion grup denir ve

Q:<a,b

a‘*=e,a’=b>ba= a3b>

ile temsil edilir.
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Genellestirilmis Quaternion grubu ise

an = <a,b

n-1 n-2
a’ =eb’=a’ ,aba= b>

ile temsil edilir.
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3. MATERYAL ve YONTEMLER

Bu boéliimde maksimal devirli alt gruplara sahip sonlu p - gruplarin siiflandirilmasi ile

ilgili baz1 tanim, teorem ve ispatlar verilecektir.
3.1.P - Gruplar

Tammm 3.1.1: G bir grup ve p sabit bir asal say1 olmak tlizere G grubunun her

elemaninin mertebesi p asal sayisinin bir kuvveti ise G grubuna p - grup denir.

Tanmim 3.1.2: H , her hangi bir G grubunun bir alt grubu olsun. Eger H alt grubundaki

her elemanin mertebesi p asal sayisinin bir kuvveti ise H alt grubuna G grubunun

p -alt grubu denir.

Tamm 3.1.3: |G|=|Z(G)|+ Y [G:N(x)] ifadesine G grubunun simf denklemi ad:

xeC

verilir.

Teorem 3.1.1 (Lagrange): Sonlu bir grubun her alt grubunun mertebesi, grubun

mertebesini boler (Bayraktar 1988).

Teorem 3.1.2: Sonlu bir G grubunun bir p- grup olmasi igin gerek ve yeter sart

|G| =p“, «a=0 olmaldir.

Ispat: G bir p- grup ve q, G grubunun mertebesini bolen asal bir say1 olsun. Bu
takdirde Cauchy Teoreminden dolayr G grubunun, mertebesi g olan bir eleman1 vardir.
G bir p- grup oldugundan, G grubunun her bir elemaninin mertebesi p asal

sayisinin bir kuvveti seklinde olur. Bu durumda p=q olmak zorundadir. Bdylece



13

|G| = p“ olur. Tersine olarak |G| = p” olsun. Bu takdirde Lagrange Teoreminden dolay1

her hangi bir b e G elemanin gerdigi <b> devir grubunun mertebesi p“ sayisini boler.

Halbuki <b> devir grubunun mertebesi b elemanin  mertebesi oldugundan

b|=p', (i<a) seklindedir.

Teorem 3.1.3: G ;t{e} olmak tizere G sonlu bir p- grup olsun. Bu takdirde G

grubunun merkezi birden fazla eleman ihtiva eder.

Ispat: |G|:‘Z (G)‘+i[G 1 Zg (X )] simif denklemi ele almsin. Her i igin
i=1

[G Ze (Xi)] >1 olup bu say1 |G| = p* y1bdler (¢ >1). G bir p -grup oldugundan p,

[G:ZG (Xi)] ve |G| yi béler. Dolaysiyla p, ‘Z(G)‘ yi de boler. ‘Z(G)‘Zl

oldugundan Z (G) en az p eleman ihtiva eder.

Teorem 3.1.4: p asal bir say1 olmak tizere H grubunun mertebesi p" ve S sonlu bir
H - kiimesi olsun. Ustelik kabul edelim ki
S, ={xeS:hx=x, vheH }

seklindedir.
Bu takdirde

[S|=1Ss|(mod p)

olur (Bayraktar 1988).

Ispat: xeS olsun. X in bir tek eleman ihtiva etmesi icin gerek ve yeter sart X € S,

olmasidir. Gergekten ;={hx} ise xex olacagindan hx=x dir. Bu ise XeSs,
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oldugunu ifade eder. Tersine X € S, ise he H i¢in hx =X olacagindan X = {x} dir. O

halde i =1,2,...,n i¢in ‘X_,‘ >1 olmak lizere

S=5,UxX uU...uXx,

yazilabilir. Buradan

|S|=|SO|+‘X_1‘+...+ X,

elde edilir. Yine S bir H -kiime oldugundan ‘X_,‘ = [H : Hxi] yazilabilir. Buradan
‘X_,H|H| = p" oldugundan p”x_,‘ elde edilir. Boylece p||S|—|SO| olur. Yani

S| =|S,|(mod p)

dir.

Teorem 3.1.5: H , sonlu bir G grubunun bir p - alt grubu ise

[NG(H):H]E[G:H](modp)

olur (Bayraktar 1988).

Ispat: H nin G grubundaki sol yan kiimelerinin kiimesine S denilsin. Bu takdirde
IS|=[G:H]
olur. S, = {xH e S:hxH = xH,Vh e H} ise
XH e S, < hxH =xH
< X'hxH = H
< x'hxeH
< x'Hx=H

< xHx' =H
< xeNg(H)

yazilabilir. Buradan anlagilir ki, S, kiimesinin mertebesi, x € N, (H ) olmak iizere xH

yan kiimelerinin sayisina esittir. Yani |SO| =[Ng(H): H] dir. Teorem 3.1.4 ten dolay
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[NG(H):H]E[G:H](modp)

olur.

Teorem 3.1.6: G sonlu bir grup olsun. H, G grubunun bir p - alt grubu ve p|[G : H]

ise Ng(H)#=H olur.

Ispat: p|[G:H] olsun. Teorem 3.1.5 ten
0=[G:H]=[Ng(H):H ](mod p)

yazilabilir. Buradan [NG (H):H ] >1 olur. Boylece N (H) = H olur.

Tamm 3.1.4: G sonlu bir grup, p |G| yi bolen bir asal say1, p nin |G| yi bodlen en

biiyiik kuvveti p" ise G nin p" inci mertebeden H alt grubuna G nin bir Sylow p—

alt grubu denir.

Sonlu gruplarda belli mertebeden baz1 alt gruplarin oldugunu ifade eden bazi teoremler

vardir. Bunlarin basinda gelen ve ¢ok kullanilan teoremler Norvegli Matematikgi

Sylow’a aittir. Sylow Teoremleri, N | |G| ise G grubunun n. mertebeden ne zaman bir

alt grubu bulunacagini ifade eder.

Yine Sylow teoremleri abelyen olmayan sonlu gruplarin yapisinin anlasilmasinda
onemli rol oynar. Ozellikle verilen mertebeden bir grubun basit olup olmadigi bu

teoremler yardimiyla belirlenebilir.

Lagrange teoremine gore, sonlu bir grubun bir alt grubunun mertebesi, grubun
mertebesinin bir bdlenidir. Ancak tersine m sayisi, N sayisinin bir boleni ise n

mertebeli bir grup, m mertebeli bir alt gruba sahip olmayabilir.
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Ornek 3.1.1: Mertebesi 12 olan bir alterne grubunun, mertebesi 6 olan bir alt grubu

yoktur.

={l,(12)(34),(13)(24),(14)(23),(123),(132),}

(234),(134),(124),(142),(143),(243)
Buna gore m|n ise, N mertebeli bir grubun, M mertebeli bir alt grubunun olacagini

kesinlikle sOylemeyiz. Ancak m bir asal say1 veya bir asal sayinin kuvveti ise o zaman
boyle alt gruplar mevcuttur.

Iste bdyle gruplarin varligi ve sayis1 Sylow Teoremlerinin konusudur.

Teorem 3.1.7 (Cauchy): G bir grup ve p bir asal say1 olsun. Eger p||G| ise, G

grubunun mertebesi p olan bir eleman1 vardir.

Ispat: aeG ve aa,a,..a, =e olmak lzere G grubunun elemanlarinin
(al,az,a3,..., ap) p -lilerinin kiimesini S ile gosterelim. Yani
S :{(a],az,a3,...,ap):ai eG ve aa,a,..a, :e}

olsun. |G| =n olsun. a,a,a,..a, =e esitliginden a, = (alaz...c’:lpf1 )71 bir tek olarak tesbit
edilebileceginden |S|=n"" olur. p|n oldugundan |S|=0(mod p) olur. Simdi iddia
ediyoruz ki Z; grubu, S kiimesine bir devir permiitasyonu ile etki eder. Yani Vk e Z,
ve VX = (al,az,a3,...,ap) € S igin
@ (K, X)=kx = k(al,az,aS,...,ap)
= (21800 p021,8,,.01,8 )
olarak tarif edilirse, S bir Z -kiimesidir. Her seyden dnce gruplarda ab=e olmasi

ba = e olmasini gerektirdiginden (ak+l sy igsees Qs 815 8y5nens Ay ) € S olur. Ciinkii
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2,8,a,..a, =€ = a,a,a,a,..a, , =€
=a,,a,8,,a,..a, , =€

= 8,,,8,,,.-2,8,a,..8, =€

seklindedir. Diger taraftan 0 e Z, 0zdes eleman ise vxe s igin OX=X olur. Ayrica

k,k'eZ  olmak lizere

(k +k ')(a19a29a39""ap) = (ak+k'+19ak+k'+29"'9ak+k')
=k (ak'+1’ak'+2""’ak')

=k(k'(a,a,...3, ))

»a,
oldufundan vxe s icin (k+k’)x=k(k'x) olur. O halde Z nin S kiimesi lizerine
etkisi iyi tanimlidir.

Teorem 3.1.4. deki gibi §;= {X eS:kx=x, Vk e Zp} olarak  tanimlanirsa
(e, e,...,e) €S, oldugundan S, #< dir. Bu durumda |SO| #0 olur. Dolayisiyla S
kiimesinde en az p eleman bulunmalidir. O halde (a, a, a,...,a) €S, olacak sekilde bir

a #e vardir. Boylece a® =e olur. p asal oldugundan |a| =p olur.

Teorem 3.1.8 (I. Sylow Teoremi): p asal bir say1 ve (p, m) =1 olmak tlizere G
grubunun mertebesi p"m olsun (n > 1) . Bu takdirde 1<i<n sartim saglayan her bir i

icin G grubunun, mertebesi p' olan bir alt grubu vardir. Ustelik G grubunun p'

mertebeli (i <n) heralt grubu, p"' mertebeli alt grubunda normaldir.

Ispat: p||G| oldugundan Cauchy Teoremine gére G grubunun, mertebesi p olan bir a
eleman1 ve dolayisiyla mertebesi p olan (a} alt grubu vardir.

Simdi varsayalim ki H,G grubunun p' mertebeli alt grubudur (1<i <n). Bu durumda
p|[G : H] olur. Diger taraftan H,N (H) da normaldir. Teorem 3.1.6 ya gore

Ng(H)#H ve Teorem 3.1.5 e gore de
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1<|Ng(H)/H|=[Ng(H):H]=[G:H]=0(mod p)
olur. Yani p||NG(H)/ H| olur. O halde yine Cauchy Teoremine gére N (H)/H

grubunun, mertebesi p olan bir alt grubu vardir. Bu grup, H <H, <Ng(H) olmak

tizere H,/H seklindedir. H < Ng(H) oldugundan H,H, de de normaldir.

[Hi|=|H

HI/H|= pip: pi+1

2

olur.

Teorem 3.1.9 (II. Sylow Teoremi): |G| < oo bir grup, H <G herhangi bir p - alt grubu

ve K da herhangi bir p — Sylow alt grubu olsun. Bu takdirde H < xKx™' olacak sekilde
X € G vardir. Ozellikle G grubunun herhangi iki Sylow p - alt grubu esleniktir.

Ispat: S={xK:xeG} olsun. S, ={xeS:hxK =xK, YheH} ise Teorem 3.1.5 ten
|So|=[S| =[G : K](mod p) olur. p, [G:K] indeksini bélmediginden |S,|#0 olur. O
halde XK €S, vardir. Bu takdirde

xKeS, &hxK=xK, VheH
< x'hxK =K, VYheH
< x'Hx <K,
& H < xKx™!

olur.

Simdi K ve K', G grubunun herhangi iki Sylow p - alt grubu olsun. Teoremin birinci
kisminm ispatindan dolayr K' bir p- alt grubu olarak K alt grubunun bir xKx'

konjiigesinde ihtiva edilir.|K|=|K | :‘XKX’I‘ oldugundan K'=xKx™" olur.

Teorem 3.1.10 (III. Sylow Teoremi): |G|<oo bir grup ve p asal say1 olsun. G

grubunun Sylow p-alt grublarinin  sayisii S ile gosterilirse, S, ||G| ve

S, =1(mod p) dir.
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Ispat: ikinci Sylow Teoreminden dolayr G grubunun Sylow p - alt gruplarimin sayist

bunlardan her hangi birinin, 6rnegin P nin esleniklerinin sayisina esittir. Bu say1

[G : NG(P)] olup ,

G| yi boler. G grubunun biitiin Sylow p - alt gruplarmin kiimesini
S ile gosterelim. Bu takdirde PxS — S,(9,Q) — gQg ™ eslenik olma etkisi ile S bir
P - kiimesidir. S, = {Q es:xQx™',vxe P} denirse Q € S, olmasi icin gerek ve yeter
sart her X € P icin XQx™' =Q olmasidir. Halbuki XQx™' =Q olmasi i¢in gerek ve yeter
P < N¢(Q) olmasidir. P ve Q nun her ikisi de G grubunun ve boylece N (Q) nun
Sylow p - alt gruplar1 oldugu i¢in onlar NG(Q) da esleniktir. Q, NG(Q) da normal
oldugu i¢in bu durum P =Q olmasi ile miimkiindiir. Dolayisiyla S = {P} yani |50| =1

dir. Teorem 3.1.6 dan dolay1 |S| = l(rnod p) ve buradan |S| =s, =kp+1 elde edilir.

Ornek 3.1.2: Mertebesi 15 olan bir grubun basit olup olmadigini arastiralim.
Bunun i¢in 6nce 15 sayisinin asal ¢arpanlarin1 bulmaliyiz. 3 ve 5, 15 sayisin asal

carpanlaridir. Buna goére Sylow 3 ve Sylow 5- alt gruplart vardir. S, =1(mod3) ve
S;=1(mod5) oldugundan Sylow 3 ve Sylow 5- alt gruplarimin sayist 1 er tanedir.

Dolayisiyla bunlar normaldir. Oyle ise 15. mertebeden verilen bu grup basit degildir.

Tanim 3.1.5: G bir p - grup olsun. Her bir n dogal sayisi igin
Qh(G)=<X:XEG,Xpn :e>, 0 n(G):<ypn :yeG>
olarak tanimlanir. [J (G) alt grubu G grubunun agemo alt grubu olarak adlandirilir

(Suzuki 1985).

Tamm 3.1.6: G bir p - grup olsun. Eger herhangi iki X,y € G elemanlari igin
xPy? =(xy)"c
olacak sekilde [ /(H") (H = <X, y>) niin bir ¢ eleman1 varsa G ye regiiler p- grup

denir (Suzuki 1985).
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Ornek  3.1.3: D, = {e, X, X2, X7, Y, Xy, XY, x3y} (x4 —e=y’, yx= x3y) ve
H= {e, X2, Y, Xzy} olacak sekilde H <G olsun. Bu durumda

[e.x* |=e, [e.y]=e, [e.x’y]=e
[ X% |=e[y.y]=e [Xy.Xy]=e
[ Xy ]=x?y "%y
= X yxxy
= XX yxy
= xx’yy
=e
[xz, xzy] =Xy XKy
= X yxxy
= XX’ yxy
= Xx’yy
=e
[y. Xy =y 'y ' yxty
= X yXXy
= XX’ yxy

= XX’yy
=e

olur. Yani H = {e} komutator alt grubu elde edilir. [ | (H ) = <a2 :aeH > grubunun

X*y? = xxyy
= Xxyx’y
= xyx* xy
= xyx’yx’
= XyXXyx’
= Xyxyx’x’
= (xy)2 X
=) [xy]
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olacak sekilde [X, y] el (H ) bulunur. Béylece D, grubu bir regiiler p - gruptur.

Teorem 3.1.11: G bir regiiler p - grup olsun. X,y € G igin
X" =y" o (xly) =e

dir (Suzuki 1985).

Ispat: Ispat tiimevarimla yapilacaktir. (Rn ) onermesi

(R,):x” =y” :>(x“y)pn —e

olsun.

a) (R)) saglar.

Ispat: x? =y® olsun. G:<X, y> ve abelyen olmayan bir grup olsun. M de G

grubunun maksimal bir alt grubu olsun. X° = y® oldugundan

p

e=y Py lyPy=x"y 'xPy=x" (Xp)y —xP (Xy)
yazilabilir. Boylece

e:x"’(xy)p = xP :(xy)p

olacak sekilde X ve x*, M nin iki elemanidir. (Rl), M de saglar. Bundan dolay1
(x'x")" =e

yazilir. Bu bize ‘[x, y]‘z p oldugunu gésterir. G =(X,y) oldugundan, G tiiretilmis

grubu, [X, y] ve onun konjugeleri tarafindan gerilir. Ustelik (Rl), M de saglandigindan

G’ grubunun her elemamn mertebesi p dir. Ozellikle [J 1(G'):{e} dir. G regiiler
oldugundan

X PyP =(x‘1y)p.c, cell ,(G)
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yazilir. O zaman C=e ve (X"ly)pzx"pypze olur. Bu (R) in G grubunda

saglandigin1 gosterir.

b) (R,)+(R)=(R,)
ispat: x” =y olsun. (R,,) den (X_pyp )pn_] =e yazilabilir. Bu x "y’ elemaninin
Q,,(G) alt grubuna ait oldugu anlamma gelir. G regiiler oldugundan (X’ly)p eQ |

1

yazilir. (R_,) saglandigindan, O, (G) en g¢ok p"" mertebeli elemanlardan olusur.

Bundan dolay1

() =) =

elde edilir. Boylece (R, ),G grubunda saglanur.

(S,) 6nermesi
(Sn):(x‘ly)pn —e=x" =y

olsun. Ilk olarak (31) in saglandiginm1 gosterelim. (X_ly)p =e olsun.

-1

() =3y () =9y e
yazilabilir. Bundan dolay1 (R,) den
() (o) = () <y <o
elde edilir. G regiiler oldugundan
x PyP =(x’1y)p =e

yazilir. Bu (81) in saglandigini gosterir.

) (S,,)+(S,)=(S,)
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Ispat: (X’ly)pn =e olsun. O zaman (X*Iy)peQﬂ_l (G) olur. ©_,(G) en ¢ok p™'

mertebeli elemanlardan olusur. Bundan dolay1

(x"’y")pn —e

ve (S, ) den

yazilir. Bdylece (S, ), G grubunda saglanir.
Ornek 3.1.4: D, bir regiiler p -grup olsun. X,y € D, igin

xX'=y'oe=x"y
Se=x"xyy’
<e=x"yxy’
se=xyxyy?
<e=x"yxyx xyy
Se=xyx yx'yxy
se=x"yxyxyxly

=X :(x’ly)4

olarak bulunur.

Teorem 3.1.12: G, p" mertebeli sonlu bir grup olsun. ( p asal ve n>0) Bu durumda
i. G grubunun asikar olmayan her hangi bir N normal alt grubu i¢in, Z(G)m N

asikar degildir.

ii. H,G grubunun bir has alt grubu ise, o zaman H tamamen N(H) da kapsanir. Bu

yiizden H, p""' mertebeli alt grup ise H <G olur.
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Ispat: i.

G=Z(G)u(UC(x)j, N=GNAN=Z(G)nN u(UC(x)mNj

xeC xeC

IN|=|Z(G)N|+ Y |C(x) NN (1)

xeC

ve XeN ise C(x)c N olur. ¥xeC igin C(X)mN ya bostur ya da C(x) olur. Bu
durumda
IC(X)AN|=0 yada|C(X)N|=[G:N(x)]
olur. Bu yiizden
p>.[C(x)NN]

xeC
olur. p||N| oldugundan ve (1) esitliginden pHZ (G)n N‘ olur. Bu da Z(G)nN nin

asikar olmadigin1 gosterir.

ii. K cH ve K,G grubunun maksimal alt grubu olsun. O zaman G/K bélim grubu,
bazi r >0 i¢in p" mertebelidir.

Bu yiizden (i) den G/K, asikar olmayan bir merkeze sahiptir. Bu merkez L/K
seklinde olsun. L/K <G/K oldugundan L <G olur. L& H,K c H ve K maksimal
oldugundan K Z L olur. heH ve lelL olsun. L/K, G/K bédlim grubun merkezi

oldugundan
(hK)(K) = (IK)(hK)
olur. Bu yiizden I'hlehK c H olur. Bu takdirde L N(H) olur. Bu H = N(H)

-1 .
" ise 0 zaman

oldugunu ifade eder ve H < N(H) yazilir. |H|=p
N(Hl=[e] - p

olmalidir. Dolayisiyla H <G olur.
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Teorem 3.1.13: p asal sayr olmak iizere, p mertebeli sonlu bir grup devirlidir

(Bayraktar 1988).

Tanim 3.1.7: G bir grup olsun. G grubunun Z,(G),Z,(G),Z,(G).... bigimindeki alt

gruplariin

{e}=ZO(G)gZI(G)g22(G)g...

serisine, G grubunun iist merkez serileri ad: verilir.

Teorem 3.1.14: G, sonlu bir p -grup olsun. Bu durumda G grubu bir nilpotenttir.

Ispat: Eger G={e} ise, G grubunun nilpotent oldugu asikardir. G #{e} olsun. Bu
durumda Teorem 3.1.3 e gdre, Z,(G)=Z(G)={e} olur. G/Z,(G)#{e} ise, yine
Teorem 3.1.3 e gore, G/Z,(G)=2,(G)/Z,(G)#Z,(G)/Z,(G) olur. Z,(G)=G ise,
Z,(G)#2,(G) olur. Benzer olarak, G=#Z,(G) ise Z,(G)#Z,(G) olur. Tiime
varmla, Z;(G)#G ise, Z;,,(G)# Z,(G) elde edilir. Boylece

{e}=27,(G)cZ(G)c...cZ(G)c Z,(G)
yazilir. G grubu sonlu oldugundan, baz1 k tam sayilari i¢in, Z, (G)=G olur.
Buradan

(e}=7,(G)cZ (G)c...cZ,(G)=G

yazilir. Yani, G grubu nilpotenttir.

Ornek 3.1.5: p asal bir say1 olsun. G, mertebesi p’ olan ve abelyen olmayan bir grup

ise, Z,(G)=G olur.
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Coziim: |G|=p’ olsun. Bu durumda Teorem 3.1.14 e gére, Z (G)=Z(G)={e}
bi¢imindedir. Bdylece Z,(G)#G ise, G/Z,(G) béliimiiniin mertebesi p veya p’
sayilaridir. Burada “ G bir grup ve S SZ(G) olsun. G/S devirliyse, G grubu
degismelidir.” ifadesine gore, yalniz ZI(G):G icin G/ Zl(G) bolimi  devirli
oldugundan, mertebesi p° olan

G/Z,(G) bélim grubu bulunur. Bdylece, G/Z,(G) bolim grubu degismelidir. Bu

takdirde, G/ Z,(G)=2 / Z,(G) olup, Z,(G)=G yazlur.

Ornek 3.1.6: D, , mertebesi 2n olan bir dihedral grubu olsun. Eger n sayis1 2 sayismin

bir kuvveti ise, yani n=2" seklindeyse, D, grubu bir nilpotenttir. Fakat A, alterne

grubu bir nilpotent degildir.

Coziim: |Dn| =2" seklinde olsun. Bu durumda D, grubu bir p -gruptur. Teorem 3.1.14
e gore D, grubu bir nilpotenttir.

Ote yandan, A, alterne grubunda, Z, (A4) = {e} bi¢cimindedir. Bdylece,
Z,(A)=2,(A)=2,(A)=... olur. Buradan, her n tam sayis1 igin, Z (A,)= A,
oldugu i¢in, A, alterne grubu bir nilpotent degildir.

Tamm 3.1.8: H, <H, ,H, <H,,H,={e} ve H =G olacak bigimde G grubunun
H, H,,...,H, seklinde sonlu sayidaki alt gruplarinin dizisine, G grubunun alt normal
veya alt invaryant serisi denir.H, <H, ,,H,={e} ve H =G olacak seckildeG

grubunun H H,,...,H  seklinde sonlu sayidaki alt gruplarmin dizisine, G grubunun

normal serisi ad1 verilir.

Ornegin; Z tam sayilar kiimesinin normal iki serisi

{01 <82 <4Z <27 <Z ve {0}<9Z<Z
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bigimindedir. Ote yandan, karenin tiim simetrilerinden olusan D, dihedral grubunun
1234 1234 1234 1234
| = ,d, = ,d, = ve d, =
1234 3412 2143 4321
elemanlar1 igin, {I}S{I,dz} S{I,dl,dz,d3} <D, dizisi, alt normal bir seridir. {I,dz}
alt grubu D, dihedral grubunda normal olmadig: igin, bu dizi normal bir seri degildir.

Tamim 3.1.9: Eger her bir H; grubu K; gruplarmin birinde ise, yani {Hi} c {K.

J} ise,
{Kj} alt normal (veya normal) serisine, G grubunun {Hi} alt normal (veya normal)

serisinin bir incesidir denir.

Tamm 3.1.10: Tim H,,,/H; bélim gruplar: basit olan G grubunun {Hi} alt normal
serisine bilesim serisi denir. Tiim H,, /H, boliim gruplari basit olan G grubunun

{Hi} normal serisine de bas seri ad1 verilir.

Tamm 3.1.11: Tim H,,,/H; bolim gruplar abelyen olan G grubunun {Hi} bilesim

serisi varsa, G grubuna céziilebilirdir denir.

Ornek 3.1.7: p ve q asal sayilar icin, mertebeleri p*, pq veya p’q olan tim G

gruplar ¢oziilebilir.

Coziim: |G| =p° ise,G grubu abelyendir. Her sonlu abelyen grup ¢oziilebilir
oldugundan, G grubu ¢6ziilebilir.

|G| =pqg ise, p<q i¢in G grubunun q mertebeli sadece bir tane H alt grubu vardir.
Bu alt grup tek oldugundan G grubunun normal alt grubu olur. Buna gore |G/ H | =p
olur. Béylece G/H béliim grubu abelyendir. |H | =( oldugundan H grubu da abelyen

olur. Boylece, boliim gruplari abelyen olan alt normal seri,
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{e} cHcG
bi¢cimindedir. Bu da, G grubunun ¢o6ziilebilir olmasini verir.
|G| =p’q ise, s, =(1+ kp)‘ p°’q olur. Buna gore 1+kp=1 veya 1+kp=q olmalidir.
1+kp=1 ise, H <G olur. Buradan, G/H ve H / {e} boliim gruplart abelyen olan alt

normal serisi, {€} = H = G bi¢iminde oldugu i¢in, G grubu ¢dziilebilir.
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4. ARASTIRMA ve BULGULAR

Bu boliimde p - gruplarin siniflandirilmasi tizerinde duruldu.
4.1. Baz1 Teoremler

Teorem 4.1.1: G, g=p" mertebeden bir p- grup olsun. G grubunun abelyen
olmadigin1 ve bir M maksimal devirli alt gruba sahip oldugunu varsayalim. n>3 ve
p tek ise, G grubu, asagida takdimi verilen M (p”) grubuna izomorftur.

n-2

M (p")=(xy:x" =y =e,y"xy=x"7), q=p

Eger p=2 ise;
G=M@)=(xy: X" =y =eyxy=x"),  q=2""
veya
G=Q, = <x, yix =gyt =x",y Xy = x‘1>
veya

G=D,,, (Dihedral grup)= <x, y:x' =yi=eyxy= x">
veya takdimi asagida verilen S, grubuna izomorftur.

Sg:<x,y:x2a:y2:e, y"xy:x’”a>, a=2"%, nx4

Ispat: (a) X, M devirli grubunun bir gereni ve y, G :<X, y> olacak sekilde bir
eleman olsun. M, G grubunun maksimal alt grubu oldugundan M, G grubunun

Sylow p - alt grubudur. Boylece I.Sylow teoreminden M <G dir Ve|G ‘M | = p dir.
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M= M[=d8l
G:M|=p= |G.M|—|M|_p
pn
= = =p
M|
:>|M|_pn—]

Bu durumda
XM =¢e (q:p”‘z), y'xy=x", yPeM
olur. G abelyen olmadigindan yani; xy = yx olmadigindan r,
r#1(mod p"™)
denkligini saglar.
Gergekten eger I =1(mod p"™') olsaydi o zaman ; r =ap""' +1 olarak yazilabilir.

Buna gore;

ap™+l

y Xy =X =X=> Xy = yX

olurdu. Bu G grubunun abelyen olmamas: ile celiskilidir. Bu geliski r=1(mod p"™)
alimmasindan kaynaklandi. Dolayisiyla
r#1(mod p"™)
dir. y?, M nin bir gereni olmadigindan
yP =x

dir. Simdi X" yi bulalim.
=(x) =(y ) =y iy ey Ty

rH

_ y_ler y
—y 'y )"y
=y yXyY XYLy TIXY Y

ri72

2,2 2

=y Xy
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olarak bulunur.
Buna gore
X" =y PxyP =xPxx®P =x=>rP=ap" +1
=" =1(mod p")
olarak bulunur.

(b) p tek olsun. Fermat teoreminden
r’'r=1+ap"™ ver"” =1+p8p

r=1+kp’ (k,p)=1 A21
yazilir.

Binom teoreminden

r*=(1+kp")" = {Sj(kpﬁ)‘) +[lpj(kp*)+[§j(kpi)2 +...+( Ej(kpﬂ)p

= r° =1+kp**'(mod p***)
olarak yazilir. r?=1=r(mod p"') oldugundan A=n-2 dir. ik =1(mod p) olacak
sekilde bir i tam sayisi ve Yy' yerine y segilir. Bu takdirde
yi'xy=x", r=1+p"?=1+q
olur.

Boylece
y iy =X = x Ty ixy = xP
olacak sekilde [X, y] komutatorii vardir. Dolayisiyla reguler p -grubun tanimindan G
bir reguler p - gruptur.
Bu durumda
y'=x¥=(x"y)" =e
olur. Son olarak X°y nin yerine y segilirse
G=M(p") :<x,y:xpq =yP =g y'xy= x”q>
elde edilir.
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(¢) p=2 olsun.g=2m=2" dir. Ilk olarak, eger G—M mertebesi 2 olmayan eleman
igeriyorsa G = Q,, oldugunu ispatlayacagiz. (a) daki bagintilardan
XZS — y2 — y—IXZSy — Xzsr

yazilir. Bu takdirde
X35 = X3 s 252 g Xz”*‘ L
= 2(r—1)s = 0(mod m) (2)
olarak bulunur. M <G oldugundan x*y g M dir.
2
(x*y) =x*y’(y'x'y)

— X/l X25Xr/1

_ Xi(r+l)+25

(r+1)+2s

olur. G—M nin mertebesi 2 olan elmani olmadigimi kabul ettigimizden Xx* %€

olur.
Boylece
(r+1A+2s=0(modm) (3)
nin A ya bagl ¢dziimii yoktur.
r+1=2°r", 2s=2's' (r've s' tek)
yazilir.
f >1 dir. r' tek oldugundan,
r'A'+s'=0(modm)
bir A' ¢dziime sahiptir. Eger e < f ise, 0 zaman 2'°1'= 1 (3) yi saglayacaktir. Bu bir
celiskidir. Bu ¢eliski e < f alinmasindan kaynaklandi. Oyle ise e> f >1 dir. 4|r+1
dir. Ancak 4] r—1dir. (1) den m|2(r—1)s oldugunu gérmiistiik. Buradan f >n-2
dir. y* # e kabul edilmesinden f =n—-2 ve
y? =x>* =x* (@a=2"?),
dir. r+1=2°r"'=0(modm) oldugundan r =-1 alinmaldir. Boylece

2 2

G=Q, =<x,y:xznfl —e,y’ =X H,y’lxy:x’1>

olur.
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(d) y¢ M olacak sekilde y* =e olsun. Buna gore

r#1(mod2"") ve r>=1(mod2"")
denklemlerinin ¢oziimlerine bakilir. (a) dan hatirlanacagi gibi

r=1+2%k (k tek) A=>2

idi. Bu takdirde

r’ =1+2""k+2*k*> =1(mod 2" ")
olur. Buradan A+1>n-1 olur. Eger A>n—-1 ise 0o zaman r =-1 dir ve

G=D,, = <x, y:x =yi=e,y'xy = x’1>
olur.Eger A=n-2 ise
r=-14+2"2 n>4
aliir ve boylece
G=Ss, :<x, y:xP=y’=e, y'xy= x’”"‘>, a=2""

olur. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Simdi de D,,, grubu ile Q, grubunun birbirlerine izomorf olmadiklar: grup matrisleri

yardimiyla gosterilecektir. Bunun i¢in grup matrisleri ile ilgili bazi tanim ve teoremler

verilecektir.

Tanim 4.1.1: G, n. mertebeden bir grup ve €, G grubunun birim elemani olsun. g,

ile G grubundaki k mertebeli elemanlari, g,; ile de G grubundaki k mertebeli J.

elemani tanimlansin. Eger 6 = {aij}n _ matrisi

a,=ea,=a,=4a,=...=3,=a, =a,, =...=4
Ve

94 =8 1S J<n-L2<k<n

elemanlarindan olusuyorsa, o zaman € matrisine G grubunun grup matrisi denir ve
0, ile gosterilir.
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Ornek 4.1.1: Klein 4-grubu verilsin.

V={e,xy,xy},x’ =y’ :(xy)2 e

icin tanim 4.1.1 uygulanirsa

S O X O

4x4

seklinde Klein 4-grubunun grup matrisi elde edilir.

Tanim 4.1.2: G ve H, n. mertebeden iki grup olsun. 6, ve 6, swasiyla G ve H
gruplarnim grup matrisleri olsun. Eger her 1<i<n i¢in 6; ve 6, grup matrislerinin i.

satirlar1 ayni sayida sifirdan farkli elemanlara sahip ise, o zaman bu matrisler denktir

denir ve 6; = 6, ile gosterilir

Ornek 4.1.2: 7, = {(_), 1,2, 3} grubu verilsin.

elemanlar: elde edilir. Boylece
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S o o <Ol

— O N O
W o O O

S O o O

L 14x4

grup matrisi elde edilir. Bu durumda &rnek 4.1.1 deki 6, ile €, grup matrisleri denk

matrisler degildir. Yani 6, # 6, olur.

Ornek 4.1.3: K ={1,—1,i,—i} grubu verilsin.

a,=la,=a,=a,=a, =a,=2a,=0

0y =ay,=-1 0,=a,=0 gy=2a,=0
0y =a,=0 0;,=2a,;=0 gy=a,=0
9,=a,=1 g,=a,=-1 g;=a,=0

|
[S—
oS O O O

4x4

grup matrisi elde edilir. Buna gére 6rnek 4.1.2 de bulunan 6, matrisi iled, matrisi

birbirlerine denktirler. Yani 924 ~ 6, olur.

Teorem 4.1.2: G ve H, n. mertebeden iki grup olsun. 6, ve 6, da bu gruplarin grup

matrisleri olsun. Bu durumda G=H olmast i¢cin gerek ve yeter sart 6, =6,

olmasidir.(Atagiin,2005)



36

Ispat: Eger G=H ise, o zaman bu gruplarm her ikisi de sayilar1 esit olan, ayni

mertebeden elemanlara sahiptirler. Boylece tanim 4.1.2 ye gore 6, =6, olur. Tersine
eger 6; ~ 0, ise, 0 zaman elemanlarin mertebeleri kullanilarak G ve H nin elemanlar:

arasinda 1-1 benzerlik tanimlanabilir. Ayn1 sonlu mertebeden iki grubun arasinda 1-1
homomorfizma oldugundan ayni zamanda ortendir. Boylece G ve H arasinda 1-1 ve

orten bir homomorfizma oldugundan G = H yazilir.

Simdi, N> 3 igin

n-1 n-1 n-2
D,.. :<r,s r* =s’=esrs' = r">veQ2n :<x,y X =yt=eyxyl=x" X" = y2>

gruplarinin birbirine izomorf olmadiklarin1 grup matrisleri yardimiyla asagidaki gibi

gosterebiliriz.
n=3 igin;

2 .3 2 3
D, ={e.r,r’,r’,s,rs,r’s,r’s}

Q= {e. ., %y, xy, Xy, Xy}
seklinde yazilir. Buna gore
S

r|=4, =2,

rz‘:z,

r3‘:4,

rs|=2,

rzs‘ =2,

r3s‘ =2

x| =4,

xz‘:z,

x3‘:4,

Xy| =4,

xzy‘=4,

y|=4, x3y‘:4

elde edilir. Boylece
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e 0 0 O O 0 0 O e 0 0 O O 0 0
0 r> s rs r’s rs 00 0 x>0 0 0 0 0
0O 0 0 0 o 0 0 0 0O 0 0 0 O 0 0
0 - Or r 0 0 0 00 0 - 0 x X y xy Xy Xy
1o o 0 0 0 0 0O ~* 00 0 0 0 0 0
0O 0 0 0 o 0 0 0 O 0 0 0 O 0 0
0O 0 0 0 o 0 0 O 0O 0 0 0 O 0 0
00 0 0 0 0 0 0], 00 00 0 0 0

grup matrisleri bulunur. Buradan 6, # 6, oldugundan D, # Q; oldugu gdriilir.

Nn=4 igin;
2 3 4 .5 .6 7

D, {e,r,r,r,r,r,r,r,s,rs,rsrsrsrsrsrs}

Qi = {e,x,xz,x3,x4,x5,x6,x7,y,xy,x Y, XY, XY, Y, Xy, X y}

seklinde yazilir. Buna gore

Ir] =8,‘r2‘ =4,‘r3‘ =8,‘r4‘ =2,‘r5‘ :8,‘r6‘:4,‘r7‘:8,|s|:2,|r3| :2,‘r25‘ :2,‘r3s‘ =2

‘r“s‘ - 2,‘r5s‘ - 2,‘rés‘ - 2,‘r7s‘ =2

S O O O O O O O

|x|=8,‘x2‘=4,‘x3‘ :8,‘x4‘=2,‘x5‘=8,‘x6‘=4,‘X7‘=8,|y|=4,|XY| =4,‘X2Y‘ =47‘XSY‘ =4

‘X4y‘=4,‘x5y‘ =4,‘X6y‘:4"x7y‘:4

elde edilir. Boylece
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0 00 0O0F O

r's 00 00 00

0

0
r's

s rs r’s r’s r's r’s

r4

0

0 000 OO
0 000 O0UPO
0 000 O0OPO
0 000 OO
0 000 OO
0 000 O0UPO
0 000 O0OPO
0 00 0O0F O
0 00 0O0F O
0 00 0O0O O
000 0O0OF O
000 0O0F O
0 00 0O0F O

0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0

0
0
0
0
0
0
0

00000 0],

ve

0 00 0O
0 00 00O
0 00 0O

0
xy Xy xy x'y Xy xy xy 0 0 0 0 0

0
0

x> x* y

0

0 00 00O
0 00 0O
0 00 0O
0 00 0O
0 00 0O
0 00 00O
0 00 00O
0 00 0O
0 00 00O
0 00 00O
0 00 0O

0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0

0000 0],.
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seklinde grup matrisleri bulunur. Buradan 6, # 6, oldugundan D; 2Q, oldugu

goriiliir. Bu sekilde devam edilirse

e 0 0 O . ..0 0O 000OOTO OO
0r" s rs s ... r"7so0 000
O 0 0 0 O 0 0000000
o r " 0 0 0 000O0O0O0O0
0O 0 0 0 0 0O 0000000

0, - ror o S | 000

0O 0 0 0 0 000O0O0O0O

0 0 0 0O 0000000
0 0 0 0 0 ... 0 000000 0],

Ve
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e O 0 0 o 0 0 O 0 0 000 0 O0 O]
ox 0 0 0 0 0 00 0

0 0 0 0 o 0 0 0 0 0

0 x Xy xy xy 7y 00 0

0 0 0 0 o 0 0 0 0 0

0, = 0 x x x X X700

0 0 0 0 0 0 0 0

0 O 0 0 O 0 0 0 0 O 0 0
00 0 0 0 . .. 0 0 000000/,

seklinde grup matrisler bulunur. Buradan 6, #6, oldugundan D, 2Q,, oldugu

gortlir.

Teorem 4.1.3: indeksi p olan devirli bir alt grup igeren, p" mertebeli gruplar asagida

verilen tiplerden biridir.

Abelyen olanlar;
n=>1, devirli;

1) a” =e
n>2;

2)a” =e ,b’=e , ba=ab

Abelyen olmayanlar;
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p tek asal say1, n>3;

n-1 n-2
3)a® =e , b’=e , ba=a"" b

p=2 , nx>3;
4) Genellestirilmis Quaternion grup

znfl n-2

a® =e , b’=a’ , ba=ab

p=2 , nx=3;
5) Dihedral grup

n-1
a> =e , b’=e , ba=a'b

p=2, nx4;

n-1 n-2
6)a> =e , b>’=e , ba=a""'b

p=2, nx>4 ;

n-1 n-2
7)ya’> =e , b>=e , ba=a"" b

1

Ispat: p"™

mertebeli bir eleman iceren, p" mertebeli abelyen bir grup, p" veya p"'

mertebeli bir elemana sahip olmalidir. Bu takdirde teoremdeki 1) ve 2) tipleri saglanir.

Simdi p"' mertebeli bir eleman igeren p" mertebeli abelyen olmayan gruplari ele

alalm. ilk olarak p tek asal say olsun.a” =e ise, 0 zaman <a>, indeksi p olan

normal bir alt gruptur. b ¢ (a} igin
r = 1(mod p"™)
yazilir. Ciinkii grubumuz abelyen degildir.

Simdi de " yi arastiralim.

, bab' =a"
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a” =(a’)" =(bab")" —bab'bab'. .babbab" ~ba" ‘b’ =b(a’) b =b(bab)" b"

r

—bbab'bab™..bab'bab™ b~ =b’a" b

ri=2

=b'ab™

olarak bulunur.b’ <a> icin

a" =bPab®=a%aa* =a ve r° =1(mod p")
yazilir. p asal sayisi tek oldugundan
r=1+kp"? (mod p”’l) , k=0(modp), r=1(modp"")
seklinde yazilir. ik =1(mod p) olacak sekilde b, =b' alinirsa
r'=(1+kp"?) =1+ikp"? =1+ p"*(mod p"™)
elde edilir. Bu durumda
bab ' =b'ab" =a" =a""" (4)
olur. h=1+ p"? olsun. O zaman
(a'h)’ =a'ba'b,
=a'(ba'b b’
olarak bulunur. (4) deki ifadeden
(a'b,)* =a'ba'b,
=a'(ba'b )b’
—a'a"b?
=a'a'"*"" p?
=a'a"b’
elde edilir.
Bu ifade genellestirilerek

@p) =a"m , T=l+h+.+h"

seklinde yazilir. t = p alinirsa
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l+h+.. +h?" =1+1+ p" 2+ +(1+p" )P
=p+p"[1+2+3+...+(p—1)](mod p")

na (p—1 n-
=p+p 1—(p2 ) < p(mod p)

olarak bulunur. Boylece
(a‘bl)p =a"®h’
olur. bh" =a" e (a), U= pv olsun. b, =a™'b, ise, o zaman
b,” =(a™h)" =a™"’
=a "a”
=e

Ve

b,ab,” =(a'b)a(a"b)™

- -1
=a '(bab")a"
—a'a" p"? a’

_ a1+ pnfz

olarak bulunur. a ve b, elemanlari, teoremin 3). maddesindeki durumu saglamis olur.
Simdi p=2 ve a* =e,beg (a) olsun. O zaman
bab™ =a", r*=1(mod2""), r = 1(mod2"")
olur. Buna gore r=—1, r =1+2"7, r=-1+2"" olur.
b’=a"e <a> olsun. O zaman
b*> =b(b*)b™
=ba"b™
= arW
oldugundana™ =a" veya wr =w(mod2"") elde edilir.
r=-1 igin
—w=w(mod2""), a"=1veyaa"=a>"
olur. Bu durumda grubumuz ya
a” =e,b’=e,ba=a"'b (Dihedral grup)
ya da
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a” =1,b>=a>",ba=a"b (Genel Quaternion grup)

olur. Boylece teoremin 4). ve 5). maddeleri saglanmis olur.

Simdi n>4, ba=a'b ve r=1+2"" olsun. b> =a" ise,

Wr = w(mod 2" )
olur. Buna gore
2"*w=0(mod2"") veya w=2w,
olur.
i(l +2" ) +W, =0(mod 2" %) olacak sekilde bir i tanimlansin. Bu durumda b, = a'b igin
b’ =a'ba'b
=a'(ba')b
=a'(@"b)b

_ a2

i(2+2"2) 52w,

—a F)

az[i(nz"*3 )+W1J

olarak bulunur.
Boylece ba=a">"h,a ve b, elemanlari teoremin 6). maddesini saglams olur.
Son olarak,
n>4, ba=ab, r=-1+2""
olsun.
b’ =a" ise w=wr(mod2"?) olur.
Buna gore

(2+2”’2)WE 0(mod2”’1) yada w= O(modZ”’z)

olur. Bu durumda b® =e veya b>=a” olarak bulunur. b> =a®~ ve b, =ab ise
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b’ = abab
=a(bab™)b’
=aa'b’

—142"2 J 2"

=aa a

n-1
= a2
=€

seklinde bulunur. Boylece teoremin 7). maddesi de saglanmis oldu.

Teorem 4.1.4: G, mertebesi p"*' olan bir grup ve indeksi p olan devirli bir alt gruba

sahip olsun. O zaman G ya devirli bir gruptur ya da x* =e ve asagida verilen

gruplardan birini saglayan X ve y tarafindan gerilir.

i. y?P =e, y'xy = x(abelyen grup)

ii. p>2 veya p=2,n=3: yP=e, y'xy=x""" (ordinary abelyen olmayan grup)
iii. p=2, y’=e, y'xy=x"(dihedral grup)

+2

iv. p=2, y’=e, y'xy=x" " (semidihedral grup)

v. p=2, V*=x*", y'xy=x" (quaternion grup)(Passman 1968)

Teorem 4.1.5: p mertebeli sadece bir alt grup igeren bir p- grup devirli veya

genellestirilmis quaternion gruptur.

Ispat: G, p" mertebeli bir grup ve p mertebeden sadece bir alt gruba sahip olsun. flk
olarak, p asal sayisi tek olsun. O zaman indeksi p olan bir H alt grubu devirlidir.
Boylece teorem 4.1.3. den G, 1. 2. veya 3. maddelerden biridir ve bu maddelerden 2. ve
3. maddeler en az bir tane p mertebeli alt grup igerir. Boylece G devirlidir. p=2
oldugu zaman , G, indeksi 2 olan bir H devirli alt grubu igeriyorsa, o zaman teorem
4.13 den G, 1. 2. 3. 4. 5. 6. veya 7. maddelerden biridir ve bu tiplerden her biri

mertebesi 2 olan en az bir alt grup igerir. Bu takdirde G, devirli veya genellestirilmis

quaternion gruptur.



46

Geriye kalan durumlarda indeksi 2 olan her H alt grubu genellestirilmis quaternion

gruptur. Burada n>4 tiir. Ilk olarak n=4 ve indeksi 2 olan bir Q quaternion grup
olsun. ¢ ¢ Q olsun. Q,

a*=b*=ea’=b’,ba=a’'b
ile verilsin. G=Q+Qc olsun. Mertebesi 2 nin kuvveti olan C eleman1 Q daki

mertebesi 4 olan (a},(b),(ab} alt gruplarinin en az birine kendisini doniistiirmelidir.
Yeniden adlandirmak gerekirse bunu <a> olarak alabiliriz. O zaman c'ac=a veya
c'ac=a"' olur. Eger ¢'ac=a ise o zaman (a,C) indeksi 2 olan abelyen alt gruptur.
Bu bir celiskidir. Eger c'ac =a' ise, o zaman

(cb)'a(ch)=a
olur. Bu durumda <a, Cb> , indeksi 2 olan abelyen bir alt gruptur. Bu da bir ¢eligkidir.

Son olarak n>5 ve H, indeksi 2 olan genellestirilmis quaternion grup olsun. O zaman

H,
a’ =e, b*=a”, ba=a'b
ile verilir. Burada {a}, 2" mertebeli H grubunun bir tek alt grubudur. H grubunun
biitiin elemanlar1, 4. mertebeden olan <a> grubunun i¢inde degildir. Bu yiizden
c'ac=a',c’=a'b veya ¢’ =a'
olur. ¢ =a'b ise, o zaman
c?ac’=a"' ve r’ =—1(mod2"?)
olur. Ancak bu imkansizdir. ¢* =a' ise, o zaman (a,c} , indeksi 2 olan bir al gruptur ve
varsayimdan genellestirilmis quaternion gruptur. Bu takdirde
c'ac=a", (cb) a(ch)=a
ve <Cb, a), indeksi 2 olan abelyen bir alt gruptur. Bu bir ¢eliskidir. Boylece ispat

tamamlanmis olur.
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Teorem 4.1.6: 1<m<n, p" mertebeli tek bir alt grup iceren p" mertebeli grup

devirlidir.

Ispat: m=n—1 ise, o zaman p" mertebeli bir H grubu ile sadece p"~' mertebeli tek
bir alt grup, her hangi birX elemani tarafindan gerilir. Ciinkii <X> tek bir maksimal alt

grupta kapsanmaz ve boylece <X> =H ve H devirlidir. Simdi m<n-1 olsun. H,, p"

n-1

mertebeli tek bir alt grup olsun. H,, p mertebeli maksimal bir alt grup olan A da

kapsansinl <m<n-1 oldugundan A devirlidir. Boylece ayni zamanda H, alt grubu

m

da A nm bir alt grubu olarak devirlidir. p veya p’> mertebeli her alt grup, p
mertebeli bir alt grupta kapsamr (m>2). Devirli olan H, alt grubu, p , p* mertebeli

yalniz birer alt grup icerir. Bu takdirde teorem 4.1.5 den H devirli veya genellestirilmis
quaternion gruptur. Ancak quaternion grup, 4. mertebeden en az bir grup igerir.

Dolayistyla H devirli bir grup olmalidir.

Teorem 4.1.7: p" mertebeli bir grubun, maksimal devirli bir alt gruba sahip olmasi i¢in

gerek ve yeter sart, bu grubun agagida verilen tiplerden biri gibi olmasidir.

i. p" mertebeli devirli bir grup

ii. Mertebesi p"" olan bir devirli grup ve birinin mertebesi p olan grubun direkt
carpimi

i, <x,a: xP=e=a", a*= a”""72>, n>3

iv. Dihedral grup D,,nz 3

v. Genellestirilmis quaternion grup Q ,, N >3

va

.« qe n-1 n-2_
vi. Semidihedral grup <x,a: xX*=e=a’ , a‘'=a’ 1>, n>3
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Ispat: G grubunun mertebesi p" olsun. N =<a> maksimal devirli bir alt grup olsun. O

zaman | . Sylow Teoreminden N <G ve [G:N]: p olur. G/N :<XN> yazilir.

n-1

G=(x.a),

a|: p" ve x? e N olur. Eger G grubu abelyen ve x" =b", be N ise o
zaman (Xb’l)p =e olarak elde edilir. Aksi takdirde x" =a', (i, p) =1ve G= <X> olur.

Bu yiizden G grubu abelyen ise, G grubu (i) tipinde veya (ii) tipinde olur.
Bundan sonra n>2 olacak sekilde G grubunun abelyen olmadig1 kabul edilecektir. X

elemani, mertebesi p olan , N normal alt grubunda bir otomorfizma olusturur.
Boylece m” =1(mod p""') ve 1<m<p"' icin a*=a™ olur. Fermat Teoreminden
mP™ =1(mod p) olur. Béylece m=1(mod p) olur. Bir an i¢in p asal sayis1 tek olsun.

(p,k)=1 icin m=1+kp', 0<i<n—1 yazilir. Buna gore

mp=(1+kpi)p:l+kp”1+(p2_1)k2p2”1+(p_1)6(p_2)k3p3”1+---

mP =1+kp"' (mod p”z)

elde edilir. kp'™'+Ip™ =1"p"" igin m" =1(mod p"?) olur. i+1<n-1 ve (p,k)=1

oldugundan i+1=n-1 ve i=n-2 elde edilir. Bu yiizden m=1+kp"” olur.
kKk'=I(mod p) olacak sekilde bir k' vardr ve a* = a(HkpM) =a""”
olur.(x")X =x", xP e<a"> ve x"=b"beN olsun. [a,x]= a"”" oldugundan G

grubu sinifi 2 olan nilpotenttir. Boylece [b’l, X]p =e oldugundan
(x0™)" =xb" =e

olur. xb™' elemaninin yerine X almarak X" =1 elde edilir. Bu takdirde G grubu (iii)
deki gibi olur.
p=2 ve m=2k+lolsun. m?=1(mod2"") ifadesinden k(k+1)=0(mod2"’) ve

k=0(mod2"”) veya k =-1(mod2""”) elde edilir. Bu yiizden iki durum séz konusu
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olur. Bunlar m=2"21+1 ve m=2"?1—-1 dir. ilk durumda m=2"?I+1 alinir. ikinci

durumda ya | cifttir ve m=2""-1 ya da | tektir ve. m=2"7-1 olarak alnir.

X -1

a*=a _ An-l 2\* _ 2 - 2 2 .22
= ve m=2""—1 olsun. (X" ) =X" oldugundan, X" =e veya X" =a"" - olur. Bu

takdirde G=D,, veya G=Q,, olur. Son olarak m = 2"% —1 olsun.
2 2r
x> =a*" ise, 0 zaman
X 2r(2"2-1
a2r=(a2r) :ar( )
olur. 2r =0(mod2"?) ve x> =1 veya x> =a> olur. X’ #1 ise 0 zaman

2
(xa*) —xa'xa™
n-2 n-2
— aZ a—ZaZ—Z
—e

olup G grubu (vi) tipinde olur.
4.2. p,p’, pg, p° Mertebeli Gruplar

P, P>, pg, p° mertebeli gruplarin durumunu inceleyelim.

p bir asal say1 olmak {lizere, p mertebeli bir grup, bir has alt gruba sahip olmayabilir.
Bu durumda bu grup devirli bir grup olmalidir. Birimden farkli herhangi bir eleman
tarafindan gerilir. Burada, “ G , sadece birimden olugsmayan bir grup olsun. O zaman
G grubunun, kendisinden ve birimden bagka alt grubu olmamasi igin gerek ve yeter sart
G grubunun asal mertebeli sonlu devirli bir grup olmasidir.” ifadesine bakilarak p

mertebeli grup devirlidir.

p>, mertebeli bir G grubu, devirli degil ise p mertebeli ayrik iki alt grup igerecektir.

(a} ve <b> icin a” =e, b’ =e ve (a)m(b} =e olur. (p" mertebeli bir grubun, her alt

m-1

grubu, p" mertebeli bir maksimal alt grubunda kapsanir.)
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Bunlarin her ikisi de maksimal oldugundan her ikisi de normal olabileceklerdir.

G= <a>x<b> olup, G abelyen bir gruptur.

p’ mertebeli gruplar icin p=2 ve p asal sayisinin tek olmasi durumlarini ayr1 ayri
ele alacagiz. Ik olarak p=2 olsun ve mertebesi 8 olan abelyen olmayan gruplara
bakalim. Boyle gruplarin mertebesi 8 olan elemani olmayabilir. O zaman grup devirli
olacaktir.
Eger biitiin elemanlarin mertebesi 2 ise, o zaman
(ab)’ =e veya abab=e
i¢in
ba = a’bab” = a(abab)b
=ab
olup grup abelyen olur. Bu bir ¢eligkidir. Bu burumda mertebesi 4 olan bir eleman
olmalidir. a* =e. Eger b {a} = A ise, o zaman G = A+ Ab ve b’ € A olur. Eger
b*>=a veya b’ =a’
ise 0 zaman b elemanin mertebesi 8 ve G grubu devirli olur. Bu durumda b’ =e veya
b®> =a’ olur. A normal oldugundan b™'ab € A i¢in
b'ab=a veya b'ab=a’
olur. Ciinkii A alt grubunun elemanlarinin mertebesi 4 tiir. b'ab=a oldugunda G
grubu abelyen olacagindan b™'ab=a’ olur. Bdylece abelyen olmayan iki grup elde

edilmis olur. Bunlar;

i. Dihedral grup

a'=e b*=e,b'ab=2a’
ii. Quaternion grup
a'=e b*=a’ bl'ab=2a’

seklindedir.

Simdi p’ mertebeli abelyen olmayan gruplari ele alalim. p asal sayis1 tek ve G grubu

3

devirli olmadigindan, mertebesi p’ olan elemanlar1 i¢ermez. G grubu mertebesi
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p’, a® =e olan bir elemana sahip olsun. O zaman <a> = A bir maksimal alt gruptur ve
normaldir. b ¢ A olsun. Bu durumda

G=A+Ab+---+Ab"'ve bP e A, b'ab=a"
olur.
G abelyen olmadigindan r#1 olur. Daha 6nceden b™'ab' = a" oldugunu gérmiistiik.
a=b"Pab® =a" olup buradan asagidaki esitlik elde edilir.

r? =1(mod p*) = r =1(mod p)
=>r=1+sp

is=1(mod p) olacak sekilde i sayis1 secilirse
biab = a("*®)i — gl — gi+p
elde edilir. (i, p) =1,b' ¢ A oldugundan b' ile b eleman yer degistirilirse
G=A+Ab+---+Ab""', b'ab=a’"
olur. b® € A olup, b” =a' olur. Burada b elemaninm mertebesi p’ olmadigindan t, p

i(1+p)

nin bir ¢arpani olmalidir. b® = a® yazilir. O zaman a'b =ba kural1 kullanilarak

(ba™ )2 =baba™ =h(a"b)a™
=b(ba"*")a™
—p2a P
(ba™ )3 =bababa™ =b(a“b)@a‘b)a™
=b(ba """ )ba P)a

_ bza—u(1+ p)ba—u(H p)afu
_ b3a—u(1+ p)(1+ p)a—u(1+ p)afu

(ba™ )p =baba™...ba™ =b(a " b)a"b)...(a" b)a™

p p-1

—pPa )" gruleRig

elde edilir. Buna gore
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_u[”(“ p)+(1+p) +-+(1+ p)pil}

—u\P
(ba*)" =b°a
_ bpa—u[1+1+ p+1+2 p+-+1+( p-1)p] (ap2 _ e)
b pa—up—up[1+2+~~+( p-1)]

_ b pafupa—up[1+2+-~-+( p-1)]

2(p-1)

—pPa g " 2 (apz :e)
—bPa P (bp :aup)
=€

olarak bulunur. b, =ba™ olarak alinirsa, asagidaki bagintilar elde edilir.

a” =e,b?=eb'ah =a’(b'ab)a" =a'a'*’a" =a'""
Son olarak G grubu p° mertebeli elemanlara sahip olmasm. Z(G) merkezinin
mertebesi p olmalidir. Ciinkii, eger Z(G) merkezinin mertebesi p° olsaydi, G grubu
abelyen olacaktl. G/Z(G) boliim grubu,

xP=e,y? =e,yx=xy
olacaktir. O zaman G — G/Z (G) bir homomorfizm ise @ — x,b — y olur. Bu takdirde
a’=eb’=ea'b'ab=ceZ

olur. a"'bab=e ise, bu durumda G grubu abelyen olacakti. Bu yiizden c#1, Z(G)

merkezi i¢in bir gerendir ve bagintilar asagidaki gibi olur.

a’ =e,b” =e,c’ =e,ab=abc,ac =ca,bc=cb

G, grubunun mertebesi pq olsun. Burada p <q asal sayidirlar. 3. Sylow Teoreminden
q mertebeli alt gruplarin sayisi 1+kq tanedir ve gp sayisini boler. Bu durumda bu say1

1 olmalidir. gmertebeli Sylow alt grup 1 tane oldugundan bu alt grup normal alt grup
olur. <b>,bq =e. p mertebeli Sylow alt gruplarin sayisi 1+kp tanedir ve qp sayisini
boler. Bu nedenle bu say1 ya 1 dir ya da g dur. Eger say1 1 ise, bu alt grup normal alt
grup olur. (a},ap =e.G= <a>x<b> yazilir. Burada ¢ =ab eleman1 pq mertebelidir ve

G grubu devirlidir. Eger say1 q ise, p mertebeli alt grup normal degildir. O zaman
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a’=eb'=e ve <b> normal oldugundan a'ba =a" olarak yazilir. Burada r =1 ise G
grubu abelyen ve devirlidir. Bu yilizden r #1 olsun. O zaman;
a'ba=b" = (a"ba)(a"ba)=(b") = a'b’a=b"
= (a"'ba)(a"ba)(a"'ba)=(b" )3 —a'ba=b"

= (a™ba)(a"ba)...(a"ba)=(b" )r —a'b'a=b"

r

olarak yazilir. Bu son esitlikte b yerine yazilirsa
a'b'a=b" =a'(a'ba)a=h"
=a’ha’=b"
=a’ba’=b" (a’=e)
=b=b"
=r°’=1+kq
=r"=1(modq)

olarak bulunur.

Teorem 4.2.1: p*> mertebeli gruplar abelyendir.

Ispat: |G|= p> olsun. Teorem 3.1.12°den ‘Z(G)‘= p® >1 olur. Lagrange teoremine
gore ‘Z (G)H|G| olur. Bu durumda ‘Z (G)‘ =p veya ‘Z (G)‘ = p° olur. Eger ‘Z (G)‘ =p’
ise, 0 zaman Z(G):G olur. Dolayisiyla G grubu abelyen olur.‘Z (G)‘= p olsun.

Z(G)<1G olur. Bu durumda G/ YA (G) boliim grubunun mertebesi p olur. Teorem

3.1.13°den G/ YA (G) boliim grubu devirli olur ve §= gZ(G) tarafindan gerilir. Bu

yilizden

G/z(6)={9.9°.5"....."".g" =¥ |

olur. g :(gr): 9'Z(G) dir. Bu durumda
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G=9Z(G)ug’Z(G)u...ug"'Z(G)UZ(G)

olur.
X ve Yy, G grubunun herhangi iki elemani olsun. O zaman XegiZ(G) ve
yeng(G) , 1<i<p, 1<j<p olur. Buradan x=g'c, ve y=g’c,, ¢,C, eZ(G)
olur.

xy=g'cg’c,=g'g'cc, =g"cc,

yx=g'c,g'c, =g’g'c,c, =9"cc,
elde edilir. Boylece xy =yx olup G grubu abelyen olur. O zaman Z(G):G olur.

Dolayistyla ‘Z (G)‘ = p’ olur. Bu yiizden ‘Z (G)‘ = p olmast bir geligkidir.

Teorem 4.2.2: p<q olmak ilizere, G, pg mertebeli bir grup olsun. O zaman G
grubu, g mertebeli tek bir tane alt gruba sahiptir ve bu alt grup G grubunda normaldir.

Eger p asal sayisi, q—1 sayisini bolmez ise, o zaman G grubu devirlidir.

Ispat: (1+k, p)‘ pq ise, 1+k p tane Sylow p - alt grup vardir. (1+ kzq)‘ pq ise, 1+k,q
tane Sylow q-alt grup H vardir. ¢, (1+k,q) sayisim bélmediginden, (1+k2q)‘ p olur.

p <g oldugundan 1+Kk,q=1 olmalidir. Bu takdirde sadece bir tane Sylow q - alt grup

vardir ve bu alt grup normaldir.

Simdi p, q—1 sayisin1 bdlemez olsun. Yani q#1+Kk, p olsun. Bdylece bir tane Sylow
p -alt grup K vardir.
HNK, H ve K nin bir alt grubudur. Bu durumda
IH AK|||H| ve |H AK][K]
olur. ( p,q) =1  oldugundan |H N K| =1 olmahdir. Boylece HNK-= {e}

olmalidir.G=HK olur. H =<h>, K=<k> olsun. O zaman H normal alt grup

oldugundan

[h.k]=h""(k"'hk) e H
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olur. Yine K normal alt grup oldugundan
[h.k]=(h"k"h)k e K
olur. Boylece [h,k] eHNK :{e} olur. Dolayisiyla hk =kh olur. Teorem 2.2.5’ten

|hk|=pq olur. Bu durumda G =((hk)) devirlidir.

Simdi 8. mertebeden olan gruplari belirleyelim.

G, mertebesi 8 olan abelyen olmayan bir grup olsun. Lagrange teoremine gore G
grubunun elemanlarinin mertebeleri 1, 2, 4, veya 8 olmalidir. Ancak aeG igin |a| =8
ise, o zaman G =<a> olup G grubu abelyen olur. Bu durumda G grubunun

elemanlarinin mertebeleri 1, 2, veya 4 olmalhidir. Ve g € G elemaninin mertebesi 2

olsun. a,b e G olsun. O zaman

2

a’=b’=(ab) =e
yazilir. Bu durumda

abab=e—=a’bab=a

—=hab=a
—b’ab=ba
= ab=ba

elde edilir. Yani G grubu abelyen olur. Oysaki G grubu abelyen degildi. Bu bir geliski
olusturdu. Bu ¢eliski G grubunun biitiin elemanlarinin mertebesinin 2 alinmasindan
kaynaklandi. Bu yiizden G grubunun biitiin elemanlarinin mertebesi 2 olamaz. Boylece

a € G elemaninin mertebesi 4 olmalidir. O zaman
H :<a>:{e,a,a2,a3}
G grubunda indeksi 2 olan devirli bir alt gruptur. H <G olur.

beG,bgH olsun. O zaman

|G/H|=H=

5,
GRS
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bulunur. Bu durumda
(6/H|=(b)={b.b"=¢|.  bebH = Hb
yazilir. Béylece G grubu H ve Hb kiimelerinin bir birlesimden olusur.
H :{e,a,az,a3}, Hb:{b,ab,azb,a3b}
olmak iizere,
G= {e, a, az,a3,b,ab,a2b,a3b}

seklinde yazilir. baebH = Hb oldugundan ba elemam b,ab,a’h,a’h elemanlarindan
biri olmalidir.

ba=b= a=e olur ki, bu miimkiin degildir.

ba=ab = G abelyen olur ki, bu da miimkiin degildir.

ba=a’h= a’ =e olur ki, bu da miimkiin degildir.

Buna gore,ba = a’b olarak yazilir.

Simdi, F = 52 —e=H oldugundan, b> € H yazilir. Dolayisiyla b> eleman, e,a,a*,a’
elemanlarindan biri olur.

b® =a ise, 0 zaman b elemanmin mertebesi 2 olamaz. Aksi takdirde e =b* = a yazilir.

Yine b elemanmnin mertebesi 4 olamaz. Aksi takdirde e=Db* :(b2 )2 =a’ yazlr.

Dolayisiyla b” # a olur.

b?>=a’ ise, o zaman b elemaninin mertebesi 2 olamaz. Aksi takdirde a’=e olur.

Yineb elemaninin mertebesi 4 olamaz. Aksi takdirde e=(b2 )2 =a’ yazilir. Oysaki

a* =e oldugundan b* = a’ olur.

Geriye b* =e yada b®> =a’ olmasi durumlari kaldh.
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1. Durum
b®> =e olsun. Buna gore,

G= {e,a,az,a3,b,ab,a2b,a3b}, a‘=e, b>=gba=2ab

yazilir. Bu durumda asagidaki carpim ¢izelgesi elde edilir.

Cizelge 4.1 Elemanlarin ¢arpinu

e | a |a¥|a’ ab | a’b |a’b
e e |l ala|a | b |ab|ab|ab)
a : a|a |a | e |ab|ab|ab| b
a1 a’ |a |e|a|ablab| b |ab
a'1a |e|a/fa [ab|b |ab]|ab
b i b |ab|ab|ab | e | a |a | a
ab jab | b alblab| a | e | a | a
alb'a’h|ab | b |[ab|a® | a | e |a
a’b ; alblab|ab | b |a |a | a | e
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A B B C C D D A
D C A [ B A C
e a a’ a’
B A A D D C C B
C [ B C A D A
b ab a’b a’b

Sekil 4.1 Karenin simetrileri

Sonug¢ olarak 1. durum D, dihedral grubu teskil eder. Carpim c¢izelgesinden veya

karenin simetriklerinden D, dihedral grubu hakkinda asagidaki bilgiler elde edilir.

Elemanlar : e a a* a’b ab a’h ab

Tersleri :e a*a*a b ab a’b ahb

Mertebeler:1 4 2 4 2 2 2 2

biciminde yazilir.

Konjuge siniflari,

(e} ,{az},{a, a3},{b,a2b},{ab,a3b}
olarak bulunur. Aymi konjuge smiflarindaki elemanlarin mertebeleri aynidir ve bu
smiflardaki elemanlarin sayis1 grubun mertebesini boler. D, dihedral grubunun merkezi
tek elemanlardan olusan konjuge siniflarinin birlesimine esittir.

Yani, Z(D,)= {e, az} olarak yazilir. Komutatadr alt grubu ise,

D4':<{x"y’1xy:x,ye D4}>:{e,a2} =Z(D,)
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bi¢imindedir. $imdi ise D, dihedral grubunun alt gruplarini inceleyelim.

H, :{e,az} =<a2>, H, ={e,b} =(b)

H, ={e,ab} =(ab), H, ={e, azb}: <a2b>

H, = {e, a3b}
seklinde mertebesi 2 olan alt gruplari mevcuttur. Diger taraftan mertebesi 4 olan alt
gruplar ya devirlidir ya da |x|=|y|=2 olacak sekilde K, ={e,x,y,xy=yx} Klein 4-
grubudurlar.

H, :{e,a,az,a3} =(a),H, :{e,az,b,azb} =K,
=H, ={e, az,ab,a3b}

alt gruplarinin mertebeleri 4 oldugundan D, dihedral grubundaki indisleri 2 olup hepsi

normal alt grupturlar. Bu durumda alt gruplarin diyagrami asagidaki gibi olur.

< @I

—_

H Hy
H, H, H 3 S
&)
Sekil 4.2 Alt gruplar diyagrami
Buna gore,

D4/H6 = D4/H7 = D4/H8

yazilir.
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2. Durum

b* =a’ olsun. Buna gére,

G= {e,a,az,a3,b,ab,a2b,a3b}, a*=e=b*, b*’=a’,ba=a’bd
elde edilir.
Bu takdirde asagidaki carpim ¢izelgesi olusturulabilir.

Cizelge 4.2 Elemanlarin ¢arpinu

e | ala|a | b |ab|ab]|ab
e :L e |aa’|a | b |ab]ab|ab]
al!a|a|a|e|ab|ablab| b
a®1a |a |e|a|ablab| b |ab
a'1a | e |aa |ab|b |ab|ab
b i b |ablab|ab|a*| a | e |a
ab jab | b alblab|a |a* | a | e
a’b : a’b|ab | b [ab| e |a |a | a
ab'ab|ab|ab | b | a|e|a |a

0 i 0o 1) ,
a=| . ve b= , 1" =—1 olsun. O zaman,
0 -1 0

S A BN G Py
azb{g _ol}a%z[(i) ?ij’e:(é ?j

seklinde Q; quaternion grubunun elemanlar: teskil edilmis olur. Cizelge 4.2. veya
yukaridaki elemanlardan
Q :<a,b:a4 =e,b’ = az,ba:a3b>

yazilir ve bu grup hakkinda asagidaki bilgiler elde edilir.
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Elemanlar : e a a> a°b ab a’b ab

Tersleri :e a’ a*>a a’b ab b ab

Mertebeler:1 4 2 4 4 4 4 4

Konjuge siniflari,

(e} ,{az},{a, a3},{b, azb},{ab, a3b}
biciminde olur.

Z(Q)= {e,az} =Q'" yazilir. Mertebesi 2 olan alt grup devirlidir ve sadece a’ elemani

tarafindan gerilir. Mertebesi 4 olan alt gruplar ise ya devirlidir ya da Klein 4-

grubudurlar.

H
H, = {e, b, az,azb} =(b)= <a2b>
H, = {e, ab,az,aSb} =(ab) = <a3b>

alt gruplar1 elde edilir. Boylece alt gruplarin diyagrami asagidaki sekildeki gibi olur.

Q

Sekil 4.3 Alt gruplar diyagrami

Boliim gruplari,



olarak yazilir.

Cizelge 4.3 Genel durum g¢izelgesi
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Q/H,=Q/H, =Q/H,

Cl=p |l6[=p’ G[=pa.p<a | [6[=p’
Grup i. Grup i. Grup Abelyen olan
devirlidir. devirlidir. devirlidir. ia” =1
a® =1 a’” =1 ah =1 P _1hP —
ii. Grup ii. Abelyen | Ea - alt,)b 1
abelyendir. degildir. ii.
aP =1,b" =1 afP=1Lb%=1 | gp_pr—cr—1
ba =ab a'ba=b" ba=ab
r’ =1(modq) | ac=ca
r 21l(modq) | cb=hc
pl(a-1) 2’ mertebeli abelyen
olmayan
i. Dihedral

a'=1b*=1ba=a'b
ii. Quaternion
a*=1b’=a’*ba=a’l
p’ mertebeli abelyen
olmayan
i.

a” =1,b° =1
b'ab=a""?
ii.

a’=1b"=1c" =1
ab =bac,ca=ac
cb=bc
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5. SONUC

Yapilan bu c¢alismada maksimal devirli alt gruplara sahip sonlu p -gruplar
siiflandirildi. Bunu yaparken temsili verilen bir p-grup kullanilarak bu grubun

1izomorf oldugu gruplar bulunmustur. Grup matrisleri yardimi ile baz1 gruplarin izomorf

olup olmadiklar1 incelenmistir.

G, sonlu bir p- grup olsun. G grubunun asagida verilen gruplardan birine izomorf
oldugu gosterildi.
p>2,n>3ve g=p" i¢in
G=M( p”):<x, y:ix" =yP=eyxy= x”pH>
Eger p=2 ise;

2 2

G=Q, =<x,y:x2“’l =e,y?=x",y'xy= x‘1>
veya
G =D, (Dihedral grup)= <x, y:x' =yi=eyxy= x">
veya
G=S, :<x, y:x' =yi=g, ylxy= x’”2H>, n>4

olur.

Yine ayrica G, grubu p mertebeli bir grup ise grubun devirli, p> mertebeli bir grup ise
grubun abelyen, pq ( p< q) mertebeli bir grup ise grubun, g mertebeli tek bir tane alt

gruba sahip oldugu ve bu alt grubun G grubunda normal oldugu ve eger p asal sayisi

q—1 sayisin1 bélmez ise G grubunun devirli oldugu gosterildi.
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