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OZET

Bu tez bes bolimden olugsmaktadir:

Birinci béliimde, tezin igerigi ile ilgili bir giris yapildi.

Ikinci bsliimde, bazi temel tanimlar ve teoremler verildi.

Ugiincii bsliimde, IN_' , p,,lk toplanabilme tanimlari kullanilarak iki teorem ifade ve ispat
edildi.

Dérdiincii béliimde, W , p,,;&‘k toplanabilme tamimi kullanilarak tigiincii béliimde verilen

teoremleri genellestiren iki teorem ifade ve ispat edildi.

Besinci béliimde qa—IC,a , toplanabilme tanimi kullanilarak bir teorem ifade ve ispat

edildi.
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ABSTRACT

This thesis consists of five chapters:
In the first chapter, the introduction is given dealing with thesis.

In the second chapter, some basic definitions and theorems are given.

In the third chapter, two theorems are stated and proved by using W , p,,’k summability

definition.

[n the fourth chapter, two theorems, which generalize the theorems given in the third

chapter, are stated and proved by using '/V \ p,,;ﬂk summability definition.

In the fifth chapter, the theorem is stated and proved by using ¢ —] C,a ] , Summability

definition.
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BOLUM 1
GIiRiS

Son zamanlarda “bazi sartlar altinda toplanabilime metotlar arasindaki iliskiler”, farkl

matematikgiler tarafindan incelenmis ve bunlardan bir takim sonuglar elde edilmistir.

Bu tezde I]V , p,,]k ve |]—\7 . 1),,;(5’ , toplanabilme metodlarimi kullanarak herhangi bir

sonsuz serinin (A, ) toplanabilme garpani kullanarak, bu metodlardan birisi ile

toplanabilirligi gosterildi.

O<a <1 durumuna gire Za,,/l,, serisinin (p—lC,a|k toplanabilmesini inceledik.

B THKSEROGRETE) KEATLD
TOKTANTASY O MZRERTY



BOLUM II

TEMEL TANIMLAR VE TEOREMLER

Bu béliimde, ilk olarak konumuzla ilgili olan bazi tamim ve teoremleri vererek ige

baslayacagiz.
Aksi bir sey séylenmedikge (s, ), Z a, serisinin kismi toplamlar dizisini ve (p, ),

P, =ipv >, nowo, (P, =p,=0,i21)
v=0

olacak sekilde pozitif sayilarin bir dizisini gosterecektir.

TANIM 2.1. (s,), D.a, serisinin kismi toplamlar dizisini ve (u,) de 1-inci mertebeden

Cesaro ortalamasini gdstersin. Yani

u b s, (2.1)

olsun. Eger



[FS)

limu, =

ise, Za,, serisi s degerine (C,1) toplanabilirdir denir.

TANIM 2.2. (u, ), (2.1) deki gibi tammlanmak tizere, eger

U, —U,_,|<0 (2.2)

n=l
ise, ¥ a, serisi |C,1| toplanabilirdir denir [9].
TANIM 2.3. k 21 olmak tlizere, eger

‘<o (2.3)

o0
> n*u, —u,,
n=l

ise, ¥ a, serisi |C,1| toplanabilirdir denir [10].

Ozel olarak, (2.3) de k=1 alirsak, | C,1| toplanabilmeyi elde ederiz.

TANIM 2.4. (s, ), Za" serisinin kismi toplamlar dizisi olsun. &> -1 olmak {izere u; ve

t? sirasiyla (s, ) ve (na,) dizisinin & -inc1 mertebeden n-inci Cesaro ortalamasini

n

gostersinler. Yani

1 n
a _ qa-1
up =——> Alls, (2.4)
A 5
1 n
= A va, (2.5)
4(( l

“In v=

olsun. Eger



limu =s

n—w
ise, Za,, serisi s degerine (C,c) toplanabilirdir denir.

Burada

n>0igin 4% =0 (2.6)
dir [20].
TANIM 2.5. (u,‘f ), (1.4) deki gibi tanimlanmak iizere, eger @ > —1 olmak iizere

<]

Z u; —u, |<o (2.7)
n=l
ise, Za,, serist |C,a| toplanabilirdir denir [9].

TANIM 2.6. k >1 olmak lizere, eger

= k
My —u® f < (2.8)

ise. Za” serisi [C.a]k toplanabilirdir denir [10].

Burada ¢ =n(uf,’ —uy ) ([l3])oldugundan (2.8) sarts

n-1

ti <o

st

=l 1
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TANIM 2.7. u?, (2.4) deki gibi tammlansin. ((o,,) ise pozitif reel sayilarin bir dizisi olsun.

Eger

0, s —uz, )| <o 2.9)

n=|
ise, Za" serisi k 21 ve a> —1olmak lizere ga—l C,al . toplanabilirdir denir [1].
Burada ¢; = n(u,‘f —u,‘,'_‘) oldugundan (2.9) sart1

k
<0

.
Yoo,

ns=l
seklinde yazilabilir.

TANIM 2.8. (p, ),
P=Yp, -, nowo (2.10)

olacak sekilde pozitif sayilarin bir dizisi ve (¢,) de diziden diziye (ﬁ , p,,) ortalamasini

gOstersin. Yani

l n
— S, (2.11)
5 g‘;p.

n

t, =

olsun. Eger

limt, =5

n—s.

1se, Zu,, serisi s degenne (ﬁ.pn) toplanabilirdir denir [11].
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(JV , p") metodu regliler bir metoddur. Bu metodun regiiler olmasi i¢in gerek ve yeter sart

n— o igin P, — o olmasidir [19].

TANIM 2.9. (t,), (2.11) deki gibi tammlanmak iizere, eger

ilf" —t,| <o 2.12)

n=!

toplanabilirdir denir [17].

ise, Y a, serisi ‘N , D,

TANIM 2.10. k> 1 olmak {izere, eger

k-1
L I (2.13)
n n-t

n=t \ Pn

ise, Y a, serisine [N, p, , toplanabilirdir denir [2].

Ozel olarak, (2.13) de Vrne N igin p, =1 alirsak, [ C,l’ , toplanabilmeyi elde ederiz.

TANIM 2.11. k=1 ve § 2 0 olmak iizere, eger

- p Ok vk -]
Z[¢) It —t,| <o (2.14)

n=l pn

ise, Y a, serisi |N, p,;6|, toplanabilirdir denir [3].

Ozel olarak. (2.14) de & = 0 alirsak. ‘V.p,|, toplanabilmeyi elde ederiz,

TANIM 2.12. A ve B iki toplanabilme metodu olsun. A toplanabilen her dizi, ayni degere

B toplanabiliyorsa A va B yi gerektiriyor denir ve A< B ile gosterilir.
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Eger Ac B ve B& A ise A-metodu B-metoduna denktir denir [19].

TANIM 2.13. Bir Za,, serisi verilmis olsun. Eger Zan/l,, serisi bir B toplama metodu
yardimiyla toplanabiliyorsa, (4, ) dizisine Z a, serisinin B metodu i¢in bir toplanabilme

carpani denir [12].

TANIM 2.14. K = K(B,7)=1;her n>m>1 igin
Knfy, 2m’y, (2.15)

olacak sekilde bir sabit olsun.Bu taktirde (v, ) pozitif dizisine yar1 S -kuvvetli artan bir

dizi denir [14].

TANIM 2.15. (Hélder Esitsizligi)

p>1, l-l-l =1 ve q,,a,,..,a,20, b,,b,,..,b, 20 olsun. Bu taktirde

" w LI i
Zakbks(Za,{’) (Zb,ﬁ’j (2.16)

dur [16].

TANIM 2.16. (Minkowski Esitsizligi)

p=1, a,a,,.,a,20, b,b,,.,b, >0 olsun. Bu taktirde

n ry r n I/? n :
[ (a, +5,) J S(Za[j +(Zb;’) ’ (2.17)
k=l k=l
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Simdi, birinci bolimiin son kisminda konumuzla ilgili lemmalarin sadece ifadelerini

vermekle yetinecegiz.

LEMMA 2.17. 0<8<1 i¢in (X, ) yan f -kuvvetli artan bir dizi olsun. (X, ),(1,),

A, >0, n—>wo (2.18)

3 nX, |A4,|=0(1), m—>w 2.19)

n=l

olacak sekilde diziler olsun. Bu taktirde

nX,| A4, |=0(1) (2.20)

ZX,,] A4, |<eo (2.21)

X, |2, ]=0Q), n—ow (2.22)
dur [4].

LEMMA 2.18. 0<f<1 igin (X,) yan f -kuvvetli artan bir dizi olsun. (X,),(8,) de

B, >0, n—oow (2.23)

3 n 88, X, < (2.24)

n=l

olacak sekilde diziler olsun. Bu taktirde,

nB,X,=0(1), n>w (2.25)



0

Z,B,,X” (o0 (2.26)

n=|
dir [15].

LEMMA 2.19. A7, (2.6) daki gibi tamimlanmak iizere, efer 0<a <1 ve 1<v<n ise, bu

taktirde

< max (2.27)

m
a-l
Z Am-pap

p=1

v
a-l
DA,
p=l

dir [8].



BOLUM 111

¥,

. TOPLANABILME METODU ILE iLGIiLIi TEOREMLER

Bu bsliimde, yan S -kuvvetli artan bir dizi kullamlarak ) a,4, serisinin hangi sartlar

altinda lf\f » Py

. toplanabilirligi ile ilgili iki teorem ifade ve ispat edecegiz.

TEOREM 3.1. 0< B<1 igin (X,) yan f -kuvvetli artan bir dizi ve

t, = L ivav (3.1)

n+1|,,=0

olsun. (1, ),(p,) ve (¢,) dizileri de (2.18), (2.19) sartlan saglanacak ve

SB[ -ox,) mow 32)
n=l n

iin"—«n (3.3)
ns=l

m t &

>l =0(X,) mow (3.4)
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olacak sekilde diziler olsun. Bu taktirde, Zanln serisi k =1 olmak iizere W 2 Pal,

toplanabilirdir [4].

ISPAT: ) a,A, serisinin (¥, p, ) ortalamas: T, olsun. Yani

T, =—vazaﬂ =——Z(P )8, %, (P, #0) (3.5)

n y=0 i=0 ,, v=0

diir. Buna gore T, —T,_, farkini teskil edersek,

n-1

T, - ZP_‘avzlv,n>l (P, =0)

n-l
" P, Pn—l v=l

va

v

- pn : Pv—l}"v
PP_“,Z:[: v

n

elde ederiz.Simdi bu ifadeye Abel kismi toplama formiiliinii uygulayalim.Bu durumda,

n-l
Tn_’I;x—l=n+lpntnAn-— p" pvtvlvv-'-l
nPn PnPn—l v=l
n-1
P Rpraa YLy o ZPt (3.6)
P n=1 ¥=l n n-1 v=l

=Tn,1 +Tn.2 +Tn.3 +Tn.4

bulunur. Teoremi ispatlamak igin £>1 olmak lizere Minkowski esitsizliginden

yararlanarak, i=1,2,3,4 i¢in

- P k-1
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oldugunu géstermek kafidir. 1lk olarak (2.18) den dolay |4, [“" = O(1) oldugundan,

j'Il

k k

T A

k-1
m P k m p
E n =01 n
n=1(Pn} ' ()n=1[P,, }

t|

nl n

bulunur. Simdi Abel kismi toplama formiiliinii uygularsak,

k-t _ . ™
z[f’"j 7 [ =005 83,3 2ol |+ 00 3 22,
n=l P,, ) n=l v=l Py n=1 R‘

elde ederiz. (3.2), (2.21) ve (2.22) sartlarindan,

n(p k-1
52 )

x,+o()|4,|x,

¢ =0(1)§_:1 | A4,
n=1

Tn.l

=0(l), m —> ©

bulunur. T, , i¢in, k>1 ve 71—+;1;=1 olmak tizere Holder esitsizligini uygularsak ve T,

deki gibi islemi devam ettirirsek,

k=1 k
m+( p X m+l p {n-l }
= |r.,| =00 n el A,
(5]t -o0F 525
()m+l p n-1 % & 1 n-1 k-1
SO 1 —_-"_- v tV lv X v
n=2 PnPn—l {V=l p } {Pn-l ;p }
m m+l
=00y p. bl lal Y 2
( )vzﬂp n=v+l P,,P,,_l
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- O(I)Z Pv |

v=] v

0]

v=] v
= O(l), m—>

elde ederiz.Yine k)1 olmak lizere Holder Esitsizligi ve Abel kismi toplama formiiliinii

uygularsak,

v=l

med( p k1
$(2) ot o032 {Sns i}
n=2 n n n—l

-1 -1
oS (b S
n=2 n n-l v=l ,,-1 v=l

=0(1) ) ¢,

v=l

~o03 v

v=l

~00)3 o)mia, 5B

v=l /=l vt V

bulunur. (3.4), (2.19), (2.20) ve (2.21) sartlanindan,

m+} P k-t & m-}
Z( ] T.s =0(1)ZA( V)XV+O(l)m|A,1m|Xm
n=2 P v=l

n
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=0(1)mz—l VX,

v=l v=l

v+l v+l + O(I)mleI X m

=0(1), m —>

elde ederiz. Son olarak, yine &>1 olmak iizere Holder esitsizligi ve Abel kismi toplama

formiiliinden,

$(2) . o0 o 2e{Sian ]

n=2 n n=2 n ,,_1

A 1 e "
l)z Da {ZPI l"l 1|} {P_l =1PV| 1|}

n=2 n-1 {v=l v

z (A

=0(1)Z_V_+1_

v=l |4

¢ k

14

-O(I)ZAIAV+1|Z| [ +0 1)|Am+,|

v=l i=l v=l

yazabiliriz. (2.21), (2.22), (3.4) sartlarindan,

v+l

k-1
m+1 P
z(p"] L, =003 ALl X,y + OO | v
n=1 n y=l

=0(1), mow»

elde ederiz.O halde i=1,2,3,4 i¢in

52

Tn.i ‘

=0(1), mow
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bulunur. Bu da teoremin ispatiru tamamlar. Simdi de Teorem 3.1 de 7, - 7,,_, farkim (¢, )

dizisi yerine (s,,) dizisine gore teskil edersek agagidaki teoremi elde ederiz.

TEOREM 3.2. 0( (1 igin (X, ) yar1 B -kuvvetli artan bir dizi olsun. (A1, ),(8,),(p,) ve
(s,) dizileri de (2.22), (2.23), (2.24) sartlan saglanacak ve

s [ =0(x,) m->w 6.7)

n=1

-0(x,) mose 69)

olacak sekilde diziler olsun. Bu taktirde, Z a,A, serisi k >1 olmak iizere lﬁ s Pl

toplanabilirdir [15].

ISPAT: Y 4,4, serisinin (¥, p, ) ortalamas U, olsun. Yani

_Lipvialﬂ?_%— n P P )av'lv ’(PO ¢O)
n v=0 i=0 n v=

dir. Buna gére n 21 igin U, - U, _, farkim teskil edersek,

n-1

Un ZP—lavlv

nt n-1 v=l

elde ederiz. S$imdi bu ifadeye Abel kismi toplama formiiliinii uygulayalim. Bu durumda,

n-1 n~]
U,-U,, =22 pats,-L% ps,a, +‘;" As, (3.10)

nPn—l v=1 n* n-1 vsl n
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= Un,! + Un,Z + Un.s

bulunur. Teoremi ispatlamak igin k)1 olmak lizere Minkowski egitsizliginden yararlanarak,
r=1,2,3 igin

k-1
[ L

oldugunu géstermek yeterlidir. {lk olarak (3.8)$art1ndan ve k > 1olmak tizere Hélder

k
U | <o, m~—>o©

n,r

esitsizliginden,

m+l P,, k-t P,
E(Pn) I)”Zn;, nPn—I {;Pﬂ lS }

_o(l)Z £ {V_l } {Pj.. gRﬁV}H

I¢=2 n n—l

=00)3.P.A,}s
()v=l n—v+lPP

n#-1

val

elde ederiz. Simdi de Abel kismi toplama formiiliinii uygularsak,

S(&) o0

—o)3 at, )z' s

val V=l

bulunur. (2.24), (2.25), (2.26) ve (3.7) sartlarindan,
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,+0()mpB, X,

m+1 P k-1 k ( m=1
n U _
;[pn ) w v=1

=00)3 88, %, +00)3 B X, +OW)mp X,

y=] v=l

=O(l), m —> o

= 0(1) oldugundan ve k > 1 olmak iizere Holder

esitsizliginden,

(2] ol -o05 (S el

m+l
<0 A
05 S ter b e

I)Z 2 S 1A,

ll=l2 n -1 v=l

-0y 2

v=l V

bulunur. Yine Abel kismi toplama formiilii ve (3.9) sartin1 kullanirsak,

P,
2 +o) IZ .|

k-1
m+1 m-1
Z P, U=
n=2 pn v=l1 =l 1 vs=l V

n2

v=l

elde ederiz. Béylece (2.22), (2.26) ve (3.8)$artlanndan,
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k-1 ~
ZI[P"J Uu"=o(1)zlﬂx +ro(V|a,| x,,
n=2 P,, v=i

=0(l), m—w

bulunur. Son olarak U, ; i¢in, Abel kismi toplama formiilii ve (2.22), (2.26), (3.3), (3.9)

sartlanim: uygularsak,

5(2) bl o052l

Is l +0(1) [A [Zp"

n=l n

=O(1)§|AA”[X,, +O()|4,| X,

n=1

=0(1)mz—l B.X,+0()|1,| X,

n=\

=0(1), mow

elde ederiz. O halde r=1,2,3 i¢in

5(2)

bulunur. Bu ise teoremin ispatini tamamlar.

k
<, m-—>©

nr



BOLUM 1V

W, P, ;5lk TOPLANABILME METODU iLE ILGILi TEOREMLER

Bu béliimde, iigiincii bliimde verdigimiz Teorem 3.1 ve Teorem 3.2 deki W »Dn

k

toplanabilirlik yerine |I—V_ 2 Dn30 |k toplanabilme alarak daha genel teoremleri ifade ve ispat

edecegiz. Boliimiin sonunda Teorem 4.1 in ispatim1 daha zayf sartlar altinda verecegiz.

TEOREM 4.1. 0< g <1 igin (X,) yan S -kuvvetli artan bir dizi olsun. Ayrica (1, ),(8,)
ve (¢,) de (2.22), (2.23), (2.24), (3.1), (3.3), (3.8) sartlanini saglayan diziler olsun. Eger

Sk~1 13
=(pY 1 __J(BRY) 1L
nnzw-l(pn) Pn—l B {[pvj Pv} (41)

t"=0(x,), m—ew 4.2)

“=0(x,), m-w (43)

$(4]°Ly,

=l pn n

ise, k21 ve 0 < 6k <1 olmak iizere ) a,A, serisi W D, ;6|k toplanabilirdir [5].
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ISPAT: Z a,A, serisinin (f\? , p,,) ortalamas1 7, olsun. Tanmimdan ve toplam sirasim

degistirerek, (3.5) esitligini elde ederiz. Yine n >1 i¢in Abel kismi toplama formiiliinii
kullanirsak, (3.6) farkini yazabiliriz.

Teoremi ispatlamak i¢in & > 1 olmak lizere Minkowski esitsizliginden yararlanarak,
r=1,2,3,4 igin

52"

n=t \ Py

k
T | <0, m-—>o0

n,r

oldugunu goéstermek yeterlidir. (2.22) den A, = O(Xl_

J=O(1) oldugundan ve Abel kismi

n

toplama formiiliinden,

n=l pn

k

A1t

n

k =0(1)i[ L j&

n=l1 pn

Tn,l

n

~o0)¥ 4 zn|i(§f)&_l k" +0(1)|/1m|i( £ )&

n=l v=l n=1 \ P

yazabiliriz. (2.22), (2.26), (3.8) ve (4.2) sartlar1 geregince

Sk+k=-1 -
z(“j 7. [ =003 |a1,| X, + 00|, X,

pn n=1

n=l

m=1

=0(1)). B, X, +0()|4,| X,

n=|
=O(1), m—> o

bulunur. & > 1olmak iizere H6lder esitsizligini uygularsak, 7, deki gibi



21

nl <o0§(3 B rnter bl Ee )

n=2 pn

mtl Pn Ok+k=-1
()

5%-1
m m+1 P 1
o einter $ (2]
( )Ep n=v+l pn Pn—l

k

|

<033

v=l
Ok~1
k
2

=O(l), m—> o0

A

v

1)2(

v=l

elde ederiz. T, i¢in (3.8) sartindan ve k£ > 1 olmak tlizere Hélder esitsizliginden,

S+k~1
m+l })”
35

n=2 pn

1 n-l k
SR}
~1 v=

=0(1)”Z“( ;’: TH Pl

n=2

: {Z‘::Pvﬂyltvl}

n-1

g ine)

-o3nakl 3 (%

<0032

n=2

v=1 n=yv+l

bulunur. (4.1) sartini ve Abel kismi toplama formiiliinii uygularsak,
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mel P” Sk+k-1
55k

n=2 n

0(1)§ﬂ ( J&
-

_0(1m§‘:A (8, )Z(P'] -t +omB, Z(

= 0(1)2 VB, (

v=l

Ly

v=l i=1 v=i

elde ederiz. (2.24), (2.25), (2.26) ve (4.3) geregince

Sk+k-1
Z‘(P") T,

n=2\ Py

- o) AGB, )X, +Olimp, X,

v=1

— OWF 0,88+ 00 By X s + OB, X

v=l v=l
= O(l), m —> o0

bulunur. Son olarak yine k > 1 olmak iizere Holder esitsizligini uygularsak,

Sk+k~-1 -1 k
m+! P % m+1 P I
2 T,.| =0( L A
;[an " ()nZZ:(an {v:l }
k IAV‘HI 1 & Ij’vﬂl}k_l
P
] n—l{V"l } {Pn-l vznl: v
Z P v+l

&-1
1
v=l |n=zv+l( ] P

elde ederiz. (4.1) ve yine Abel kismi toplama formiilii geregince

RO

n=2
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Tn,4

mal P & +k-t
5%

n=2 n

‘- 0(1)':2;:% l(;%)& 2

&
m P 1
« +0(1)|,1m+I |Z(p—”vj ;Itvl"

v=1

= 0(1)"12_1 A4, i(j—:'—r %

v=l r=1 r

tr

yazabiliriz. Simdi de (2.22), (2.26), (3.8) ve (4.3) sartlarmdan,

il Pn Sk+k~1
(%)

n=2 n

Xv+l + O(l)llmﬂ | Xm+l

m=1
‘= 0()Y |A4,.
v=l

T.s

m=1
= 0(1)2 ﬂw-l Xv+l + O(l)l;{'m“'l l X”““l

v=l
= O(l), m—»

elde ederiz. O halde r=1,2,3,4 igin

S+k-1
SIEE

bulunur. Bu da teoremin ispatim tamamlar.

n,r

TEOREM 4.2. 0 < 8 <1 igin (X, ) yan S -kuvvetli artan bir dizi ve (p, ),(s,) dizileri de

P, =0(np,), n—ow (4.4)

n

k-1
m Pn
&)

“=o(x,), m—o (4.5)

n
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sartim saglayan diziler olsun. Bger (2.22), (2.23), (2.24), (3.8) ve (4.1) sartlar1 saglaniyor
ise, k21 ve 0 <6k <1 olmak iizere . a,4, serisi |V, p,; 5], toplanabilirdir [18].

ISPAT: Za,,ﬂ.n degistirerek, (3.5) esitligini elde ederiz. Yine n > 1 igin Abel kismi

toplama formiiliinii kullanirsak, (3.10) farkim yazabiliriz.

Teoremi ispatlamak i¢in k >1 olmak iizere Minkowski esitsizli§inden yararlanarak,

1=1,2,3 i¢cin

Sk+k-1
m Pn
5]

oldugunu gdstermek yeterlidir. Ilk olarak (3.8) den dolay1 |A/1,,

k
o | <o, m—w

ni

< B, ve (4.4) den dolayr

P, = 0(p,) oldugundan,
Se+k~1 -1 k
m+l P & m+l P 1 n-1
- o, < : P A |ls,
é(pn] " "=2(pn] Pn—lk {é I }

=0(1)MZ+I(P" )&_1 1 {:Z:%ﬂv s, }k

k
n=2 n Pn—l

elde ederiz.(2.25) den dolayr v, = O(; J oldugundan, £ >1 ve ;c1—+ %17 =1 olmak iizere

v

Hélder esitsizliginden ve (4.1) sartindan,

'"Z‘( P, )aw-l ol -0 (1)»21( ﬁn ]&-' Pl

n=2 n n=2 n-1

{iwmmaﬂ

v=l

1 n—1 k-1
X 2
)

n
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m ‘ A mil [ p -1 1
-o056n.Y rho)t 31 (2
y=l n=v+l pn Pn-l

k

S

v

v=1

o3 )(2]

Ik

N

v

=05 a0 2]

v=l p v

= o)> v)[*;ir—l .

y=l

bulunur. Béylece Abel kismi toplama formiilii ve (2.24), (2.25), (2.26) ve (4.5) sartlan

geregince

k

S

r

5 et oo (2]

Gn.l
r=l

k

N

v

olma, 52"

v=l pv

= 0(1)MZ_I|A(vﬂV)|XV +0(UmpB, X,

val

=0 VA8, |X, + OW)Y. . X, + OB, X,

v=l v=1

=0(), m—o>w

yazabiliriz. o, igin 6nce k > 1 olmak iizere Holder esitsizligini uygularsak,

n2



mel P Sk-+k-1
(&) bt -7 S banlt
n-1
s gt
n= n~l v=l ,,_1 v=l
( ) m P k m+l P %~ 1
=0\l A A, 2
= O(1) oldugundan ve (4.1) den
o Sk+k-1 Skl
S{E] ot -ogfe] b
n=2\ P v=l
-1
= 0(1)2( ] lSv ¢
v=l
bulunur. Yine Abel kismi toplama formiilii ve (2.22), (2.26), (3.8) ve (4.5) sartlarim
kullanirsak,
Sk+k=1 -1

mif P P

(5t -otSan (2] b

n=2 n i=

k
N

1 4

.

= 0(1)mz-l a4, X, + O()j4,| X,

v=l

+0()A, IZ(

v=l

- 003 5.%, + 00| X,

vzl
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= O(l), m—> ©

elde ederiz. Son olarak, (4.4) sartim kullanarak T, deki gibi islemi devam ettirirsek,

k

A

n

S

n

mii( p Serk—1 nm(p &1
S(2] bl -o0f (2
n=2\ Py n=l

O-n,S
p,
=0(1), mow
bulunur. O halde i=1,2,3 i¢in

k

o, =0(1) m-ow

ni

a=t \ P n
elde ederiz. Bu da teoremin ispatin1 tamamlar.

Simdi Teorem 4.1 deki sartlan zayiflatarak §:a,,ﬂ,,z serisinin W , p,,;é'lk toplanabilirligini

gosterecegiz.

TEOREM 4.3. 0< # <1 igin (X ,,) yarn B -kuvvetli artan bir dizi olsun. Eger (2.22),
(2.23), (2.24), (3.1), (3.8), (4.1), (4.2) ve (4.4) sartlan saglaniyor ise, k=1 ve 0 <k <1

olmak lizere Zanln serisi I]V , pn;élk toplanabilirdir [6].

ISPAT: Yine ) a,4, serisinin (N, p,) ortalamast T, olsun. Bu durumda T, ortalamasim

(3.5)ve n21igin T, - T, , farki da (3.6) esitlikleri ile gosterelim.

Teoremi ispatlamak igin k& >1 olmak tizere r=1,2,3,4 i¢in
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oldugunu gostermek yeterlidir. T,, ve T, , igin ispat, Teorem 3.1 deki gibidir. O halde
teoremi ispatlamak igin k > 1 olmak iizere r=3,4 i¢in
i ( Pn Jﬂﬁk—l

T k

n,r

<0, mM—>D0
n=l pn

oldugunu gostermek kafidir. Ilk olarak (3.8) ve (4.4) sartlanndan,

-1

m+1 P Sk vkt & m+l( P] 1 {n—l }k
=z = o)) = Bt ||A%
SZ] mf -o05( 2] e {Srnimal

( )m+1 P. %-1 1 n~1 k
=0\l 2 t
55 arigerie)

bulunur. k£ >1 olmak iizere Holder esitsizligini uygularsak,

el P Sk+k~1
5%

n=2 pn

T,

<008 (5] LS earabt (A Sn]

n=2 P,, -1 Lv=l n-1 v=l

e

~oB(B] S nrnhr]

n-1 Lv=l

v=l p n

= O(l)i(l’ﬂv )kPVItVIk il[ﬂ ) Pl

1
X

n

elde ederiz. Diger taraftan (2.25) sartindan nf, = 0( ) = 0(1) oldugundan ve (4.1)

sartindan,

Z[Pj izt =008 68 (:;]

pn v=l

n=2
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&"1
v=1 pV

= o)y (8,)

bulunur. Simdi Abel kismi toplama formiilii ve (4.2) geregince

2]

n=2 n

Tn.3

=00 a6s )52kt otms. 52

val i=t \ P v=i\ Py

m-1

=0Q)Y |avB,[x, +0)mB, X,

v=l

= oQ% &, |88, | + O B, X, . + OB, X,

v=l v=l

yazabiliriz. Béylece Lemma 2.11 in (2.24), (2.25), (2.26) sartlanindan,

el R‘ Ok+k-1
(%)

n=2 n

¢ =O(l), m—>

Tn.3

bulunur.Son olarak, T,,ve T, , de oldugu gibi islemi devam ettirirsek,

>R

n=1 n

k

A

v+l

tV

Tn,4

v=l pv

. o(l)i( 2 j&

=0(1) moow

elde ederiz. Boylece r=1,2,3,4 igin

m P ok +k-1
52

dur. Bu ise teoremin ispatini tamamlar.

¢ =0(1)), mow»

Tn,r




BOLUM V
¢ -|C,a|, TOPLANABILME METODU ILE ILGILI TEOREM

Bu béliimde, yar1 S -kuvvetli artan bir dizi kullanilarak Zan/l,, serisinin 0<a <1 olmak

{izere hangi sartlar altinda ¢ —[ C,a ] , toplanabilirligi ile ilgili bir teorem ifade ve ispat
edecegiz.

TEOREM 5.1. 0 < 8 <1 igin (X, ) yar1 S -kuvvetli artan bir dizi olsun. Ayrica (1,) ve

(B,) de (2.22), (2.23), (2.24) ve (3.8) sartlarim saglayan diziler olsun. Eger (n o, ")
dizisi artmayan olacak gekilde bir £)0 sayis1 varsa ve

ta

n

w, = 5.1
max,,., t., 0<a<l

v

, a=1

seklinde tanimlt (wf,') dizisi,

o we)f =0(x,) m-ow (5.2)

>

n=1

sartin1 sagliyorsa bu taktirde k£ 21,0 <a <1 ve ka + & >1 olmak lizere Zan/ln serisi

¢ -|C,a|, toplanabilirdir [7].

ISPAT: 0 <a <1 olmak iizere T*, (na,A,) dizisinin ¢ -inc1 mertebeden n-inci Cesaro

ortalamasim gostersin. Bu durumda (2.5) den



—-—%i/},‘,’ ,'la A.

Apov=l

dir. Abel kismi toplama formiiliinti kullanirsak.

n-|

II
- ,, pa + —= ZA” v,

n‘l ,,ll

elde ederiz.$imdi de Lemma 2.19 u uygularsak

n-1 v n
5—17 | AL\ A2 pa, |+ ;’IZA ”
An v=l p=l
n-1
<— > Aiw!
R
=T +T5
bulunur.
k k
n,]+Tn‘,12 Sz (Tnal Tnlfz )

oldugundan, teoremi ispatlamak i¢in r=1,2 i¢in

S o,18

n=l1

<CD

oldugunu géstermek yeterlidir. k>1 ve ;lc—+7{1—,=l olmak {izere Holder esitsizligini

uygularsak,

. k
0. k{iAfwfﬁv}

v=l

m+1 . m+ » i
- a
Zn ' (D,, nl S ( n )

n=2 n=2




B g, |

m ‘ P ni+l n"", (D,, ,A
= O(])ZVM (M)u ) ﬂ nuA+L

v=l =v+]

) artmayan bir dizi oldugundan

elde ederiz. Teoremin hipotezinden (

m+] " m+] l

zn—k (onTnlfl ' = O(I)Z V“I‘ (wla )kﬂvvt-k I(D‘ ‘ Z nak+£
n=2 vl

n=v+]

=05, e ) o) [

o)

= O(l)z vB, v (wf,’
v=]
bulunur. Simdi de Abel kismi toplama formiiliinden ve (5.2) sartindan,

¢V )A

Zn"‘)(pn Iy I)ZA(Vﬂ Zr ( ](o, ) +0(1)mﬂmiv"‘(w“,’

n=2 r=l v=]

m-1

- 0(1)?; A(v8.)| X, +O()mB, X,

elde ederiz. (2.24), (2.25), (2.26) sartlarindan,

St o, = 00F vIas X, + 00 |l X, + O0mB, X,

n=2 v=l vl




%)
')

=0(). mow

bulunur. 7,7, igin (2.22) den |4,| = ()[ \L] = ()(1) oldugundan ve Abel kismi toplama

formiilu geregince

in_k (onTna’ ‘=i

n=) n=)

A

n

VAT

ll\'—ll A"

) WERERCATS))

n=|

m=1

01)) A4, Z “(wele, ) +00)] 4,

n=l n=l

A

yazabiliriz. (2.22), (2.26) ve (3.8) den,

n m-1
> no,1al" = 00)Y, | a4, | X, +00) 4, X,

n=l n=l

Zﬂ X, +0Q)| A, X,

n=l

= 0(1), m —> oo

elde ederiz. Boylece

n

n—k ¢"T-ar

nr
1

“=00), moo

n

bulunur. Bu da teoremin ispatini tamamlar.
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