WEYL MANiFOLDLARI
Giilnur CAGLAR

Yiiksek Lisans Tezi
Matematik Anabilim Dal
Do¢. Dr. Nejmi CENGIZ

2011
Her hakki sakhdir



ATATURK UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU

YUKSEK LISANS TEZI

WEYL MANiIiFOLDLARI

Giilnur CAGLAR

MATEMATIK ANABILIM DALI

ERZURUM
2011
Her hakki saklidir



S\. FENB.
T.C. q‘:\\‘c ’!/,,{,

ATATURK UNIVERSITESI 5 oW
FEN BILIMLERI ENSTITUSU (e H

TEZ ONAY FORMU

WEYL MANIFOLDLARI

Dog. Dr. Nejmi CENGIZ damsmanliginda, Gilnur CAGLAR tarafindan hazirlanan bu
calisma 25/01/2011 tarihinde asagidaki jiiri tarafindan. Matematik Anabilim Dali’nda Yiiksek
Lisans tezi olarak oybirligi/oy ¢oklugu (3/3) ile kabul edilmistir.

Baskan : Prof. Dr. Arif SALIMOV Imza

ve :Dog. Dr Abdullsh RAPLAN biza :_A\-«MC))—

Uye : Dog. Dr. Nejmi CENGIZ Imza _@L%‘\§ .
(imza)

Yukaridaki sonucu onayliryorum
Enst'i.tii Miidiirii
Prof. Dr. Omer AKBULUT

Not: Bu tezde kullanilan 6zgiin ve bagka kaynaklardan yapilan bildiriglerin, ¢izelge, sekil ve fotograflarin kaynak olarak
kullanimi, 5846 sayili Fikir ve Sanat Eserleri Kanunundaki hiikiimlere tabidir.



OZET

Yiiksek Lisans Tezi

WEYL MANIFOLDLARI

Giilnur CAGLAR

Atatiirk Universitesi
Fen Bilimleri Enstitisi

Matematik Anabilim Dali

Danisman: Dog. Dr. Nejmi CENGIZ

Bu tezde M, diferensiyellenebilir manifoldunun tanimindan yararlanilarak V afin
konneksiyonu, invaryant formda S(X,Y) burulma tensorii ve egrilik tensorii verildi.
Ayrica Metrik uzayin tanimi ve bu tanimdan yararlanilarak W_(V,g,w) Weyl uzay1 ve
burulmali V" konneksiyonuna ve simetrik olmayan konform ¢  metrigine sahip
W (V",9",W") Genellestirilmis Weyl uzay1 tanimlandi. Genellestirilmis Weyl uzayimnin

burulma tensorii, egrilik tensorii ve Bianchi 6zdesligi gosterildi. Son olarak Weyl
uzaymin konneksiyonu farkli bir Riemann uzayr oldugu gosterilerek Riemann
konneksiyonu tanimlandi.Ayrica Schur lemmas: ile n>2 boyutlu, baglantili Riemann

uzayinin izotropik ve sabit egrilikli Riemann uzay1 oldugu ispatlandi.

2011, 54 sayfa

Anahtar Kelimeler: Diferensiyellenebilir manifold, konneksiyon, burulma tensori,

egrilik tensoril, Metrik uzay, Weyl uzay1, Genellestirilmis Weyl uzay1, Riemann uzay1.



ABSTRACT

MS Thesis

WEYL MANIFOLDS

Giilnur CAGLAR

Atatiirk University
Graduate School of Natural and Applied Sciences

Department of Mathematics

Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Nejmi CENGiZ

In this thesis, V affine connection was given by making use of the definition of M,
differential manifold and also S(X,Y) torsion tensor and curvature tensor were given
in invariant form. The definition of metric space, with the help of this definition
W_(V,g,w) Weyl space and W (V",g",w") Generalized Weyl space having torsion V"
connection and asymmetrical conformal g  metric were defined. The torsion tensor of

Generalized Weyl space, curvature tensor and Bianchi identity were shown. Finally,
Riemann connection was defined by showing Weyl space connection as a different
Riemann space. Also, it is proved that Schur lemma and n > 2 dimensional, connected

Riemann space were isotropic and fixed curvature Riemann space.

2011, 54 pages

Keywords: Differentiable manifold, connection, torsion tensor, curvature tensor, Metric

space, Weyl space, Generalized Weyl space, Riemann space.
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SIMGELER DiZiNi

Tijk Afin Deformasyon Tensorii
Si? Burulma Tensori
k Christoffel Semboli
]
Ri?k Egrilik Tensorii
W’ (v*, g*,W*) Genellestirilmis Weyl Uzay1
L'i‘j Genellestirilmis Weyl Uzayinda Konneksiyon
Katsayilar
K Kesit Egriligi
r:(j Konneksiyon Katsayilari
vV, X Vektor Alanina Gore Kovaryant Tiirev
W, (V,g,w) Weyl Uzay1



1.GIRiS

Weyl manifoldu ilk olarak XX. ylizyilin ilk yarisinda Alman matematik¢i Hermann
Weyl tarafindan bulunmustur. Ciinkii bu dénemde Diferensiyel Geometride gelisen
metotlardan biri, geometride lokal incelemelerden global incelemelere gegistir. Modern
Diferensiyel Geometride, Klasik Diferensiyel Geometrinin esas inceleme konular1 olan
egri  ve ylizeyler, iizerinde ¢esitli geometrik yapilarin verildigi n-boyutlu

diferensiyellenebilen manifold tarafindan ikinci plana atilir.

Weyl uzaylan ile ilgili ¢alismalar, 6zellikle 1990’11 yillarda ve sonrasinda siklikla
karsimiza ¢ikmaktadir. Bu konuda Zlatanov, Tsareva, Ozdeger ve yan sira Civi, Canfes

ve Altay gibi isimlerin biiytlik katkilar1 vardir.

Sunulan bu tezde ise Weyl uzaylari, Genellestirilmis Weyl uzaylart ile bunlarin
konneksiyonlart ve bununla birlikte Weyl uzaymin tanimindan yararlanilarak diger

uzaylarin nasil olustugunu incelenmistir.

Birinci boliimde diferensiyellenebilir manifoldun tanimindan yola ¢ikarak
diferensiyellenebilir manifold iizerindeki afin konneksiyon, afin konneksiyonlu uzaylar
ve konneksiyon katsayilarindan bahsedilmistir. Egrilik ve burulma tensorlerinin

tanimlar1 ve invaryant formda yaziliglar1 da yine bu boliimde agiklanmistir.

Ikinci bdliimde burulmasiz afin konneksiyonlu uzayin nasil olustugu ve burulmasiz afin
konneksiyonlu uzay kullanilarak Es afin uzay ve es afin konneksiyonu, Metrik uzayzi,

simetrik (0,2) tipli g; metrik tensorii ve pisagto tensor anlatilmustir. Yine ikinci
boliimde

ngij :2Wkgij
esitligini saglayan, simetrik V konneksiyonuna, V tarafindan korunan simetrik,

konform ¢ metrigine ve W, 1l-formuna sahip metrik uzaya Weyl uzay: denildigi,

simetrik olmayan (burulmali) bir V* konneksiyonuna ve simetrik olmayan konform g



metrik tensoriine sahip uzaya da Genellestirilmis Weyl uzay1 denildigi ifade edilmistir.
Ayrica Weyl uzaylarmmin ve Genellestirilmis Weyl uzaylarmin konneksiyon

katsayilarindan da yine bu boliimde s6z edilmistir.

Uciincii boliimde ise Weyl uzay1 konneksiyonu farkl1 bir Riemann uzayidir ifadesinden

yola ¢ikarak Riemann uzayindan ve V,g; =0 Riemann konneksiyonundan, Sabit

egrilikli Riemann uzaylarindan, konform doniisiimiin Weyl uzayma indirgenmesiyle

ulastigimiz afin deformasyon tensoriinden bahsedilmistir.



2. KURAMSAL TEMELLER

2.1. Diferensiyellenebilir Manifoldlar

Tamm 2.1.1: X Hausdorff uzay olsun. Herhangi bir U X agik kiimesinin V < R"
bolgesine;

p:U->V
homeomorfizmine X de n boyutlu harita veya n boyutlu koordinat sistemi,U ya ise

@ haritasiin koordinat komsulugu veya koordinat bdlgesi denir ve (U,(p) seklinde

gosterilir.

Eger xeU ise
go(x):(x‘,...,x”)e R"

olur. Burada X',...,x" reel sayilar1 ¢ haritasinda X noktasinin koordinatlaridr.

Tanmm 2.1.2: X Hausdorff uzaymin n boyutlu ¢, haritalarininU_ bdlgeleri bu uzay1

orterse, yani

X = JU,,A indisler kiimesi

achA

ise, X e n boyutlu topolojik manifold veya sadece n - boyutlu manifold denir.

Tammm 2.1.3: X Hausdorff topolojik uzay ve k ise 0<k <o olacak sekilde bir

tamsay1 olsun. o € AU, < X olmak lizere asagidaki sartlar1 saglayan {(Ua,goa )} lokal

haritalar ailesine X iizerinde C*sinifindan n boyutlu atlas ad1 verilir:

1.Lokal haritalarin U_ bélgesi X ’i orter (X = UUa], yani X, n boyutlu topolojik

aeh

manifolddur.



2.Keyfi a,feAicin U, NU, =T ise
o500, 9, (U.NU, ) 0, (U,NU,)
doniisiimii C* smifindandir. Buna (Ua,(pa) ve (U ﬂ,qoﬂ) haritalarinin C* uzlasmasi

sart1 da denir.

@y @, doniisiimiine ise koordinatlarin déniisiimii denir. Burada u; , (U ﬁ,qoﬂ)
haritasindaki xeU, U, noktasmnin koordinatlar1 ve u ) ise (U,,p,) haritasindaki

X noktasinin koordinatlar1 olmak tizere uiﬂ = uiﬂ (u ,i ), I, j=1...,n yazlir.

U,NU, =0 olmasi durumunda goﬂo(p;l dontsimii elde edilemez. Bu durumda
(pﬂo(o;l doniisiimiinin  C* smifindan oldugu kabul edilecektir. 2. sart Py o

koordinat doniisiimlerinin C* smifindan difeomorfizmler olmasina denktir. Bu ise,

P o' koordinat doniisiimiiniin jakobiyen matrisinin determinantimin sifirdan farkl

olmasini ifade eder.

Tamm 2.1.4: {(Ua,(pa )} ve {(U 52 Pp )} C* sinifindan herhangi iki atlas olsun. Bu
atlaslarm keyfi (U,,p,) ve (U ﬁ,(pﬂ) haritalar1 C* uzlasmus ise yani , {(Ua,goa)} ve

{(U 52 Pp )} atlaslarmin birlesimi C* sinifindan atlas ise verilen atlaslara denk atlaslar

denir.
Tamim 2.1.5: X Hausdorff uzay iizerinde C*atlaslarinin denklik sinifina C*-yap1 denir.

C*-yapismin tiim C* atlaslarmin birlesimi yine C* atlas olusturur. Bu atlasa maksimal

C* atlas ad1 verilir. X iizerindeki C* atlaslarinin her bir denklik sinifi, kendisinin bir

elemani ile ifade edilir.



Yani, C¥-yapisi, onun keyfi C* atlasi yardimiyla olusturulabilir. Buradan da, X

{izerindeki her bir C*-yapisinin bu yapidan olan bir C* atlas ile verilebilecegi sonucu

cikar.

C° yapiya topolojik yapi, C, (1s k Soo) yapiya ise diizgiin (smooth) yap1 denir.

Bundan sonra yalniz C” sinifindan olan diizgiin yapilara bakilacaktir.

Tamm 2.1.6: M , Hausdorff ve sayilabilir baza sahip topolojik uzay olsun. Eger, M
tizerinde n-boyutlu C” atlaslarinin C* yapisi verilmis ise M uzayma n- boyutlu
C” smifindan diferensiyellenebilir veya diizgiin manifold denir ve M, ile gosterilir

(Salimov ve Magden 1999).

Eger 2.1.6.Tamimda C” smufi yerine C" smfi (analitik fonksiyonlar sinifi) alinirsa,

2.1.6.Tanim reel analitik manifoldun veya C" smifindan olan manifoldun tanimi olur.
2.1.1. Diferensiyellenebilir doniisiimler

X, ve Y, sirasiyla C* ve C® smifindan diferensiyellenebilir manifoldlar ve G < X,
acik kiime olmak tizere strekli f :G —Y, donistimi verilsin. ¢, bolgesi U =G olan
harita, y ise bolgesi V o f (U) olan harita olsun. Keyfi (U, ) haritas1 igin
pofop :p(U)>y(V),p(U)cR" .y (V)c=R?

doniisiimii C" smifindan ise f doniisiimine C" (m <min (k, q)) sinifindan
diferensiyellenebilirdir ~ denir. feC" (Xn,Yp) icin  wofop'  donisiimii
¢(x)ep(U)cR"  noktasmn  yew(V)cRP  noktasina  gotiriir.  Eger
p(x)= (Xl, X, .., X”) (yani X', i=L..,n, xeU noktasinm (U,p) haritasindaki

koordinatlari) ve y = ( v,y yp) ise bu takdirde



yazya(xlsz’,..,xn), a:l,___,p
olur. Tanima gore f eCm(Xn,Yp) olmasi igin gerek ve yeter sart y* eC“(R”,Rp)

olmasidir.

C¥, xeX, noktasiu ihtiva eden Gc X, agik kiimesinde tayin edilmis C*

smifindan f fonksiyonlarin kiimesi olsun. Eger ¢, X noktasindaki harita olmak iizere
¢(X)=(X1,X2,...,Xn) ise,
yazilir ve

olur. f" = f o™ bigimindedir.

of
ox'

L
, oxX

o(x)
olarak tanimlanmis olsun. n sayida &' € R sayilari igin

of

Xf:i—.,Vf Ck
()éaxl EX

X

bigiminde tanimlanan X =C* — R lineer fonksiyonu,

i 0
X: I—.
Cf(’ix'

X

seklinde verilir. Bu sekildeki tiim fonksiyonlarin kiimesini T, ile gosterelim. Bu kiime

tizerinde
(X, +X,)(f)=X,(f)+X,(f),

(aX)(f)=aX ()

biciminde toplama ve skalerle ¢carpma islemini tanimlayalim.



Bu islemlere gore T,, R iizerinde bir vektor uzay: olur. Bu uzaya M, manifoldunun X
noktasindaki tanjant uzayi, bu uzaym elemanlarma ise M, manifoldunun X

noktasindaki tanjant vektorleri denir.

Boylece M manifoldunun X € M, noktasinda tanjant vektor X =£ % fonksiyoneli
X

X

ile aynilagtirilir ve (U,(p) koordinat komsulugunda X €T, vektdrii n sayida &'

sayilar ile tayin edilir.

Eger & =6,, i,k=1,..,n ise X :fi% esitliginden n sayida
0

X! =—,
K oaxK

k=1..,n
vektorleri bulunur. Bu vektorler T, uzayinin bir bazidir ve BoyT, =n olur. Bu baz

kisaca 0, ile gosterilir.

dx  biciminde

f eC* fonksiyonunun X noktasindaki diferensiyeli df :aé’f_k
X X

tanimlanir. C* fonksiyonlarmin x noktasindaki diferensiyeli R iizerinde T, vektor

uzaymi olusturur. X' EC: icin dx' €T, oldugu asikardir. (;i

-| €R oldugundan
X

X

df :s—fk dx* esitligine gore Vdf eT, diferensiyeli dx' diferensiyellerinin lineer
X

X

terkipleri olurlar. dx'’ler bagimsiz olan X'(i=1,...,n) degiskenlerinin diferensiyelleri

oldugundan, bunlarm dx' diferensiyelleri de lineer bagimsiz olacaktir. Bu durumda

{dxi} ler T, uzaymi bazi ve BoyT, =n olur. T, uzayimn keyfi df eleman
(dF)(X)=X(f). ¥XeT,

bigiminde verilen df : T, — R lineer doniisiimiinii tayin eder.



Eger,
(df)(X)=X(f), VXeT,

esitliginde f =x', X =ai alinirsa,

(dxi)(a%jza;

bulunur. Dolayisiyla {dxi} bazina karsilik gelen baz 0, bazi oldugundan T,, T, vektor

uzayinin dual uzay: olur. T, uzaymna M, manifoldunun X noktasindaki kotanjant
uzay1, bu uzaymn elemanlarina ise M, manifoldunun X noktasindaki kovektorleri veya

lineer formlar1 denir.

T, uzaymmn {X;} (i=1..,n) bazina X, manifoldunun x noktasindaki gatis1 denir. Bu

catiya T, uzayinda karsihik gelen {19 } bazina, yani
6' (X, ) =6,

sartm1 saglayan ' kovektorlerine X, manifoldunun X noktasindaki kogatisi (coframe)

adi verilir. Ozel halde, {%}ETX ve {dxi}ET: ¢atilarina sirasiyla (U, ),
X

o(x)= (X1 s X”) haritasindaki standart cat1 ve kocgat1 denir.

Teorem 2.1.1: (U,p) haritasindan (U,y) haritasia gegildiginde T, uzaymnin baz

vektorleri

0|
ox' |

ox'| |
ox'| ox'|

X X

kurala gore ve T, uzayimnin baz vektorleri ise

o

=>F dx"
X

dx"

kuralina gore doniisiirler (Salimov ve Magden 1999).



2.1.2. Doniisiimiin diferensiyeli

X, ve Y, diferensiyellenebilir manifoldlar olsun. A¢ik G < X, kiimesi ve f:G —>Y,
diferensiyellenebilir doniisiimii her bir x € G noktasinda
(f*x(x))(g)zx(gof)')xETx’geclf((x) (21)

biciminde lineer

f. :T,—> Tf(x)

doniisiimiinii tayin eder. Burada T

«» X€X, noktasindaki tanjant uzay, T, ise

f (X) €Y, noktasindaki tanjant uzaydur. (2.1) esitligi ile tanimlanan f, donistimiine f
doniisiimiiniin X noktasindaki diferensiyeli denir. g ele‘(x) oldugundan, gof eC!

olur.

Xe X, noktasmin U komsulugundaki harita (U,p), y=f(x)eY, noktasmm V
komsulugundaki harita ise (V,y ) olsun. Bu takdirde,

¢(x):(x‘,x2,...,x”)

w(y)=(y.y".y?)

olur. Diger taraftan

ve buradan da
y =y* (X', X°,..x"),a=1...p 2.2)

yazilir. (2.2) denklemi f doniisiimiiniin koordinat fonksiyonlariyla yazilisidir.

f*x (X ), C‘;(X) cebiri tizerinde tayin edilmis reel degerli lineer doniisiimdiir. Buna gore

f*x (X ) € Tf(x) olur.
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X =50,

ve h=gof olsun.g" =goy " olmak iizere
h(x)=g(f(x))=a(y)=(gew)(y.y"..y")

=9*(y‘(x‘,...x”),...,yp(x

Il
(@]

*
—_—~
‘<D—‘
<

o
~—~—

-
>
=1
~—
~—

olur. Buradan,
X(g21)=¢', ()=,

_a oh o oy
_g(aya)f(x)(axl

x

veya
0
aya

u°
ox'

X(gof)=(Z0), & ()i (h) 2.3)

yazilir. (2.1) ve (2.3) esitliklerinin mukayesesinden f. (X) vektoriiniin (%)f (x)

bazinda

o*

™ )¢ 24

nt=(
. . . 5 i 0 o
seklinde koordinatlara sahip oldugu ortaya ¢ikar. &', (F)X bazinda X €T, vektoriiniin
X

koordinatlaridir.

Boylece, f doniisiimii koordinatlarla
wofop 'y = ya(xl,...,xn), a=1L..,p

aya

seklinde verilirse, f. tiirevi (—) Jacobian matrisi kullamlarak (2.4) bigiminde

koordinatlarla verilebilir.

f:G-Y,, Gc X, donisimi, f. donisiiminden baska f, ’in transpoz doniisiimil

ad1 verilen f; :Tf*(x) —T. lineer doniisiimii
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fj(dg):d(gof)x,fec:,gec:(x) (2.5)

kurali ile tanimlanir. Burada dg = (dg)f ) ET:(X) bigimindedir. Ayrica T,

* .
Ve Ty, ise

sirasiyla xe G ve f(x)eY, noktalarindaki kovektor uzaylardur.

f doniisiimii koordinatlarla
y =y (x,..x"), a=1..p
bigiminde ve ¢ C';(X) fonksiyonu ise
g=9"(y’y"), g =goy
bi¢iminde olsun. Bu takdirde , go f € Cf doniistimii
gof = g*(y1 (X' X") ey (x‘,...,x“))

seklinde olur. Buradan da,

4g1), :(sx?a)f(x)(g?)xd)(i’ % ) :gyi:w(fu))
yani (2.5) esitligine gore
f, (dg)= (gi?)x(gfa)f(x)dﬂ (2.6)
bulunur. {dya} kocatisindaki koordinatlari
17, =( aafa )t (x)

olan dg eTf*(X) vektorine  f,  kodiferensiyeline karsilik gelen f(dg)eT,

X

kovektoriiniin {dxi} kogatisindaki koordinatlari

8ya

égi :(g

)77, (2.7)

bigiminde olur. Bu esitlige f kodiferensiyelinin koordinatlarla ifadesi denir. (2.7)

esitliginin matris dilinde yazilimi ise (2.4)lin matris dilinde yazilisinin transpozu olur.

Bu sebepten dolayr f, doniisiimiine f. donigiimiiniin transpoz doniisiimii denir.
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f:X, =Y,
ve

9:Y,>Z,
diferensiyellenebilir doniisiimii verilmis olsun. Bu durumda

f*x T, — Tf(x)

Ve

91y Trig 2 Tieen),
doniisiimii elde edilmis olur. Diger taraftan go f doniisimii de (go f), :T, > Tty

doniisiimiinii olusturacaktir.

2.1.3. Altmanifoldlar

Tamm 2.1.7: X ve Y  diferensiyellenebilir manifoldlar olsun. C* smifindan
diferensiyellenebilir f: X — Y, (n< p) doniisimiinii gz oniine alalim. Eger Vx e X,

icin f, donlisgiimiiniin ranki n ise f donlisimiine immersiyon denir (Salimov ve

Magden1999).

Tamm 2.1.8: f:X —Y,  immersiyonu verilmis olsun. Eger, f:X — f(X )<Y,

immersiyonu, indirgenmis topolojiye gore homeomorfizm ise f donilisiimiine

imbedding (i¢ine daldirma) denir (Salimov ve Magden 1999).

Bu tanimdan, imbedding’in bire-bir immersiyon oldugu cikar. Ama tersi her zaman

dogru degildir. Herbir immersiyon lokal olarak imbeddingdir.

f:X,—>Y, immersiyonu verilmis olsun. VxeX, noktasmn (U .9),
p(x)= (X1 yers X") haritasim ve f(x)=yeY, noktasinin V.y),

w(y)= (y1 e YP ) haritas1 alinirsa, f immersiyonu koordinatlarla
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y*=y*(X'X"),a=1...p (2.8)

aya
ox'

bigiminde yazilabilir. Oyle ki, VxeU icin rank( )(p(x) =n olur. y* koordinatlari

] :
igerisinde det(;) # 0 olacak sekilde n tane y' koordinatlar1 segilebilir. Bu takdirde,
X

belirli U, cU komsulugunda (2.8) esitliginin n sayidaki denklemin x' degiskenlerine
gore ¢ozumu

X =X (yl, v, y”) (2.9)
bigiminde yazilir. Burada x' 'ler U, komsulugunda C* sinifindan olan fonksiyonlardir.
Boylece, U, bolgesinde ¢ haritasindan baska ¢ haritasi da vardir ve

2(x)=(y"...y")
olur. (2.9) degeri (2.8) denkleminin kalan denklemlerinde yerine yazarsak,

y =y (XXM =n+1,.,p (2.10)

bulunur.

Simdi, (UO,(Z ) haritasina gegelim ve y' yerine X' alalim. Bu durumda, (2.10) esitlikleri

kullanilirsa, (2.8) esitligi

y' =x"i=L..,n
1 (2.11)
y* =y (XX )@ =n+1...p

bigiminde yazilir. Burada y“ e C* sinifindandir. Bu yazilisin terside dogrudur. Yani,
Vxe X, noktasinin herhangi bir komsulugunda f doniisimi (2.11) seklinde
gosterilebilirse, f doniisiimii immersiyon olur.

X,,Y, diferensiyellenebilir manifoldlar ve X <Y, altkimesi olsun. 1: X —Y,
icerme doniigiimii ve ayrica €:Y, — Y Ozdeslik donlisiimii olmak tizere 1=¢ | X, olur

ve bu doniisiim birebirdir.
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Tamm 2.1.9: X ve Y  diferensiyellenebilir manifoldlar verilmis olsun. 1: X, —Y,
doniisiimii immersiyon ise X, manifolduna (Y, manifolduna) daldirilmis altmanifoldu
denir. Eger I dontisiimi imbedding ise X, manifolduna Y manifoldunun imbedding

altmanifoldu veya sadece altmanifoldu denir (Salimov ve Magden 1999).

2.2. Tensor Alanlari

Tamm 2.2.1: M, C” smifindan bir manifold ve T , VpeM, noktasindaki tanjant
uzay! olsun. M manifoldunun Vpe M, noktasma T, uzayindan bir X, vektori

karsilik getiren X vektor degerli fonksiyonuna vektor alant denir (Salimov ve Magden

1999).

f, M, manifoldunda bir fonksiyon ise Xf de M, manifoldunda bir fonksiyon

tanimlar.

Bu ise,
(XF)(p)=X,f
ile tanimlanir.U < M koordinat komsulugunu alalim. Bu komsuluktaki bir vektor alani
X =£'9,
olarak yazilir. &' ler U daki lokal koordinatlara baglidir. Yani,
F=&(X,.x") i=1..n

olur.
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1 2 p
Tanmmm 2.2.2: B, bir vektdr uzay olsun W=t()?l,Xz,...,iq,f,f,...,g‘j multilineer

fonksiyonuna karsilik gelen

p
/_/%

t:B, x..xB xB x..xB —R
9

reel degerli operatoriine B, uzayinda p dereceden kontravaryant, ¢ dereceden

kovaryant tensor ad1 verilir.

M,, C” smifindan bir manifold olmak {izere Ym € M, noktasindaki her bir (p,q) tipli

tensdr igin uygun bir T? (m) tensOr uzay1 vardir.

Tamm 2.2.3: M, C” smifindan bir manifold ve T/ (m), YmeM, noktasindaki
(p,q) tipli tensor uzay: olsun. M, manifoldunun Vme M noktasina qu (m) tensor

uzayindan bir tqp (m) tensorii karsilik getiren T fonksiyonuna (p,q) tipli tensor alani

denir (Bishop ve Goldberg 1968).

Eger p=1,q=0 ise vektor alanlar1 elde edilir. Yani,(1,0) tipli tensor alan1 bir vektor

alamidir.

Eger p=q=0 ise Vme M, noktasina bir skaler deger karsilik gelir. Bu ytizden (0,0)

tipli tensor alani reel degerli bir fonksiyondur.

Eger U = M, bdlgesinde f fonksiyonuC™” smifindan ise Vx €U igin df, € T°(x) olur.

Boylece f fonksiyonun diferensiyeli olan df :U —>T1°(Mn) ifadesi (0,1) tipli bir

tensOr alamdir.
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Herhangi bir m noktasindaki T tensorii simetrik tensor ise T tensor alanina simetrik
tensor alan1 denir. Eger herhangi bir m noktasindaki T, tensorii antisimetrik tensor ise

T tensOr alanina antisimetrik tensor alani denir.

T, (p,q) tipli tensor alan1 olsun. 6’1,...,0p (0,1) tipli tensor alanlar1 ve X,,..., X a vektor

alanlar1 olmak tlzere

T(61s0y. X oo X ) (M) =T, (6, (M).... 0, (M), X, (M), ... X, (m))

> Yp> m

ifadesi reel degerli fonksiyon tanimlar. Ozellikle X' koordinatlarma gére T tensér

alaninin bilesenleri

jl Jq ? Jp

T/ =T (o dx.0, .00, )

biciminde reel degerli fonksiyonlardir (Bishop and Goldberg 1968).

T tensor alaninin bilesenleri C* smifindan fonksiyonlar ise T tensor alanina C”

sinifindandir denir. C” sinifindan olan (0,1) tipli tensor alanina 1-form (pfaffian form)

denir.

(p,q) tipli T tensor alaninin C* smifindan olmasi igin gerek ve yeter sart her bir

0,....0, 1-formlar1 ve her bir C” smifindan X,,..., X

. vektor alanlart igin

q

T (0],...,(9p, Xiseeos Xq) fonksiyonunun C* sinifindan olmasidir.

2.3. Diferensiyellenebilir Manifold Uzerinde Afin Konneksiyon

M, diferensiyellenebilir manifoldunun y:u' =u' (t) egrisi boyunca konneksiyon dahil
edilmesi egrinin noktalarina tatbik edilmis vektorler arasinda uygunluk olusturma
kuraldir. Eger y egrisinin herhangi bir noktasindaki v' vektorii t parametresine bagli

olarak degistikce verilen konneksiyona gore baslangictaki ile uygun kalirsa, bu durumda

bu vektor verilmis konneksiyona gore y egrisi boyunca paralel kaydirilmis olur.
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Eger konneksiyon diferensiyellenebilirse paralel kaydirmay: ifade eden v'=V' (t)

fonksiyonlar1 da diferensiyellenebilir fonksiyonlar olurlar. Eger vektorlerin paralel
kaydirilmasi halinde lineer bagimlilig1 korunursa verilen konneksiyona afin veya lineer

konneksiyon ad1 verilir.

Tamm 2.3.1: M, manifoldu iizerinde T, (M, ) vektor alanlarimin modiilii olmak iizere
VY =V(X,Y): Ty (M,)xT) (M) > T, (M,)
doniisiimii
iV wZ=1V,Z+gv,Z, vf,geF(M,)
ii.V, (X +gY)=(Zf )X + fV, X +(Zg)Y +gV,Y
sartlarini sagliyorsa V ’ya afin konneksiyon denir. Burada
V, i3 (M) 3 (M,)

doniisiimiine kovaryant diferensiyelleme denir (Bishop ve Goldberg 1968 ).

Afin konneksiyonun y egrisinin ¢esitli noktalarina tatbik edilmis vektorler arasinda
uygunlugu ifade eden sarti, yani vektoriin egri boyunca verilmis afin konneksiyona gore

paralel kaydirilmasi sartim1 bulalim. y egrisinin baslangi¢c noktasinda ekli,k=l,...,n
lokal bazini alalim ve farz edelim ki ?i (t) nin bagimlilig1 baz vektorlerin verilmis egri
boyunca paralel kaydiriimasini ifade etsin. Keyfi v' =A% ?i vektoriinlin verilen afin

konneksiyona gore y egrisi boyunca paralel kaydirilmasi igin gerek ve yeter sart A*
katsayilarinin sabit olmasidir. Bu nedenden istifade edilerek

dv' = A4d ?i (2.12)

ifadesi yazilabilir.v' = 2* ?‘ esitliginden

k

A=av (2.13)

yazilir.
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Burada a, baz vektorii oldugundan buna karsilik gelen kobaz vektorii ?i ile gosterilir.

Dolayisiyla ekli a, =0, olur. (2.13) ifadesi (2.12) de kullanilirsa,

dv' +w v =0 (2.14)
yazilir. (2.14) denkleminde

w =-ada" (2.15)

bigimindedir. (2.14) sart1 V' vektoriiniin verilen afin konneksiyona gore paralel
kaydirilmas1 sartidir. (2.15) bi¢iminde dahil edilen Wik objelerine konneksiyon

(baglant1) formlar1 denir.

Teorem 2.3.1: 1. Konneksiyon formlari ekli, k=1,..,n bazinin secilisinden

bagimsizdir.

2. Konneksiyon formlari, egrisel koordinatlarin doniistiiriilmesi durumunda tensor

doniigiim kuralina gore donilismez.

Ispat: 1. W' ve W* farkl iki baza karsilik gelen konneksiyon formlari olsun. Paralel
kaydirilan V' vektorii igin asagidaki sartlar1 yazabiliriz:
dv' +w v =0 (2.16)
dv' + W, v =0 (2.17)
(2.16) ve (2.17) sartlarindan, V' vektoriiniin baslangi¢ degerinin keyfiligi sartindan

W, =W, bulunur.

2. M, manifoldunda u' egrisel koordinatlarin degismesi halinde baz vektorlerinin ve

kovektdrlerinin doniisiim kuralini yazalim.

k Lk

a=Aa.a=Aa (2.18)
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Burada A =%, A= gil bigimindedir. (2.18) in ikinci sartindan
u u

d :;U = dA! zzﬂ’+ Aid ‘E‘i, (2.19)
olarak yazariz. (2.15) denkleminde (2.18) in birinci sartin1 ve (2.19) esitligi géz oniine
alinirsa,

P i : PG
W, =-3; d:;l =—A ajr(dA,g +A,dr§1 )

veya

wi = A AW — Al'dA) (2.20)

olur. (2.20) esitligi gosterir ki W; konneksiyon formlar1 tensoriin koordinatlar1 olamaz.

Simdi ise kovektoriin}) egrisi boyunca verilen afin konneksiyona gore paralel

kaydirilmasi sartini inceleyelim.

Tanim 2.3.2: w, kovektdriiniin } egrisi boyunca paralel kaydirilan keyfi v vektorii
tizerindeki izi bu egri boyunca sabit kalirsa w, kovektoriine ) egrisi boyunca verilen

afin konneksiyona gore paralel kaydirilmistir denir.

2.3.2 Tanima gore
d(viwi):dv‘vvi +vidw, =0 (2.21)
olur. V' paralel kaydirilmasi sartindan
dv' = —wv* (2.22)
yazilir. (2.22) esitligini (2.21)ifadesinde kullanirsak,
(dwi — W W, )vk =0
bulunur. V' vektdriiniin keyfiliginden dolay1r W, kovektdriin ) egrisi boyunca verilen
afin konneksiyona gore paralel kaydirilma sarti
dw' —wiw, =0 (2.23)

bigimindedir.
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Vektoriin ve kovektoriin ) egrisi boyunca paralel kaydirilmast sartini kullanarak,
egrinin c¢esitli noktalarina uygulanmis keyfi tipli tensoriin paralel kaydirilmasini
Verebiliriz.( P, q) tipli keyfi tensoriin izi ve bu tensoriin koordinatlart ) egrisi boyunca

p

A . o1
Z=t;"7 Y“ ...\q/Jq Wi ... Wi,

verilmis olsun. Z fonksiyonunun vektor ve kovektor degiskenlerinin ) egrisi boyunca

paralel kaydirilmasi sartlar1 dahilinde diferensiyeli

- . | p A . 1 p
dZ =dt™ " v virw ow +trd v v wg L
Bidg q | p Bedo T q I p
. . | p
+o AtV v W Ld g,
TR (2.24)
Cqpieds assiiedy s i 4 Sia
—(dtjlqu Wjltsjz.“jq qutsjz.“s_+_Wstj|...jq
ries \oi oo, D
FWSES VLV W LW
g )Y y
olarak yazilir. Bu esitlikte
iy gidy sddidy s i
5tj1“.jq —dtjlmj'q letsjz.“jq qutsjzms
i\ g Siy .. i e (2'25)
Iy 4302--1p ptli...s
"‘Wstjln.jtI + W tjl...jq
olarak alinirsa
O T R P
dZ =0t v' ..V Wi ... Wi (2.26)
Bidg q ! p

yazilir. ) egrisi boyunca verilen afin konneksiyona gore paralel kaydirilan vektor ve

kovektor degiskenlerinin multilineer fonksiyonunun diferensiyeli de degiskenlerin

multilineer fonksiyonu olur. O halde dZ multilineer fonksiyonuna belirli tensér karsilik

gelecektir. Bu tensoriin tipi t;ll"""i;.’q tensOriiniin tipi ile ayni olur. Koordinatlar1 ise (2.25)

esitligi ile verilmistir. 5tij‘l‘_';i}’q tensoriine t;ll"‘.‘_i}’q tensoriiniin mutlak diferensiyeli denir.
Tensoriin mutlak diferensiyeli ile tim egri boyunca keyfi noktalarda uygulanmis

tensorler arasindaki esleme (2.26) esitligi ile verilir.
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Tensoriin mutlak diferensiyelinin tanimindan ¢ikartilan sonuglar sdyle ifade edilebilir:

a. Vektoriin ve kovektoriin paralel kaydirilmasi sartlar
V' =0, Sw, =0
seklinde olur. Dolayisiyla keyfi tipli tensoriin paralel kaydirilmasi sartt
ot ;=0

olarak verilir.

b. Birim tensoriin mutlak diferensiyeli sifira esittir, yani
3(a1)=0

olur.

(2.25) esitliginden dolay1 tensorlerin mutlak diferensiyelleri i¢in asagidaki ozellikleri

yazabiliriz.

1. 5(E¢E)=5tl¢ 55, E ve E ayni tipli tensorlerdir,
2. §(At)=(dA)t+A(st), A- skalerdir,

3. 5(A®B)=(5A)®B+A®(5B), A ve B keyfi tipli tensdrlerdir,

4. Tensorlerin simetriklesme, alternelestirme ve kontraksiyon islemleri mutlak

diferensiyelleme islemi ile siralar1 degisebilirler.
2.3.1. Afin konneksiyonlu uzaylar

Tammm 2.3.3: X, diferensiyellenebilir manifoldunun her bir egrisi boyunca afin

n

konneksiyon verilmis ve asagidaki lineerlik sart1 saglaniyorsa X, diferensiyellenebilir

manifolduna n - boyutlu afin konneksiyonlu uzay denir.
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X, manifoldunun keyfi M noktas: ve bu noktanin civarinda keyfi vektor alanlari

verilmis olsun. Keyfi v' vektor alanmmin M noktasindan gecen keyfi bir egri icin

hesaplanmis mutlak diferensiyeli, bu egri boyunca elementer yer degisme du'

vektoriiniin lineer fonksiyonudur, yani lineerlik sart1

oV = v, du® (2.27)
olarak yazilir. Burada v, V' ye ve noktaya bagl fonksiyondur. Diger taraftan
dv' =9,v'du* oldugundan

oV =dv' + Wli(vk = akviduk + Wf(vk (2.28)

olur. (2.27) ve (2.28) esitliklerinden
wv* = (v -V )du? (2.29)
ifadesi bulunur. v*, 0V' ve V. u' lerin fonksiyonlaridir. w, forumlart V' vektdr
alanlarinin segilisine bagl olmadigindan w; forumlar1 du* nin lineer fonksiyonu olur,
yani
w, =TI du® (2.30)
olarak yazilir. Burada T, katsayilar1 afin uzaymn noktasimin fonksiyonlaridir. Bunlara
afin  konneksiyonun katsayilar1 denir. Katsayilarin verilmesi X & de afin

n

konneksiyonunu tayin eder.

Simdi T, afin konneksiyon katsayilarmin doniisiim kuralini verelim.(2.30) esitligi
kullanilarak
W, =T du’ =T AS du®

yazilir.
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Ayrica
AldA; = AY (8, A ) du* (2.31)
oldugundan ve diger taraftan AJ."'A}, = 5} esitliginin 0, kismi diferensiyeli alindiginda
(0 )+ A (2,) 0
A (0,5) = (oA,
olur. Bu son esitlik (2.31) denkleminde kullanilirsa
AldA, =-A; (8, A )du' (2.32)
elde edilir. (2.32), (2.30) ve (2.20) esitlikleri kullanilarak konneksiyon katsayilarinin

dontistim kurali
Ty = AA AT+ AA (233)

olarak verilir. Burada AkJ Oy A bi¢imindedir.

(2.30) denklemini kullanarak afin konneksiyonlu uzayda verilen keyfi vektor alani i¢in

mutlak diferensiyel
oV =(8,v' +Tv° )du* (2.34)
biciminde olur. (2.34) denkleminin sol tarafi bir tensér ve du® vektér oldugundan
parantezin i¢indeki ifade bir tensoriin koordinatlaridir. Bu tensore verilen V' tensoriiniin
kovaryant tiirevi denir ve
V.V =0,V +TV° (2.35)
olarak gosterilir. Bu tirevin sonucu (1,1) tipinde bir tensordiir. Benzer sekilde w;

kovektor alaninin kovaryant tiirevi

VW, =0, W, -Tw

kJS

(2.36)

olur, ve sonug (0,2) tipli bir tensordiir. (2.30) esitliginden, (p,q) tipli t J‘ ;’ tensorliniin

mutlak diferensiyeli
5t;ll...‘-‘p _ [a t'Jl ;) +Zrkstljlsjl Zl—wkj/ IJll___Sp___J ] (237)
u=1

bi¢iminde olur.



24

(2.37) denkleminin sol tarafi bir tensor ve du® vektor oldugundan parantezin icindeki

ifade bir tensoriin koordinatlaridir. Bu tensore verilen t J‘ j’ tensOriiniin kovaryant tiirevi

denir ve
th;ll':‘ip a 1:|1 p +Zl—wlit|1...s...l Zl—*k]# I1 p (238)

ks® ... Jr8edg

bigiminde gosterilir. Tensoriin kovaryant tiirev tammndan goriilir ki (p,q) tipli

tensoriin kovaryant tiirevi (p,q+1) tipli bir tensordiir.

Kovaryant tiirevin tanimindan yararlanilarak asagidaki o6zellikler yazilir:

[y

. Vk (til...ip itil...ipj V t|l iy +V tll ip

ljl"'jq 2j1-~jq ]Jl ]q 2]1 Jq

N

.V, (i; ) (8 l) i 4 AV '[Il b leF (F lineer fonksiyonlar kiimesi)

Jre-Jg K jpdg?

el

. I... iy I... . ..
Vo (6h @t )= (Vi @t +th @V gl
4. Tensorlerin simetriklesme, alternelestirme ve kontraksiyon islemleri mutlak

diferensiyelleme islemi ile yerleri degisebilir.

2.3.2. Egrilik ve burulma tensorleri

A, afin konneksiyonlu uzayinda f = f(ul,...,u”) diferensiyellenebilir fonksiyonu

verilmis olsun. Bu fonksiyonun tam diferensiyeli, yani df =9, fdu' ifadesi,

koordinatlarm déniisiimii halinde invaryant kalir ve df fonksiyonunun du' vektdriiniin
lineer fonksiyonu olur. Bu lineer fonksiyona karsilik gelen kovektoriin koordinatlar

V. =0.f (2.39)
ile gosterilir. Bu kovektére f fonksiyonunun gradienti, f  fonksiyonuna ise bu

kovektor alaninin potansiyel fonksiyonu denir.
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Keyfi V, kovektoriiniin herhangi bir skaler alanin gradienti olmas: i¢in gerek ve yeter

sart
6[ jVi] =0 (2.40)
olmasidir (Yano 1965).
V, gradient kovektoriiniin kovaryant tiirevi
V.V, =0V, -T", (2.41)

bi¢imindedir. (2.41) denkleminde j ve i indislerine gore alternelestirme islemi yapilir
ve (2.40) esitligi kullanilirsa

ViV, =SV, (2.42)

[
bulunur. Burada,
k k
S; =Ty (2.43)
olarak verilmistir. (2.42) denkleminin sol tarafindaki kovaryant tiirev ise (0,2) tipli

tensor olduguna gore Si‘j( kemiyetleri asag1 indislerine gore antisimetrik olan (1,2) tipli
tensor ifade eder. (2.43) tensériine A, wuzaymm burulma tensérii denir. A,
manifoldundan alinmis keyfi X ve Y vektor alanlar1 i¢in burulma tensdriiniin
invariyant formda yazilisi ise

S(X,Y)zVXY—VYX—[X,Y] (2.44)
bicimindedir (Kobayashi and Nomizu 1963). Burada [X ,Y] X ve Y vektor alanlarinin

Lie parantezidir:

[X,Y]F =X (Yf)=Y (XFf).

Keyfi v* vektorinin V V' =0V' +T v" kovaryant tiirevi (1,1) tipli tensor belirtir. Bu
tensOriin kovaryant tiirevi ise

VVV =9, VV +T VV"-TTV V'

rm° s rs"- m

=0, (0 +TyV ) +T, (0" + TGV ) -Thv V!

rs’"- m

=02V +0, TV +TL oV +T oV +T! ThvE—TTV V'

| s m~'s rm™ sk rs’m
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bi¢ciminde bulunur. Bu esitlikte r,s indislerine gore alternelestirme islemi uygulanirsa,

2V, V V' = Ry v =25V, (2.45)

denklemi elde edilir. (2.45) denkleminde
Ry =0T, -oI, + 'y -TL 1T

rsk r— sk s+ rk rm sm~ rk

=2(0, Tl + Tl )

s] Crim|

(2.46)

olarak alinmistir. (2.45) denkleminin sol tarafindaki terim ve sag tarafindaki ikinci terim
tensor ve V' keyfi vektdr oldugundan R!, ifadesi (1,3) tipli tensordiir. Bu tensére A,

uzayinin egrilik tensorii veya Riemann-Christoffel tensorii denir.

(2.45) formiiliine benzer olarak asagidaki formiiller yazilir:

2V VW, =R W, =28V W, (2.47)

2V, V.p) =Rl o" —R"

[r 7 s]7i rsm rsi

Pr =28V, 9!, (2.48)
2V, Vit = REE e ot REA Rt

_ _R" i —252th;11',',‘_ij)q

rsjg = Jj..m

(2.49)

(2.48) formiiliine ¢! afinorunun Ricci 6zdesligi de denir.

Keyfi X,Y,Z e A, vektor alanlari i¢in egrilik tensoriiniin invariyant formda yazilis1 ise

R(X,Y)Z=V,V,Z-V,V,Z-V,, ,Z (2.50)

[x.v]

bicimindedir (Kobayashi and Nomizu 1963).

2.3.3. Konneksiyonlarin doniisiimii

Keyfi iki afin konneksiyonlu uzaylarin diffeomorfizmine bakalim. Bu durumda, bu
uzaylarin karsilikli noktalarinin koordinatlar1 ayni1 olacak sekilde uygun egrisel
koordinat sistemi verilebilir. Bu tiir karsilik getirme ayn1 bir X diferensiyellenebilir
manifoldunda iki keyfi afin konneksiyonun verilmesiyle de olusturulabilir. Bu durumda

konneksiyonlarin birinden digerine ge¢cmeye konneksiyonlarin doniistiiriilmesi veya

paralel kaydirma kuralinin doniistiiriilmesi olarak bakilabilir.
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Bu konneksiyonlarin katsayilarini Ffj ve I:ikj ile gosterelim. Keyfi V' vektor alanmin bu

konneksiyonlara gore kovaryant tiirevleri
VoV =0V +T V", V,V =0,V +T V"
bigiminde olur. Sonuncu esitlikten,
VV -V Vv =T v" (2.51)
yazilir. Burada,
LIPS S (2.52)
bicimindedir. (2.51) esitligi ile verilen Tkim , (1,2) tipli tensér meydana getirir. Bu tensore

afin deformasyon tensorii denir.

Teorem 2.3.2: (1,2) tipli T, tensérii ve T’} ise V afin konneksiyonunun katsayilari

olmak iizere (2.52) esitligi ile verilen I:Lm katsayilar1 da diger bir afin konneksiyonun

katsayilari olur.

Ispat: (2.52) esitliginden
k Tk k
Iy =15 - Ty
yazilir. F:} icin konneksiyon katsayilarinin dontistiiriilmesi halinde
Ty~ T = AVAT AL (T — T )+ ALAY (2.53)
olur. Burada Tijk tensor oldugundan,

Ti,-k = A" A"Ajj'Ti,?,' (2.54)
yazilir. (2.54) esitligi (2.53) de kullanilirsa

P — A AT + ALY
oldugu bulunur. Yani 1_":‘1. ¢ ler konneksiyon katsayilariin doniistiiriilmesi kuralina gore

degisir. Dolayisiyla bir afin konneksiyondur.
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Bu teoremin bazi sonuglarini ifade edelim.

1

2
Sonug 1. r:] ve r:j afin konneksiyon katsayilar1 olmak tizere her A skaleri i¢in

1 2

o

K= 2.55

! 1+ 4 2.55)
degeri de bir afin konneksiyon katsayilaridir.
Ispat: (2.55) esitligi

1k A 2k 1k

1—~k = e — e — .. 256
! 1_1'1 1+/1(F|J r'J} (2:56)

biciminde yazilabilir. (2.56) esitliginin sag tarafindaki ikinci terim tensér oldugundan

2.3.2. Teoreme gore Iy afin konneksiyon olur.

Ozel halde 4 =1 alirsak

1 2
k k
i + 1

Ok
m=—

(2.57)

1 2

buluruz.l”i‘} konneksiyonuna r:j ve r:j konneksiyonlarina gore orta konneksiyon

denir.

Sonug 2. F:} afin konneksiyon verilmis olsun. Bu taktirde, I:E = F‘ji katsayilar1 da afin

konneksiyon tayin eder.
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Ispat: :Burulma tensériiniin ifadesi

1
S; =F[ku]=§(rﬁ‘r?i)

oldugundan

I =T% +28, I =T (2.58)
k

yazilir. 2.3.2. Teorem’den dolay1 f‘}i katsayilar1 bir afin konneksiyon belirtir. i Ve F'}i

konneksiyonlarina karsilikli konneksiyonlar denir.
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3. MATERYAL ve YONTEM

3.1. Burulmasi Sifir Olan Uzaylar

Burulmasiz afin konneksiyonlu uzaylarin burulma tensorii sifira esit oldugundan bu
uzaylarin konneksiyon katsayilar alt indislerine gore simetriktir, yani
k k -k
T =1 =T
olur. Burulmasiz afin konneksiyonlu uzayin herhangi egrisel koordinat sistemine gore
o1

koordinatlar1 u',...,u"olan O(u') noktasmi alalim ve konneksiyon katsayilarinin

verilmis oldugu koordinat sistemine gore bu noktadaki degerlerinin 1":} katsayilar ile

verildigini kabul edelim. 5, kronecker sembolii olmak iizere
v v © 1 o o o
u' =5 {(uk—uk)+§1“f)q(up—up)(uq—uq)} (3.1)

bi¢iminde yeni koordinatlar1 tanimlayalim. (3.1) doniisiimii diferensiyellenebilirdir ve

u" koordinatlarmin u' koordinatlaria gore kismi tiirevleri
A =6 +6& TiuP-uP), Al =6, T (3.2)
biciminde yazilir. (3.2) esitligi O noktasinda ve civarinda det(Ai') #(0 sartin1 saglar.

Ayrica (3.1) doniisiimii diferensiyellenebilir manifoldun tanimindaki miimkiin olan

doniistimler sinifindandir. (3.2) tiirev fonksiyonlar1 O noktasinda yazilirsa,
A =6 A =6T; (33)

olur. Simdi ise konneksiyon katsayilarinin yeni koordinat sistemine gore O

noktasindaki degerlerini hesaplayalim. Bunun i¢in (3.3) ve (2.33) esitlikleri kullanilarak
Fijk = 5,'],55'5:' Fij,'k’+ 5:5" F:(j
veya
Ty =0

bulunur.
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Boylece burulmasiz afin uzayin her bir noktasinda dyle koordinat sistemi verilebilir ki,
konneksiyon katsayilar1 bu verilen sisteme gore bu noktadaki biitiin degerleri sifir olur.

(3.1) ile verilen koordinatlara normal koordinat sistemi denir.

Burulmasiz afin konneksiyonlu uzaylarda asagidaki esitlikler gegerlidir:

2.R

[rsk] —

3. V,R . =0 (Bianchi-Padov esitligi)

[t rs]

Bu esitliklerden her {igiinlin de invaryant (tensor) karakter tasidigini dikkate alirsak,

bunlarin ispatin1 normal koordinat sisteminde incelemek yeterli ve daha kolaydir.

Burulmasiz afin konneksiyonlu uzayda simetrik ve regiler a; tensori verilmis olsun.

Bu tensoriin tersi 4" olmak iizere a; tensoriiniin kovaryant tiirevi
Viay =ay (3.4)
olarak gosterilsin. (3.4) esitliginde indislerin yeri dairesel olarak degistirilerek asagidaki
esitlikler yazilir:
0,8, —Tga, —T'ga, =V,a;,
08 —Tia, —Ta;, =Via,,

m m
ajaki _ijami _Fjiakm = Vjaki'

Son iki esitlikten birinci esitlik ¢ikartilirsa,
2rfa,, =0ay +0;3, —0,; — (& +a; — ) (3.5)

bulunur. (3.5) esitliginin her iki tarafi & tensorii ile carpilirsa

S L G
Iy = {ij}_ga “(ay +ay - ag) (3.6)

olur.
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Burada,

a* (0,2, +0,a, —0,a) (3.7)

1

N | =

i

bi¢imindedir. (3.7) ifadesine @; tensoriiniin Christoffel sembolii denir. Burulmasiz afin
konneksiyonlu uzaymn konneksiyon katsayilari regiler ve simetrik a@; tensdriiniin

Christoffel sembolii ve kovaryant tiirevleri ile ifade edilir.

, tee #¢€
Tamm 3.1.1: Burulmasiz afin konneksiyonlu A, uzayinda e ; :{0 L
iy e =6
vektorii olmak tlizere v,v,...,0 lineer bagimsiz vektorleri iizerine kurulan paralelyiiziin
1 2 n

hacmi

V=e. .o0"0%.0" (3.8)

N n

olsun.v,v,...,0 vektorlerinin paralel taginmasi sonucunda V hacmi korunursa
1 2

n

burulmasiz A, uzayina es (denk) afin uzay denir.

(3.8) denkleminden

oe ; =0 veya Ve, ; =0 (3.9)

olur. Eg afin uzayin konneksiyonu (3.9) denklemiyle belirlenir.(3.9) sart1

Ou8ii i —Fiil € i —...—Fﬁin e =0 (3.10)

biciminde yazilir. n -vektoriin antisimetrikligine gore (3.9) sisteminin biitiin denklemleri
ok, . —Ie —Tye, =0 (3.11)

s2.n_ °
denklemine denk olur. e, , =e olarak yazilirsa bu durumda (3.11) esitliginden
Iy, =0, Ine (3.12)
yazilir. (3.12) esitligi es afin konneksiyonun katsayilari ile belirlenen I'}, toplami
gradiyenttir. Bu gradiyentin potansiyel fonksiyonu ise Ine dir.
R, =Ry =6,y —o,[ + Ty —T,T (3.13)

tensoOriine Ricci tensori denir.
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Es afin konneksiyonunu

R, =R, (3.14)

sart1 ile de karakterize edebiliriz.

Burulmasiz afin konneksiyonlu uzaylarda egrilik tensoriiniin R[rsk]i =0, R(rs)ki =0

sartlarin1 sagladigi goz oniine alinirsa
R.“=R.—R, (3.15)
yazilir. (3.14) ve (3.15) esitlikleri es afin konneksiyonunun
Ry =0

sart1 ile de karakterize edilebilecegini gosterir.
3.2. Metrik uzaylar

Tammm 3.2.1: Burulmasiz afin konneksiyonlu uzayin her bir noktasindaki tanjant

uzaymda verilen simetrik (0,2) tipli g tensorii tanjant uzayin paralel kaydirilmasi

durumunda korunuyorsa boyle uzaylara metrik uzay denir. Burada simetrik (0,2) tipli

g; tensoriine metrik tensor de denir.

Esas polariteat 2. defa kovaryant @; simetrik tensoriiyle verilir. Yani paralel tasinma
esnasinda g; korunur. Boylelikle v',e' iki vektdr alindiginda
gijuia)j =0 (3.16)
esleniklik sartidir. Bunun mutlak diferensiyeli alinirsa
5gijuia)j +gij5uia)j +gijui5a)j =0 (3.17)
paralel tasindig i¢in Sv', 0w’ =0 olur. Sonug olarak
5g0'@' =0 (3.18)

olur.
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Polariteat korunursa
09; = 49; (3.19)
olur. (3.19) ifadesinin kovaryant tiirevini alirsak
(Vig; )du* = 1g; = 4 =20"du*

V9, =20,9; (3.20)
olur. Burada g;’ye esas polariteatin esas tensorli, ,’ya ise ilave kovektdr denir.
Boylelikle metrik uzay 2 defa kovaryant g,  simetrik tensoriiyle verilir. Bu uzayin
konneksiyonu ise (3.20) sarti ile karakterize olur. Esas polariteat Ag; bi¢iminde

pisagto tensorlerlede verilebilir.

Tanmm 3.2.2: Bir tensor bir skalerle carpilarak aynilastiriliyorsa bu tensore pisagto

tensor denir. Simdi ﬂzgij esas tensoriinii verelim. O halde esas polariteati
2 =
A70; =0;
biciminde tanimlayip, kovaryant tiirevini alalim.
Vi gij = 2/wk/19ij + 22’2a)k 0jj

oA
= 2(k7 T o )ﬁzgij

=20, In1+®,)q;, &, =0 +0,Ind
=2, (3.21)

olur. Esas tensoriin (3.20) bi¢iminde normallesmesi halinde ilave kovektér (3.21)

kanunu tizere degisecektir.

3.3. Weyl uzaylan

Tamm 3.3.1: Metrik uzayin g; metrik tensorti regiiler ise (yani det(gij ) # () ise boyle

uzaya Weyl uzay1 denir ve W, ile gosterilir.
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Det(g;) #0 ise §; terside vardir. Bu matrislerin tersi 6zelligine gore §;0; = 5; sart1

verilmis olur. Boylelikle Weyl uzay1r burulmasiz uzayda esas tensoriin (simetrik ve
regiiler ) verilmesiyle karakterize olur. Weyl uzay1 aslinda bir Riemann uzay: fakat

konneksiyonlar1 farklidir.

Buna gore, yerel bir koordinat sisteminde
V,9; —2w,g; =0 (3.22)
olacak sekilde bir w, 1-formu mevcuttur. w, 1-formuna Weyl uzayinin komplemanter

kovektorii denir. Boyle bir Weyl uzaymi W_(V,g,w) ile gdsterecegiz.

g metrik tensériiniin  §=A>g degisimine karsilk A=A"A seklinde degisen A
biiytikliigiine g tensoriiniin { p} agirlikli bir uydusu denir (Zlatanov and Norden 1975;

Norden 1976).

0
A biiyiikligiiniin V A ile gosterilen genellestirilmis kovaryant tiirevi

0
Vi A=V, A— pw,A (3.23)

seklinde tanimlanir (Norden and Yafarov 1974).

Tamm 3.3.2: Simetrik olmayan (burulmali) bir V* konneksiyonuna ve bu konneksiyon
tarafindan korunan simetrik olmayan konform g metrik tensoriine sahip bir manifolda
genellestirilmis Weyl uzay1 denir. Buna gore, yerel koordinatlarda,

V95 —2w,g; =0 (3.24)
olacak sekilde bir w, 1-formu mevcuttur. Béyle bir Weyl uzaym W, (V',g",w") ile

gosterecegiz.
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g(*ij) ve g[*ij] , strastyla, g; tensoriiniin simetrik ve antisimetrik kismun1 gostermek iizere,
95 = 9+ Iy (3-25)

oldugundan, (3.24) den
a) Vg —2W 0, =0 b) Vi gy, —2w, g, =0 (3.26)

elde edilir (Civi 1999).

*

0
A biiyiikligiiniin Vi A ile gosterecegimiz genellestirilmis kovaryant tiirevini

*

0
Vi A=V, A-pw, A (3.27)

seklinde tanimlayalim.

g,9" tensdriiniin simetrik kismi olmak iizere, W (V,g,w) Weyl uzay1 ile aym
komplemanter vektdre sahip genellestirilmis W, (V',g",w) Weyl uzayin goz &niine

alalim.W_(V,g,w) uzayma W, (V',g",W) uzayinin es-uzayi denir (Civi 1999).

detg ;j) =detg; # 0 oldugunu kabul edelim. Bu durumda g™V ters tensorii

gy - 329)
denklemi yardimiyla tanimlanir.
. 00y .
Jiv.j =ﬁ olmak tizere,
1 * * * *
Ay = E(gik,j + 0y~ gij,k)’ Air} =0 (hk)Aijk (3.29)
= G0l (3.30)
seklinde tammlanan Ay ve A:} biiytikliiklerini g6z Oniine alalim. Burada

(“) (Ah + Ah ;) olur. (3.29) bagintilarinin birincisinden

A + A = G (3.31)
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oldugunu goriiriiz. (3.30) goz Oniine alinirsa

s

h * h
g(hk)A(ij) + g(hi)A(kj) = Gic.j (3.32)

bulunur. Buradan da,

. i
Al z{jk} (3.33)
i

elde edilir. Burada { k} , g(*ij) metrik tensoriine gore 2. Christoffel sembolleridir.
J

3.4. Weyl Uzaylarinin Konneksiyonu

Burulmasiz uzayda konneksiyonu

k| 1.,

ril} = {_}——a ‘ (Ajk + Ay — Akij)
j, 2

ile gostermistik. Bu formiili kullanarak (V,a; = A ile gdstermistik Weyl uzayinda ise

V,0; = A oldugundan) ve (3.20) formiilii vasitasiyla

K| 1,
F:} ={ij}_§g k(2vvigjk +2ngki _2Wkgij)

k ~r
:{ij}—(vxliéerrwja‘ir—wkg “95) (3.34)

yazilir.
Boylelikle Weyl uzayindaki Weyl konneksiyonu yukaridaki gibi formiiliize edilir.

Weyl uzayinda esas tensor i¢in Ricci 6zdesligini kullanalim.

2V Vg, = _RILTI]igmj - RIz]jgim

Bu formiilde (3.20) formiiliinii kullanirsak
RI?I]igmj + RI?:jgmi = _4V[kW|]gij (gijgij = 5ii = n)

olur.
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Bu son formiilii §" ile ¢arparsak
RO +R|L““§‘ =—4nV W,

kli™m

2R, =-2nV, w, (3.35)

olur.

3.5. Genellestirilmis Weyl Uzayinin Konneksiyon Katsayilari

Bu kisimda, énce W, (V',g",w) genellestirilmis Weyl uzaymmin V"~ konneksiyonunun

katsayilarini belirleyecek, daha sonra V've V  konneksiyonlar1 arasindaki iliskiden

faydalanarak kovaryant ve kontravaryant vektor alanlarinin V' veV  konneksiyonlarma

gbre mutlak tiirevleri arasindaki iligkiyi elde edecegiz.

V" konneksiyonunun katsay1larini I_ijk ile gosterelim. Buna gore, (3.24) kosulu

89“
a k

seklinde olur. (3.36) da 6nce i ve k indislerinin, sonra da j ve k indislerinin yer

Vig5 —2W, g5 = — — gy L — 0L —2w,g; =0 (3.36)

degistirmesiyle, sirasiyla,

VTng—ZW?gZ,-—agk.‘ 0y L — 9L —2/ g =0 (3.37)
ve

V0 —2W,g; = Zg‘ On L — 9L —2W;g; =0 (3.38)
elde edilir.

Bu iki denklemin toplamindan (3.36) denklemi ¢ikarilir ve (3.29)

kullanilirsa

Ay + L + L0 — [ (G * )+ L5 (G + Gj) |~ (W05 + W 0 — W, ;)

= Aijk + LFik]g;j + Lij] 9in — L?ij) (hk) + L[ij] [kh] —(w, gkj +ngik — W g;) =0
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veya (3.30) dan

* h 1 h * h * h * h *

9 Ay + E(Sikghj + S5 + Sy Gpny ) ~ L 9imo (3.39)
_(Vvig:j +ng;:< _Wkg;):O

bulunur. Burada S}k = Lijk - Likj = 2Li[jk] tensdrii  V°  konneksiyonunun burulma

tensoriidiir. (3.39) da i ve | indislerinin yerlerinin degistirilmesiyle elde edilen

denklemin (3.39) ile toplaminin yaris1 alinarak

* h 1 h * h * h *
911w +§(Sikg(ih> +Sh00) )= LG (3.40)
_(Wi Gag) +W; i) — Wi 9;1)) =0

denklemi elde edilir.

(3.40) denklemi g™ ile carptlir ve k iizerine toplam  alinirsa,

I, ={'jk}—(5}wk+5;wj —g”gjkvvl),(3.28) ve (3.33) yardimiyla

1 * * *|
Ll(ii) - r:j +E[S?kg(ih) T Sitg(hj)} g " (3.41)

elde edilir. Boylece,
Ly = I_'(J.k) + L'[J.k] (3.42)

oldugu goz niine almarak, W, (V",g",w) uzaymm L, konneksiyon katsayilari igin

L =T, +%[sk“, O+ S 90 + sj“kg(*hl)] g™ (3.43)
veya
Q=2 [Shain *Shoi *Shai o™ .44
denirse,
L, =T +Q} (3.45)

bulunur.
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V" konneksiyonunun Lijk katsayilarinin simetrik kismi genel olarak Fijk dan ibaret

degildir. (3.41) den L

(k) nun Fijk dan ibaret olmasi igin gerek ve yeter sartin
* * *(kl
[S5,00m + 8800y |9 =0 (3.46)

oldugu kolayca gortiliir.

Ozel olarak, (3.44) de i ve k indisleri iizerinde kontraksiyon yapilirsa,
L', =0,Iny/g —nw, +S}, (3.47)
ve nihayet i ve | indisleri lizerinde daraltma yapilirsa,
Qi=0, L =T\ =0InJg-nw, (3.48)

bulunur.

W' (V',g7,w) genellestirilmis Weyl uzayinin
Llijk = aj Llik _6k Llij + L?k Llhj - I—:} Llhk (3.49)

egrilik tensoriinde, 1, j,k indislerinin devirsel olarak yer degistirmesiyle elde edilen

I_'jki =0, I_'ji -0, L'jk + Lr}i L, — Lr}k L, (3.50)
L'kij =0, I_'kj -0, Ly, + LEJ. L, — L I_'hj (3.51)

esitliklerinin (3.49) ile taraf tarafa toplanmasiyla
L + L + Ly = 0,S}i + ;S +0,Si + Ly S + Ly S + L Sie (3.52)

0zdesligi bulunur.
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4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA

4.1. Riemann Uzay1

Tammm 4.1.1: Es afin Weyl uzayma Riemann wuzayi denir. Es afin uzay
Riijk =0 sart1 ile karakterize oldugundan (3.35) formiiliinde Riemann uzayinda

VW, =0 4.1)
olur. (4.1) sart1 ise W, ilave kovektoriinlin (vektoriiniin) gradyentlik sartidir. Buradan

sunlar sdylenir:

Riemann uzayr dyle Weyl uzayidir ki buradaki ilave kovektdr gradyenttir. W nin
gradyentlik sart1
w, =0, f (4.2)

ile veriliyordu.

(3.21) formiiliinde (4.2) formiiliinii kullanirsak
W, =0,f+0,In4
A y10yle alalim ki W, =0 olsun. Burada f +InA=c ise

Ine" +InA=1Ine°
Ine'A=1Ine°
ef1=¢°

ise A =ce " olarak secersek W, =0 olur.

Bundan sonra esas tensor denildiginde A=ce " skaleri ile normallesen esas tensor

anlagilacaktir. §; = Ag; sarti icin W, =0 olur.
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Bu sart dahilinde (3.34) formiiliinden Riemann konneksiyonu

k 1
F:}:{ij} :Egk (aigrj+ajgri_argij)
g

olur.

Ayrica (3.20) formiiliinden
V.9; =0 (4.3)

olur. Boylelikle Riemann manifoldu burulmasiz konneksiyona sahip manifolddur. Oyle
ki iki kez kovaryant, simetrik, regiiler tensér verilmis olur. Bu uzayin konneksiyonu

(4.3) sart1 ile karakterize olur (Kobayashi and Nomizu 1969).
Sonug olarak Riemann uzay1 bir metrik uzaydir.

Riemann manifoldu iizerinde c¢esitli konneksiyonlar vermek miimkiindiir ve bu

konneksiyonlar burulmasizdirlar.

Yani V, Riemann manifoldu lzerinde g; esas (metrik) tensorii olsun. Bu uzayda

k
V,0; =0 sartini saglayan burulmasiz konneksiyonu tektir ve bu Fikj = {IJ} dir. Buna
g

Riemann konneksiyonu veya Levi Chivita konneksiyonu denir. Ama Riemann

manifoldu Gizerinde V, g; =0 sartin saglayan burulmasi olan konneksiyonlarda vardir.

Bu tiir konneksiyonlara ise metrik konneksiyonlar denir.

Ayrica burulmasiz uzaylarda

|
LR}, =0
o
3.V, R =0

[s"Vijk —

esitlikleri vardu.
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Riemann uzayinda ise bu esitliklere ilave olarak Ricci 6zdesliginden yararlanirsak yani
RO + RajOmi = —4V, W, formiiliinden ve Ry, = Rj gy oldugundan
RliTigmj + Rlinljgmi = 0
Rklij + Rklji =0
olur. Yani,

4.R;q, =0 olur.

1) Rijkl + Rjkil + Rkijl =0
2) Rjkli + Rklji + leki =0
3) Rklij + Rlikj + R'klj =0

4) Rlijk + Rijlk + R'Iik =0

]

esitliklerinin hesaplanmasindan ise,

5. Ry, = Ry; sonucu gikar.

4.2. Sabit Egrilikli Riemann Uzaylari

Tanmm 4.2.1: M_ Riemann uzayr verilmis olsun. Bu Riemann uzaymnin her bir
noktasinda polineer olmayan iki tane X =&'x,, Y =7y ; vektorlerini alahm. Bu

vektorler vasitasiyla olusan diizleme kesit denir.

X,Y nin olusturdugu kesiti TT(X,Y) ile gosterelim. Bu II(X,Y) kesitine karsihik
gelen egrilige kesit egrilik denir ve bunu K ile gosterirsek
Rijkl‘fi/ujé:k:ul

gik gjk iiek
Det Su'éu

il il

K=-

(4.4)

olarak tanimlanir.
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Bu formiilii kontrol etmek i¢in n =2 alirsak

K =_ Runé' 178 1% + Ry, &7 '8yt + R122_1981_,u2652/11 + Ry 7171
(gikgjl _gilgjk)glﬂjgkﬂl

oo (61 (o1 -t 2t et (52 o2

(911922*9122 )flﬂzflﬂer(glzz*gllgzz )élﬂlézﬂer(gl192279222)52/’152/11+(9122*911922)51/1152/12

R
=——122 Jlyur.

g

Farzedelim ki kesit egriligi yonden bagimsiz olsun. O halde (4.4) den
(Rja + K (9405 — 9500 ))E'0'& ' =0 ise Ry =—K (0,9~ 9,9 ) dir. Bu ifadeyi
g" ile carparsak
Rj ==K (010} - 9,7)
=K (9,6~ 9:;)

olur.

Buradan Ricci tensoriine gegersek
Rjk:Riijk:K(ngjk_gjk):ngk(n_l) (4.5)

bulunur.

Tamm 4.2.2: R=R;g U skalerine Riemann manifoldunda skaler egrilik denir.

Bunu (4.5) formiiliinde kullanirsak yani herhangi bir p noktasinda g’ ile ¢arparsak
R=Kn(n-1) (4.6)
formiiliinii elde ederiz. (4.6) formiilii herhangi bir p noktasinda kesit egriligi IT(X,Y)

den ayr1 degilse (4.6) formiilii elde edilir. Bu tiir uzaylara p noktasinda izotropiktir

denir. Eger Riemann manifoldu her bir noktasinda izotropik ise bu Riemann

manifolduna izotropik manifold denir. Yiizeyler 6zel olarak izotropiktir.
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Schur Lemmasi: Riemann manifoldu izotropiktir ise n>2 oldugunda baglantil

Riemann uzay1 i¢in K sabittir.

Ispat: Riemann uzayinda Bianchi-Padov 6zdesligini yazarsak

VR, + ViR +V Ry =0

k™ Nijs i ks
| =k alinirsa

VR, +ViRl +V R =0

k™ tijs i ks

V,Ri, ViR +V R, =0

k™ tijs kjs

VR, =ViR -V R,

k™ Nijs
g”® ile carparsak
VkRik =VR- gjsijis
olur. Burada R, =Kg; (n-1) ve R=Kn(n-1) dir. Buradan

R
R,=0,—
jk gjkn

olur. O halde VR = gisla ;R olur. Bu V.R=V.R-g"V iR formiilinde yerine
n

yazilirsa
VR =V,R-5/ lajR
n
1
=V.R-—0.R
n
=QR—1&R
n
olur.

Not: V, (gjs Ris) =V,R! = g”V,R, =V,R! ifadesinde | = j alinirsa
9"V R, =V,R/ olur.
2V,R =VR (4.7)

elde edilir.
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4.5) formiilinden R, = K(n—1)g, ifadesini g* ile ¢arparsak
( jk g]k g p

R =K(n-1)5}
s R s
Rj :ng

olur.V\R} = (VlR)lﬁjS formiiliinde s =1 alinirsa
n

VIR _ly R
n
olur. (4.7) ‘1 (4.8) de kullanirsak
EViR =V.R
n
—vrN=2_,
n

(4.8)

olur. Eger n>2 ise V,R=0 olmalidir. Dolayisiyla 0,R =0 olur. BuradaR sabit olur.

R sabit ise (4.6) dan K sabit olur. Bu tiir uzaylara sabit egrilikli Riemann uzaylar1

denir.

Yani izotropik Riemann uzayinin tiim noktalarindaki kesit egrilikleri ayni1 ise buna sabit

egrilikli Riemann uzayi denir. Schur lemmasma gore eger Riemann manifoldunun

boyutu n>2 ise ve izotropik ve baglantili ise bu tiir uzaylar sabit egrilikli Riemann

uzay1 olur.

(4.6) da K =0 ise egrilik tensorii sifir olur. Oklid uzaylar1 buna érnektir. Eger n <0

ise buna Lobagevski uzayi denir. n > 0 ise eliptik geometri olur.

Tamm 4.2.3:  Riemann uzay1 R; =Ag; sartini sagliyorsa bu tiir uzaylara Einstein

uzay1 denir.
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: i R
Ry = 40; ifadesini g" ile carparsak R =An :A:F olur. Dolayisiyla

R; = Y g; yazilir. Bu da gosterir ki sabit egrilikli uzay Einstein uzayidir. Peki S, yani

2 boyutlu yiizeyde Einstein uzay1r midir? Bunu gosterelim:
R= Rijgij =g'R;

sij

— gijgksR

sijk

yiizeyde ise 2K = _2 R,,olur. Yani R=2K = K =§ dir.
9

Buradan
g'R; =2K
gijgij R; =2Kg;
R; = Kg;
R
Rij = E gij

olur. Bu da ylizeyin bir Einstein uzay1 oldugunu gosterir.

4.3. Konform Doniisiim

Tanim 4.3.1: f:(Mn,F)%(Mn,f) diffeomorfizmi verilmis olsun. M nin metrik

tensérii g ve M_ nin de@ olsun. f diffeomorfizminin konform déniisiim olmasi igin

bu uzaylarin bu doniisiime esas polariteatlerinin ¢akismis olmast gerekir. Burada

Ojj 0 ﬁgij ve gij 0 :Ugij olur.

Boylelikle metrik uzaylarin konform dontigiimleri i¢in gerek ve yeter sart onlarin metrik

tensorlerinin - ¢akismasidir. Diger taraftan konform donisim g, =A7; sartiyla

tanimlanir.
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Kisaca (M s g) f (Mn , g) doniisiimiinde a¢1 korunuyorsa buna konform doniisiim denir.

Yani iki metrik uzaym konform olmasi i¢in gerek ve yeter sart ortak koordinat

sisteminde metriklerin ¢akismasidir.

Simdi V konneksiyonu i¢in
V. 0; =2W,g; ve V,0; =2W,0,
alalim. Buradan
Py = W — W,

olur. Buna konform doniisiimiin kovekt6rii denir.

Simdi bu metrik uzaylar1 6zellestirip Weyl uzay1 alirsak konneksiyonlar
_ k
k = ok o Sk Y km
k= {ij}—(wi&j + W5 —W,9""g; )
ve

k m
I :{ij}—(wiéjk + w8 - w,g""g; )

olarak yazilir.
T =T = (W =W, ) 5} +(w; =W, )& — (W — Wy ) 079
Tk Pi p; Pm

]

olur.

k k k km
Ty =po; +P;0 — P9 g (4.9)
olarak afin deformasyon (gerginlik) tensorii elde edilir. Hatta burada iki uzayin konform

olmasi i¢in bu son sart1 saglamasi gerekir.

Afin deformasyon denklemi Tkij = 4,0 i+ 5}qk ve (4.9) denklemi kullanilarak
5,0;+5;0 = S + P& - P9, (4.10)

elde edilir ve k =i kontraksiyonu yapilarak
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89, + 80 = PS + P — Png" "9y
ng; +q; = P; +NP; — P;
ve sonug olarak
(n+1)q; =np, (4.11)

bulunur.

Simdi g" ile (4.10) denklemini kontraksiyon yaparsak
9%a; +9%d =9g"p +9"p; - p,gn
ve g" parantezine alirsak g9 yok olur ve

qj+qj = pj+ pj_npj

elde ederiz.

Buradan
20;=(2-n)p, (4.12)
olur. (4.11) ve (4.12) denklemlerinin katsayilar matrisini yazarsak
n+1 -n
( 2 n—2j

bulunur.

Bu matrisin determinantin1 aldigimizda elde ettigimiz sonu¢ n=1 dir. Yani boyut

sifirdan farklidir. Dolayisiyla p;,q; =0 olur.

n>1 ise konneksiyonlar ¢akisir (konform ve geodezik uzayda). Dolayisiyla uzaylar

aynidir. Konform doniisiimiin afin deformasyon tensorii
T =Po + P8~ P,9 ",
= Pudi' S} + Pud] — Pu0' "y
= Tijk = T:Tk Pm

olarak yazilir.



50

Eger uzay Riemann uzay1 ise konformlugu §=A°g olur. Konform déniisiim igin afin

deformasyon tensorii Tijk = f:} - FE ve vektoriin gradyentinden

=0,In\/g-8;In\/g
=8jln\/g=8jln\//12”

=no i InA
olur. Burada
Tk? :TEK Py =NP; = no, In 4

gradienttir. Dolayisiyla konform doniisiim deformasyon tensorii gradienttir.

Simdi
g, =4°g; ve p;=0,InA
ise A =e" alirsak
P;=0;p
olur. 4 degerini @ :/”tzgij de kullanirsak
g; =¢’’g;

olur.
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5. SONUC

Sunulan bu tezde burulmasiz uzaylardan olan Metrik uzaylar, Weyl uzaylar1 ve bunlara

bagli olarak Rieman uzaylar verilmistir

Bu ¢alismada ilk olarak Hausdorff ve sayilabilir baza sahip olan M topolojik uzayinin

tizerinde n-boyutlu C”atlaslarinin C” yapisi verildiginde M uzaymna n-boyutlu
diferensiyellenebilir manifold denildigi anlatilmistir ve bu manifold iizerinden V afin

konneksiyonunun tanimi ve
iVy.wZ=1V,Z+gV,Z, Vi ,geF(M,)
ii. V, (X +gY)=(Zf )X + fV,X +(Zg)Y +gV,Y
sartlarini saglamas1 gerektigi gosterilmistir. Egrilik ve burulma tensorleri ile ¢’
afinorunun Ricci 6zdesligi verilmistir. 2.3.2. Teoremde
Tin =i =Ly
esitligi ile verilen afin deformasyon tensériiniin T, katsayilarinin da bagka bir afin

konneksiyonun katsayilart oldugu ispatlanmistir.

Ugiincii  boliimde burulmasiz uzaylarda Ffj :F'}i :1::} oldugu yani konneksiyon

katsayilarinin alt indislerine gore simetrik oldugu verilmistir. F{j =0 olmasindan
yararlanarak @; tensoriinin Christoffel sembolii yazilmigtir. Burulmasiz uzaylardan

olan Metrik uzay ve

Vi 0; —2w,g; =0
esitligi ile gosterilen Weyl manifoldu ve Weyl uzayi, Genellestirilmis Weyl uzay1 ile
bunlarin konneksiyonu gdsterilmistir. Genellestirilmis Weyl uzayinin burulma tensorii
Qijk = I_ijk - Likj = 2Li[jk] ve egrilik tensorii L'ijk = 8jl_'ik —6kl_'ij + L L'hj - L:} L, verilmis ve

bunlarin {izerinde yapilan islemlerle Bianchi 6zdesligi ¢ikarilmistir.
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Tezin son boliimiinde ise Riemann uzayinda
VW, =0
oldugunda w, ilave kovektoriiniin gradyentlik sart1 oldugu goriilmiis ve buradan W, =0

sonucuna ulagilmistir. Bu sart dahilinde Riemann konneksiyonu
k 1
k ~kr
Fij:{ij} :Eg (aigrj+ajgri_argij)
9

yazilmistir. Riemann manifoldunun burulmasiz  konneksiyona sahip oldugu

gosterilmistir ve V,g; =0 sarti ile karakterize edilmistir. Sabit egrilikli Riemann

uzaylar1 baglig1 altinda kesit egriligi ve izotropik manifoldun tanimlar1 verilerek Schur
Lemmasi ispatlanmistir. Ve nihayetinde Einstein uzayi tanimlanarak 2 boyutlu yiizeyin

Einstein uzay1 oldugu gdosterilmistir.

Son olarak konform doniisiimiin kovektdrii yazilip, metrik uzaylar1 Weyl uzay1 olarak

ozellestirildiginde konform doniisiimler i¢in afin deformasyon tensorii Tijk :T_AiTk p,, elde

edilmistir ve gradyent oldugu gdsterilmistir.



53

KAYNAKLAR

Bishop, R.L., Goldberg, S. 1., 1968. Tensor Analysis on Manifolds. The Macmillan
Company, 288p, New York, USA.

Cengiz, N., 2002. Cebirsel Poliafinor Yapilar ve Liftler. Doktora Tezi, A.U. Fen
Bilimleri Enstitiisii, Erzurum.

Civi, G., 1999. Genellestirilmis Weyl Uzaylarinda Egri Sebekeleri Teorisi. Doktora
Tezi, I.T.U. Fen Bilimleri Enstitiisii, [stanbul.

Kobayashi, S., Nomizu, K.,1963. Foundations of Differential Geometry [. Willy
(Interscience), 344p, New York-London

Kobayashi, S., Nomizu, K., 1969. Foundations of Differential Geometry. Vol. II.
Interscience Publishers, New York-London-Sydney.

Lang, S., 1995. Differential and Riemannian Manifolds. Springer-Verlag No:160, 364p,
New York, USA.

Lee, J.M., 1997. Riemannian Manifolds An Introduction to Curvature. Springer-Verlag
No:176, 224p, New York, USA.

Norden, A. and Yafarov, S., 1974. Theory of Non-Geodesic Vector Fields in Two-
Dimensional Affinely Connected Spaces. lzv. Vuzov, Matem., No.12, 29-34.
(in Russian)

Norden, A., 1976. Affinely Connected Spaces. GRFML, Moscow (in Russian).

Salimov, A., Magden, A., 2008. Diferensiyel Geometriye Giris, Erzurum, TURKIYE.

Yano, K., 1965.Differential Geometry on Complex and Almost Complex Spaces. The
Macmillan Company, New York, USA.

Zlatanov, G. and Norden, A., 1975. Orthogonal Trajectories of a Geodesic Field. lzv.
Vuzov, Matem., No.7, 42-46 (in Russian)



54

OZGECMIS

1984 yilinda Ankara’da dogdu. Ik, orta ve lise 6grenimini Sincan’da tamamladi. 2003
yilinda Atatiirk Universitesi Fen Fakiiltesi Matematik Béliimii nii kazand1. 2007 yilinda
buradan mezun oldu ve Atatiirk Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii Matematik

Anabilim Dali’nda Yiiksek Lisans 6grenimini tamamladi.

2009 yilindan beri Artvin Coruh Universitesi Fen-Edebiyat Fakiiltesi Matematik

Boliimiinde Arastirma Gorevlisi olarak ¢alismaktadir. Evli ve bir cocuk annesidir.



