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OZET

Yiiksek Lisans Tezi

HEMEN HEMEN PARA-HERMITIAN YAPI iLE DONATILMIS
WALKER METRIGI

Selahattin GENC

Atatiirk Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisi

Matematik Anabilim Dali

Danisman: Yrd. Dog. Dr. Murat ISCAN

Bu tezde, ilk olarak Walker metrigi koordinatlarla tanimlanmistir. Daha sonra para-
Hermitian yap1 ile donatilmis Walker metrigi arastirilmistir. Bu tezdeki asil amacimiz
Einstein para-Hermitian Walker metriklerini arastirmaktir. Bunun i¢in ilk 6nce hemen
hemen para-Hermitian yapmin para-Hermitian olmasi i¢in gerek ve yeter sart
verilmigtir. Daha sonra para-Hermitian Walker metrikler icin Egrilik tensorleri
hesaplanilmistir. Son olarak, hemen hemen para-Hermitian yapr ile donatilmig Walker

metriginin Einstein para-Hermitian olmasi i¢in gerek ve yeter sarta bakilmigtir.

2011, 50 sayfa

Anahtar Kelimeler: Nijenhuis tensorli, Walker metrik, Einstein metrikler, para-
Hermitian yapilar, Einstein denklemi.
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A PARA-HERMITIAN STRUCTURE

Selahattin GENC

Atatiirk University
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Supervisor: Asst. Prof. Dr. Murat ISCAN

In this thesis; first as, a Walker metric with coordinates are defined. Then, Walker
metric equipped with para-Hermitian structure was investigated. That the main goal of
this thesis is to be Einstein para-Hermitian given the necessary and sufficient condition.
Then, curvature tensors fort he para-Hermitian Walker metrics are calculated. Finally,
The necessary and sufficient conditions of the Walker metric equipped with almost

para-Hermitian structure in order to be Einstein para-Hermitian to be examined.
2011, 50 pages
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1. GIRIS

Manifoldlar tizerindeki yapilar teorisi modern diferensiyel geometrinin en ilgi ¢ekici
konularindandir. Bu konulardan biriside para-Hermitian yapilardir. Boyle yapilara sahip
manifoldlarin diferensiyel geometrik yonleri, Riemannian geometri i¢in ¢ok genis ve

¢ok verimli alanlardir.

Walker manifoldu (M , g,D) seklindeki ticliidiir. Burada M , n-boyutlu bir manifoldu,

g belirsiz (indefinite) bir metrigi, D ise r-boyutlu paralel sifir (null) dagilimi ifade
eder. Boyle metriklerin kanonik formlar1 Walker (1950) tarafindan elde edilmistir.

Burada (x,,x,,x;,x,) seklindeki uygun koordinatlarin var oldugu gosterilmis ve

metrigin (xl,xz,xS,x4) koordinatlar1 tizerinde bazi1 a, b ve c¢ fonksiyonlarina bagh

olan
00 1 0
( ) 0 0 0 1
X, X, X, X, ) =
g\ X5 Xy 5 X35 Xy 1 0 a ¢
01 ¢ b

seklinde oldugu ifade edilmistir.

Walker manifoldu iizerindeki en yogun g¢aligmalar 2004 yilindan sonra baslamistir.
Matsushita (2005) Walker 4-manifoldlar i¢in uygun hemen hemen kompleks yapilar
inga etmis. Chaichi (2005) 4-boyutlu Walker metriklerinin egrilik o6zelliklerini
incelemis. Davidov (2007) Almost Kahler-Walker 4-manifoldlar1 ve (2008) Hermitian-
Walker 4-manifoldlar1 arastirmis. Salimov (2010) Norden-Walker metriklerinin bazi

ozelliklerini inceledi.

Sunulan bu tezde ise para-Hermitian yapi ile donatilmis Walker metrigi aragtirilmistir.
Bu amagla, calismamizin anlasilabilmesi i¢in ve konunun sinirlanmasi bakimindan

ikinci boliimde ilgili 6zellikler ve tanimlar kuramsal temeller ad1 altinda verilmistir.



Ucgiincii béliimde ise Tanjant Demet, Nijenhuis Tensorii, Skaler Egrilik, Hermitian ve

Kahlerian Manifoldlar ve Paralel Null-Dagilim1 hakkinda bilgi verilmistir.

Dordiincii boliimde, ilk dnce hemen hemen para-Hermitian yapinin para-Hermitian
olmasi i¢in gerek ve yeter sart verilmistir. Daha sonra para-Hermitian Walker metrikler
i¢cin egrilik tensdrleri hesaplanilmistir. Son olarak, hemen hemen para-Hermitian yap1
ile donatilmis Walker metriginin Einstein para-Hermitian olmasi igin gerek ve yeter

sarta bakilmstir.



2. KURAMSAL TEMELLER

2.1. Skaler Carpim Uzaylar

2.1.1. Simetrik bilineer formlari

Tanim 2.1.1: V' bir reel vektor uzayi olsun. <,>: V' xV — R donlisimi V a, be R ve
Y u,y,weV igin
(@) u,v)=.u)
(>ii) (au +bv,wy = alu,wy+ bV, w)
(u,av +bw) = a(u,v)+ b, w)
Ozelliklerine sahip ise <,> doniisiimiine /' vektor uzay1 lizerinde bir simetrik bilineer

form denir (O’Neill 1983).

Tanim 2.1.2: <,>, V' vektor uzayi lizerinde bir simetrik bilineer form olsun.

(i) Vvel ve v+0 icin (v,v) >0 ise <,> simetrik bilineer formuna pozitif definit,
(ii) VvvelV ve v=0 i¢cin (v,v) <0 ise <,> simetrik bilineer formuna negatif definit,
(iii) Vv eV i¢in (v,v) >0 ise <,> simetrik bilineer formuna pozitif semi-definit,
(iv) Vv eV i¢in (v,v) <0 ise <,> simetrik bilineer formuna negatif semi-definit,
v) VweV i¢in (v,w) =0 oldugunda v =0 olmak zorunda ise <,> simetrik bilineer

formuna non-dejenere, degilse dejeneredir denir (O’Neill 1983).

Bu tanimdaki (i) ve (ii) 6zelliklerine sahip <,> simetrik bilineer formuna definit’dir,

(iii) ve (iv) ozelliklerine sahip <,> simetrik bilineer formuna semi-definit’dir.

Eger <,> definit ise hem semi-definit hemde non-dejeneredir. <,> definit degilse <,>

ye V' lzerinde indefinitdir denir.



V' vektor uzayi lizerinde <,> simetrik bilineer formu indefinit ise, v € V' vektorler i¢in
(v,v)>0 veya (v,v) <0 veya (v,v) =0
olur. V' iizerinde bir simetrik bilineer form <,> ise V' nin herhangi bir W altuzay1 i¢in

<,>| kisitlamasi da yine simetrik ve bilineerdir.
w

Tamm 2.1.3: V' bir vektor uzayi ve <,>: V' xV — R bir simetrik bilineer form olsun.

<> WxW >R

w

negatif definit olacak sekildeki en biiyiik boyutlu W alt uzayinin boyutuna <,> simetrik

bilineer formunun indeksi denir ve v ile gosterilir (O’Neill 1983).

Buna gore 1<v <boyV dir. v=0 olmasi i¢in gerek ve yeter sart <,> nin pozitif semi-

definit olmasidir.

V' nin bir baz1 {¢,,é,,.....,é, } olsun. g; =(¢€,¢,;) olarak tammlanan nxn tipindeki
( gij) matrisine, {él,éz, ..... ,En} bazina gore <,> simetrik bilineer formunun matrisi

denir. <,> simetrik oldugundan ( gl.j) matrisi de simetriktir. Ayrica
WV, w) = (Zvié[,z we) = Z gv'w
i=1 j=1 i,j=1

oldugundan ( gij) matrisi <,> yi belirtir.

Teorem 2.1.1: Bir <,> simetrik bilineer formunun non-dejenere olmasi i¢in gerek ve

yeter sart <,> nin herhangi bir baza gore matrisinin tersinin olmasidir (O’Neill 1983).

Tanmm 2.1.4: Bir v € )V vektorii i¢in
(v,v)>0 veya v=01se bu v vektoriine space-like vektor,
(v,v) <0 ise bu v vektoriine time-like vektor,

(v,v)=0 ve v #0 ise bu v vektoriine null vektor denir (O’Neill 1983).



Ornek 2.1.1: R* de X =(x,x,), Y =(y,,»,) olmak iizere (X,Y)=—x,y, +x,y, olarak
tanimlansin. Buna gore,

X =(1,0) igin (X, X) =—1 oldugundan X bir time-like vektordiir.

Y =(0,1) igin (¥,Y) =1 oldugundan Y bir space-like vektordiir.

Z =(1,1) i¢in (Z,Z) =0 oldugundan Z bir null vektordiir.
2.1.2. Skaler ¢arpim

Tamm 2.1.5: Bir V' vektor uzayi iizerinde non-dejenere, simetrik bilineer formuna V

vektor uzayi iizerinde bir skaler carpim denir. V' {izerindeki bir skaler carpim <,> ise

(V,<,>) ikilisine skaler ¢arpim uzayi denir.

Pozitif definit skaler carpima bir i¢ carpim denir. Buna Ornek olarak, R" iizerinde

n
DATES Zv’w’ seklinde tanimlanan nokta ¢arpmasini verebiliriz.
i=1

2.2. Diferensiyellenebilir Manifoldlar

Tamm 2.2.1: X Hausdorff topolojik uzay olmak iizere herhangi bir U c X agik
kiimesinin V' < R" bolgesine

p:U->V

homeomorfizmine X de n boyutlu koordinat sistemi, U ya ise ¢ haritasinin koordinat
komsulugu veya koordinat bolgesi denir. Bazen harita (U , go) seklinde de gosterilir.
Eger x eU ise

(o(x) = (xl,xz,...,x" ) eR"

1 . . .
olur. x ,...,x" reel sayilarina ¢ haritasinda x noktasinin koordinatlari denir.



Tanmmm 2.2.2: Eger X Hausdorff topolojik uzaymmn n boyutlu ¢ haritalarinin U,

bolgeleri bu uzay1 orterse, yani

X=JU, . (A-indisler kiimesi )

aed

ise X ‘ e n boyutlu topolojik manifold veya sadece n boyutlu manifold denir.

Tamm 2.2.3: X topolojik Hausdorff uzay ve k ise 0 <k < oo sartin1 saglayan tam say1

olsun. Asagidaki sartlart saglayan {(U,,¢,): @ € 4,U, c X} lokal koordinatlar

ailesine X iizerinde C* smifindan n boyutlu atlas adi verilir:

1. Lokal haritalarin U, bolgesi X ‘1 orter, yani X, n boyutlu topolojik manifolddur.
2.Keyfi a,fedicin U, N"U, #¢ ise

0500, :0.U. U, ) > 0,U, "U,)
doniisiimii C* simifindandir. Bu sarta bazen (U,,p,) ve (U ﬂ,goﬂ) haritalarimin C*

uzlagmasi sart1 da denir.

@@, donisimine ise koordinatlarm doniisiimii (u’ﬁ =1, (u;),z, j= 1,...,n> denir.
Burada u;, (U 5@ ﬂ) haritasindaki x e U, "U, noktasmin koordinatlar, u é ise

(U, ., ) haritasindaki x noktasinin koordinatlaridir.

U,NU,;=¢ ise bu durumda ¢, op.' doniigiimii tayin edilemez. Bu durumda
Py o@.' doniisiimiinin C* simifindan oldugu kabul edilecektir. 2. sarti, ®y o

doniisiimlerinin C* smifindan diffeomorfizmler olmasina denktir. Bu ise, Py o

koordinat doniisiimiiniin Jakobiyen matrisinin determinantinin sifirdan farkli olmasi

demektir.



Tamm 2.2.4: {(U,,p, )} ve {(U 5:Pp )}, C* sifindan herhangi iki atlas olsun. Bu
atlaslarin keyfi (U,,p,) ve (U ﬁ,(pﬂ) haritalari C* uzlasmus ise yani, {(U,,¢, )} ve

{(U 5P )} atlaslarinmn birlesimi C* siifindan atlas ise verilen atlaslara denk atlaslar

denir.

Tamm 2.2.5: X Hausdorff uzay iizerinde C* atlaslarinin denklik simifina C*-yap1

denir.

C* -yapisinin tim C* atlaslarmin birlesimi yine C* atlas olusturur. Bu atlasa maksimal
C* atlas adi verilir. X iizerindeki C* atlaslarmin her bir denklik sinifi, kendisinin bir
elemani ile ifade edilir. Yani, C*-yapisi, onun keyfi C* atlasi yardimiyla

olusturulabilir. Buradan da, X {izerindeki her bir C* -yapisinin bu yapidan olan bir C*

atlas ile verilebilecegi sonucu ¢ikar.

C" -yapiya topolojik yapi, C*, (1 <k< oo) yapiya ise diizgiin (smooth) yap1 denir.

Bundan sonra yalniz C*” sinifindan olan yapilara bakilacaktir.

Tanmm 2.2.6: M, Hausdorff ve sayilabilir baza sahip topolojik uzay olsun. Eger, M
izerinde n- boyutlu C” atlaslarinin C” yapist verilmisse M uzaymna n-boyutlu
C”smifindan difernsiyellenebilir veya diizglin manifold denir ve M, ile gosterilir

(Salimov ve Magden 2008).

2.3. Tensor Alanlari

Tamm 2.3.1: M,,C” smifindan bir manifold ve 7,,Vpe M, noktasindaki tanjant
uzay1 olsun. M, manifoldunun Vpe M, noktasma 7, uzaymdan bir X, vektorii

karsilik getiren X vektor degerli fonksiyonuna vektor alani denir (Salimov ve Magden

2008).



f,M, manifoldunda bir fonksiyon ise Xf de M, manifoldunda bir fonksiyon
tanimlar. Bu ise
(X Xp)=X,/
ile tanimlanir. U < M, koordinat komsulugunu alalim. Bu komsuluktaki bir vektor
alani
X=£9,
olarak yazilir. &' ler U daki lokal koordinatlara baghdir. Yani,
E = fi(xi,...,x"), i=1,...,n

olur.

Tamm 2.3.2: 551 €B,,j=1,..,q ve £€B,i=1,.,p kovektor degiskenlerinin

. - 1 2 P
o=t (xl,xz,...,xq,é,é,...,é)
reel degerli fonksiyonunu gozoniine alalim. Eger bu fonksiyon her bir degiskene gore
lineerlik sartin1 saglarsa, multilineer fonksiyon denir. Mesela birinci vektor degiskenine

gore lineerlik sart1 A4, 4 € R olmak tlizere

1 2 p 1 2 P 1 2 p
O =1 (AX+ ), X, 50003 X, 6,800y &) = AU (X, X5 5000, X, 6,850y &) + (D, X550, X, 6,650, E)

biciminde gosterilebilir. Bu multilineer fonksiyona karsilik gelen

p
/_/%

t:B,xB x.xB xB x..xB, >R
%/—/
q

operatdriine B, uzayinda p dereceden kontravaryant, ¢ dereceden kovaryant tensor adi
e » e , _ . e
verilir ve T (Bn) ile gosterilir. p > 0,¢g > 0 olmak {izere s = p+¢g sayisina ise tensoriin

valentligi, ( p,q ) semboliine ise tensoriin tipi denir. ( p,0 ) tipli tensére kontravaryant

tensorler, ( 0,q ) tipli tensorlere ise kovaryant tensorler denir.



S,(B,), T,)(B,)uzaymn biitiin simetrik tensorlerinin alt uzay1 olmak iizere herhangi
bir ge S, (Bn) tensoriint alalim;
g(¥.7)=0.vy € B, @1

sartindan X =0 alinirsa, bu taktirde g tensoriine regiiler tensér denir. Koordinatlarla

(2.1) esitligi
g;x'y’ =0
bi¢iminde yazilir. Bu esitlik Vy’ i¢in saglandigindan
gl.jxi =0,j=1...,n
bulunur. Bu denklem sisteminin x' = 0 ¢dziimiine sahip olmasi i¢in
Det(g p ) =0

olmas1 gerekir. Burada (gl.j ), g, tensoriine karsilik gelen matristir.

g€ S,(B,) tensorii regiiler tensor ise g tensoriine B, de esas tensor adi verilir. Esas
tensore karsilik gelen (glj) matrisinin tersini (g” ) ile gosterelim. Bu taktirde

gvg,=6! (2.2)

1

yazilir. B, ve B, uzaylari arasinda

& =g, = gur") (2.3)
doniigiimiine bakalim. Buradan (2.2) esitligine gore
©=ghe, bt =g, (24)

olur. ge S, (Bn) tensoriine karsilik gelen invariant bilineer formu
w=g(%,7)=g,x"y’
yazalim. Burada (2.3) ve (2.4) esitliklerini dikkate alirsak
w=g(¥,7)=g,x'y' =x'n,=g"n¢,
olur. Yani, g, esas tensorii verildiginde biz kovektor degiskenerinin w=g"n,¢
invaryant bilineer formunu aliiz. Buna gore de g7, (2,0) tipli tensdriin

koordinatlaridir. Bu tensére g, tensoriiniin ters tensorii denir. Ayrica
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gn.é)=g"né =nx' =g, »'x,
gEn)=g'em =&y =g, x'y’
= gkixiyk = gkiykxi = §(77’§)

oldugundan g7 tensorii simetriktir.

Boylece B, de g, tensorii verildiginde B, — B, izomorfizmi bulunur. Buna gére
vektor ve kovektorler aynilagtirilir ve ayn1 X sembolii ile gosterilir. Yani,
X =guxx' = gikxk
yazilir. Bu islemlere indisin indirilmesi (xi —)xk) ve ylkseltilmesi (xk —)xi)
islemleri denir. Buna gore S (3?, )7) tensorlinli gdz Oniine alalim:
s1=g"s

S/ =g"5,.8" =g"g"s,

i ij?
verilmig §;; tensoriinden indislerin ytikseltilmesi iglemleridir.
S; = gpiSU’S; = gp/SU’S/;q = gpigq/'SU

ise verilmis S tensoriinden indislerin indirilmesi islemidir.

Eger g()?, )7), B, uzaymda (0,2) tipli tensor ise, Vx,y € B, vektorlerinin skaler ¢carpimi
denildiginde g tensoriiniin X ve y vektorleri lizerindeki izi anlasilir ve Xy veya (55,)7)
biciminde gosterilir. Yani,

%y = g(¥, )= g;x'y’ 2.5)

bi¢giminde tanimlanir.

Eger Det(g,.j ) # 0 olursa bu taktirde (2.5) skaler ¢garpimina regiiler ¢arpim denir.

M, ,C” smifindan bir manifold olmak iizere ¥m € M, noktasindaki her bir (p,q) tipli

tensor i¢in uygun bir 77 (m) tensor uzay1 vardir.

10
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Tamm 2.3.3: M ,,C”sinifindan bir manifold ve 7/ (m),Ym e M, noktasmdaki (p,q)
tipli tensor tensor uzay olsun. M, manifoldunun Vm € M, noktasina 7 (m) tensor

uzayimdan bir 77 (m) tensorii karsilik getiren T fonksiyonuna (p,q) tipli tensor alam

denir (Bishop and Goldberg 1968).

Eger p=1,4 =0 ise vektor alani elde edilir. Yani, ( 1,0 ) tipli tensér alan1 bir vektor

alamidir.

Eger p=¢g=0 ise her m € M, noktasina bir skaler deger karsilik gelir. Bu yiizden

(0,0) tipli tensor alani reel degerli bir fonksiyondur.

Eger U c M, bolgesinde f fonksiyonu C” smifindan ise Vx e U igin df |x el (x)

olur. Boylece f fonksiyonunun diferensiyeli olan df operatorii ifadesi ( 0,1 ) tipli bir

tensOr alamdir.

Herhangi bir m noktasindaki 7, tensorii simetrik tensor ise 7 tensdr alanina simetrik

tensor alani denir. Eger herhangi bir bir m noktasindaki 7 tensorii antisimetrik tensor

m

ise 7 tensOr alanina antisimetrik tensor alani denir.

T, (p,q ) tipli tensor alani olsun. 6,,...,6, (0,1) tipli tensér alanlar ve X ,..., X vektor
alanlar1 olmak iizere
7(6,,...0,, X, .. X, m)=T,(6,(m).....0, (m). X, (m)...., X, (m))
ifadesi reel degerli fonksiyon tamimlar. Ozelikle x' koordinatlarina gore T tensor
alaninin bilesenleri
7/ = Tl ds,0, ,0), )

biciminde reel degerli fonksiyonlardir (Bishop ve Goldberg 1968).
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T tensor alaninin bilesenleri C” sinifindan fonksiyonlar ise 7 tensor alanina C”

siifindandir denir. C* sinifindan olan ( 0,1 ) tipli tensor alanina 1-form (pfaffian form)

denir.

( p,g ) tipli T tensor alanimin C” smifindan olmasi igin gerek ve yeter sart her bir

0,,....,0, 1-formlart ve herbir C” smifindan  X,.., X vektor alanlari igin

T ((91,...,0p,X . ¢ q) fonksiyonunun C” sinifindan olmasidir.

2.4. Diferensiyellenebilir Manifold Uzereinde Afin Konneksiyon

M, diferensiyellenebilir manifoldunun y :u' =u' (t) egrisi boyunca konneksiyon dahil
edilmesi egrinin noktalarina tatbik edilmis vektorler arasinda uygunluk olusturma
kuralidir. Eger y egrisinin herhangi bir noktasindaki v' vektorii ¢+ parametresine bagl

olarak degistik¢e verilen konneksiyona gore baslangigtaki ile uygun kalirsa, bu durunda

bu vektor verilmis konneksiyona gore y egrisi boyunca parelel kaydirilmis olur. Eger

konneksiyon diferensiyellenebilirse, o zaman paralel kaydirmay: ifade eden v' = vi(t)

fonksiyonlar1 da diferensiyellenebilir fonksiyonlar olur. Eger vektorlerin paralel
kaydirilmasi halinde lineer bagimlilik korunursa verilen konneksiyona afin veya lineer

konneksiyon ad1 verilir.

Tamm 2.4.1: M, manifoldu iizerinde T} (M, ) vektor alanlarinin modiilii olmak {izere
V¥ =V(XY): 7 (M,)x T (M,) > 74(M,)
dontistimii

Vo0 Z=/V,Z+gV,Z,

ii. V,(X+gY)=(2 )X+ VvV, X+(Zg)Y +gV,Y
sartlarini sagliyorsa V ’ya afin konneksiyon denir. Burada
vX T;(Mn)_)Ti)(Mn)

doniigsiimiine kovariant diferensiyellenme denir (Bishop ve Goldberg 1968).
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Afin konneksiyonun y egrisinin ¢esitli noktalarina tatbik edilmis vektorler arasinda
uygunlugu ifade eden sart1, yani vektoriin egri boyunca verilmis afin konneksiyona gore

paralel kaydirilmasi sartin1 bulalim. y egrisinin baglangi¢ noktasinda %i,k =1,...n lokal
bazim1 alalim ve farzedelim ki %[(t) nin bagimliligi baz vektorlerin verilmis egri

boyunca paralel kaydirilmasi kuralin1 ifade etsin. Keyfi v' = 2 izi vektoriiniin verilen

afin konneksiyona gore y egrisi boyunca paralel kaydirilmasi i¢in gerek ve yeter sart

A" katsayilarinin sabit olmasidir. Bu nedenden istifade edilerek
av' = ;t"d%" (2.6)
ifadesi yazilabilir. v/ = 2* izi esitliginden

k

A =aiv' (2.7)
. k
yazilir. Burada izl baz vektorii oldugundan buna karsilik gelen kobaz vektorii a, ile

gosterilir.

Dolayisiyla ckzi 21,- =0, olur. (2.7) ifadesi (2.6) de kullanilirsa,
'+t =0 (2.8)
yazilir. (2.8) denkleminde
o' =—a; da* (2.9)

bicimindedir. (2.8) sarti V' vektdriiniin verilen afin konneksiyona gdre paralel
kaydirlmast sartidir. (2.9) bigiminde dahil edilen @' objelerine konneksiyon

(baglant1) formlar1 denir.

Teorem 2.4.1: 1. Konneksiyon formlari izi,k = 1,...,n bazinin secilisinden bagimsizdir.

2. Konneksiyon formlari, egrisel koordinatkarin doniistiiriilmesi durumunda tensor

doniigiim kuralina gore donilismez.
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Ispat: 1. @' ve @' iki baza karsilik gelen konneksiyon formlari olsun. Paralel
kaydirilan v’ vektorii icin asagidaki sartlar1 yazabiliriz:
'+t =0 (2.10)
' +av' =0 (2.11)
(2.10) ve (2.11) sartlarindan, v' vektoriiniin baslangig degerinin keyfiligi sartindan

®, = o, bulunur.

2. M, manifoldunda u' egrisel koordinatlarin degismesi halinde baz vektorlerinin ve

kovektorlerinin doniisiim kuralin1 yazalim.

k ok

ai=A"ar, iz“ =Aa" (2.12)

Burada A =24, A =2 bicimindedir. (2.12) in ikinci sartindan
da' =dA.a" + Aid a’ (2.13)
k k k

yazariz. (2.9) denkleminde (2.12) in birinci sartin1 ve (2.13) esitligi g6z oniine alinirsa,

k

. - k . i . H
@ =—a;da =-A’ aj-(dA?. a +A.da' )
/ k / "k Tk

veya
o) = Al Aol - A7 d4!, (2.14)

olur. (2.14) esitligi gosterir ki a); konneksiyon formlar tensoriin koordinatlar1 olamaz.

Simdi ise kovektoriin  y egrisi boyunca verilen afin konneksiyona gore paralel

kaydirilmasi sartin1 inceleyelim;
Tamim 2.4.2: o, kovektoriiniin y egrisi boyunca paralel kaydirilan keyfi v' vektorii

tizerindeki izi bu egri boyunca sabit kalirsa @, kovektoriine , egrisi boyunca verilen

afin konneksiyona gore paralel kaydirilmistir denir.
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Bu tanima gore
d(vo,)=dv'e, +vido, =0 (2.15)
olur. v' vektoriiniin paralel kaydirilmasi sartindan
av' = -t (2.16)
yazilir. (2.16) esitligini (2.15) ifadesinde kullanirsak,
(da)l. -0 o, )vi =0
bulunur. v' vektériiniin keyfiliginden dolayr @, kovektdriin » egrisi boyunca verilen
afin konneksiyona gore paralel kaydirilma sarti
do, - ww, =0 (2.17)
bicimindedir. Vektoriin ve kovektoriin y egrisi boyunca paralel kaydirilmas: sartini
kullanarak, egrinin c¢esitli noktalarima uygulanmis keyfi tipli tensoriin paralel

kaydirilmasini verebiliriz. y egrisi boyunca (p,q) tipli keyfi tensoriin izi

1 4

— F jq . .
Z = th qulz -V @i, ... Wi,

verilmis olsun. Z fonksiyonunun vektor ve kovektor degiskenlerinin y egrisi boyunca

paralel kaydirilmasi sartlar1 dahilinde diferensiyeli

1 p . 1 P

dz = dtll '. V vl i, ... +t"r d vt v Wi, ...
wJg q P Ji-Jgq 1 q P
iy j !
+...+t T V ...VJ" Wi, ...d w;
JiJg q p
i i i j ! I
_ pelp s ghedy s ) iyl ! 4 . )
_(dtjl..._/q ity e a)th%_us+a)é tv +a)t q)\lz -V Wi, ...0i, (2.18)

olarak yazilir. Bu esitlikte

S =dttt — @S — L —@f T+ a)t vy (2.19)

Jredg JreeJq J1° 82 dg g Sj2ees s ey

olarak alinirsa

dZ =" v Vo, ..o, (2.20)
q

JiJg
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yazilir. y egrisi boyunca verilen afin konneksiyona gore paralel kaydirilan vektor ve
kovektdr degiskenlerinin multilineer fonksiyonunun diferensiyeli de degiskenlerin
multilineer fonksiyonu olur. O halde dZ multilineer fonksiyonuna belirli tensor karsilik
gelecektir. Bu tensoriin tipi t’/‘l';l tensoriiniin tipi ile ayn1 olur. Koordinatlar1 ise (2.19)

esitligi ile verilmistir. 51‘;‘1‘_"'."]‘? tensoriine t;‘]’/” tensoriiniin mutlak diferensiyeli denir.
Tensoriin mutlak diferensiyeli ile tiim egri boyunca keyfi noktalarda uygulanmis

tensorler arasindaki esleme (2.20) esitligi ile verilir.

Tensoriin mutlak diferensiyelinin tanimindan ¢ikartilan sonuglar sdyle ifade edilebilir:

a. Vektoriin ve kovektoriin parelel kaydirilmasi sartlar
=0, dw =0
seklinde olur. Dolayisiyla keyfi tipli tensoriin paralel kaydirilmasi sartt
a5, =0
olarak verilir.

b. Birim tensoriin mutlak diferensiyeli sifira esittir, yani
s(57)=0

olur.

(2.19) esitliginden dolay1 tensorlerin mutlak diferensiyelleri i¢in asagidaki ozellikleri
yazabiliriz:

1. 5(t, Tt,) =, F &t,, t, ve t, ayni tipli tensorlerdir,
2. 5(At)=(dA) + A(ot), A -skalerdir,

3. 5(/1 ® B) = (5A) @B+ A4® (53) , A ve B keyfi tipli tensorlerdir, ® - tensor carpimudir.

4. Tensorlerin simetriklestirme, alterlenestirme ve kontraksiyon islemleri mutlak

diferensiyelleme islemi ile siralar1 degisebilir.
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2.4.1. Afin konneksiyonlu uzaylar

Tammm 2.4.3: X, diferensiyellenebilir manifoldunun herbir egrisi boyunca afin
konneksiyon verilmis olsun. Lineerlik sartini saglayan X, diferensiyellenebilir

manifolduna n- boyutlu afin konneksiyonlu uzay denir.

Lineerlik sarti:

X, manifoldunun keyfi M noktast ve bu noktanin civarinda keyfi vektor alanlar

verilmis olsun. Keyfi v' vektdr alaninin M noktasindan gegen keyfi bir egri icin

hesaplanmis mutlak diferensiyeli, bu egri boyunca elementer yer degisme du'

vektoriiniin lineer fonksiyonudur, yani
' =vidu* (2.21)
olarak yazilir. Burada v;, v' ye ve noktaya bagh fonksiyondur. Diger taraftan
dv' =0, v'du* oldugundan
N =dv' + o' =0, v'du" + o)V (2.22)
olur. (2.21) ve (2.22) esitliklerinden
o' = (v: —Gsv")dus (2.23)
ifadesi bulunur. v*,0.v' ve v! u' lerin fonksiyonaridir. @, forumlart v' vektdr
alanlarinin segilisine bagli olmadigindan @, forumlari du” nin lineer fonksiyonu olur,
yani
o, =T du’ (2.24)
olarak yazilir. Burada I'!, katsayilari afin uzayin noktasmnin fonksiyonlaridir. Bunlara
afin konneksiyonun Kkatsayilar1 denir. Katsayilarin  verilmesi X, de afin

konneksiyonunu tayin eder.

Simdi T, afin konneksiyon katsayilarinin doniisiim kuralim verelim. (2.24) esitligi

kullanilarak
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o, =T} du® =T A7 du*
yazilir. Ayrica
AldAl, = 47 (0,47 Jdu* (2.25)
oldugundan ve diger taraftan A/ A, =& esitliginin 6, kismi diferensiyeli alindiginda
ot o)
= 4] (akAji"): _(81{‘4/]:') i

olur. Bu son esitlik (2.25) denkleminde kullanilirda
Alddl, =—4(0, 47 Ju* (2.26)
elde edilir. (2.26) , (2.24) ve (2.14) esitlikleri kullanilarak konneksiyon katsayilarinin

doniistim kurali
D=4, AT +A4.4; (2.27)

olarak verilir. Burada 4; =0, 4] bigimindedir.

(2.24) denklemini kullanarak afin konneksiyonlu uzayda verilen keyfi vektor alani i¢in

mutlak diferensiyeli
M =(o v +Ti v )du (2.28)
bigiminde olur. (2.28) denkleminin sol tarafi bir tensor ve du” vektor oldugundan

i

parantezin icindeki ifade bir tensoriin koordinatlaridir. Bu tensére verilen v

tensorliniin kovaryant tiirevi denir ve
Vv =0y +Tv° (2.29)
olarak gosterilir. Bu tiirevin sonucu (1,1) tipinde bir tensordiir. Benzer sekilde o,

kovektor alaninin kovaryant tlirevi

Viw, =0,0, -T, o, (2.30)
olur ve sonug (0,2) tipli bir tensordiir. (2,24) esitliginden, ( p,q ) tipli t“ tensoriiniin

mutlak diferensiyeli

p
l i i i k
. p - (8ktj] ]p +; rkistj Jq z i]ﬂ jll...sp.../ l/l (231)
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bigiminde olur. (2.31) denkleminin sol tarafi bir tensér ve du" vektor oldugundan

parantezin igindeki ifade bir tensoriin koordinatlaridir. Bu tensére verilen ¢
J1-Jq

tensOriiniin kovaryant tiirevi denir ve

. q .
ik, 11 s e
vktjlu.;q - !’ + : : rk\ JiJq : : 1_‘kj# tjlu.sp...jq (232)

u=l1
biciminde gosterilir. Tensoriin kovaryant tiirev tanimindan goriiliir ki ( p,q ) tipli

tensorliniin kovaryant tiirevi ( p,g+1 ) tipli bir tensordiir.

Kovaryant tiirevin tanimindan yararlanilarak asagidaki 6zelikler yazilir:

1V(t"’+t””) Vot v

Vjiedg  2jiedq Ljej, 2]1 Jq

2.V, (A )= (0,4 +AV 1" A€ F ((F fonksiyonlar kiimesi )

Jq

h..d,
sls

3.V, ®g, - T)=Vait ® l“’+t””®Vk

4. Tensorlerin simetriklestirme, alterlenestirme ve kontraksiyon islemleri mutlak

diferensiyelleme islemi ile siralar1 degisebilir.

Tamm 2.4.4: [X,Y]=XY-YX =(X'0Y' -Y'0,X")0, esitligi ile tammlanan [X,Y]
vektdr alanmina X ve Y vektor alanlarimin Lie parantezi denir. Ozel olarak 0, =50, ,
0,=6/0, vektor alanlari  alimrsa, [X,Y]=XY-YX=(X'0Y'-Y'0,X")0,
formiilinden [0,,0,]=0 oldugu goriiliir. [X,Y]=XY-YX=(X'0,Y'-Y'8,X")0,

formiilii yardimiyla Lie parantezinin asagidaki 6zelliklere sahip oldugu gosterilebilir:

L [X,Y+Z]=[X,Y]+[X,Z]
[X./Y]=X ()Y +f[X.Y]

3. [X,¥]=-[7,X]
4.[x.

[v.z]]+[Y.[z,X]]+[ Zz.[x.Y]]=0

2. | X
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Tamm 2.4.5: D=L,, X € J,(M,) diferensiyelleme islemi asagidaki sartlar1 saglarsa
buna vektor alan1 yoniindeki Lie diferensiyellemesi ad1 verilir:

1. L.f=X/.9f €3)(M,)

2. LY =[X,Y],VX,Y e 3(M,)

Burada [X Y ] Lie parantezidir. X(f)=¢& g

o Vf eCr ifadesine gore L,Y 'nin
X

X2

lokal koordinatlardaki ifadesi
LY =X'9Y -Y"0.X'
biciminde yazilir. Lie diferensiyellenmesi islemi sonucunda bulunan degere Lie tiirevi

denir.

2.4.2. Egrilik ve burulma tensorleri

A, afin konneksiyonlu uzayinda f = f (ul,...,u”) diferensiyellenebilir fonksiyonu

n

verilmis olsun. Bu fonksiyonun tam diferensiyeli, yani  df =0, fdu' ifadesi,

koordinatlarin doniisiimii halinde invaryant kalir ve df fonksiyonunun du’ vektoriiniin
lineer fonksiyonu olur. Bu lineer fonksiyona karsilik gelen kovektdriin koordinatlar
V.=0.f (2.33)
ile gosterilir. Bu kovektore f fonksiyonunun gradienti, f fonksiyonuna ise bu kovektor
alanin potansiyel fonksiyonu denir. Keyfi ¥, kovektoriiniin herhangi bir skaler alanin
gradienti olmasi icin gerek ve yeter sart
oVy=0 (2.34)

olmasidir (Yano 1965).

V. gradient kovektdriiniin kovaryant tiirevi
V.V, =0,V,-T"V, (2.35)

bicimindedir. (2.35) denkleminde j ve i indislerine gore alternelestirme islemi yapilir ve

(2.34) esitligi kullanilirsa
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k
ViVy=SVs (2.36)
bulunur. Burada

S; =T (2.37)
olarak verilmistir. (2.36) denkleminin sol tarafindaki kovaryant tiirev ise (0,2) tipli

tensOr olduguna gore Sl.f kemiyetleri asag1 indislerine gore antisimetrik olan (1,2) tipli
tensor ifade eder. (2.37) tensériine A4, uzaymm burulma tensorii denir. A4,

manifolundan alinmis keyfi X, Y vektor alanlar1 i¢in burulma tensoriiniin invariyant
formda yazilis1 ise

S(X,Y)=V, Y-V, X -[X,Y] (2.38)
bigimindedir (Kobayashi and Nomizu 1963). Burada [X,Y], X ve Y vektor alanlarmin

Lie parentezi olup

[x.x]f = x(vf)-v(xr)
seklindedir.

Keyfi v* vektériinin Vv =0 +T! v"

sm

kovaryant tiirevi (1,1) tensor belirtir. Bu

tensorlin kovaryant tiirevi ise

VVV =0Vy +TL V" -T"V V'
=0,(0v' +T v +T! (@ v" +T7ve )TV V'

2 i i k i k i m i m k m i
ov +o, I, vi+I, ov +I ov"+I' TI'"y*_T"V v

biciminde bulunur. Bu esitlikte 7, s indislerine gore alternelestirme islemi uygulanirsa,

2V, Vv =R V=28V (2.39)

[ " 5]
denklemi elde edilir. (2.39) denkleminde

=2(0 T+ Ty, Tl

m|
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olarak alinmistir. (2.39) denkleminin sol tarafindaki terim ve sag tarafindaki ikinci terim

tensor ve v’ keyfi vektdr oldugundan R’ ifadesi (1,3) tipli tensordiir. Bu tensére

A, uzaymin egrilik tensorii veya Riemannian- Christoffer tensorii denir.

(2.39) formiiliine benzer olarak asagidaki formiiller yazilir:

2V, V @, =—Rl\0, 252V 0 . (2.41)
2v[r S]wl Rrsmgot Rrr;llwrﬁ - 2Stivk¢1] ’ (242)
2V[ V] i1y =R ¢ jlz (e +R/me}'l ! (2.43)
m i, m 11 i k iy,
_Rrsjl tmfzu.Jq : Rm/ Ji-m 2Srsvktjl...jq .

(2.42) formiiliine ¢/ afinorunun Ricci 6zdesligi denir.

Keyfi X,Y,Z € A, vektor alanlari i¢in egrilik tensoriiniin invaryant formda yazilisi ise

R(XY)Z v,V,Z-V,V,Z-V  Z (2.44)

[x.7]

bicimindedir (Kobayashi and Nomizu 1963).

2.4.3. Konneksiyonlarin doniisiimii

Keyfi iki afin konneksiyonlu uzaylarin diffeomorfizmine bakalim. Bu durimda, bu
uzaylarin karsilikli noktalarinin koordinatlar1 ayni1 olacak sekilde uygun egrisel
koordinat sistemi verilebilir. Bu tiir karsilik getirme ayn1 bir X, differensiyellenebilir
manifoldunda iki keyfi afin konneksiyonun verilmesiyle de olusturulabilir. Bu duruma
konneksiyonlarin birinden digerine ge¢cmeye konneksiyonlarin doniistliriilmesi veya

parelel kaydirma kuralinin doniistiiriilmesi olarak bakilabilir. Bu konneksiyonlarin

katsayilarini Fg. Vefif ile gosterelim. Keyfi v vektdr alaninin bu konneksiyonlara

gore kovaryant tiirevleri
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Vo =0 +T) v", Vv =0, +T} v"
bi¢giminde olur. Sonuncu esitlikten
Vo =V =T v"
yazilir. Burada
T =i =T,
bigimindedir. (2.45) esitligi ile verilen T, ,

afin deformasyon tensorii denir.

(2.45)

(2.46)

(1,2) tipli tensor meydana getirir. Bu tensore

Teorem 2.4.2: (1,2) tipli 7, tensdrii ve I';, ise V afin konneksiyonunun katsayilari

olmak iizere (2.46) esitligi ile verilen T

km

katsayilar1 olur.

Ispat: (2.46) esitliginden
r;=T;-T;
yazilir. 1"; icin konneksiyon katsayilarinin doniistiiriilmesi halinde
Tf —TF = AA” 4] (TF - T} )+ 4l 4F
olur. Burada Tl;‘ tensor oldugundan,

T" ALA"ATTY,

J ot

yazilir. (2.48) esitligi (2.47) esitliginde kullanilirsa
Tk k 41" 4)' Tk k k'
Uy =AgA AT + A A

katsayilar1 da diger bir afin konneksiyonun

(2.47)

(2.48)

oldugu bulunur. Yani fl;‘ ‘ler konneksiyon katsayilarinin doniistiiriilmesi kuralina gore

degisir. Dolayistyla bir afin konneksiyondur.

Bu teoremin bazi sonuglarini ifade edelim;

1 2
Sonug 1. T" 7 ve [ afin konneksiyon katsayilar1 olmak iizere her A skaler igin
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1 2

Ky AT
o s W (2.49)
Y 1+2

degeri de bir afin konneksiyonun katsayilaridir.

Ispat: (2.49) esitligi
k ! k ﬂ“ 2 k ! k
KA A v i (220

bi¢iminde yazilir. (2.50) esitliginin sag tarafindaki ikinci terim tensoér oldugundan

2.3.1.Teoremine gére I'; afin konneksiyon olur.

Ozel halde A =1alirsak

1 2
o T
l—*llfj:l_‘!/zrll (251)

° 1 2
buluruz. '}, konneksiyonuna ["; ve [ konneksiyonlarina gore orta konneksiyon

denir.

Sonug 2. T} afin konneksiyon verilmis olsun. Bu taktirde, '} =T} katsayilari da

afin konneksiyon tayin eder.

Ispat: Burulma tensoriiniin ifadesi

Sy =Tjy = %(Ff ~T})

oldugundan
rh=Tk+28f, T\=T} (2.52)

ij

yazilir. 2.3.1. Teorem’den dolay1 T’ 1’: katsayilar1 bir afin konneksiyon belirtir. T J’i ve

iji konneksiyonlarina karsilikli konneksiyon denir.
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2.4.4. Burulmas: sifir olan uzaylar

Burulmasiz afin konneksiyonlu uzaylarin burulma tensorii sifira esit oldugundan bu

uzaylarin konneksiyon katsayilar alt indislerine gore simetriktir, yani
kK _ ok _ Tk
r;=TI,=T,
olur. Burulmasiz afin konneksiyonlu uzayin herhangi egrisel koordinat sistemine gore

koordinatlart u',...,u" olan O (u') noktasim alalim ve konneksiyon katsayilarinin

verilmis oldugu koordinat sistemine gore bu noktadaki degerlerinin Ffj katsayilar ile

verildigini kabul edelim. 8, kronecker sembolii olmak {izere
W' =8t —Z,’f)%f"’;q(up —u ) u? —u)) (2.53)

biciminde yeni koordinatlar1 tanimlayalim. (2.53) doniistimi difereniyellenebilirdir ve

u" koordinatlarinin u' koordinatlarina gére kismi tiirevleri
Al =68 +6, T (u’ -u’), A4;=6,T; (2.54)
biciminde yazilir. (2.54) esitligi 0 noktasinda ve civarinda det (Al’);t 0 sartin1 saglar.

Yani, (2.53) doniisiimii diferensiyellenebilir manifoldun tanimindaki miimkiin olan

doniistimler sinifindandir. (2.54) tiirev fonksiyonlar1 0 noktasinda yazilirsa,

Al =5, 4 =5T" (2.55)

1 1

olur. Simdi ise konneksiyon katsayilarinin yeni koordinat sistemine gore O noktasindaki

degerlerini hesaplayalim. Bunun i¢in (2.55) ve (2.27) esitlikleri kullanilarak
T =668 8IT !+ 815/ T
veya
=0
bulunur. Boylece burulmasiz afin uzaym herbir noktasinda Oyle koordinat sistemi
verilebilir ki, konneksiyon katsayilar1 bu sisteme gore bu noktadaki biitiin degerleri sifir

olur. (2.53) ile verilen koordinatlara normal koordinat sistemi denir.

Burulmasiz afin konneksiyonlu uzaylarda asagidaki esitlikler gegerlidir:
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2. R

[rsk] -

3. ViR, ./ =0 (Bianci-Padov esitligi).

Bu esitliklerin her iiciiniin invaryant (tensor) karekter tasidigini dikkate alirsak, bunlarin

ispatin1 normal koordinat sisteminde incelemek yeterli ve daha kolaydir.

Burulmasiz afin konneksiyonlu uzayda simetrik ve regiiler a, tensori verilmis olsun.

Bu tensoriin tersi @” olmak iizere a, tensoriiniin kovaryant tiirevi

Via; =ay

(2.56)

olarak gosterilsin. (2.56) esitliginde indislerin yeri dairesel olarak degistirilerek

asagidaki esitlikler yazilir:
owa; —Tja,, -Tja, =V,a

iGmp =Lt L i

m m _
aiajk _Fij a,, -y a, = Viajk’

m m _
ajaki _ijami _Fjiakm = vjaki'

Sonuncu iki esitlikten birinci esitlik ¢ikartilirsa,

m —
2la,, =0,a, +0,a, —0,a, _(a@/k T a _"ky)

bulunur. (2.57) esitliginin her iki tarafi @™ tensorii ile garpilirsa

1
ro_J)r ~rk
I = {ij}_ga (al.'/'k T4y —ak,,-)
olur. Burada

{2 } - %ark (aiajk +0,a; — akag)

(2.57)

(2.58)

(2.59)

bi¢imindedir. (2.59) ifadesine a, tensoriniin Christoffer semboli denir. Burulmasiz

afin konneksiyonlu uzayin konneksiyon katsayilari regiiler ve simetrik @, tensoriintin

Christoffer sembolii ve kovaryant tiirevleri yardimryla ifade edilir.
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::::::

Fl
Tanim 2.4.6: Burulmasiz afin konneksiyonlu 4, uzaymda e, , = {B , e=e, ,

n- vektorii olmak iizere v,y,...,v lineer bagimsiz vektorleri iizerine kurulan paralelyiiziin
12 n

hacmi

V=e. . \l/‘ \2/2 v (2.60)

iy .0, n

olsun. vy,..,v vektorlerin paralel tasinmasi sonucunda V" hacmi korunursa burulmasiz
12 n

A, uzaymna es afin (denk afin) uzay denir.

(2.60) denkleminden
oe, , =0veya Vie, , =0 (2.61)
olur. Eg afin uzayin konneksiyonu (2.61) denklemiyle belirlenir. (2.61) sart1
o, —Tpe, . —.—-T,e =0 (2.62)
biciminde yazilir. n — vektoriin antisimetrikligine gore (2.61) sisteminin biitlin
denklemleri

Oren.. —Lie —..— e, =0 (2.63)

52,
denklemine denk olur. e, , =e olarak yazilirsa bu durumda (2.63) esitliginden

I, =0,Ine (2.64)
yazilir. (2.64) esitligi es afin konneksiyonun katsayilari ile belirlenen I') toplami
gradiyentdir. Bu gradiyentin potansiyel fonksiyonu ise Ine olur.

R,=R, =0, -0, +T,I,-T,T; (2.65)

tensoriine Ricci tensorii denir. Es afin konneksiyonunu

R, =R, (2.66)

sart1 ile de karakterize edebiliriz.

Burulmasiz afin konneksiyonlu uzaylarda egrilik tensdriiniin R[mk]i =0, R, . =0
sartlarini sagladigini gézoniine alirsak
Rrskk = Rrs - Rsr (267)
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yazariz. (2.66) ve (2.67) esitlikleri es afin konneksiyonunun
Rrskk = 0

sart1 ile karekterize edilebilecegini gosterir.

Tammm 2.4.7: Burulmasiz afin konneksiyonlu uzayin her bir noktasindaki tanjant

uzayimnda verilen simetrik (0,2) tipli g, tensori tanjant uzaymn paralel kaydirilmasi

durumunda korunuyorsa bdyle uzaylara metrik uzay denir. Burada simetrik (0,2) tipli

g, tensoriine metrik tensor de denir.

Tamm 2.4.8: Metrik uzayin g, metrik tensorii regiiler ise yani det (gij);t 0 oluyorsa

boyle uzaya Weyl uzay1 denir ve W, ile gosterilir.

Tamm 2.4.9: Eger Weyl uzay1 es-afin uzay olursa bu uzaya Riemannian uzay1 denir ve

V. ile gosterilir.

Riemannian wuzay1 burulmasiz konneksiyona sahip olan uzaydir ve bu uzayin
Riemannian konneksiyonu

Vg, =0 (2.68)

sart1 ile karekterize edilir. //, Riemannian uzayinin konneksiyon katsayilari

r; :{;}:%gkr(aigry’+ajgir_argij) (2.69)

bi¢imide verilir. Yani, V',

n

uzaymin konneksiyon katsayilari g, tensoriiniin Christoffel

sembolleriyle c¢akisir. (2.69) katsayilariyla verilen konneksiyona Riemannian
konneksiyonu veya Levi-Civita konneksiyonu denir. Diger taraftan Riemannian

manifoldu tizerinde Vg =0 sartin1 saglayan ama burulmasi olan konneksiyonlar da

vardir. Bu tiir konneksiyonlara ise metrik konneksiyon denir.
Riemannian uzayinda R,’g, =R, olmak iizere asagidaki esitlikler gegerlidir:
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I Ry, =0
2. Ry =0
3. ViR, =0
4. Ry =0
5. Ry =Ry

2.4.5. Riemannian manifoldu

Herbir xe M, noktasinda VY eT.(M,) ve (02) tipli simetrik g tensorii icin
g(X Y ) =0 esitliginden X =0 oluyorsa g’ye M lizerinde Riemannian metrigi denir.
Lokal koordinatlarda bu sart Det(g,.j);t 0 sartina denktir. g' nin bilesenleri g, olmak
lizere g i¢in

ds® = gl_./duiduj

ifadesi de kullanilir (Kobayashi and Nomizu 1963).

Eger M, iizerinde Riemannian metrigi verilmisse, o zaman (M, g) ciftine Riemannian

manifoldu denir.

1

Burulmasiz F;‘ = % g" (6 &y +0,8, -0, gij) konneksiyonuna ise Riemannian

manifoldunun Riemannian konneksiyonu denir.
2.4.6. Pseudo-Riemannian manifoldu

(M n,g) pseudo-Riemannian manifoldu g metrik tensorii simetrik, bilineer ve non-
dejenere olan M, Riemannian manifolddur. Burada g metrik tensoriiniin pozitif
taniml1 olmasi gerekmez, fakat non-dejenere olmak zorundadir. Boyle metriklere de

pseudo-Riemannian metrik denir.
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3. MATERYAL ve YONTEM

3.1. Tanjant Demet

M ,,C” smifindan n- boyutlu diferensiyellenebilir bir manifold ve M, manifoldunun

p noktasindaki tanjant uzay 7, (M . ) olmak iizere

T(m,)=J 71,(M,) 3.1)

PEM,

ile tanimlanan 7'(M, ) kiimesine tanjant demet denir.

T (M . ) ’ nin herhangi bir p noktasi, yani p e T (M n) icin M, manifoldu iizerindeki

p

T (M ; ) tabii demet yapisini tanimlayan 7 :7T (M \ ) — M, demet projeksiyonu p > p

karsilik getirir. Yani 7(p)= p olur. 77'(p)=T(M,) kiimesine M, temel uzaymnin p

noktasindaki fibre denir.

M, temel uzayinin {U ;xh} koordinat komsuluklar sistemiyle ortiildiigiinii farzedelim.
Burada (xh ),U komsulugunda tammli lokal koordinat sistemidir. z~'(U)c T(M, )

acik kiimesi U x R" direk carpimina diferensiyellenebilir homeomorfizmdir. R", R
reel alan tizerindeki n- boyutlu vektor uzayi olur. peT, (M,) (peU) noktast (p,X)
sirali ¢ifti ile gosterilir ve X e R" vektortniin bilesenleri T, (M n) tanjant uzaymda
{8h} (é‘h :0%,) dogal bazina gore p nin (yh):(xf‘) h=n+1..2n Xkartezyen
koordinatlar ile verilir. U komsulugunda p = ﬂ(ﬁ) nin koordinatlari (xh) h=1,.,n
ile gosterilirse P noktasi uygun (xh,xﬁ )l—) pexn'(U) ile verilmis olur. Biz

7 (U)cT(M,) agik kiimesinde (xh,xg) lokal koordinatlar sistemini elde ederiz.

Burada (xh,x’; ) ya (xh) dan indirgenmis (elde edilmis) 7~'(U) da koordinatlar denir.

30



31

M, manifoldunun p = 7z(p) noktasim ihtiva eden diger bir koordinat komsulugu
{U ',xh'} ise 7 '(U") koordinat komsulugu p ihtiva eder ve 7' (U') ya gbére p nim

indirgenmis koordinatlari (xh , yh') ile verilecektir. Burada

x" = x"(x),
{y”' =25y, &2

olarak verilir. x" (x), p noktasindaki x',x”,...,x" degiskenlerinin C” sinifindan olan

diferensiyellenebilir fonksiyonlaridir. x" = " ,x’;' = y" ile gosterirsek (3.2) denklemi

x? =x? (x) p =1.2n (3.3)
olarak yazilir. (3.2) denkleminin Jacobiani
r' % 0
ox =l . oo (3.4
A

matrisi ile verilir. (3.2) denkleminin tersi ise

W o
{; ;x_(;) (3.5)
veya
x? = x”(x'), p=L..2n (3.6)
olarak yazilir. (3.5) denkleminin Jacobiani
o
Sj =( ot 0] 3.7)
ox" ox' ox

matrisi ile wverilir. (3.4) ve (3.7) denklemleri T (M n) tanjant demetin daima

, S 9 e 1 ox? ox?
yonlendirilebilir oldugunu gosterir, ¢iinkii, Det 207 Y0 (Det 5 »0).
X ox
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00

M | manifoldu tlizerindeki C” sinifinda ( 7,5 ) tipli tiim tensor alanlarinin kiimesini 7

"(M,) ve M, deki tim tensor alanlarmm kiimesini ise T (M )= iT "(M,) ile

r,s=0
gosterecegiz. Benzer olarak T'(M,) tanjant demetindeki tensér alanlarmm kiimelerini

ise sirastyla T f(T (M, )) ve T(T(M,)) olarak gosterecegiz.

3.2. Nijenhuis Tensorii

Nijenhuis tensorii yapilarin integrallenebilme sartlarinin incelenmesinde gerekli

tensdrdiir. 4 ve B afinorlarinin  verildigini kabul edelim. X,YeT,(M,) icin

N ,;(X,Y) tensoriinii s0yle tanimlayalim:

N, (X,Y)=[AX,BY]|+[BX,AY]+ AB[X,Y]+ BAX,Y]

(3.16)
— A[X,BY]- A[BX,Y]- B[X,AY]- B[AX,Y]

@, X' =¢" ifadesi bir vektor alani oldugundan, (3.16) esitliginin sag tarafi vektor alani

olup N, (X,Y)eT)(M,) bir tensor alanidir. X ve Y ye gore lineerdir.

Cesitli kaynaklarda Nijenhuis tensoriine A, B afinorlarinin Torsion’u denir. 4 =B

alinirsa bir tek afinor i¢in Nihjenhuis tensorii ifadesi kullanilir (Torsion denilmez). Bir

afinor yapi i¢in Nijenhuis tensorii, 4 = B = ¢ olmak lizere
N, (X,Y)=N(X,Y) =[pX,pY1+[pX,pY ]+ ¢’[X,Y]+ ¢’ [X,Y]
X, oY |- ploX. Y-l X,pY]|-¢loX.Y]

=2([pX, Y]+ ¢’ [ X,Y]- o[ X, Y ]-¢lpX,Y])

seklindedir. Parantezin i¢i N(X,Y) olarak alinir.

N,(X,Y)=N(X.,Y) =[pX,pY ]+’ [X,Y]- [ X,pY]-glpX,Y] (3.17)
esitligindeki ¢ afinoru igin ¢° =—/ ise yapiya almost kompleks yap1, @ =1 ise
almost product yap1, ¢> =0 ise dual yap: denilir. Bu yapilar i¢in N(X,Y)=0 olmas1
yapilarin integrallenebilme sartidir.
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Simdi de Nijenhuis tensoriinii lokal koordinatlarda yazmaya calisalim:

Bunun i¢in Lie parantezinin
[fX,gY]= fel X, Y]+ f(Xg)Y - g(¥)X (3.18)

ozelliginden faydalanacagiz. X =0,, Y =0, esitliklerini (3.17) ve (3.18) esitliklerinde
yerine yazacagiz. i1k dnce (3.17) esitliginde yerine yazarsak,

[/0:.80,]1= /2l0,,0,]1+ 1(0,8)0, - (0, /)0,
esitligi elde edilir. [0,,0,]=0 oldugundan

[£2,.89,1= 1 (2,2)0, - 8(2,/)?, (3.19)
yazilir. Simdi de (3.18) esitliginde yerine yazarsak,

N, (8;,0,) = Ni,;0, = N;,

N;@k = [(081" gﬂa,] + (02 [ai’a;]_ ¢[6i’¢a,'] - (0[(P5,~’a,-]
T

= [¢isas ’ (/7;61] - (P[aia (/Jj‘al] - ¢[¢isas > aj]
ve Lie parantezinin 6zelliginden, yani (3.19) esitliginden

N;0, =9 ¢,[0,,0,]1+¢ (0,00, — 90,90,
\_Y_J

=0

—p{9}[0,,0,1+(0,0,)0, — ¢ (6,.1)0,}

=0 =0

— —_—

-0 =0
N;0, = 9/0,0,0,— 9,000, —0,0,0,0, +0,0,¢[0,
=(¢/0,9; —9,0,9, —0,0,0/ +0,0,9,)0,
N30, =(9/0,0; —,0,0 —0.0,0 +0,09,)0, (3.20)

esitligi elde edilir. (3.20) esitligi Nijenhuis tensoriiniin lokal koordinatlarla yazilimidir.
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3.3. Skaler Egrilik

M, , n-boyutlu C”-smifindan olan Riemannian manifoldu olsun. g, metrigimiz ise

n?

simetrik, regiiler ve konneksiyonumuz da Levi-Cvita konneksiyonu olsun.

Riemannian manifoldunda R, =R(X,Y)Z egrilik tensoriindeki s indisini 4. yere
indirdigimizde
R, =g,y = RX,Y,ZW)=g(R(X,Y)Z,W)

st~ Vijk

seklinde (0,4) tipli tensor elde edilir.

S

Ricei tensorit R; = R;,; seklinde idi. Ricci tensoriine dyle bir skaler dahil edelim ki, tam

kontraksiyon yapalim ve
R=g"R,

olsun. Bu R egriligine skaler egrilik denir. Genelde R egriligi manifoldun noktasina

bagli fonksiyon olmus olur.

Simdi skaler egriliginin ylizeyde neye karsilik geldigini bulalim:
K gauss egriligi olsun.
Det(h;)
K, =———
Det(g;)
_ iy =y
818n &8 122
seklindedir. Yiizeyler i¢in egrilik tensorii,
K=— R12R12 5
818x» ~&n
seklindedir. Bu son esitlik Gauss egriligi i¢in 6nemli bir teoremidir ve diger adi1 da tam
egriliktir. Skaler egrilik ylizeyler i¢in (n=2 i¢in) Gauss egriligidir:
R=g'R;=g"R};=g"¢"R,

sij

= 821g21R1212 + gllgzszllz + gzzgllle + glzglszlzl
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ilk iki indis ve son iki indis ayn1 olanlar (yani 12 terim) sifir olur.
R=g"g"R,,~g"g"R,~¢g" "Ry +8°¢" Ry,
=((g") -¢g'"g” -¢g"'g” +(g"))R;;
=(=2(~(g") +g"g" )R>
R=-2(Det(g"" )R,

Ry,
818» _g122
R=2«.

R=-2

2

Yiizeyler icin skaler egrilik gauss egriliginin 2 ile ¢carpilmig halidir. Yiizeyler bilinen 2-

boyutlu Riemannian manifoldudur.

3.4. Hermitian ve Kahlerian Manifoldlar

M, diferensiyellenebilir bir manifold olsun. M, iizerinde (1,1) tipli ¢ tensor alan
igin @’ =—1 olan tensdr alanina hemen hemen kompleks yapi denir. (M, ,p) ise
hemen hemen kompleks manifold olarak adlandirilir. M, tizerindeki Hermitian metrik,
M,, tzerindeki her X,Y vektor alanlari i¢in

g(@X,Y) = —g(X,pY) (3.21)
sartin1 saglayan g Riemannian metrigidir. (3.21) sartin1 saglayan g metrigine hybrid

metrik denir.

Hermitian metrige sahip hemen hemen kompleks manifolda hemen hemen Hermitian

manifold, Hermitian metrige sahip komleks manifolda ise Hermitian manifold denir.

Teorem 3.4.1: M, , ¢ almost hemen hemen yapisina sahip almost hemen hemen
manifold olsun. M, nin kompleks manifold olmasi icin gerek ve yeter sart Vo =0 ve

T =0 olacak sekilde V afin konneksiyonunun olmasidir. Burada 7, V nin burulma

tensorudur.

35



36

M,,, ¢ hemen hemen kompleks yapisina ve g Hermitian metrige sahip hemen hemen
hermitian manifold olsun. M, iizerindeki Q fundamental 2-formu
QX,Y)=g(X,pY) = (gep)(X,Y) (3.22)

ile tanimlanir.

Teorem 3.4.2: M, , ¢ hemen hemen kompleks yapisina ve g Hermitian metrige sahip
hemen hemen kompleks manifold olsun. V, g ile tanimlanan Riemannian
konneksiyonunun kovaryant tiirevlemesi olsun. Bu durumda asagidaki sartlar denktir:

a) Vp=0

b) VQ=0

¢) ¢ hemen hemen kompleks yapinin Nijenhuis tensoriiniin sifir olmasi ve Q

fundamental 2-formunun kapali olmasi, yani N, =0 ve dQ=0.

M, hemen hemen kompleks manifoldu iizerindeki g Hermitian metrigi icin
fundamental 2-formu kapali ise g’ye Kahlerian metrik denilir. Kahlerian metrigine
sahip M, hemen hemen kompleks manifolduna hemen hemen Kahlerian manifold
denilir. Kahlerian metrigine sahip M, kompleks manifolduna da Kahlerian manifold
denilir. Teorem 3.5.2 den ag¢iktir ki, A, Hermitian manifoldunun Kahlerian manifoldu

olmasi igin gerek ve yeter sart Vo =0 olmasidir. Yani Kahlerian manifoldu, ¢° =—I

sartin1 saglayan ¢ hemen hemen kompleks yapisina, her X,Y vektor alan1 i¢in

glpX,Y)=g(X,pY) (3.23)
sartin1 saglayan g Riemannian metrigine ve V@ =0 sartin1 saglayan 2n— boyutlu bir

manifolddur. (3.23) ile verilen g metrigine piir metrik denir (Yano and Kon, 1984).
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3.5. Paralel Null-Dagilimi

M, (p,q) isaretli pseudo-Riemannian manifold olsun. 7(M) Tanjant demetinin
T(M)=V, @V, seklindeki par¢alanis1 verilsin. Burada V| ve V, diferensiyellenebilir alt

demetlerine dagilimlar (tamamlayici dagilimlar) denir.

7, :T(Mn) =V,

7, : T(Mn) >V,
tamamlayici izdligiim operatdrleri tanimlanir. Eger Vi, =0 ise ¥, e paralel dagilim
denir. (Buna denk olarak, X, 7, de degerini alan herhangi bir diferensiyellenebilir

vektor alani ise, V7, de yine V| de degerini alir.)

V, paralel dagilim olsun. V| ’e kisitlanmig metrigin rank’1 sabit olsun. ¥V, paralel ve V|’ e

kisitlanmis metrik sifira esit ise V| ’e paralel null dagilim denir.

37



38

4. ARASTIRMA BULGULARI

4.1. Walker Metrikler

Walker manifoldu (M, g, D) seklindeki iigliidiir. Burada M , n-boyutlu bir manifoldu,

g belirsiz (indefinite) bir metrigi, D ise r-boyutlu paralel sifir (null) dagilimi ifade
eder. BoOyle metriklerin kanonik formlar1 Walker tarafindan (Walker, 1950) elde

edilmistir. Burada (x,,x,,x,,x,) seklindeki uygun koordinatlarin var oldugu gdsterilmis

ve metrigin (x,,x,,x,,x,) koordinatlari iizerinde baz1 a, b ve ¢ fonksiyonlarina bagh

olan
001 0
0 0 0 1
g(xl,xz,x3,x4)= 10 4 o (4.1)
01 ¢ b

seklinde oldugu ifade edilmistir.

Burada para-Hermitian yap1 ile donatilmis 4-boyutlu Walker manifoldlarini ele alacagiz.

4.2. Einstein Para — Hermitian Walker Metrikler

4.2.1. Para-Hermitian yapilar

Hemen hemen para-Hermitian manifold (M ,2,J ) seklindeki ticliidiir. M manifoldu

lizerindeki her X, ¥ vektor alani i¢in g(JX,JY)=—g(X,Y)sartin1 saglayan J hemen

hemen parakompleks yapisini igerir.

Hemen hemen para-Hermitian yapi ( g,J ) cifti ile gosterilir. J hemen hemen para

kompleks yapisi integrallenebilirse ( g,J ) yapisina para-Hermitian yap1 denir.
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Q(X,Y)=g(JX,Y) esas (fundamental) iki formu kapali ise ( dQ=0ise ) yapiya
hemen hemen para-Kahler yapi denir. Sonug¢ olarak, yapimiz hem integrallenebilir
hemde d€2=0 ise yapiya para-Kahler yap1 denir. (Bu ifadeye denk olarak, V, =0

sartin1 sahip V Levi-Civita konneksiyona sahip olmasidir diyebiliriz.)

Simdi (4.1) Walker metrigiyle iliskili
Jo,=0,, JO,=-a0,+0,, JO,=b0,-0,, (4.2)
ile tanimlanan dogal olan J hemen hemen para-Hermitian yapisini ele alalim. Burada

ve bundan sonra {6i} > yi koordinat bazi olarak alacagiz. Ayrica kismi tiirevler i¢in

indisler kullanacagiz. Yani (x,x,,x;,x,)’e bagh herhangi A fonksiyonunun kismi

tirevini 4, ... =——— seklinde ifade edecegiz.
L o0,

l"

Walker metriginin Levi-Civita konneksiyonu (Diaz Ramos et al, 2006)

1 1 1 1
V6183 =5a18] +Ecl(32 , Val&‘ :Eq@' +Eb182
1 1 1 1
Va263 :5a261 +EC282, V0284 250261 +Eb262
1 1 a, a,
V8383 =—(aa, +ca, +a,)0, +—(ca, +ba, —a, +2¢,)0, ——0, ——84, (4.3)
2 2 2 2
1 1 e c,
Va364 :E(% +ac, +cc, )0, +E(b3 +cc, +bc,)0, —363 —764,
1 1 b, b,
Va484 :E(abl +c¢b, — b, +2¢,)0, +§(cb1 +bb, +b,)0, —563 —764.

ile verilir.

J hemen hemen para-Hermitian yapisini inceledigimizde asagidaki teoremi yazabiliriz.

Teorem 4.2.1.1: (4.2) hemen hemen para-Hermitian yapi ile donatilmis (4.1) Walker
metriginin para-Hermitian olmasi i¢in gerek ve yeter sart

a, = bl =0. (44)
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olmasidir. Ayrica yapinin hemen hemen para-Kahler olmasi icin gerek ve yeter sart

¢, =c¢, =0 olmasidir. Burada para-Kahler olma sarti a, =b =c¢, =c, =0 olmasi

sartina denktir.

Ispat:
J ’nin
N, (X,Y)=[JX,JY]|-J[JX,Y]|-J[X,JY]+[X,Y]
Nijenhuis tensorii i¢in N, =N,(0,,0,) yazarsak Nijenhuis tensoriniin sifirdan farkl
bilesenleri
N,, =-2b0,, N, =-2a,0,, N,, = ba,0, —ab,0,
ile tanimlanir. Buradan da J’nin integrallenebilir olmasi i¢in a, =b, =0 olmasi

gerektigini sdyleyebiliriz. Teoremin 2. kisminin ispati ise (4.3) den direk hesaplamayla

elde edilir.

4.2.2. Einstein denklemi

R Rieman egrilik tensori R(X,Y)=V ]—[VX,VY] ile tanimlanir. (4.3) den

[x.y
herhangi bir (4.1) Walker metriginin egrilik tensoriiniin sifirdan farkl bilesenleri (Diaz
Ramos et al. 2006)

1 1 1 1

R..=——a,,, R.,=——c¢,, R+.=——a,,, R.,,=——cC
1313 11> 1314 11> 1323 12» 1324 12>
2 2 2 2

1
Ry, = Z(_azb1 +¢,6, +2a,, —2¢3),

1 1
R = _Ebna Ry =—7¢Cy Ry = _Eblza

2
1,
Ry = Z(_Cl +ab, —bc, +bc, —2b; +2¢,),

1 1
Ry = _Eazz’ Ry = _5022’

1,
Ry = Z(Cz —a,b, —ac, +ayc, +2a,, —2cy,),
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1 1
R2424 = _Ebzza R2434 = Z(azbl —CGC — 2b23 + 2Cz4 ), (4.5)

1

2 2
Ry = Z(—ac1 —bc, +aab, +cab, —ab, +2a.c,
+ca,b, +ba,b, +a,b, +a,b, —a,b, —2a,c,
+2b,c, —2b,c, —2ccic, —2a,, —2b,, +4c,,),

ile verilir.

p ve r,(4.1) Walker metriginin Ricci tensorii ve skaler egriligi olsun. Buradan Ricci

tensorli koordinatlarla p, =R’ =g"R, =g"R

s . 1le verilen egrilik tensdriiniin

kontraksiyonudur (daralmasidir). Skaler egrilik ise, 7 =iz p ve koordinatlarla 7 = g’ Py

ile verilen Ricci tensoriiniin kontraksiyonuyla elde edilir. Ayrica, Einstein tensoriinii de

. - e o T o
F ile tanmimlayacagiz. Yani, Einstein tensorii F' = p 2 g ile verilir.

Yardimc1 teorem 4.2.2.1: (4.1) Walker metriginin skaler egriligi
T=a, +b,, +2c,

ile verilir.

Ispat: (4.5) den,
1 1
Pz =—=(a, +c), P == (b, +¢),
2 2
1 1
Py =—=(a, +cy), Py == (by, +¢15),
2 2
Ps3 = %(—ci +a,c, +a,b, —a,c, +aa,, +2ca,, +ba,, +2c,, —2a,,), (4.6)
1
Piy = 5(_‘12171 +¢c, +a,, +by, +ac,, +2cc, —c; +bc,, —c,,),
Pu = %(—cl2 +a,b, —bc, +byc, +ab,, +2ch,, —2b,; +bb,, +2c,,),
seklinde Ricci tensorlinlin sifirdan farkli bilesenlerini elde edebiliriz. Skaler egriligin

tanimindan ispat kolayca yapilir.
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Simdi asil sonucumuzun ispatini verecegiz.

Teorem 4.2.2.1: (4.2) hemen hemen para-Hermitian yap1 ile donatilmis (4.1) Walker
metriginin  Einstein  para-Hermitian olmasi i¢in gerek ve yeter sart
a(x,;,x,,x;,x,),b(x,,x,,x;,x,)ve c(x,,x,,x;,x,) fonksiyonlarinin asagidakiler gibi

tanimlar1 olmasidir.

Tip A: 7 skaler egriligi sifir ve a, x,’den bagimsiz, x,’ e gore lineer fonksiyon, b,
x,” den bagimsiz x,’ ye gore lineer fonksiyon ve ¢ ise x, ve x, ye gore lineer
1 2 1 2

fonksiyondur. Yani

a(x,,x;,x,) = xP(x;,x,)+&(x5,x,)

b(x,,x;,x,) = %,0(x;,x,) +17(x;, ;) 4.7)
(x5 %y, X35, X,) = X8 (x5, X,) + X, T (x5, x,) + 7(x5, X,),

olmasidir. Burada &,7 ve y keyfi diferensiyellenebilir fonksiyonlardir. P, Q, S, T ise
PT-T?+2T =0, QS-S>+2S,=0, ST+Q,-S,+P,-T,=0, (4.8)

sartlarin1 saglayan diferensiyellenebilir fonksiyonlardir.
Veya

Tip B: 7 skaler egriligi sifirdan farkli, a x,den bagimsiz x,’e gore 2. dereceden bir
fonksiyon, b, x,” den bagimsiz x,’ye gore 2. dereceden fonksiyon, c ise sadece x, ve
x,’e bagh bir fonksiyon ve P(x;,x,), O(x;,x,), &(x;,x,), 17(x;,x,) herhangi keyfi
diferensiyellenebilir fonksiyonlar igin

T
a(x,,x;,x,) :lez +x,P(x5,x,) +$(x5,x,)

T
b(x,,x;,x,) =Zx§ +x,0(x;,x,) +17(x;,x,)

e(x,,x,) =§<P(x3,x4)+Q<x3,x4>>, 4.9)
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sartlarini saglarlar.
Veya

Tip C: z skaler egriligi sifirdan farkli, a x,’den bagimsiz x,’e gore 2. dereceden bir
fonksiyon, b, x,’den bagimsiz x,’ye gore 2. dereceden bir fonksiyon, ¢ ise x, ve x,’
ye gore lineer fonksiyondur ve P(x;,x,), O(x;,x,), S(x;,x,) ve T(x;,x,) keyfi

diferensiyellenebilir fonksiyonlari i¢in
T 2 6 2
a(x,,x;,x,) = X +xP+—(PT-T"+2T,),
T
b(xz,x3,x4):%x22+x2Q+§(QS—S2+2S4), (4.10)
T
c(x,,x,,x5,X,) :%xlx2 —i-xlS+x2T-|-§(ST-|-Q3 -S,+P, -T)
T

sartlar1 saglanmalidir.

Ispat: (4.1) Walker metrigi i¢in Einstein denklemleri

1
Fy=-F,=F,=-F, :Z(an —by,)=0,

Fu=Fy =5 (b)) =0,
P =P = (@n + ) =0,
E, = i(Zalc2 +2a,b, —2a,c, —2¢; +a(a, —b,,)
+4ca,, +2ba,, —4a,, —2ac,, +4c,;) =0, (4.11)
F,= %(2611171 —2bc, +2b,c, —2¢ —b(a,, —b,,)
+2ab,, +4cb,, —4b; —2bc,, +4c,,) =0,
F,=F,;= %(—2a2b] +2¢,c, —ca,, +2a,, —cb,,
+2b,, +2ac,, +2cc,, —2¢,, +2bc,, —2¢,,) = 0.

seklinde hesaplanir.
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Ik 6nce yapimz integrallenebilir olsun yani (g,J) para-Hermitian manifold olsun.
Teorem 4.2.1.1 den a, = b, =0 yazabiliriz. Dolayisiyla a, x, den bagimsiz b ise x,
den bagimsizdir. Yani a=a(x,x,,x,) ve b=>b(x,,x,,x,) seklindedir. Dolayisiyla
(4.11) denklemlerini

a,—b,=0,¢,=0,c, =0,

a,c, —c; —ac, +2c,, =0,

b,e, —c} —be,, +2¢, =0, (4.12)

¢c, —ca, +a, +b,+cc,—c,—c, =0

sekline indirgemis oluruz.

Teoremin ispatin1 3 adimda yapacagiz.

1.Adm: Bu adimda a ve b 2. dereceden fonksiyon ve c¢’nin ise (x,x,)

koordinatlarinin lineer fonksiyonu oldugunu gosterecegiz. Gergekten (4.12) deki birinci

denklemden a fonksiyonunun x; ve x, parametrelerine bagli ve x,’e 2. dereceden
fonksiyon, b fonksiyonu ise x, ve x, parametrelerine baghh ve x,’ye gore 2.
dereceden bir fonksiyon oldugunu sdyleyebiliriz. Yani «(x;,x,), O(x;,x,), P(x;,x,),
&(xy,x,) ve n(x,,x,) fonksiyonlar: i¢in

a(x,,x;,x,) = fo(x3,x4)+x1P(x3,x4)+§(x3,x4),

) (4.13)
b(xy,x3,%x,) = X, K (x5, x,) + %, 0(x3,x,) +17(x;5, X,)
sekline sahip fonksiyonlar olmak zorundadir.
Diger taraftan (4.12) denklemindeki 2. ve 3. denklemlerden
(X)X, X5, %) = X,%,00(x5, %) + X5 (X5, x,) + 2,7 (x5, x,) + 7 (%5, X,) (4.14)

sart1 saglayan x, ve x, ye gore lineer olan bir fonksiyon oldugunu gorebiliriz. Burada

a(xy,x,), S(x;,x,), T(x;,x,) ve y(x;,x,) bazi fonksiyonlardir.
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2.Adim: (4.13) ve (4.14) deki a, b ve ¢ fonksiyonlarinin skaler egriliginin
r=a, +b,, +2¢c,
ifadesinde yerine yazarsak
T =4x(x;,x,)+2a(x,,x,)

elde edilir. Burada 7 sabittir. Bu denklemden o y1 yalniz birakirsak
T
o(x;,x,) = 5—2K(x3,x4)

elde ederiz.

(4.12) deki 4. denklemin x, ’e gore iki defa diferensiyelini alarak
o2 —107x(x;, x,) + 24K(x;,x,)° =0 (4.15)
denklemini elde etmis oluruz. Burada 7#0 ise (4.15) denkleminden

(r—4x)(r—6x)=0 olup x = % veya K = % olmalidir. 7 sabit oldugundan x(x;,,x,)

sabit olmak zorundadir. Dolayisiyla
a(x;,x;,x,) = Kx12 +x,P(xy, x,) + 8(x5,x,),

b(xz,x3,x4)=lcx§+x2Q(x3,x4)+77(x3,x4) (4.16)

-
(X, %,,%;,X,) = (E_z’f)xlxz +x,.8005,x,) + X, T (x5, ) + 7(x3,x,)

elde etmis oluruz.

3.Adim: Bu adimda a, bve ¢ fonksiyonlari i¢in miimkiin olan ii¢ durumu elde etmeye

calisacagiz.

TiP A: k¥ =7 =0 olsun. (4.16) denkleminden

a(x,,x;,x,) = x, P(x;,x,) +&(x;,x,),
b(x2=x3’x4):x2Q(x3ax4)+77(x39x4)9 (417)

(X, X,, X5,x,) = %805, X,) + X,T (x5, x,) + 7(x3,x,),
elde etmis oluruz. Ayrica (4.12) deki son ili¢ denklemde (4.17) deki a, b ve c

fonksiyonlarini yerine yazarsak
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PT-T?+2T, =0, QOS-S>+2S,=0, ST+Q,-S,+P,-T,=0,

denklemlerini yani (4.8) deki denklemleri elde etmis oluruz.

TiP B: x =7 # 0 olsun. Bu durumda (4.16) denklemi

T -
a(x,,x;,x,) :le +x,P(x;,x,)+&(x5,x,),

T
b(x27x3’x4) = szz +x2Q(x37x4)+77(x3’x4)5

c(x,,x,,%5,%,) = X,8(x;,x,) +x,T(x;,x,) + 7 (x3,%,), (4.18)
seklini alir. (4.9) denklemini elde etmek i¢in (4.12) deki son ii¢ denklemin ¢ fonksiyonu

tizerindeki etkisine bakmamiz lazim. (4.12) deki 4. ve 5. denklemden
(rx, + 2P(x;, x, )T (x;,x,) — 2T (x;,x,)" + 4T, (x;,x,) =0,
(7x, +20(x;,x,))S(x;,%,) —285(x;,x,)* +48,(x,,x,) =0,
Denklemlerini elde edebiliriz. Son iki denklemin saglamasi i¢in gerek ve yeter sart
T(xy,x,)=S8(x;,x,)=0 (4.19)

olmasidir.

Bu durumu kullanarak (4.12) deki son denklemi
Ty (x5, %,) = 2(B, (%5, x,) + O3 (x;,x,)) =0

yazabiliriz. Buradan da
2
7(x5,x,) :;(Bl (x5,x,) + O (x5, x,)). (4.20)

elde edilir.

Sonug olarak (4.19) ve (4.20) denklemlerinden
2
c(xy,x,) = ;(Pét (%3, %,) + 05 (x5, x,)),

elde edilmis olur. Boylece (4.9) denklemi elde edilir.

TiP C: x = % # 0 olsun. Bu son durumu (4.16) denkleminde yerine yazarsak
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T 2
a(x,,x;,x,) :gx] +x,P(x;,x,)+&(x5,x,),

T
b(x,,x;,x,) :gxzz +x,0(x;,x,) +17(x5,x,), (4.21)

T
c(X),X,,X;,X,) :gxlxz +x,.8(x5,x,) + X, T (x5, x,) + 7(x;5,%,),

elde edilir.

(4.21) deki a, b ve ¢ fonksiyonlarini (4.12) deki son {i¢ denklemde yerine yazarsak
T
gé:(x3ax4) - (Bt (x39x4)T(x3:x4) - T(x3:x4)2 + 27—; (x3=x4) = 07
T
gﬂ(x3,x4) —(O(x;,x,)8(x5,x,) — S(x3,x4)2 +28,(x5,x,)) =0,

7 005.3) = (S0, 2 T (53,3,) + s (5,)

=8, (x;,x,)+ P, (x;,x,) =T, (x;,x,)) = 0.
denklemleri elde edilir. Bu denklemlerden £&(x;,x,), n(x;,x,) ve y(x;,x,)

fonksiyonlar1
&E(xy,x,) = g(P(x3,x4)T(x3,x4) —T(x,,x,) +2T,(x;,x,)),
n(x,,x,) = g(Q()c3 ,%,)8(x;,x,) = S(x5,x, )2 +28,(x;,x,)), (4.22)
750) = (S0 5)T (i) + 0, 5,3)

=S8, (3, x,) + P, (x5, %) = T, (%, %)
seklinde yazilir. Sonug olarak (4.22) deki &(x;,x,), 17(x;,x,)ve y(x;,x,)ifadelerini

(4.21) de yerine yazarak (4.10) denklemi elde edilmis olur. Boylece ispat tamamlanur.
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5. SONUC

Bu tezde para-Hermitian yapi ile donatilmig Walker metrigi arastirilmistir. Bu

calismada ilk olarak Walker manifoldun tanimi verilmis ve Walker metrigin

(x;,X,,X;,x,) koordinatlari iizerinde baz1 a, b ve ¢ fonksiyonlarina bagl olan

0010

0 0 0 1
g(xl,xz,x3,x4): 1 0 a c

01 ¢

seklinde oldugu ifade edilmistir.

Ikinci olarak para-Hermitian yapilar hakkinda bilgi verilmis ve Walker metrigi {izerinde
Jo,=0,, JO,=-ad,+0,, JO,=b0,-0,
seklinde bir para-Hermitian yap1 kurulmustur. Daha sonra bu yapinin
integrallanebilmesi i¢in gerek ve yeter sartin
a,=b =0

oldugu gosterilmistir.

Son olarak Walker metrigi i¢in egrilik tensoriine bakilmistir. Egrilik tensorli i¢in
Einstein denklerleri arastirilmis ve Einstein denklemleri i¢in genel ¢oziimler elde

edilmeye ¢alisilmistir.
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