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OZET

Doktora Tezi

KOMPLEKS DUZLEMIN BAZI ALT BOLGELERINDE TANIMLI ANALITIiK
FONKSIYONLAR ICIN UNIiVALENTLIK KRITERLERI

Erhan DENiZ

Atatiirk Universitesi
Fen Bilimleri Enstittsi

Matematik Anabilim Dali

Danigsman: Dog. Dr. Halit ORHAN

Bu tezde Loewner zincirler metodu kullanilarak analitik fonksiyonlarin {inivalentligi
icin yeter sart problemleri {izerine ¢alisilmistir. Bu problem literatiirde iinivalentlik

kriteri olarak bilinmekterdir.

Oncelikle kompleks diizlemin U agik birim diskinde tanimli integral operatérleri, U
delinmis acik birim diskte ve A kapali birim diskin tiimleyeninde tanimli meromorf

fonksiyonlar i¢in yeter sart problemi ¢6ziilmiis daha sonra buradan elde edilen sartlar
dogrultusunda S,S*,C ve > simflarina ait fonksiyonlarin genellestirilmis integral

operatorlerinin {inivalentligi i¢in yeter sartlar1 iceren teoremler ispatlanmugtir.

2011, 114 sayfa

Anahtar Kelimeler: Analitik fonksiyon, Univalent fonksiyon, Meromorf fonksiyon,

Yildizil ve Konveks fonksiyon, Univalentlik kriteri, Loewner zinciri, Integral Operatdr.



ABSTRACT

Ph.D. Thesis

UNIVALENCE CRITERIA FOR ANALYTIC FUNCTIONS DEFINED IN SOME
SUBDOMAINS OF COMPLEX PLANE

Erhan DENiZ

Ataturk University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Halit ORHAN

In this thesis was worked on sufficient condition problems for univalence of analytic
functions by using Loewner chains method. This problem is called as univalence

criterion in literature.

First of all, sufficient condition problems were solved for integral operators defined in

the open unit disk U of complex plane, meromorphic functions defined in the

punctured unit disk U and complement of the closed unit disk A. Subsequently, by
using earlier conditions theorems are proved which are contain for sufficient conditions

for univalence of generalized integral operators for functions belonging to the classes

S,8°,C and 3.
2011, 114 pages

Keywords: Analytic function, Univalent function, Meromorphic function, Starlike and
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SIMGELER DiZiNi

: Kompleks diizlem
: Reel sayilar kiimesi

. Pozitif reel sayilar kiimesi

: N= {1, 2,...} Dogal sayilar kiimesi

: N, =NuU{0}

: Bos kiime

. Indis kiimesi

: {zeC:|z|<r <1} seklindeki agik disk

: {zeC: |Z| <r <1} seklindeki kapali disk

: {zeC:|z| <1} agik birim disk

: {zeC:|z| <1} kapali birim disk

: {zeC:0<|z|<1} seklindeki delinmis agik birim disk
: {£eC:|¢>1} seklindeki kapali birim diskin dist

: U birim diskinde tammli f(z)=z+) " az" seklindeki analitik

fonksiyonlarin sinifi

: Univalent fonksiyonlarm smifi

: Yildiz1l fonksiyonlarin sinifi

: Konveks fonksiyonlarin sinifi

: Caratheodory fonksiyonlarin sinifi

: Schwarz fonksiyonlarin sinifi

: U kiimesinde taniml1 g(¢) = %+ b, +b,¢ +... seklindeki meromorf

fonksiyonlarin sinifi

. I1 sinifina ait inivalent meromorf fonksiyonlarin sinifi



f<g
f(z,1)
arg f(2)
Rf (2)
Im f(2)
S:(2)
R"f(2)
S"f(2)

of (z,1)
ot

of (z,1)
oz

: A kiimesinde taniml1 h($) =& +c, +%+ ... seklindeki meromorf

fonksiyonlarin sinifi

: M smifina ait inivalent meromorf fonksiyonlarin sinifi

: subordinasyon

f fonksiyonu g fonksiyonuna subordinedir

: subordinasyon (veya Loewner) zinciri

f(2) fonksiyonunun arglimani
f (z) fonksiyonunun reel kismi
f (z) fonksiyonunun imajiner kismi

f(z) fonksiyonunun Schwarz tiirevi

f(z) fonksiyonunun n. mertebeden Ruscheweyh tiirev operatorii

f(z) fonksiyonunun n. mertebeden Salagean tiirev operatorii

f(z,t) fonksiyonunun t ye gore kismi tiirevi

f(z,t) fonksiyonunun z ye gore kismi tiirevi
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1. GIRIS

Geometrik fonksiyonlar teorisi, analitik fonksiyonlarin geometrik o6zellikleri ile
ilgilenen yani analiz ile geometri arasinda iligki kuran, kompleks analizin 6zel bir
dalidir. Bu teori, ilk olarak G. Bernard Riemann’in 1851 yilinda kompleks diizlemin
basit baglantili bir D < C (D #C) alt bdlgesini, D, bolgesi iizerine resmeden bir f
analitik fonksiyonunun varligin1 gosteren ve literatiirde “Riemann doniisiim teoremi”
olarak bilinen teoremiyle ortaya ¢cikmistir. Fakat bu teorem, 20. yiizyilin baslarina kadar
bir kisim aragtirmacilara gore kullanisli olmadigindan bir kismina gore de 6nemi fazla
anlasilamadigindan teoride pek fazla uygulama alan1 bulamamustir. Oyle ki, Koebe’nin
1907 yilinda bu teoremi analitik ve {inivalent fonksiyonlar i¢in vermesi, 1914 yilinda
Gronwall’in alan teoremini ispati ve 1916 yilinda Bieberbach’in ortaya koydugu
normalize edilmis fonksiyonlar i¢in katsay1 tahmini ve bu tahminin sonuglari, geometrik
fonksiyonlar teorisine uygulama alanini ve bu teorinin énemli bir dali olan iinivalent
fonksiyonlar teorisinin de dogusunu baglatmistir. Bu yillarda iinivalent fonksiyonlarin

yapist lizerine kurulan problemler o donemin popiiler konular1 olmustur.

1920 1i yillarindan sonra Bieberbach’in f € S fonksiyonu i¢in n=2,3,... olmak iizere
|an| <n tahmininin ispati problemi bircok matematik¢i tarafindan 6énemli bir arastirma
konusu haline gelmistir. Alan teoreminin bir sonucu olarak |a2| <2 esitsizliginin

dogrulugu ilk defa 1916 yilinda Bieberbach tarafindan gosterilmistir. Daha sonra

Loewner (1923), kendi buldugu ve parametrik metod (Loewner motodu) olarak

isimlendirdigi bir metodla |a3|$3 esitsizligini, 1955 yilinda Garabedian ve Schiffer,
Grunsky esitsizliklerini kullanarak |a4|£4 esitsizligini, 1968 yilinda Pederson (1969

yilinda Ozawa) |a6| <6 ve 1972 yilinda da Pederson ve Schiffer |a5| <5 esitsizliklerini

ispatlamiglardir. Tahminin genel hali uzun yillar boyunca bir¢ok matematik¢i tarafindan

ispatlanmaya calisilmig ve nihayet 1985 yilinda Fransiz matematik¢i Louis de-Branges,

Loewner teorisini kullanarak tim n=2,3,... i¢in |an|S n esitsizliginin dogrulugunu



gostermis ve probleme son noktayr koymustur. Problemin ¢6ziilmiis olmasi, bu alanda
calisilacak bir seyin kalmadig1 anlamina gelmemis, aksine bircok yeni problemin ortaya
¢ikmasina zemin olusturmustur. S sinifi i¢in; alt siniflar, katsay1 tahminleri, growth ve
distortion teoremleri, yaricap problemleri, komsuluklar, kismi toplamlar, integral ve
diferensiyel operatorler ve ayrica son zamanlarin gozde konularindan olan

subordinasyon ve siiperordinasyon 6nemli gerek sart problemlerinden bazilaridir.

Geometrik fonksiyonlar teorisi i¢inde ele alinan énemli problemlerden birisi de verilen
bir analitik fonksiyonun {inivalent olup olmadiginin arastirilmasidir. Dogal olarak
burada akla gelen ilk soru “Bir fonksiyonun S sinifina ait olmasi icin yeter sart ya da
sartlar elde edilebilir mi?” sorusudur. Bu soruya giliniimiize kadar bir¢ok arastirmaci
degisik yontemler kullanarak cevap aramaya calismis ve probleme iinivalentlik kriteri
veya sartt bulma problemi denilmistir. Kullanilan yontemlerin en 6nemlilerinden birisi
Loewner zincirler metodu ya da diger bir ifade ile subordinasyon zincirler metodudur.
Ozellikle ters smir deger problemlerin ¢dziimii, akiskanlar mekanigi, elektroteknik,
niikleer fizik ve olasilik-istatistik gibi birgok alanda uygulamasi olan iinivalentlik

kriteri, bu alanda ¢alismak isteyenler icin bir ilham kaynagi olmustur.

1920 1i yillarda gelistirilen Loewner metodu, linivalent fonksiyonlar teorisinin ¢ok giiclii
tekniklerinden birisi olmustur. Bu metod bize, goz oniine alinan bir meselenin elementer
yontemlerle elde edilemeyen Onemli sonucglarini elde etme imkani sunar. Loewner
metodunun temel uygulamalarindan birisi Bieberbach tahminini ispatlamakti. Bu
metodun de-Branges tarafindan verilen meshur Bieberbach tahmininin ispatinda
merkezi bir rol oynamasi hi¢ de sasirtict degildi. Bununla birlikte Loewner’in metodu
S smifi igin donme teoremi ve yildizillik yarigapt gibi ilging geometrik sonuglart da
verdi. Teorinin gelismesine Kufarev ve Goodman’in yani sira 6zellikle Pommerenke
1965 yilinda Loewner zincirler metodunu tanimlayarak o6nemli katkilarda
bulunmuslardir. Pommerenke’nin, ayni yil bir fonksiyonun Loewner zinciri veya
tinivalent olmasi i¢in yeterli sartlar1 igeren teoremi vermesi bu teoriye degisik bir boyut
getirmistir. Onun bu teoremi {inivalentlik icin yeter sart niteligi tasimaktadir.

Pommerenke’nin teoreminin birim diskte bir uygulamasi ilk defa 1972 yilinda Becker



tarafindan vermistir. Becker’in bu temel kriteri, 1974 yilinda Ahlfors, 1976 yilinda
Ruscheweyh, 1981 yilinda Lewandowski ve 1986 yilinda da Pommerenke tarafindan
genellestirilmistir. Daha sonra 1987 yilinda Pascu ilk defa aynit metodu kullanarak bu
sonucu bir integral operator i¢in genellestirmistir. Son yillarda Becker’in iinivalentlik
kriterinin baz1 genellestirmeleri Pescar (1997), Kanas and Srivastava (1997), Kanas and

Lecko (1998) ve Ovesea (Tudor) (1997, 2001, 2003, 2007) tarafindan verilmistir.

Loewner zincirler metodundan farkli olarak 1949 yilinda Nehari ve 1972 yilinda Ozaki
ve Nunokawa Schwarz tiirevini ayrica 1969 da Goluzin farkli bir metod kullanarak
birim diskte analitik bir fonksiyonun {inivalentligi i¢in yeter sartlar elde etmislerdir.
Yazarlar bulduklar1 bu kriterlerde her ne kadar Loewner zincirler metodunu
kullanmamig olsalar da, giiniimiizde artik bu teoremleri Loewner zincirler metodunu
kullanarak daha kolay ispatlamak miimkiindiir. Son yillarda Loewner zincirler
metodunu kullanarak bu {inivalentlik kriterlerinin baz1 genellestirmeleri Wesolowski
(1988), Raducanu (2004), Raducanu et al. (2004) ve Ovesea (Tudor) (2007, 2008)

tarafindan ¢alisilmigtir.

Univalentlik kriterlerinde amag yeter sartlar dogrultusunda verilen bir fonksiyonun
tinivalent oldugunu gostermektir. Dolayisiyla fonksiyon tiplerinin (veya tanim
bolgelerinin) farkli olusuna gore tinivalentlik kiterleri elde etmek amag i¢in 6nemlidir.
Birim diskte tanimli fonksiyonlar i¢in yeter sart probleminin yani sira kapali birim
diskin dis1 ve delinmis agik birim diskte tanimli meromorf fonksiyonlar i¢in de yeter
sart problemi bir o kadar 6nemlidir. Meromorf fonksiyonlar i¢in yeter sart problemleri
veya diger bir ifadeyle linivalentlik kriterleri ilk olarak Nehari (1949), Aksent’ev (1958)
ve Becker (1973) tarafindan verilmistir. Daha sonra 1981 ile 1991 yillar1 arasinda

Lewandowski, Miazga ve Wesolowski bu konuya 6nemli katkilarda bulunmuslardir.

Geometrik fonksiyonlar teorisinde ele alinan 6nemli problemlerden bir digeri de analitik
fonksiyonlarin  farkli simiflarinda  tanimli  integral operatorlerin  6zelliklerini
arastirmaktir. Integral operatérler iizerine ilk ¢alisma 1915 yilinda Alexander tarafindan

verilmigtir. Daha sonra Libera (1965), Royster (1965), Causey (1967), Nunukawa



(1968), Bernardi (1969), Kim and Merkes (1972) ve Miller et al. (1978) gibi pek ¢ok
arastirmaci farkli integral operatorleri tanimlayarak bunlarin tinivalentligi, yildizilligi ve
konveksligi gibi 6zelliklerini incelemislerdir. Sonraki yillarda ise birgok arastirmaci
mevcut integral operatorlerini genellestirerek onlarin {inivalentligini ve analitik
fonksiyonlarin baz1 alt siniflar1 iizerindeki &zelliklerini incelemislerdir. Ozellikle son
yillarda Pescar (1997a, 1997b, 1998a, 1998b, 2000, 2001, 2003, 2004, 2006), Frasin

(2009) ve Pescar and Breaz (2010) 1n ¢aligmalar1 bu alanda ¢alisanlara dnciiliikk etmistir.

Bizi bu konu iizerine ¢calismaya sevkeden unsurlardan bazilari;

e Bunlardan ilki, mevcut iinivalentlik kriterlerinin verilen bir analitik fonksiyonun veya
integral operatorlerinin iinivalentligini test etmede yetersiz kalmasidir. Dolayisiyla,
burada dogan bu eksikligi kapatabilmek i¢in yeni tinivalentlik kriterleri elde etme ya da
mevcut linivalentlik kriterlerini genisletme ihtiyacinin ortaya ¢ikmasi,

e Ikincisi, genel integral operatdrlerin iinivalentligi i¢in yeter sartlara duyulan ihtiyacin
ortaya ¢ikmasi,

e Son olarak da, farkli fonksiyon siniflarindaki fonksiyonlarin iinivalentligi i¢in
tinivalentlik kriterlerine duyulun ihtiyacin ortaya ¢ikmasidir.

Bu calismada amacimiz teorinin bu eksikliklerini az da olsa kapatmaya yardimci

olmaktir.

Sunulan bu tezde, analitik, meromorf fonksiyonlar ve genellestirilmis integral
operatorleri icin iinivalentlik kriterleri detayli bir sekilde incelenmistir. Bu amagcla
kuramsal temeller adini alan ikinci boliimde, ilk olarak hem piir matematikteki temel
tanim ve kavramlar hem de analitik ve iinivalent fonksiyonlar ile ilgili temel tanim,
teorem ve kavramlara yer verilmistir. Ikinci olarak, birim diskte tanimli normalize
edilmis analitik fonksiyonlara bagl olarak analitik fonksiyonlarin ¢esitli alt siniflar1 igin
gerekli tanim ve teoremler verilmistir. Ayrica delinmis agik birim diskte ve kapali birim
diskin disinda tanimli meromorf fonksiyonlarin alt smiflariin bazi 6zellikleri

incelenmistir.



Materyal ve yoOntem olarak adlandirilan {gilincii boliimde, ilk olarak, single-slit
doniisiimler, bu doniisiimlerin parametrik (Loewner) temsili ve bu temsilin Loewner
diferensiyel denklemi ile arasindaki iliskiyi anlatan bazi teoremler verilmistir. Ikinci
olarak, tezin temelinde yatan subordinasyon ve Loewner zincirleri tanitilarak ve
bunlarla alakali literatiirde “Pommerenke Teoremi” olarak bilinen teorem verilmistir.
Ugiincii olarak, iinivalentlik kriteri ve integral operatorleri iizerine yapilan &nemli

calismalardan bazilar tarihsel seyir icerisinde 6zetlenmistir.

Arastirma bulgulart ve tartisma kismi olan dordiincii boliimde, ilk olarak, analitik ve
meromorf fonksiyonlar i¢in Loewner zincirler metodu kullanilarak bazi iinivalentlik
kriterleri, ikinci olarak da iinivalent, meromorf, yildizil ve konveks fonsiyonlarin genel

integral operatodrleri tanimlanarak bunlarin iinivalentligi incelenmistir.

Besinci boliimde ise, calismamizda elde ettigimiz sonuglar verilmistir.



2. KURAMSAL TEMELLER

2.1. Genel Kavramlar

Bilimsel arastirmalarda kavram hiyararsisi 6nem arzettigi i¢in, ¢aligmada temel tanim
ve teoremlere ihtiya¢ duyulmaktadir. Bu temel kavramlardan 6zellikle arastirmamizda

ihtiya¢ duyduklarimiz bu baglik altinda sunulmustur.

Tanmm 2.1.1 (Komsuluk): z,eC noktast verilsin. D(z,r)= {Z eC: |z - ZO| < r}
kiimesine z, merkezli r yarigapl agik disk veya z, noktasiin r komsulugu denir.
D(z,,r)= {Z eC: |Z - ZO| < r} kiimesine z, merkezli r yarigapli kapali disk,

oD(z,,r)= {Z eC: |Z - Zo| = r} kiimesine z, merkezli r yaricapli ¢ember ve

E)(ZO, r= {Z eC:0< |Z - ZO| < r} =D(z,,r)—{z,} kiimesine de z, noktasinin delinmis

komgulugu denir.

Tanim 2.1.2 (i¢ nokta): Ac C herhangi bir kiime ve z, € A olsun. z, noktasmin bir
I komsulugu tamamen A kiimesine ait ise yani D(z,,r) c A olacak bigimde bir r >0

say1st varsa Z, noktasina A kiimesinin bir i¢ noktas1 denir.

Tamm 2.1.3 (A¢ik ve Kapali kiime): Her noktasi i¢ nokta olan kiimeye acik kiime,

tiimleyeni agik olan kiimeye ise kapali kiime denir. r >0 olmak lizere D(z,,r) diski bir

acik kiime ve D(z,,r) kiimesi de kapal kiimedir.

Tanim 2.1.4 (Yakimnsakhk): (f ), Ac C olmak iizere f,: A— C fonksiyonlarinin bir

dizisi olsun.



(i) Her &£>0 sayist ve her bir ze A i¢in n>n, oldugunda |fn(z)— f(z)| < ¢ olacak
bicimde bir n,=n,(e,z) sayist bulunabiliyorsa, (f)) dizisi A kiimesinde f

fonksiyonuna noktasal yakinstyor denir ve f, — f veya lim f, = f ile gosterilir.

n—oo

(ii) Her £>0 sayis1t ve her ze A i¢cin n>n, oldugunda |fn(Z)— f(Z)|<g olacak

bicimde sadece & a bagl bir n, =n,(g) sayist varsa, (f ) dizisi A kiimesinde f

fonksiyonuna diizgiin yakinsiyor denir.

Diizgiin yakinsak her dizi ayn1 zamanda noktasal yakinsaktir. Fakat bunun tersinin her

zaman dogru olmasi gerekmez. Ornegin, genel terimi f (z)=1/nz olan dizi 0< |Z| <1

kiimesinde noktasal yakinsak fakat diizgiin yakinsak degildir.

Tanim 2.1.5 (Baglantihhik): Ac C alt kiimesi verilsin. A kiimesi bostan farkli, ayrik
ve acik iki kiimenin birlesimi olarak gosterilemiyorsa, A kiimesine baglantilidir denir.

Yani AcYUZ, AnZ#3D ve ANY #0, ANY NZ = olacak bicimde Y ve Z

gibi bos olmayan iki agik kiime bulunamiyor ise, A kiimesine baglantili kiime denir.

Ornegin R ve C birer baglantili kiimelerdir.

Tamm 2.1.6 (Bolge): Kompleks diizlemde bostan farkli, agik ve baglantili kiimeye
bolge denir.

Tamm 2.1.7 (Basit baglantih kiime): Tiimleyeni baglantili olan kiimeye basit

baglantili kiime denir.

Tamm 2.1.8 (Egri): [a,b]c R olmak {iizere, y:[a,b]— C siirekli fonksiyona C
diizleminde bir egri denir. Burada y(a) ve y(b) noktalarina sirasiyla egrinin baslangi¢

ve bitis noktalar1 ad1 verilir.



Bir y egrisi i¢in, y(a)=y(b) ise y egrisine kapali egri denir. Kendi kendini kesmeyen
egrilere basit egri, hem basit hem de kapali egrilere de basit kapali egri veya Jordan
egrisi denir. Jordan egrisi diizlemi Jordan egrisinin i¢i ve dis1 olmak iizere iki bolgeye
ayrir. Jordan egrisinin igine Jordan bolgesi denir. y egrisi [a,b] kapali araliginda
tirevlenebilir olsun. Eger [a,b] kapali araliginda ' tiirevi siirekli ve sifirdan farkli ise
y egrisine diizgiin egri denir. t, a dan b ye artarken, buna karsilik gelen y(t)
degerlerinin y(a) dan y(b) ye dogru siralanmasi egrinin yoniinii belirtir. Kapali bir
egrinin yonii ya pozitif veya negatiftir. Kapali olmayan egriler i¢in baslangic
noktasindan bitis noktasina dogru siralama yon olarak alinir.

Tanmm 2.1.9 (Ortii): Ac C kiimesi verilsin. Ac {G,},., olacak sekilde a¢ik kiimelerin

iel

{G,};., ailesine A kiimesinin bir agik ortiisii denir. Eger |, | sonlu ve Ac UG, ise

iel,

{G, }iE|O ailesine A kiimesinin sonlu alt Ortiisii denir.

Tanim 2.1.10 (Kompakthk): Ac C kiimesi verilsin. Eger A kiimesinin her agik

Ortiisiinlin sonlu bir alt ortiisii varsa, A kiimesine kompakt kiime denir.

Tanmim 2.1.11 (Dizisel kompakthk): Ac C kiimesi verilsin. A kiimesindeki her dizi
bu kiimede bir noktaya yakinsayan bir alt diziye sahipse, A kiimesine dizisel kompakt

(kompakt) kiime denir.

Tamm 2.1.12 (Siireklilik): f : Ac C — C bir fonksiyon ve z, € A olsun.

(i) Her &>0 says1 ve |z—z)|<& sartim saglayan her ze A igin |f(2)-f(z,)|<¢&
olacak sekilde 6 =0(e,z,)>0 sayist varsa, f fonksiyonu z, noktasinda siireklidir
denir.

(i) Her &>0 sayist ve |Z1 - 22| <0 sarttim1 saglayan her z,Z,€A i¢in
|f(21)_ f(22)| < ¢ olacak sekilde sadece & a bagh bir o =0(¢)>0 sayisi varsa, f

fonksiyonu A kiimesinde diizgiin siireklidir denir.



(iii) Her r > 0 sayisiigin, f fonksiyonu her D(z,r) — A diskinde diizgiin siirekli ise f

ye A kiimesinde yerel diizgiin stireklidir denir.

Tanim 2.1.13 (Lipschitz siireklilik): Ac C olmak iizere f:A— C bir fonksiyon ve

Z € A olsun.

(i) Eger Vw,z € A igin
| f(w)— f(2)|<Klw-12|
sartin1 saglayacak sekilde bir K >0 reel sayisi varsa, f ye A kiimesi iizerinde

Lipschitz siireklidir denir.

(ii) Her r >0 sayisi igin, f fonksiyonu her D(z,r) c A diskinde Lipschitz siirekli ise

f ye A kiimesinde yerel Lipschitz siireklidir denir.

Tamm 2.1.14 (Smirhbk): f:AcC—>C fonksiyonu verilsin. Her ze A igin

| f (Z)| <M olacak sekilde bir M >0 sayist varsa, f ye smirl fonksiyon denir.

Onerme 2.1.15: Ac C olmak iizere f : A— C fonksiyonu verilsin.

(i) f fonksiyonu A kiimesinde diferensiyellenebilir ve her z€ A i¢in f’(z)|£ K
olacak sekilde K >0 sayisi varsa f fonksiyonu A da Lipschitz siireklidir.
(ii) Kompakt bir kiimede siirekli her f fonksiyonu diizgiin stireklidir.

(iii) Kompakt kiimede stirekli her f fonksiyonu sinirhidir.

Tanim 2.1.12 ve Tanim 2.1.13 den ¢ikarilacak sonu¢ sudur; her Lipschitz veya yerel
Lipschitz siirekli fonksiyon ayn1 zamanda siireklidir. Fakat bunun tersi her zaman dogru
degildir. Ayrica her Lipschitz siirekli fonksiyon ayn1 zamanda yerel Lipschitz siireklidir.

Fakat tersinin dogru olmasi gerekmez.

Ornek 2.1.16: R de tammli f(x)=x" fonksiyonu yerel Lipschitz siirekli fakat

Lipschitz siirekli degildir.
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Gergekten, f siirekli diferensiyellenebilir oldugundan her xeR ve ye(X—-1,Xx+1)

icin ticgen esitsizligi kullanilirsa |y| < |X| +1 yazilir ve bu esitsizlikten

sup |f’(y)|: sup |2y|s2(|x|+l)
ye(x=1,x+1)

ye(x—1,x+1)
elde edilir. Simdi y,z € (x—1,x+1) noktalarin1 géz oniine alalim. & sayisimt y ile z

arasinda segmek kaydiyla ortalama deger teoreminden
1@l @lz-yi= s POz
yazilir. Yukaridaki denklemlerden her y,z € (Xx—1,X+1) i¢in
|f(2)— f(y)|<2(x[+D]z—y|
bulunur. Son esitsizlikten (X—1,x+1) araliginda f nin Lipschitz sabiti K = 2(|X|+1)

olur ve bdylece fonksiyonun R de yerel Lipschitz siirekli oldugu gériiliir. Ozel olarak
X — o0 i¢in K — o0 oldugu agiktir. Yani z=0, y#0 ve y > o igin
_Lf»-10)]_
|y-0

olur. Buda f nin R de Lipschitz siirekli olmadigini gosterir.

Y| =0

Tamm 2.1.17 (Mutlak siireklilik): [a,b]c R olmak iizere f :[a,b]— C fonksiyonu
verilsin. {(Xk, yk)}k ailesi de [a,b] araliginin ayrik ve agik sonlu bir ailesi olsun. Her

>0 ve (X.,Y,) araliklarinin sonlu her kiimesi i¢in

kZ|yk—xk|<5
=1

kosulu saglandiginda

Z|f(yk)_ f(xk)|<<9

k=1
olacak sekilde ¢ >0 sayisi varsa, f fonksiyonuna [a,b] araliginda mutlak siireklidir
denir. Eger her r >0 sayis1 ve her X €[a,b] igin, f fonksiyonu D(X,r) komsulugunda

mutlak siirekli ise f ye [a,b] araliginda yerel mutlak stireklidir denir (Heil 2007).
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Onerme 2.1.18: Mutlak siirekli her f fonksiyonu siireklidir. Fakat bu 6nermenin

tersinin dogru olmasi1 gerekmez.

Ornek 2.1.19:

(i) f(x)=sinx ve f(x)=x+ |X| fonksiyonlar1 sonlu araliklarda mutlak stireklidir.

0, X =01ise,
(ii) f(x)= {

xsin(7z/x), X # 0 ise

fonksiyonu [0,1] araliginda stirekli (diizgiin siirekli) fakat mutlak siirekli degildir.

2 n
_ =— ve » X >1 alinarak sonu¢ goriiliir.
a1 T Ak ; “ ¢8 )

(Ipucu: x, =
Onerme 2.1.20: Ac R olmak iizere f(z,t):UxA— C fonksiyonu verilsin.

(i) Eger her ze U igin her [a,b] < A kiimesinde % sinirl ise f fonksiyonu A

kiimesinde yerel mutlak stireklidir.

(ii) Eger f fonksiyonu her [a,b]c A araliginda siirekli diferensiyellenebilir ise f, A

kiimesinde yerel mutlak stireklidir.

Onerme 2.1.21: Bir f fonksiyonu icin asagidaki gerektirmeler dogrudur;

f —lipschitz siirekli = f —mutlak siirekli = f — diizgiin stirekli = f — siireklidir.

2.2. Analitik ve Univalent Fonksiyonlar

Bu kisimda analitik ve tinivalent fonksiyon kavramlari tanitilacak ve bu fonksiyonlar

yardimiyla bazi tanim ve teoremler verilecektir.

Tamm 2.2.1 (Analitik fonksiyon): Ac C olmak tizere f:A— C bir fonksiyon ve

Z,, A nin bir i¢ noktasi olsun. Eger
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L f@-f@)

717, -1,

limiti varsa f fonksiyonu z, noktasinda diferensiyellenebilirdir (veya tiirevlenebilirdir)
. o C e df o .
denir. Bu limitin degeri f'(z,) veya d—(zo) ile gosterilir ve buna f fonksiyonun z,
z

noktasindaki tiirevi ad1 verilir. f fonksiyonu, z, noktasinda ve bu noktanin uygun bir
komsulugundaki her noktada diferensiyellenebilirse f fonksiyonuna z, noktasinda

analitiktir denir.

Z=X+1y olmak tizere f(z)=u(Xx,y)+iv(X,y) kompleks degiskenli kompleks degerli

fonksiyonu analitik ise

N xy) ve X
y "y

olarak ifade edilen Cauchy-Riemann denklemlerini saglar.

ou ov
&(X’ y)_ (X’ y)__&(xa y)

Kompleks fonksiyonlar teorisinde, analitik fonksiyonlar i¢in 6nemli bir yere sahip olan

Cauchy-Tiirev formiilii asagidaki gibidir.

Teorem 2.2.2 (Cauchy-Tiirev Formiilii): f, pozitif yonlii basit kapali y egrisi i¢inde

ve lizerinde analitik bir fonksiyon ve z, bu egrinin i¢inde bir nokta ise N=0,1,2... i¢in

(g )= N | f(2)

2715 (z2-2,)™"

dir (Ponnusamy and Silverman 2006).

Cauchy-Tiirev formiiliiniin en 6nemli sonuglarindan biri sudur: f, bir bolgede analitik

bir fonksiyon ise bu bolgede her mertebeden tiirevi vardir ve bu tiirevler de o bolgede

analitiktir. Bu durumda f analitik fonksiyonu z, noktasinda

fm:i%uqy,%=ﬂWmm! (2.1

seklinde bir Taylor agilimina sahiptir.
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Bunun yani sira bir f fonksiyonu, analitik olmadig1 bazi noktalarin civarindaki halka

bolgelerde de seri ile temsil edilebilir.

Tamm 2.2.3:
() f fonksiyonunun analitik oldugu A(R;R,)={z:R <|z-7|<R,} halka

bolgesindeki

f(2) :i(z +Za(z

serisine, f fonksiyonunun z, noktas: civarindaki Laurent serisi denir.

0 b 0
(ii) Z—“n serisine Laurent serisinin esas kismi, Z a,(z—2,)" serisine de Laurent
- n=0

serisinin analitik kismi denir.

Tanim 2.2.4:

(i) f fonksiyonu z, noktasinda analitik degilse z, noktasma f fonksiyonunun

singiiler noktasi1 denir.

(i) z,, f fonksiyonunun bir singiiler noktasi olsun. Eger f fonksiyonu z, noktasinin

IOD(ZO,I’) delinmis bir komsulugunda analitik oluyorsa z, noktasina f fonksiyonunun

ayrik singiiler noktasi denir.

(iii) z,, f fonksiyonunun bir singiiler noktasi olsun. Eger f fonksiyonu z, noktasinin

E)( z,,r) her delinmis komsulugunda en az bir singiiler noktaya sahipse z, noktasina f

fonksiyonunun ayrik olmayan singiiler noktasi denir.

Ayrik singiiler noktalarin uygun bir delinmis komsulugunda fonksiyon analitik olup
Laurent serisine agilabilir. Bu seri gdz Oniine alinarak ayrik singiiler noktalar,
kaldirilabilir singiiler nokta, kutup noktasi ve esas singiiler nokta diye siniflandirilir. Biz

burada sadece kutup noktasindan bahsedecegiz.
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Tamm 2.2.5 (Kutup noktasi): z,, f fonksiyonunun bir ayrik singiiler noktas: olsun.

Bu noktanin uygun bir delinmis komsulugundaki Laurent serisini géz oniine alalim. Bu

serinin esas kisminda sonlu sayida terim varsa z, noktasina f fonksiyonunun kutup

noktasi denir.
Tanim 2.2.6 (Meromorf fonksiyon): Bir f fonksiyonunun bir B boélgesindeki
singiiler noktalar1 sadece kutup noktalari ise f fonksiyonuna B bélgesinde meromorf

fonksiyon denir.

Teorem 2.2.7 (Maksimum Prensibi): f, Ac C bdlgesinde sabit olmayan analitik bir

fonksiyon olsun. Bu durumda |f(z) , A Dbolgesinde maksimum deger alamaz

(Ponnusamy and Silverman 2006).

Sonu¢ 2.2.8: A smirl bir bolge ve sabit olmayan f fonksiyonuda bu bdlgenin
simirinda siirekli ve iginde analitik olsun. Bu durumda |f(Z)| maksimum degerini A

bdlgesinin sinirinda alir (Ponnusamy and Silverman 2006).
Maksimum prensibinin dnemli sonuglarindan birisi Schwarz lemmasidir.

Lemma 2.2.9 (Schwarz lemmasi): f fonksiyonu U birim diskinde analitik ve
f(0)=0 olsun. Eger U birim diskinde |f(z)|£l ise bu durumda |f’(0)|£1 ve
|f(z)|£|z| dir. Esitlik sadece # € R olmak iizere f(z)=¢€"“z fonksiyonu ile saglanir.

(Ponnusamy and Silverman 2006).

Lemma 2.2.10 (Genellestirilmis Schwarz lemmas): f, UR:{ZG(C:|Z|<R}

diskinde analitik ve M bir sabit olmak iizere | f (Z)| <M olsun. Eger f, z=0 igin m

den daha biiyiik mertebeden (katliklar1 dahil) bir tek sifira sahipse bu durumda
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|f(z)|s%|zm, (zeUy)

esitsizligi gerceklesir. Esitlik sadece #eR olmak iizere f(z)=¢" (M / R™ ) z"

fonksiyonu ile saglanir (Ponnusamy and Silverman 2006).

Tamm 2.2.11 (Univalent fonksiyon): f, Ac C bélgesinde tammli bir fonksiyon
olsun. Her z,,z, € A i¢in f(z))= f(z,) olmas: sadece z, =z, olmasini gerektiriyorsa
(veya z, # z, oldugunda f(z,)# f(z,) gerceklesiyorsa) f fonksiyonuna A bolgesinde

inivalent (yalinkat veya schlicht) fonksiyon denir (Duren 1983).

Eger f, z, noktasinin bir komsulugunda iinivalent ise f ye yerel iinivalent fonksiyon

denir.

Teorem 2.2.12: Analitik bir f fonksiyonunun z, noktasinda yerel iinivalent olmasi

icin gerek ve yeterli kosul f'(z,)# 0 olmasidir (Duren 1983).

Ayrica f'(z,)#0 sart1 f(z) fonksiyonunun iinivalentligi i¢in gerek sarttir fakat yeterli
degildir. Yani sadece f analitik fonksiyonu tinivalent ise f'(z,) 0. Tersi daima dogru

degildir. Bir kiimede yerel {inivalent olan analitik fonksiyonlarin, bu kiimede iinivalent

olmasi gerekmez.

Ornek 2.2.13:

(i) f(z)=2" fonksiyonu A={z:1< |Z| <2,0<argz<37/2} bélgesinde yerel iinivalent

olmasina ragmen iinivalent degildir. Gergekten f(z)=2z" fonksiyonu, A bolgesinde
analitik ve her z, € A i¢in f'(z,) # 0 saglandigindan yerel {inivalenttir. Fakat

5 .5 5 .5 .25

fl =+i—F4=|=f|—F=-I—F%=|=i—

V2 32 32 32) 9

oldugundan f(z)=2z’ fonksiyonu A bdlgesinde iinivalent degildir.
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(ii) f(z)=e" fonksiyonu U birim diskinde |k| > 7 i¢in yerel tinivalent fakat {inivalent
degildir. Gergekten f(z)=e€" fonksiyonu, U da analitik ve |k| > olmak iizere her

z, €U igin f'(z) =ke* # 0 oldugundan yerel iinivalenttir. Fakat k =27 igin

DR

oldugundan f(z)=e" fonksiyonu U diskinde iinivalent degildir.

Eger Ac C bolgesinde f analitik fonksiyonu yerel {inivalent ise, bu durumda z € A
noktasinda f'(z) tirevi, f nin yerel geometrik davranmigsini belirler. |f’(2)| ve

arg f'(z) degerleri sirasiyla yerel biiyime (uzunluklar i¢in) ve yerel donme etkenleridir.

Buna ilaveten, f:AcC—>C analitik donisimiiniin Jacobian determinanti
Jf (Z)=|f’(z)|2 ile verilmektedir. Jacobian determinantinin |f’(Z)|2 ifadesine esit

oldugu Cauchy-Riemann denklemlerinden kolayca goriiliir. Boylece Teorem 2.2.12 den
analitik fonksiyonlar icin Jacobian determinantinin sifirdan farkli olmasi, yerel

tinivalentlik i¢in gerek ve yeter sarttir.

Tanim 2.2.14 (Konform doéniisiim): Eger bir doniisiim, belli bir noktadan gegen iki
diizglin egri arasindaki aginin biiyilikliigiinii ve yOniinii koruyorsa, bu doniisiime bu

noktada konform doniisiim denir. Eger bir f fonksiyonu, bir Ac C bdlgesinin tiim

noktalarinda konform ise, f fonksiyonu A bdolgesinde konformdur.

Teorem 2.2.15: f fonksiyonun analitik oldugu her z noktasinda f'(z)#0 kosulu

saglaniyorsa, f fonksiyonu konformdur (Duren 1983).

Dolayisiyla bir bolgede analitik ve tinivalent bir fonksiyon konformdur. En 6nemli

konform doniisiimlerden biri Mdbius doniisiimiidiir. Bu dontisiim; a, b, c,d kompleks

sabitler olmak tzere
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genisletilmis kompleks diizlemi (Cm :(Cu{oo}) kendi iizerine konform olarak

resmeder.

Tamim 2.2.16 (Normal aile): 7, Ac C bolgesinde tanimlanan analitik fonksiyonlarin
bir ailesi olsun. Eger F ailesindeki her (f,) dizisi A nin her kompakt alt kiimesinde

diizgiin yakinsak bir alt diziye sahipse F ye normal aile denir (Duren 1983).

F, AcC Dbolgesinde tanimlanan analitik fonksiyonlarin bir ailesi olmak iizere, her
feF veher ze A igin |f(z)| <M olacak sekilde ortak bir M >0 sayis1 varsa, F

ailesine diizglin sinirlidir denir. Eger r >0 olmak {izere, F ailesi her D(z,r)c A

diskinde diizgiin sinirli ise F ye A da yerel diizgiin sinirhdir denir. F yerel diizgiin

siirlt ise ayni zamanda yerel sinirhidir. Ayrica yerel diizglin sinirh ailelerin diizgiin
smirli olmasi gerekmez. Ormegin; f (z)=1/(1-2") fonksiyonlar dizisi |z| <1 de yerel
diizgiin sinirh fakat diizglin sl degildir. F ailesi yerel diizglin siirli ise Cauchy-
Tiirev formiilii geregince F ={f™:f eF} tirev fonksiyonlarnin ailesi de ayn

zamanda yerel diizgiin sinirlidir. Bu durum bize Onemli bir teorem olan Montel

teoreminin ¢ikisina sebep olur.

Lemma 2.2.17: 7, Ac C bolgesinde tanimlanan analitik fonksiyonlarin bir ailesi

olsun. F ailesinin A da yerel diizgiin sinirli olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul F nin

A nin her kompakt alt kiimesinde diizgiin sinirli olmasidir (Goodman 1983).

Lemma 2.2.18: Siirli fonksiyonlarin her diizgiin yakinsak dizisi ayn1 zamanda diizgiin

sinirlidir (Rudin 1976).

Teorem 2.2.19 (Montel Teoremi): Analitik fonksiyonlarin her yerel diizgiin simirh

ailesi normaldir (Duren 1983).
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Ormnegin; F={z":12€U, n=12..} ve E={z/n:zeC, n=1,2..} aileleri normaldir

fakat kompakt degildir.

Montel teoreminin terside dogrudur, yani her normal aile yerel diizgiin smirhdir.
Normal ailedeki fonksiyonlar i¢in, her kompakt alt kiime {lizerinde noktasal yakinsama
aynt zamanda diizgiin yakinsamadir. Bunu ifade eden en Onemli teorem Vitali

teoremidir.

Teorem 2.2.20 (Vitali Teoremi): f  fonksiyonlar1 Ac C boélgesinde analitik ve yerel
sinirlt olsunlar. Eger (fn) dizisi A da bir kapanis noktasina sahip bir kiimenin her

noktasinda yakinsak ise (f ) dizisi A nin her kompakt alt kiimesinde diizgilin

n

yakinsaktir (Duren 1983).

z—diizlemindeki D c C (D #C) bolgesini, w-diizlemindeki D, bdlgesi ilizerine
resmeden f analitik fonksiyonunun varligi 1851 yilinda Riemann tarafindan ortaya

atilmistir.

Teorem 2.2.21 (Riemann Doniisiim Teoremi): Kompleks diizlemin her

DcC(D#C) basit baglantili bolgesi konform olarak U birim diski iizerine
resmedilir. Ayrica, z, € D olmak iizere f(z,)=0 ve f'(z,) >0 kosullarini saglayan ve

D yi U birim diski lizerine resmeden bir tek konform doniigiim vardir (Duren 1983).

2.3. Normalize Edilmis Univalent Fonksiyonlar

Bu bélimde geometrik fonksiyonlar teorisinin 6zel bir konusu olan {iinivalent
fonksiyonlar1 biraz daha ayrintili sunacagiz. Analitik olarak, bir iinivalent fonksiyon
sifirdan farkli tiireve sahip iken; geometrik olarak da basit egrileri basit egrilere
dontstiiriir. Hem analitik hem de {inivalent fonksiyon ise basit baglantili bolgeleri basit

baglantili bolgelere doniistiirlir. Riemann doniisiim teoreminden, keyfi bir basit
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baglantili bolgede tanimli f {inivalent fonksiyonu yerine U agik birim diskte taniml
bir f T{nivalent fonksiyonu segilebilir. Bu fonksiyon i¢in f(0)=0, f'(0)=1

normalizasyon sartlar1 goz oniine alinirsa (2.1) serisi

f(z)=z+ianz”, (zel) (2.2)

seklini alir. Burada (2.2) seklinde tanimlanmis fonksiyona normalize edilmis analitik

fonksiyon denir.

Univalent fonksiyonlar teorisinde dnemli olan bazi temel fonksiyon siniflari

n=2

A= { f:VzeUicinf(z)=z+ Z a,2" seklindeki analitik fonksiyon}

S={feA:vzeU igin f —iinivalent}

n=1

[1= {g V(e U icing(g) = %+ b, + an§ " seklindeki meromorf fonksiyon}

I,

{g:vgeﬁ} icin g(&)ell Veb0:O}

)

{g ell:v{e U icing — unlvalent}

= {g ell,:v{e U i¢in g —ﬁnivalent}

n=1

{h vVéeAiginh(&)=&+c, + Z? seklindeki meromorf fonksiyon}

M=

M, = {h:erAiginh(f)e/\/lvec():O}
Y. ={heM:V¢eA igin h—iinivalent}
2

o ={he M, :V¢& e A igin h—inivalent}

seklinde siralanabilir. Calismamiz boyunca 2. ve > smiflarina sirastyla A ve U
bolgelerinde tinivalent meromorf fonksiyonlarin siniflar1 diyecegiz. h e fonksiyonu
A bolgesini, baglantili kompakt bir kiimenin tiimleyenine resmeder. Bunlarin yani sira

S smifiile ¥ ve Y, siniflar arasinda yakin bir iligki vardir. Ornegin;
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1

e Eger feS ve feC = her £ €A igin h(&) = f(l/§)+ﬂez dir. (2.3)

e Eger he ve feC—-h(A) = her zeU igin f(Z)=meS dir. (2.4)

e Eger feS ve feC = her é’eﬂoj icin g(&) = f(1§)+ﬂei dir. (2.5)

e Eger geY, ve feC = her zeU i¢in f(2)= €S dr. (2.6)
9(2)-p

Ayrica S ve 2. siiflarna ait bazi fonksiyon ornekleri asagida verilmistir:

(i) w= f(z)=z(1-z)" fonksiyonu U birim diskini Rw>—1/2 sa§ yari diizlemine
resmeder.

(i) f(z)=2(1-2*)" fonksiyonu U birim diskini C—{(—o0,~1/2]U(1/2,00]} bélgesi
tizerine resmeder.

(i) f(z)=2z(1-2)” Koebe fonksiyonu U birim diskini C—(-o0,~1/4] bdlgesi iizerine

resmeder.

@iv) h(&)=£-2 +é fonksiyonu A bolgesini C —[—4,0] bolgesi lizerine resmeder.

Ayrica sunu da belirtelim ki, S smifina ait iki fonksiyonun toplami S sinifina ait

olmayabilir. Ornegin;

z z
f(2)=— ve T,(2)=——
(2 1-2 () 1+iz
fonksiyonlart S sinifina ait olmasina ragmen
1 1
f(2)=—— ve f)(2)=
{(2) (1-2) (2 (1+iz)*
tiirevlerinden
2-2(1-i)z

f(2)+ /()= (—'xizy
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elde edilir. Buradan z :ﬂ € U noktasinda f/(z)+ f,(z) =0 oldugu goriiliir. Bununla
2

beraber S simifindaki birgok 6zellik bazi1 doniisiimler altinda korunur.

Teorem 2.3.1: f €S olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler dogrudur (Duren 1983):

(i) Eslenik alma: g(z)= f(Z)=z+az’ +... ise, g €S dir.

(ii) Dondiirme (Rotasyon): € € R olmak iizere

g(z)=e"f(eVz)=z+ Zane““*“"z“, (zel)

n=2
fonksiyonu S sinifina aittir.

(iii) Genisleme (Dilatasyon): 0 <r <1 olmak iizere
g(2)=r'f(rz)=z+y ar'z", (zel)
n=2

fonksiyonu S sinifina aittir.

(iv) Disk otomorfizmi (Koebe veya Bieberbach doniisiimii): z, € U olmak iizere

f(z+_z°j—f(zo)

1+7,z

9(2) = L, (zeD)
(1_|Zo| )f (Zo)

fonksiyonu S sinifina aittir.
(v) Deger bolgesi dontisiimii: 7 fonksiyonu f(U) da tinivalent ve (0)=0 w'(0)=1
kosulunu gercekleyen bir fonksiyon ise o f € S dir.

(vi) Cikarilmis deger doniistimii: w¢ f(U) olsun. Bu durumda

_f@ (z eU)

D= yw

fonksiyonu S sinifina aittir.

(vii) n. kok dontistimii: Eger n=2,3,... ise

9(2)=\”/f(2”)=z+%z”“+ 1 (2na, —(n-1a))z’"™' +..., (zeU)

2n?

fonksiyonu S sinifina aittir.
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Ayrica S sinifina ait fonksiyonlar i¢in agsagidaki esitsizlikler yazilabilir. Bu esitsizlikler

ana teoremlerin ispatinda olduk¢a 6nemli bir yere sahiptir.

Lemma 2.3.2: f €S fonksiyonu verilsin. Her z € U igin

‘L_1+|z|2

5 <2(1+|z))

esitsizligi saglanir (Wesolowski 1990).

Lemma 2.3.3: f €S fonksiyonu verilsin. Her z € U igin

‘L_l‘sz|z|+|z|2

f(2)
esitsizligi saglanir (Miazga and Wesolowski 1989).

Tamm 2.3.4: U birim diskinde p(0)=1, 9Rp(z)>0 kosullarm1 saglayan

p(z)=1+ z c,z" seklindeki fonksiyonlarin olusturdugu sinifa Caratheodory sinifi veya

n=l1

P sinift denir (Duren 1983).

Ornegin; p(z)=(1+2)/(1-2),2€U fonksiyonu P smifina ait olup, U birim diskini
sag yar1 diizlem lizerine resmeden bir konform doniigiimdiir. Ayrica P sinifina ait bir
fonksiyonun {inivalent olmas1 gerekmez. Ornegin; f(z)=1+z" fonksiyonu P smifina

ait olmasina ragmen ne N, n > 2 igin linivalent degildir.

Tamm 2.3.5: U birim diskinde #(0)=0 ve |¢(Z)|<1 kosullarin1 saglayan analitik

fonksiyonlarin olusturdugu smifa Schwarz fonksiyonlarinin sinifi denir ve Q ile

gosterilir (Graham and Gohr 2003).

Bunlarin yani sira, P smifi ile Schwarz fonksiyonlar1 arasinda asagida oldugu gibi

onemli bir bag vardir:
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1+4(2)
1-¢(2)°

p(2)eP = p(2)= #(2) e Q.

P ve Q siiflarini tamimladiktan sonra, S sinifinin iki 6nemli alt sinifin1 asagidaki

sekilde verebiliriz.

Tanmm 2.3.6: B — C kiimesi verilsin. B kiimesindeki sabit bir W, noktasi her w e B
noktasima birlestiren dogru pargasi tamamen B kiimesinde kaliyorsa, B ye w,
noktasina gore yildizil kiime denir. w, noktast 6zel olarak orijin segilirse, bu kiimeye
orijine gore yildizil kiime veya kisaca yildizil kiime adi verilir. Eger bir f fonksiyonu
U birim diskini W, noktasina gére bir yildizil kiimeye resmediyorsa, f fonksiyonuna
W, noktasina gore yildizil fonksiyon denir. Ozel durumda, f fonksiyonu U birim
diskini yildizil bir kiimeye resmediyorsa, f fonksiyonuna yildizil fonksiyon denir.

Yildizil fonksiyonlarin sinifi S” ile gosterilir (Pommerenke 1975; Duren 1983).

Yildiz1l fonksiyonlarin yukaridaki geometrik tanimini analitik olarak ifade eden en

Oonemli teorem asagida verilmistir.

Teorem 2.3.7: f .4 olsun. Bu halde

zf'(2)

f(2)eS" < )

eP

dir. Ayrica f(z)=z+ Z:anzn eS = |an| <n(n=2,3...) yazilir (Pommerenke 1975).
n=2

Lemma 2.3.8: ¢ € S” olsun. Bu durumda z,, U diskinde sabit bir nokta olmak {izere

12| 20
1+ 2z,

P(z))(Z+2,)(1+ 2Z;)

w(z)=

bigiminde tanimlanan y fonksiyonu da 8" smifindadir. (Libera and Ziegler 1972).
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Ornegin; f(z)= eS” dir.

(1-2)°

Tanmm 2.3.9: B c C kiimesi verilsin. Her w,,w, € B i¢in w, noktasin1 w, noktasina

birlestiren dogru parcasi tamamen B icinde kaliyorsa B ye konveks kiime denir. Eger

bir f fonksiyonu konveks bir kiimeyi, konveks bir kiimeye resmediyorsa f

fonksiyonuna konveks fonksiyon denir. Konveks fonksiyonlarin sinifi C ile gosterilir

(Pommerenke 1975; Duren 1983).
Konveks fonksiyonlar1 analitik olarak ifade eden en 6nemli teorem asagidaki gibidir.
Teorem 2.3.10: f € A olsun. Bu halde

zf"(2)
f'(2)

f(z2)eC o1+ eP

dir. Ayrica f(z)=z+ Z:anzn eC= |an| <1 (n=2,3...) yazilir (Pommerenke 1975).
n=2

Ayrica Lemma 2.3.8 ve Alexander gerektirmesi olarak bilinen f eC<«< zf'e S’

kullanilarak asagidaki lemmay1 yazabiliriz.

Lemma 2.3.11: ¢, € C olsun. Budurumda z,, U diskinde sabit bir nokta olmak {izere

,[z+zoj
G| T
1+7Z,

@.(z,)(1+ 270)2

w.(2)=

bi¢ciminde tanimlanan y, fonksiyonu da C smifindadir (Libera and Ziegler 1972).

Ornegin; f(z)= %log G_'_—Zj eC dir.
—Z
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Simdi {inivalent fonksiyonlar teorinde Onemli bir yer isgal eden subordinasyon,

Hadamard ¢arpim ve tiirev operatorii kavramlarini verelim.

Tanmm 2.3.12: f ve g fonksiyonlari U birim diskinde tanimli iki analitik fonksiyon
olsun. U birim diskinde f(z)=g(®(z)) olacak sekilde bir @ € Q fonksiyonu varsa, f
fonksiyonu U da g fonksiyonuna subordinedir denir ve f < g ile gosterilir. Eger g

tinivalentise f <g < f(0)=g(0) ve f(U)< g(U) olmasidir (Duren 1983).

Subordinasyon prensibi: Eger f fonksiyonu U birim diskinde analitik, iinivalent ve

g fonksiyonu da U birim diskinde analitik bir fonksiyon ayrica g(0)= f(0) ve
g(U)c f(U) ise, bu durumda U, diskinde her r<1 igin |g'(0)|<|f'(0)| ve

g(U,)c f(U,) dir (Duren 1983).

Ozellikle, eger f < g ise

max| f (Z)| < max

|z]<r |z<r

9(2)

. (re(0,n)
yazilir. Ayrica
1+7z

p(z)eP & p(z)<—
1-2z

ve
N)eQ & P(2)<12

olmasidir.

Tamm 2.3.13: f,g e.A fonksiyonlari

f(z)= z+ianz” ve g(2) = z+ibnzn
n=2 n=2

seklinde verilsin. f ve g fonksiyonlarinin Hadamard garpimlari

(fr)@)=2+Y bz =(@* )2

seklinde tanimlanir. Burada "+" Hadamard ¢arpimini gosterir (Duren 1983).
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Tanim 2.3.14 (Ruscheweyh tiirev operatorii): f €. 4 fonksiyonu i¢in Ruscheweyh

tiirev operatédrii, R*: A - A

z
(1 _ Z)Z+l

R f(z2)= +f(2), (A>-12z€U)

seklinde tanimlanir. Ayricad =n(neN,) se¢ildiginde yukaridaki tanim

R“f(z):%:?{z”lf(z)}

esitligine indirgenir. Son ifadenin birkag terimi agikca yazilirsa

R f(2)= f(2)
R'f(2)=12f'(2)

R*f(2) =§{2 £(2)+ 2f"(2)}

seklinde devam eder. Ayrica R" i¢in rekiirans formiilii
Z[R" (D] =(n+DHR™ f(2)-nR"f(2) (2.7)
biciminde de yazilabilir (Ruscheweyh 1975).

Tanmm 2.3.15 (Salagean tiirev operatorii): f € A fonksiyonu icin Salagean tiirev
operatorii n € N, olmak iizere S": A > A

S°f(2)=f(2)

S'f(z)=Sf(z)=1zf'(2)

S*f(2)=S(Sf(2))=zf"(2)+2°f"(2)

$"f(2)=S(S"'f(2))
seklinde tanimlanir. Ayrica S" i¢in rekiirans formiilii

2(S"t(2)) =S™f(2) (2.8)

biciminde de yazilabilir (Salagean 1983).
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3. MATERYAL ve YONTEM

Bu bashik altinda tezin temel kisminin olusturulmasinda kullanilacak tanim ve
teoremlerin yani sira konunun daha iyi anlasilmasina yardimei olmak agisindan tarihsel

gelisim incelenmis ve drnekler verilmistir.

1923 yilinda Loewner, U, diskini diizlemde bir yayin tiimleyeni {izerine doniistiiren

fonksiyonlar iizerine calismasindan yola cikarak, geometrik fonksiyonlar teorisinde
single-slit doniisiimlerin Onemini ortaya ¢ikardi. Bu konuyla ilgili en Onemli
teoremlerden birisi single-slit doniisiimlerin tiimiiniin S sinifinda yogun olmasi ile ilgili
calismadir. Bu teoremin ispatinda 6nemli bir yere sahip olan Caratheodory yakinsaklik
teoremi single-slit doniisiimlerde, 6zellikle parametrik temsilin olusturulmasinda 6nemli
bir rolii vardir. Ayrica Loewner’in diger bir 6nemli caligmasi da biitiin single-slit
dontigiimleri iceren S nin yogun bir alt sinifinda bir parametrik temsil ile verilen
fonksiyonlar i¢in bir diferensiyel denklem kurmasiydi. Bu denklem diger yontemlerle
kolaylikla elde edilemeyen kesin esitsizlikleri daha kolay gdstermek igin onemli bir
aractir. Ozellikle 1985 yilinda iinlii Bieberbach tahmininin ispatinda merkezi bir rol
oynar. Bununla birlikte kullanilan bu metoda literatiirde Loewner metodu da denir.
Kufarev (1947) Loewner diferensiyel denkleminin daha genel halini ve Pommerenke
(1965) Loewner zincirler metodunu tanimlayarak verilen bir fonksiyonun
tinivalentliginin arastirilmasinda, temelinde de Loewner diferensiyel denklemini iceren

Onemli bir teorem vermistir.

3.1. Caratheodory Yakinsakhik Teoremi

D,, D,,... bolgeleri C kompleks diizlemde orijini igeren C den farkli basit baglantili

1, D,
bélgelerin bir dizisi olsun. Ayrica w= f_(z) fonksiyonu f (0)=0 ve f'(0)>0 olacak
bi¢imde U birim diskini D, iizerine konform olarak donistiirsiin. Carathedory

yakinsaklik teoremi, f, fonksiyon dizilerinin analitik davranisi ile bunlarin D, deger
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kiimelerinin geometrik davranisi arasinda bir baglant1 kurar. Teorem, D, bdlgelerinin

olusturdugu dizinin yakinsaklig1 ile alakalidir. Burada iki durum vardir. Ilk olarak,

orijinin D, bdlgelerinin arakesitinin bir i¢ noktast oldugunu kabul edelim. Bu durumda
{D,} dizisinin ¢ekirdegi orijini ihtiva eden en biiyiilk D bolgesidir. Ayrica D nin her
kompakt alt kiimesi D, boélgelerinin sonlu sayidaki bolgesinde olacaktir. Son olarak,
eger orijin D, bdlgelerinin bir i¢ noktas1 degilse {D,} dizisinin ¢ekirdegi D = {0} duir.
{D,} dizisinin her alt dizisi ayn1 ¢ekirdege sahipse, bu durumda {D,} dizisi bu dizinin

¢ekirdegi olan D ye yakinsaktir denir.

Teorem 3.1.1 (Caratheodory yakinsakhk teoremi): {D,}, n=12,.. i¢in

0eDcC(D#C) olacak sekilde basit baglantili bolgelerin bir dizisi olsun. f

n

fonksiyonlar1 da f (0)=0, fn'(0)>0 kosullar1 altinda U birim diskini D, iizerine
konform olarak doniistiirsiin. Ayrica D de {D,} dizisinin gekirdegi olsun. Bu durumda
U diskinin her kompakt alt kiimesinde f — f yakinsamasinin diizgiin olmasi i¢in
gerek ve yeterli sart D, - D #C olmasidir. Burada yakinsamanin iki farkli durumu
vardir. Eger D ={0} ise bu durumda f =0 dir. Eger D # {0} ise bu durumda da D
basit baglantili bir bolgedir. Ayrica f:U — D konform bir doniisim ve D nin her

kompakt alt kiimesinde f ' — f~' yakinsamasi diizgiindiir. (Graham and Kohr 2003)

3.2. Slit Doniisiimlerin Parametrik Temsili

Slit dontigiim, bir bolgeyi Jordan yaylarinin bir kiimesi ¢ikarilmis kompleks diizlem
tizerine konform olarak resmeden bir doniisiimdiir. Single-slit doniisim ise goriintii
kiimesi bir Jordan yayimn tiimleyeni olan bir slit doniistimdiir. Burada temel olarak U
birim diski iizerinde tanimlanmis single-slit doniisiimlerle ilgilenecegiz. Loewner
yontemi single-slit doniisiimlerin S sinifinda yogun olma diisiincesine dayanmaktadir.

Bagka bir ifadeyle S smifindaki her fonksiyon, single-slit doniisiimlerle U diskinin
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kompakt alt kiimeleri ilizerinde f €S fonksiyonuna diizgiin olarak yaklastirilabilir.

Asagidaki teorem bu diisiinceyi tam olarak ifade eder.

Teorem 3.2.1: Her f €S fonksiyonu i¢in U nun her kompakt alt kiimesinde f, — f

diizgiin yakinsayan f € S single-slit doniisiimlerin bir dizisi vardir (Duren 1983).

Ispat: Teoremin ispatini yapabilmek i¢in

1f(2)-9(2)|<e, |7<p<I
olacak bi¢imde bir g € S single-slit doniisiim olusturmak yeterlidir. Burada f €S, ¢
ve p <1 pozitif sayilardir. Ik olarak her f €S fonksiyonu, U diskini bir analitik

Jordan egrisinin i¢ine doniistiren S deki bir fonksiyon vasitasiyla kompakt kiimeler

iizerinde diizgiin olarak yaklastirilabilir. Ornegin 0<r <1 olmak iizere f(rz)/r
genislemeleri bdyle bir yaklasimi saglayabilir. Simdi U birim diskini bir analitik C
Jordan egrisiyle sinirhh bir D bolgesi tizerine doniistiiren bir f €S fonksiyonu géz

Ontine alalim. I',, Sekil 3.1 de gosterildigi gibi sonsuzdan C iizerindeki bir w,

noktasina kadar ve daha sonra C etrafindaki yolun w, ye kadar ki parcasi olan bir

Jordan yay1 olsun. D,, I', nin tiimleyeni ve ¢, de ¢,(0)=0, gn'(0)>0 kosullar1

altinda U birim diskini D, tizerine konform olarak doniistiiren bir fonksiyon olsun.

Sekil 3.1. I' | Jordan yay1
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W, bitim noktalar, ', cT',,; ve W, —W, olacak bigimde segilsin. Buradan {D,}
dizisinin ¢ekirdegi D ve D, — D oldugu agiktir. Boylece, Caratheodory yakinsaklik
teoreminden dolay1r U diskinin kompakt alt kiimeleri tizerinde g, — f yakinsamasi
diizglindiir. Dolayisiyla, Cauchy tiirev formiilinden g, (0) — f'(0) =1 olacagindan,

n _rg—nES
9,(0)

fonksiyonlart U diskinin kompakt alt kiimeleri {izerinde f ye diizgiin yakinsayan

single-slit doniisiimler oldugu goriiliir. Buda teoremin ispatini tamamlar.

Bu boéliimde ayrica Loewner teoride dnemli bir yere sahip olan single-slit doniisiimlerin

Loewner temsili (parametrik temsili) olusturuldu. Bu temsil asagidaki gibidir.

f €S fonksiyonu U birim diskini sonlu bir w, noktasindan sonsuzluga uzanan I'
Jordan yaymin tiimleyeni olan D bdlgesi iizerine doniistiirsiin. 0 <t <T olmak iizere
W=y (t) fonksiyonu, s#t icin y(0)=w, ve w(S)#w(t) kosullar1 ile T" egrisinin
stirekli bir parametrik temsili olsun. I',, I' nin y/(t) den o a kadar olan kism1 ve D,
de T, nin tiimleyeni olsun. Bu takdirde eger s<t ise D, c D, ve D, =D olur. Diger
bir taraftan
9(z.t) = B {z+b,1)2° +b,()2* +..}

fonksiyonu g(0,t)=0 ve g'(0,t) = S(t) >0 sartlarin1 saglayan ve U birim diskini D,
tizerine konform olarak doniistiirsiin. g fonksiyonunun Taylor katsayilarinin tiimii,

Cauchy formiilii ve Caratheodory yakinsama teoreminde gosterildigi gibi t nin stirekli

fonksiyonlaridir. Ozellikle p(t) siirekli bir fonksiyondur Ayrica ¢(z,0)= f(2)
oldugundan p(0)=1 olacag1 aciktir. Schwarz teoreminin degisik bir yorumu olan

subordinasyon prensibinden A(t) nin kesin olarak artan oldugu goriiliir. Clinkii S <t
ise D,cD, (D,#D,) oldugundan subordinasyonun tanmmndan her zeU igin
(2,5 =9g(¢(2),t) olacak sekilde bir ¢(0)=0 ve [#(z)|<1 sartlarm saglayan

¢:U—->U fonksiyonu vardir. Burada ¢ bir Schwarz fonksiyonu oldugundan
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subordinasyon prensibinden

#'(0)|<1 ve |¢(z)|<|z| (burada kesin esitsizliginin
olmasinin sebebi D, # D, olmasindan dolayidir) esitsizlikleri saglanir. Boylece
B(s) = 9'(0,5) = #(0)g'(4(0),1) = #(0)g'(0,t) < g'(0,t) = A(t)

elde edilir. Burada ¢'(0) <1 oldugu kullanildi. Ciinkii g'(0,s) = £(s) >0 oldugundan
#'(0)>0 dir. Sonug olarak A(t) nin kesin olarak artan oldugu goriiliir. Boylece T’
egrisinin parametrik temsili 0 <t<T olmak {izere B(t)=¢€" olarak yeniden segilebilir.
Bunu goérmek icin W=y(S)=w(o(s)) ifadesi I' nin yeni bir parametrizasyonu,
ﬁ(s) = B(o(s)) verilen bir bas katsayis1 olsun. Bu takdirde eger o(s)= £'(€°) olarak

secilirse ,B(S) =e° olur. Parametrik temsilin bu se¢imi ile son nokta olan T sonsuz
olmalidir. Bu durum, asagidaki ifadeden daha kolay bir bicimde anlasilabilir. M pozitif

bir say1 olsun. Bu takdirde T',, yeteri kadar T ye yaki tiim t degerleri igin [w|=M

¢cemberinin tamamiyla disinda kalir. Maksimum modiil teoreminden

1
<—, (zeU
v (zel)

YA
9(z,t)

esitsizliginin saglandig1 goriiliir. Ozellikle T ye yeteri kadar yakin tiim t degerleri igin

g'(0,t)| =¢'

M <

yazilir. M keyfi oldugundan t > T iken €' — oo oldugunu gosterir. Boylece T = oo

olur.

Ozet olarak, ¢ikarilmig ' yay1 i¢in W= y/(t) parametrik temsili

g(z,t):et{z+ibn(t)z”}, (0<t<o0) (3.1)

biciminde se¢ilir. Buna I' nin standart parametrizasyonu denir. Burada her b, (t)
katsayist t nin slirekli bir fonksiyonudur. Simdi U  birim diskini,

U- {U nun siirindan uzanan bir yay} kiimesine konform olarak doniistiiren

f(z,t)y=97'(f(2),t)=¢" {z +ian(t)z”}, (0<t <o) (3.2)
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fonksiyonunu goz 6niine alalim. Ayrica f(z,0)=2z bir 6zdeslik fonksiyonudur. Her bir
a, (t) katsayisi, b,(t),...,b,(t) nin bir polinom fonksiyonudur. Béylece a,(t) de siirekli
bir fonksiyondur. Dolayisiyla t — oo iken

ef(z,t)> f()=z+a,2° +a,2° +...
yakinsamasiin U birim diskinin kompakt her alt kiimesi tizerinde diizgiin oldugu ve

bunun da a,(t) — a, olmasini gerektirecegi goriilebilir.

Simdi S smifindaki single-slit dontigiimler i¢in yapisal bir formiil saglayan Loewner

yontemi i¢in temel olusturan asagidaki teoremi verelim.

Teorem 3.2.2: feS, I' Jordan yayr c¢ikarilmis bir single-slit donisiim olsun.
0<t<o olmak lizere W=/(t), I' nin standart parametrizasyonu ve f(z,t) de (3.2)
deki gibi tanimlanmis olsun. Bu takdirde f(z,t) fonksiyonu

1+xf(z,t)

R T (2,1)

of (z,t)
Y (3.3)

diferensiyel denklemini saglar. Burada x =x(t), 0<t<oo olmak iizere |/<(t)|:1

esitligini saglayan kompleks degerli siirekli bir fonksiyondur. Ayrica, U birim diskinin
kompakt her alt kiimesi iizerinde

yn;e‘f(z,t): f(2) (3.4)

yakinsamasi diizgiindiir (Duren 1983).

Yukarida verilen (3.3) diferensiyel denklemi Loewner adi diferensiyel denklemi olarak

bilinmektedir. Daha sonra Kufarev (1943), (3.3) denklemini daha genel olarak p e P

olmak tlizere

MY _ ¢ np(fatn)

biciminde verdi.
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3.3. Subordinasyon ve Loewner Zincirleri

Bu boliimde ilk olarak tezin ana unsuru olan Loewner zincirlerini diger bir degisle
tinivalent subordinasyon zincirlerini tanimlayarak, bunlarin baz1 6zelliklerini verecegiz.

Bu konuda ilk ¢alisma 1965 yilinda Pommerenke tarafindan verilmistir.

Loewner zincirler teorisinde, eger h fonksiyonu U da analitik ve ayn1 zamanda bagka
bir degiskene de (reel) bagl bir fonksiyon ise, Z € U olmak lizere Z—( z,1) kismi tiirevi
Z

bazen h'(z,t) olarak gosterilir. Asagidaki teoremlerin ispatinda kolaylik agisindan

h'(z,t) kullanimi tercih edildi.

Tanim 3.3.1: f:Ux [O,oo) — C fonksiyonu verilsin. Eger, f(z,t) fonksiyonu i¢in
(i) f(z,t) fonksiyonu U da analitik,

(ii) Her t>0 igin f'(0,t) (f'(0,t)#0) siirekli bir fonksiyon,

f’(O,t)| kesin artan ve
t —> o iken f'(0,t) > oo,

(iii) Her ze U ve 0<s<t<ow igin f(z,5)< f(z,1)

sartlar1 saglaniyorsa f(z,t) fonksiyonuna subordinasyon zinciri denir (Graham and

Kohr 2003).

Burada, f(z,3)=< f(z,t), 0<s<t<o subordinasyonunun anlami sudur:

f(z,5)= f(v(z,s,t),t), (zeU, 0<s<t<oo) (3.5)
olacak sekilde v =uv(z,s,t) Schwarz fonksiyonlarinin bir ailesinin var olmasidir.
Buradaki v =v(z,s,t) fonksiyonuna subordinasyon zinciri i¢in gegcis fonksiyonu denir.
Eger her t>0 igin f(z,t) fonksiyonu U da tnivalent ise, bu durumda f(z,t)
subordinasyon zincirine Loewner zinciri (iinivalent subordinasyon zinciri) denir.
Burada f(0,t)=0, f'(0,t)=e¢', t>0 sartlarina f(z,t) subordinasyon zincirinin
normallestirme sartlar1 denir. Tanim 3.3.1 den agiktir ki f(z,t) fonksiyonu,

subordinasyon zinciri olmasi durumunda t >0 i¢in U da,
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f(z,t)= ian tz"=a,t)+a,(t)z+a,(t)z* +... (3.6)

seklinde bir agilimina sahiptir. Bu seri genel subordinasyon zinciri olarak adlandirilir.

Ayrica normallestirme sartlari altinda genel subordinasyon zinciri
f(z,t)=€e'z+a,(t)z° +...

seklinde olur. Buna standart subordinasyon zinciri denir.

t

(1-2)’

Ormegin; f(z,1)= ve g(z,t)=e'g(z) (g -starlike) fonksiyonlar1 birer Loewner

zinciridir.

f(z,t) Loewner zinciri i¢in, f, fonksiyonu f, = f(z,t) seklinde tanimlanan bir
tinivalent fonksiyon olsun. Bu Loewner zincirini, U da {nivalent fonksiyonlarin
{f )10, parametrelenmis bir ailesi olarak diisiinebiliriz. Burada f; ilk eleman ve
t > oo iken fonksiyonlarin goriintiileri de kompleks diizleme dogru genisler. Ayrica
f(z,t) bir Loewner zinciri ise VZeU ve 0<s<t<ow icin f(z,5)= f(v(z,s,1),t)
olacak sekilde tek bir v=uv(z,s,t) Schwarz fonksiyonlarmin ailesi vardir.
Normallestirme sartlar1 altinda 0 <s <t <oo igin 0'(0,s,t)=€°" yazilir. Bunun yam sira
f, ve f, fonksiyonlar1 U da tinivalent olduklarinda, v(z,s,t) gecis fonksiyonu da U
da tnivalenttir. Yukarida verilenlerden f(z,t) subordinasyon zincirinin v =uv(z,S,t)
gecis fonksiyonu asagidaki 6zelliklere sahiptir:

(i) o(z,s,t) tnivalent ve v(0,s,t) =0,

(ii) Her zeU i¢in |U(Z,S,t)| S|Z| ve 0'(0,s,t)=¢"",

(iii) Her z e U i¢in v(z,s,5) =12,

(iv) Eger s<t<u ise Vze U igin v(z,5,u) =v(0(z,5,t),t,u).

Simdi ana sonuglarin ispatinda kullanilacak bazi teorem ve lemmalar1 verelim.
Asagidaki esitsizlikler, Loewner (normallestirilmis) zincirinin, t de yerel Lipschitz, z

de ise yerel diizgiin siirekli oldugunu gostermek acisindan oldukga faydalidir.
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Lemma 3.3.2: Eger f(z,t) bir Loewner zinciri ise, bu durumda asagidaki esitsizlikler

saglanir (Graham and Kohr 2003):

¢ (1+|Z||Z|)2 <|f(zp|<e ; |T|Z|)2’ (zeU,t>0) (Growth) 3.7)
C 17| , C 1+ o
e mé“ (Z,t)|£e (1 |z|)3 , (zeU,t>0) (Distortion) (3.8)
_l_ —
|f(z,t)—f(z,s)|gﬂ(et—e5), (zeU,0<s<t <o) (3.9)

(1]

Teorem 3.3.3: S sinifindaki her f fonksiyonu i¢in U diskinde f(z,0)= f(z) olacak

sekilde bir Loewner zinciri vardir (Graham and Kohr 2003).

Teorem 3.3.4: Loewner zincirlerinin her {f (z,t)} dizisinin bir alt dizisi, t >0 i¢in U

birim diskinde bir Loewner zincirine yerel diizgiin yakinsar (Graham and Kohr 2003).
3.4. Loewner Diferensiyel Denklemi

Bu kesimde Loewner teorisinin ana unsurlarindan biri olan Loewner diferensiyel
denklemini tanitacagiz. Bu denklemin iki farkli bi¢imi vardir, bunlardan biri Loewner
zincirine digeri de gecis fonksiyonuna baglidir. Bu denklemlerin her ikiside t
parametresine bagli P siifina ait bir fonksiyonu icerir. Aslinda Loewner zinciri bir
tirlii genislemeyi temsil eder. Loewner diferensiyel denklemini ilk kez Loewner (1923)
daha sonra Kufarev (1943) calismistir. Daha sonraki yillarda Pommerenke (1965) ve
Becker (1972) bu teoriye 6nemli katkilar saglamistir. Bu katkilardan en 6nemlisi verilen
bir fonksiyonun Loewner zinciri olmasi diger bir degisle linivalent olmasi icin yeter

olan sartlar1 igermesidir.
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Teorem 3.4.1: w(z,t) fonksiyonu t €[0,1] icin @(0,t)=0 sartiyla U da analitik bir
fonksiyon olsun. Ayrica |Z|<1,0£t£1 icin |a)(Z,t)|<1 ve |Z|<l icin @(z,0)=12

oldugunu kabul edelim. Eger, p pozitif bir say1 olmak iizere

o(2) = lim{m}

t—0 th

limiti var, U da analitik ve Ro(0)#0 ise bu durumda |Z|<1 icin Rw(z)<0 dir

(Graham and Kohr 2003).

Bir sonraki teoreme ge¢cmeden bu teoremde gecen Olgiilebilir fonksiyon kavrami
hakkinda kisaca bilgi verelim. O bostan farkli bir kiime ve B de bu kiimenin alt
kiimelerinin bir ailesi olsun. Eger B ailesi i¢in

(i) OeB

(ii) Be B= B' € B (B', B nin tiimleyeni)

Gii) Her i N icin B, e B= B B

i=1
sartlar1 saglaniyorsa, B ye O iizerinde bir o —cebiri denir. o —cebirindeki kiimelere
oOlgiilebilir kiime denir ve (O,B) ile gosterilir. O 6lgiilebilir bir kiime ve f(x) de bu
kiimede tanimli reel degerli bir fonksiyon olsun. Eger K reel sayis1 i¢in

{XEU: f(X)>K}

kiimesi Ol¢iilebilirse f ye bu kiimede 6Slgiilebilir fonksiyon denir.

Teorem 3.4.2: p(z,t) fonksiyonu her t >0 ve her ze U i¢in P sinifina ait 6l¢iilebilir

bir fonksiyon olsun. O halde her ze U ve $>0 ig¢in,

Zt—uz—up(u,t), t>s, v(z,s,5)=12, (3.10)

sinir deger problemi, bir tek v(t) =v(z,s,t)=e*'z+... yerel mutlak siirekli ¢dziime
sahiptir. Bunun yani1 sira ze U ve s>0 igin, v(z,s,t) fonksiyonu z ye gore yerel
diizgiin siirekli, t > s i¢in Lipschitz stireklidir. v(z,S,t) fonksiyonlar1 0 < s <t <oo igin

tinivalent Schwarz fonksiyonlaridir ve her s> 0 i¢in U birim diskinde
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f(z,8)= %imetu(z, s,t)
yerel diizglin limiti vardir. Ayrica, f(z,S) tnivalent ve her ze U, 0<s<t<oo igin
f(u(z,s,t),t)= f(z,5) dir. Bdylece (3.10) tarafindan verilen f:Ux[0,00)—C

fonksiyonu bir Loewner zinciridir ve her z € U i¢in
C@0=pavd '@, (20 (3.11)

diferensiyel denklemini saglar (Graham and Kohr 2003).

Burada (3.11) ile tanimlanan diferensiyel denkleme Loewner kismi diferensiyel

denklemi veya kisaca Loewner diferensiyel denklemi denir.

Teorem 3.4.3: f:Ux[0,00)—>C fonksiyonu t>0 igin f(0,t)=0 ve f'(0,t)=¢'
sartlarin1 saglayan bir fonksiyon olsun. f(z,t) fonksiyonunun bir Loewner zinciri

olmast i¢in gerek ve yeter sart

(i) f(z,t) fonksiyonu her t>0 icin U, diskinde analitik, t>0 icin yerel mutlak
ze U, ye gore yerel diizgiin siirekli ve

[f(z,H)| <Me', (jz|<r,t=0) (3.12)
olacak sekilde r € (0,1) ve M >0 sabitinin olmasi,

(ii) vz e U i¢in [0,00) aralig1 lizerinde Olgiilebilir ve her z € U, igin
of :
E(z’t):Zf (z,t)p(z,t), (t=0) (3.13)

Loewner diferensiyel denklemini saglayan, her t>0 icin p(z,t)eP olacak sekilde
p(z,t) fonksiyonunun var olmasi

sartlarinin saglanmasidir (Pommerenke 1965, 1975; Graham and Kohr 2003).

Ispat: Oncelikle f(z,t) fonksiyonunun Loewner zinciri oldugunu kabul edelim. Her
r € (0,1) i¢in teoremin (i) ve (ii) sartlarinin dogru oldugunu gdésterecegiz. Her t > 0 icin

e ' f(z,t) fonksiyonu S sinifindan bir fonksiyon oldugundan dolay1, Lemma 3.3.2 deki
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(3.7) growth esitsizliginden dolayr her re(0,1) i¢in |f(z,t)|£Met (|Z|<r,t20)
olacak sekilde M =M (r) pozitif sayist vardir. Boylece teoremin (i) sikki ispatlanmis
olur. Ote yandan, v(z,s,t) fonksiyonu f(z,t) zinciri tarafindan tanimlanan bir gegcis
fonksiyonu, yani ze U ve 0<s<t<oo igin

f(z,5)= f(v(z,s,t),1)
olsun. Eger, f fonksiyonunun reel ve sanal kisimlarina ortalama deger teoremi

uygulanirsa

%[ f(z,t+h)- f(Z,t)] :%[ f(z,t+h)—f(v(z,s,t+h),t+ h)] (3.14)

= A(z,t,h)(%[z —u(z,8,t+ h)]j, (zeU,t>0,h>0)

elde edilir. Burada A(z,t,h), h—0" iken f'(z,t) kompleks-lineer operatoriine
dontisen bir reel-lineer operatordiir. Simdi (3.9) dan f(z,t) fonksiyonunun t de yerel

Lipschitz, z de ise yerel diizgiin siirekli oldugu agiktir. Boylece Vitali teoreminden, t

de 6l¢timii sifir olan bir kiime harig, tiim z ler igin (3.14) denkleminin sol tarafi h — 0

durumunda bir limite sahiptir. Dolayisiyla t ye gore h — 0" iken sag tarafin tek tarafli

limiti vardir ve Teorem 3.4.1 kullanarak (3.13) diferensiyel denklemindeki p(z,t) yi

elde ederiz. Bu fonksiyon ayni zamanda gegis fonksiyonunun normallestirilmis halidir.

Olgiimii sifir olan kiimelerin disindaki t ler igin, p(z,t)=1 olarak tanimlanacak.

Cauchy-tiirev formiiliinden ve f(z,t) fonksiyonunun Lipschitz siirekliliginden f'(z,t)

fonksiyonu da [0,00) araliginda Lipschitz stireklidir. Yukaridaki ifadeden [0,o0)
araliginda f'(z,t) ve %(z,t) olgiilebilir, dolayisiyla p(z,t) fonksiyonunun bu aralikta

Olciilebilir oldugu anlasilir. Boylece (ii) de ispatlamis olur.

Simdi teoremin tersini ispatlayalim. Bu amagla r € (0,1), M >0 olmak iizere f(z,t)
ve p(z,t) fonksiyonlari teoremin (i) ve (ii) sartlarini saglasin. f(z,t) fonksiyonunun t

de yerel Lipschitz stirekli, ze U, ye gore yerel diizgiin siirekli oldugunu gosterecegiz.
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Bunu ispatlamak i¢in dncelikle p e (0,r) ve T >0 olsun. Cauchy integral formiilii ve

(3.12) kullanilarak,
|f'(z,H|<L(p,T), (|z|<p.tel0,T]) (3.15)
olacak sekilde L =L(p,T) >0 vardir. Ayrica, (3.13), (3.15) ifadelerinden ve
I+p
z,t)|<—L£, (lz|<p,t>0
[patls= 2, (d=p.t20)
esitsizliginden

‘%(z,t) <N(p.T), (|z[<p.tel0,T])

olacak sekilde N = N(p,T) >0 sayist vardir. Dolayisiyla
# of
f(z,t,)- f(zt) :Ja(z,t)dt, (0<t, <t, <T)
tl

esitliginden dolay1 |Z| <pve 0t <t,<T i¢in
[f(z.t)~ (24| <N, T, -t) (3.16)
esitsizligi dogrudur. Buradan pe(0,r) ve T >0 keyfi sayilar oldugundan, f(z,t)

fonksiyonu t de Lipschitz siireklidir. Teorem 3.4.2 g6z 6niinde bulunduruldugunda
%z—up(v,t), t>s,0(z,s,S) =1, (3.17)

sinir deger probleminin bir tek yerel mutlak siirekli o(t) =v(z,s,t) ¢6ziimiiniin var
oldugu sonucu ortaya ¢ikar. Bunun yani sira her s ve t sabitleri i¢in v(z,s,t) tinivalent
Schwarz fonksiyonudur. Her zeU,, s20 ve t>s igin f(z,s,t)= f(u(z,s,t),t)
olsun. Teorem 3.4.2 den v=uv(z,s,t) fonksiyonunun te€[S,) da Lipschitz siirekli,
z e U ya gore yerel diizgiin siirekli oldugu g6z oniine alindiginda ve f(z,t) fonksiyonu
t de yerel Lipschitz siirekli oldugundan, aym zamanda f(z,s,t) fonksiyonu da

t€[s,) i¢in t de yerel Lipschitz siirekli, ze U, ya gore de yerel diizgiin stireklidir.

Gergekten de (3.15) den her te[0,T], T >0,

1
<
0

Z|£p, W|£p ve pe(0,r) icin

|f(z,t)— f(w,t)

f/(A-)z+w,t)|dr <L(p.T)|z-w|
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elde edilir. Boylece, eger s>0 ve T >0 ise (3.16) ve yukaridaki esitsizlikten her
|Z|Sp ve s<t <t,<T i¢in
|f(z,s,t)— f(z,5.1,)|
<|f(u(z,8,t).t) - f(u(z,5,t),t)]+|f (0(z,5,1),1,) - f(0(z,5,1,).1,)|
<N(p,T)(t, —t)+L(p,T)|o(z,5.t)-v(z,5.1,)|

<N, T, 1) +R(p, T)({t, ~1)
bulunur. Ayrica her ze U, ve t>s i¢in % f(z,s,t) kismi tiirevi var ve bunun yani

sira (3.13) ve (3.17) denklemlerinden

of

of ov of
— f(z,s,t)=— f(v(z,s,1),t) = f'(L(z,s,t),t)—(z,5,t) +—(0(Z,S,1),t
p (z,8,1) p (L(z,s,1),t) = T'(u( ))at( ) at(v( ) 1)

= f'(u(z, s,t),t)(g—l:(z,s,t) +o(z,s,t)p(o(z, s,t),t)j =0

oldugu agiktir. v(z,s,8)=z ve f(z,s,t) fonksiyonu t de yerel mutlak siirekli bir
fonksiyon oldugundan f(z,s,t)= f(z,s,5) olur. Béylece her |z|<r ve 0<s<t<oo
i¢in

f(v(z,s,t),t)= f(z,9) (3.18)
yazilir. Son olarak f(z,t) fonksiyonunun U birim diskinde {inivalent genislemeye
sahip oldugunu gosterelim. Bunun i¢in (3.12) ifadesi kullanilirsa

et f(z-2|<14+ M, (|z]<r, t20)

elde edilir. e f(z,t)—z=a,(t)z’ +... oldugundan f(z,t)y=e'f(z,t)-2 fonksiyonuna
genellestirilmis Schwarz lemmasi uygulanirsa
7
‘e“f(z,t)—z‘su M-, (|z<r, t=0)
r

2

bulunur. Ayni zamanda &' °v(z,s,t) € S oldugundan, growth teoreminden

2

(1-l)"

u(z,s,t)|< e

(zeU,0<s<t<w)

yazilir. Bdylece, (3.18) den
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‘ f(z,5)-e'v(z, s,t)‘ = ‘e“ f(v(z,s,1),t)—0(z,5,1)

e'(1+M) o 1+ M
ST|U(Z,S,'[)2SEZ tﬁ, (|z|<r)

elde edilir. Son ifadede t — oo alinirsa,

z|<r de

e'v(z,s,t) > f(z,9) (3.19)
diizgiin yakinsamasi goriiliir. Diger bir ifadeyle, eger g = g(z,s) fonksiyonu

9(z,8) = yﬁrge‘u(z,s,t)
seklinde verilen bir fonksiyon ise, bu limit hers>0 i¢in U da yerel diizgiin olarak var
ve Teorem 3.4.2 den ¢:Ux[0,0) — C bir Loewner zinciridir. Ayrica (3.19) dan |Z| <r

ve $>0 i¢in g(z,5)= f(z,s) dir. Boylece teoremin ispat1 tamamlanmis olur.

Standart subordinasyon zinciri i¢in verilen bu teorem genel subordinasyon zinciri i¢in

asagidaki bigimdedir.

Teorem 3.4.4 (Pommerenke Teoremi): f(z,t)=a,(t)z+a,(t)z’ +... fonksiyonu her
t>0 icin U, diskinde analitik bir fonksiyon olsun. Eger,

(i) f(z,t) fonksiyonu, t €[0,0) da yerel mutlak, z € U, ye gore yerel diizgiin siirekli,
(ii) a,(t) fonksiyonu [0,00) araligi lizerinde

a () =0, ym|a1 (t) =0

sartlarim saglayan kompleks-degerli siirekli bir fonksiyon ve { f (z,t)/a,(t)} _  ailesi U,

t>0
de fonksiyonlarin bir normal ailesi,
(iii) Her z€ U, ve t >0 i¢in RP(z,t) > 0 olacak sekilde
of (z,1) of (z,1)
1——==p(z,t)—==
oz P.D ot
diferensiyel denklemini saglayan bir p:Ux[0,00) - C fonksiyonu var ise, bu durumda

t>0 icin, f(z,t) fonksiyonu U birim diskinde bir analitik ve iinivalent genislemeye

sahiptir (Pommerenke 1965; Graham and Kohr 2003).
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3.5. Univalentlik Kriteri Uzerine Yapilan Ilk Calismalar

Verilen bir fonksiyonun iinivalentliginin belirlenmesi problemi giiniimiize kadar pek
cok bilim adamu tarafindan ¢alisilmis ve bu caligsmalar sonucunda c¢esitli kriterler elde
edilmistir. Bu kriterlerden bazilar1 bu alanda temel teskil etmektedir. Bu temel kriterler
esas almarak analitik fonksiyonlarin degisik alt siniflar1 iizerindeki {inivalentlik
kriterlerini belirleme ¢aligmalar1 gliniimiize kadar artan bir ilgiyle devam etmis ve halen
cok sayida matematikginin ilgisini cekmeye de devam etmektedir. Univalentlik igin
yeter sartlar {izerine ilk arastirma, 1931 ve 1932 yillarinda {inlii matematikg¢i
Calugareanu tarafindan verilmistir. Calugareanu, yaptigi ilk calismada asagidaki dikkate

deger sonucu elde etmistir.

Teorem 3.5.1: f(z)=a,+az+a,z"+.., fonksiyonu U(O,R):{ZEC:|Z|<R}

diskinde analitik olsun. Bu durumda & #0, |z[<R ve |{|<R olmak iizere f nin

U(0,R) diskinde tinivalent olmasi i¢in gerek ve yeter sart
2-¢
bi¢ciminde verilen iki degiskenli fonksiyonun analitik olmasidir. (Calugareanu 1931,

1932).

¥(z,{)=log

Bu teorem bize inivalentlik igin gerekli ve yeterli sartlari, f fonksiyonunun

katsayilarina bagl olarak bulma firsat1 verir. Bdylece |Z| <R ve |§ | <R olmak lizere
Y(z.8)=).> a,2"¢" (3.21)
n=1 m=1
biciminde verilen ¢ift serinin yakinsakligindan boyle sartlar elde edebiliriz. Ciinkii
(3.21) serisinin iinivalentlik yaricapi olan R ile yakinsaklik yarigapt olan R aynidir. Bu

R yarigapi, f fonksiyonunun katsayilarina bagl olarak yazilabilir.
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Benzer sekilde, h(¢) e M meromorf fonksiyonlarin {inivalentligi i¢in gerek ve yeter

sartlar elde edilebilir. Burada, (3.20) ve (3.21) ifadelerine benzer olarak kompleks iki
degiskenli

O(£.7) = log &) =D h(z) S S 6 (3.22)

n=1 m=1

fonksiyonunu goz Oniine alalim. Teorem 3.5.1 ¢ gore h(£)e 2 olmasi igin gerek ve
yeter sart ®(&,z) fonksiyonunun AxA kiimesinde analitik yani |§| >1 ve |Z| >1 olmak

tizere (3.22) ile gosterilen serinin yakinsak olmasidir. (3.21) tipli ¢ift serinin

yakinsakligi igin bir yeter sart da m,n=1,2,3,... i¢in |, |<1 olmasidir. Fakat tekrar

vurgulanmalidir ki, ¢,,, nin terimlerindeki ¢, katsayilarini yazmak zordur. Ornegin,

2
Cl
Cp =Gty Gy =C,+00,

c? c’
C,, =C; +CC; +?2, Cy; =C; +CC, +C] +?‘.

Grunsky (1939) h fonksiyonunun iinivalentligi i¢in gerekli ve yeterli sartlar1 veren C_,

nin terimleriyle ilgili dnemli bagintilar elde etmistir.

Teorem 3.5.2 (Grunsky Esitsizlikleri): h(¢)e M fonksiyonu verilsin. Bu takdirde

asagida verilen sartlar denktir (Grunsky 1939):
) h(eZ,

(ii) Z

(Burada t, € C sayisi, sag taraftaki seri yakinsak olacak bi¢imde secilmelidir)

S bty < S

n=1 m=1 m=1 m

0

B ol

m=1

mnm

(iii)

Ayrica, c,, katsayilart (3.22) de verilen ¢ift serinin katsayilar1 olup bu katsayilar

Grunsky katsayilar1 olarak adlandirilir.
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Daha sonra Ozaki (1934), [, sinifina ait bir fonksiyonun katsayilarini ihtiva eden bir

tinivalentlik kriteri elde etmistir.

Teorem 3.5.3: g({)ell, olsun. Eger, re(0,1] olmak iizere T[oJr = {Z 0< |Z| < r}

kiimesinde g fonksiyonunun katsayilar1 arasinda

in|an|rn+1 <1

n=1

bagintis1 varsa, g fonksiyonu [E]r kiimesinde tinivalenttir (Ozaki 1934).

Ispat: z,,2, € U olsun. Bu durumda

Z,)—9(z 1 -
9(z)=9(z) _ _ +ya, (g, 4+ 7))
Z,-1, 22, %S

yazilir. Yukaridaki esitlikte her iki tarafin mutlak degeri alinirsa

z)-9(z 1§ -1y -
l9@)-9@)|_| +Ya (24, )
Zl—Zz ‘ 2122 n=1
1 = - - -
>|—-1>a, (2" + 27z, +..+2")
2122 n=1

> >0

1 - n
F{I—Zn|an|r 1}

n=1

olur.
Eger yukaridaki teoremde r =1 alinirsa asagidaki sonug elde edilir.

Sonug¢ 3.5.4: g(¢) €[], olsun. Eger
> nja,|<1
n=1

esitsizligi saglanirsa, g fonksiyonu [EL kiimesinde tinivalenttir (Ozaki 1934).
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Cok 1iyi bilinen iinivalentlik kriterlerinden biri de Alexander-Noshiro-Warschawski

tarafindan verilmistir.

Teorem 3.5.5: f fonksiyonu konveks bir D bdlgesinde analitik olsun. Eger her z € D
ve baz1y € R igin

R(e"f'(2))>0
esitsizligi saglaniyorsa, f fonksiyonu D bdlgesinde iinivalenttir (Alexander 1915;

Noshiro 1934-1935; Warschawski 1935).

Teorem 3.5.5 in en 6nemli sonuglarindan biri, S sinifinin
R. ={f e A:Rf'(2)>0, ZGU}
biciminde tanimlanan yeni bir alt sinifinin dogmasina temel olusturmasidir. R, sinifi

lizerine sistematik ilk calismay1 MacGregor (1962) yapmustir.

Alexander-Noshiro-Warschawski’nin tinivalentlik kriterinin bir genellestirilmesi, Ozaki

ve Kaplan tarafindan asagidaki teoremle verilmistir.

Teorem 3.5.6: f fonksiyonu basit baglantili bir Dc C bdlgesinde analitik bir

fonksiyon olsun. Her z € D i¢in

sRw>0
9'(2)
esitsizligi saglanacak bicimde D bolgesini konveks bir bdlgeye resmeden bir ¢

tinivalent fonksiyonunun varligin1 kabul edelim. Bu takdirde f fonksiyonu D

bolgesinde tinivalenttir (Ozaki 1935; Kaplan 1952).

Teorem 3.5.6 da ¢(z) =z alinirsa, Teorem 3.5.5 in y =0 i¢in olan 6zel durumu elde

edilir.
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Alexander-Noshiro-Warschawski’nin linivalentlik kriterinin analitik olmayan bi¢imi ilk

defa Mocanu (1981) tarafindan asagidaki teoremde verilmistir.

Teorem 3.5.7: D c C konveks bir bolge ve f € C'(D) olsun. Eger f fonksiyonu
X (@), 0 (D)

@i f,(2) =7 p= olmak lizere VZe D ve 0 €[0,2r) icin Rf,(z)>0
(ii) Vze D igin ERM> M
0z 0z

sartlarindan birini sagliyorsa D bolgesinde tinivalenttir ve her z e D igin Jf(z) >0 dur.

2 2

of
oz

Burada Jf (Z)=‘éi , T nin Jacobiyen determinantim ve C'(D) de D
YA

kiimesinde birinci mertebeden siirekli diferensiyellenenebilir fonksiyonlarin kiimesini

gostermektedir (Mocanu 1981).

3.6. Pommerenke Teoreminin Farkh Bicimleri

Literatiirde, Pommerenke Teoreminin (Teorem 3.4.4) farkli bi¢imlerini bulmak
mimkiindiir. Teoremin ilk farkli bicimi 1996 yilinda Pascu tarafindan asagidaki

teoremde verilmistir.

Teorem 3.6.1: r €(0,1) olmak tizere F =F(u,v):U, xC— C fonksiyonu asagidaki
kabiilleri saglasin. Eger
(i) Her t>0 i¢in F(e"'z,e'z) fonksiyonu U, diskinde analitik ve [0,00) araliginda

yerel mutlak, U, ye gore de yerel diizgiin siirekli,

(i)

6Fé:,t)/28F(Z,t) fonksiyonu t>0 icin I[_J:{z e(C:|Z|S1} kapali diskinde ve

0z

t=0 igin U={zeC:|z|<1} agik diskinde analitik,
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(iii) %(O, 0) =0, ?:(O, 0)/2\7 (0,0)| & (—0,—1) olmak iizere t - o iken a,(t) -

olacak big¢imde kesin artan @&, :[0,00)—> C fonksiyonu vardir ve burada

oF oF
a,(t)=e"'—(0,0)+e'—(0,0) dir,
10, Y (0,0) Y (0,0)
. u oF oF , . St ot :
(iv) G(u,v):—.a—u(u,v) E(u,v) olmak tizere t =0 i¢in G(e " z,e'z) fonksiyonu U,
v
{izerine analitik ve t > 0 i¢cin U kapal diskinde bir analitik genislemeye sahip,
(v) Vze U igin |H(z,2)| <1 ve ¥z e U~{0} igin |H (z,1/Z)| <1 ise
bu durumda her t>0 igin F(e'z,e'z) fonksiyonu U da analitik ve {inivalent

genislemeye sahiptir (Pascu 1996). Burada H fonksiyonu G nin U kapal diski

tizerinde bir genislemesidir.

Teorem 3.6.1 nin bir genellestirilmesi Pascu et al. (2003) tarafindan asagidaki teoremde

verilmigtir.

Teorem 3.6.2: F:UxC—>C, F(e'z,a(t)z) fonksiyonu verilsin. Ayrica
F(e'z,a(t)z) fonksiyonu Teorem 3.6.1 deki (i)-(iii) sartlarini saglasin.  Eger
a:[0,0) > C olmak iizere a=a(t), acC'[0,0), a(0)=1, a(t)=0, a(t)+a'(t)=0

ve 1im|a(t)|=oo sartlar1  altinda |a(t)| artan bir fonksiyon ve ayrica

cuv) =2 Wy / 9 (V) fonksiyonu igin
vV ou ov

. a()-a'(t)| _|at)+a')

@iv)' |G(z,2)+ 2a) |< 2|a(t)| , (zeU, t20),

(v)' max|G(z,a(t)2) + am)—am)|_[aw+a'®) (zeU—{0}, t>0)
BT 2am) | 2fa)] ’ ’

sartlar1 saglaniyorsa, F(z,z) fonksiyonu U diskinde {inivalenttir (Pascu et al. 2003).

Bu teoremde 6zel olarak a(t) =e€' alinirsa Teorem 3.6.1 in sonuglar1 elde edilir.
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3.7. Birim Diskte Temel Univalentlik Kriterleri

U birim diskinde bilinen tinivalentlik kriterlerinin en énemlilerinden birisi 1972 yilinda
Becker tarafindan verilmistir. Bu kriter ayn1 zamanda Loewner metodu (subordinasyon
zincirleri metodu) kullanilarak ispatlanan ilk kriterdir. Bu kriterin = 6nemli
genellestirmeleri daha sonra Ahlfors (1974), Ruscheweyh (1976), Lewandovski (1981),
Kanas and Srivastava (1997), Kanas and Lecko (1998), Pascu (1985, 1986, 1987, 1995),
Pescar (1996), Ovesea (Tudor) (1997, 2001, 2007) tarafindan verilmistir. Gegmisten
giinimiize kadar bu konu iizerine yapilan Onemli c¢alismalar asagida kisaca

Ozetlenmistir.

Teorem 3.7.1: f € A olsun. Eger her ze U igin

zf” (z)
f'@@)|

esitsizligi saglaniyorsa f fonksiyonu U da tinivalenttir (Becker 1972).

(-|z))|7

Literatiirde, Becker’in bu kriterinin bir¢cok genellestirmesini bulmak miimkiindiir.

Bunlarin en 6nemlilerinden bazilar1 asagida verilmistir.

Teorem 3.7.2: f € A olsun. Ayrica |C| <1,c#—1 sartlarin1 saglayan bir ¢ € C sayisin

g6z Oniine alalim. Eger her z € U i¢in

zf” (z)
f'(z)|

esitsizligi saglaniyorsa f fonksiyonu U da tinivalenttir (Ahlfors 1974).

clef +a-|7H ==

Teorem 3.7.3: f e A olsun. Ayrica, ce C ve s=a+ib, a>0 olacak sekilde s

kompleks sayis1 verilsin. Eger

{aISI
M =
s

olacak sekilde her z € U igin

ae(0,1)
: ax1




49

c|z|2 +s—a(1—|z|2)[s(1+zlf:,—((zz))J+(l— s) Z;((Z))}

esitsizligi saglaniyorsa, f fonksiyonu U da iinivalenttir (Ruscheweyh 1976).

Teorem 3.7.4: f € A ve peP fonksiyonlar verilsin. Eger her z€ U igin

p(z)_1|z|2—(1—|z|2) zf”(z)+ zp'(2) <1
p(z)+1 f'(z) p(2)+1)

esitsizligi saglaniyorsa f fonksiyonu U da iinivalenttir (Lewandovski 1981).

<1 olacak sekilde bir kompleks say1 olsun. Eger

her ze U i¢in

| f'@ 1 |< 1
[R"f(2)] 1+c| [+

of {(Hc)f (2) }(l_w){z[nn f(z)]' } <
R"f ()] [R"f(2)]

sartlart saglaniyorsa f fonksiyonu U da iinivalenttir (Kanas and Srivastava 1997).

Ve

<1 olacak sekilde bir kompleks say1 olsun. Eger

her ze U i¢in

R'f(z) 1| 1

‘f(Z)R“”f(z)_l+c|<|l+c|
ve
2 o R'T(2) e R™f(2) R™f(2)
7] [(1+c)f(z)—Rn+lf(z) 1}(1 7] ){(mz)—nmlf(z) (n+1)—7€”f(z) 1}31

sartlart saglaniyorsa f fonksiyonu U da iinivalenttir (Kanas and Srivastava 1997).

Bunlarin yani sira 2001-2007 tarihleri arasinda Ovesea (Tudor), Becker’in tinivalentlik

kriterini genellestirme iizerine 6nemli bazi ¢caligmalar yapmistir.
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Pascu (1987) bir integral operator i¢in Becker’in kriterinin genellestirmesini asagidaki
gibi verdi. Bu kriter aym1 zamanda integral operator i¢in, Loewner metodu

(subordinasyon zincirleri) kullanilarak ispatlanan ilk kriterdir.

Teorem 3.7.7: f € A ve R(a) >0 sartt alinda & € C sayis1 verilsin. Eger Vz € U i¢in

1=z | 2t "(2)| <
Ra) | (2|

esitsizligi saglaniyorsa,
7 la
F (2)= (aj.t‘“ f ’(t)dtJ
0

seklinde tanimlanan F, integral operatdrii U da {inivalenttir (Pascu 1987).

Kompleks analizin temel araclarindan biri de bir analitik fonksiyonun Schwarz
tiirevidir. Schwarz tiirevi ilk defa 1876 yilinda H. A. Schwarz’in dairesel yaylar ile
sinirlandirilmis ¢okgenler yardimiyla, konform doniisiimler i¢in Schwarz-Christoftel
doniislimiinii  genellestirmek amaciyla yaptigt bir arastirmanin sonucunda ortaya

cikmustir. Bir analitik ve yerel tinivalent f fonksiyonu igin Schwarz tiirevi

s. o[ 1@) 1 F'@)
! f'(z)) 2\ f'(2)

bi¢ciminde tanimlanir. Schwarz tiirevinin en 6nemli 6zelligi, Mobius doniisiimii altinda

korunmasidir. Diger bir ifade ile eger,

T(z):az—er, ad —bc=0
cz+d

herhangi bir Mdbius doéniisiimii ise, bu durumda S; ((z)=S,(z) olur. Burada "o"
bilinen bileske islemidir. Ozel bir durumda her bir Mébius déniisiimii i¢in S.(z) =0
esitligi saglanir. Eger g herhangi bir yerel {iinivalent analitik fonksiyon ve bu
fonksiyonun f ile bileskesi f og bigiminde tanimlanirsa,

Si.g =(S1°9)(@) +5,

esitligi yazilir.
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Becker’in iinivalentlik kriteri kadar iinlii bir diger {inivalentlik kriteri de, Schwarz
tiirevini igceren ve ilk defa 1949 yilinda Nehari tarafindan verilen kriterdir. Onun anisina

bu kritere Nehari kriteri denmektedir.

Teorem 3.7.8: f € A olsun. Eger her z€ U igin
A7y’
%\sf (2)|<1

esitsizligi saglantyorsa f fonksiyonu U da tinivalenttir (Nehari 1949).

Nehari’nin tinivalentlik kriterinin genellestirilmeleri arasinda en onemli olani, 1987
yilinda Epstein tarafindan verilmistir. Epstein’in tinivalentlik kriterinin farkli bir ispatini

Pommerenke (1986) Loewner zincirler metodunu kullanarak vermistir.

Teorem 3.7.9: f,ge.A fonksiyonlar1 U birim diskinde yerel tinivalent fonksiyonlar
olsunlar. Ayrica S((z) ve S,(z) de swrasiyla f ve g fonksiyonlarimin Schwarz

tiirevleri olmak iizere, eger her z € U i¢in

1 2.9 2. 209"(2)
E(l_|z|) (S(2)-S,(2))+ (-7 e <1

esitsizligi saglaniyorsa f, U da tinivalenttir (Epstein 1987; Pommerenke 1986).

Epstein tarafindan verilen bu teoremin farkli genellestirilmeleri Wesolowski ve Tudor

tarafindan verilmistir.

Teorem 3.7.10: f,g e A fonksiyonlar1 U birim diskinde yerel iinivalent fonksiyonlar
olsun. Ayrica U da Rh(z)>1/2 kosulunu saglayan h analitik fonksiyonu verilsin.
Egerher ze€ U ig¢in,

h(Z)—l |Z|2 _(1_|Z|2)|:Zh'(2) n Zg'ﬂ(z)
h(z) h(z)  d'(2)

esitsizligi saglaniyorsa, f fonksiyonu U da tinivalenttir (Wesolowski 1988).

}%(1—|z|2)2§h(z)[sf(z)—sg(z)] <1
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Teorem 3.7.11: f e A ve R(a)>1/2 olacak sekilde « € C olsun. Ayrica g ve h
fonksiyonlart da U birim diskinde sirasiyla g(z)=1+bz+... ve h(z)=c,+CzZ+...

bi¢ciminde tanimlanan analitik fonksiyonlar olsunlar. Eger her z € U i¢in
a 9(2)
ve

(lf’(Z)_1]|z|4+z ( “of ) [1 a, '(@h@) , 1 F'@h'@)  9g'(@h@) _h )}
a 9(z) a i« 9@ 9(2)

<1

£|z|2

+z|z|2( _| | ) 1- a f(z) 2 f’(z)h(z)+g’(z)
a f(Z) a 9(2) 9(2)

esitsizlikleri saglaniyorsa f fonksiyonu U da tinivalenttir (Tudor 2007).

1972 yilinda Ozaki ve Nunokawa yaptiklar1 ¢aligmada, temelde Nehari’nin tinivalentlik
kriterine ve dolayisiyla Schwarz tlirevine dayanan ve bu alanda temel teskil eden

teoremlerden biri olan asagidaki teoremi vermislerdir.

Teorem 3.7.12: f € Aolsun. Eger her ze€ U i¢in

2*'(2)
f*(2)

esitsizligi saglaniyorsa f fonksiyonu U birim diskinde tnivalenttir (Ozaki and

-11<1

Nunokawa 1972).

Ozaki ve Nunokawa tarafindan verilen bu teoremin farkli genellestirilmeleri Rdducanu

et al. (2004), Tudor and Owa (2005) ve Tudor (2008) tarafindan verilmistir.

Teorem 3.7.13: f € A ve m de pozitif bir reel say1 olsun. Eger her z € U igin

zzf'(z)_1 _m—1|<m+1
f2(z) 2| 2

Ve
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<
2

sz’(Z)_l _m—1|z|m+1 m+1|z|m+1
£2(2) 2

esitsizlikleri saglaniyorsa f fonksiyonu U da linivalenttir (Raducanu et al. 2004).

Teorem 3.7.14: f € A ve R(a) >0 olacak sekilde a € C olsun. Eger her z € U-{0}

i¢in

zzf’(z)_1 -
f2(2)

Ve

[w_ljwaﬁl_wa[Zzz'(z)_lj
f<(2) a f<(2)

+(1—|2|w) KZZ]“(Z)_IJHI_O’)(E_IH<1
21 |\ @) ;)|

esitsizlikleri saglaniyorsa

. o«
F (2)= (a'[t”‘l f ’(t)dtJ

seklinde taniml1 F, integral operatorii U da tlinivalenttir (Tudor 2008).

1969 yilinda Goluzin digerlerinden farkli bir metod izleyerek asagidaki kriteri vermistir.

Teorem 3.7.15: f € A olsun. Eger her ze U igin

‘zilog(zzz'(z)j
dz f<(2)

esitsizligi saglaniyorsa f fonksiyonu U da iinivalenttir (Goluzin 1969).

2
I

Goluzin’in bir genellestirmesini Loewner zincirler metodunu kullanarak Raducanu

(2004) asagidaki teoremde vermistir.
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Teorem 3.7.16: f € A ve R(a)>1/2 olacak sekilde a € C verilsin. Eger her ze U

igin

l-a 2 2f'(2) 72 1'(2) 2
. {1 (=) f(z)}r(l e s (fz(z)jSV'

esitsizligi saglaniyorsa f fonksiyonu U da tinivalenttir (Raducanu 2004).

1992 yilinda Tan asagidaki sonucu ispatlamistir.

Teorem 3.7.17: f ve ¢ fonksiyonlar1 U kiimesinde analitik ve yerel {linivalent

fonksiyonlar olsun. Ayrica ¢ # 0 bir kompleks say1 olmak iizere, eger her z € U igin
z(l—|z|2)¢(z)+(cf '(z)esz)dZ —1) iR

esitsizligi saglaniyorsa f fonksiyonu U da tinivalenttir (Tan 1992).

3.8. Meromorf Fonksiyonlar i¢in Temel Univalentlik Kriterleri

U diskinde tinivalentlik kriterleri ne kadar Onemli ise, A ve U kiimelerinde

tinivalentlik kriterleride o derece onemlidir. Ciinkii bu kiimelerdeki fonksiyonlar, U

birim diskinde tanimlanan fonksiyonlardan farklidir. Ayrica A ve U kiimesinde
tinivalentlik kriterleri elde etme problemi birim diske gore daha zordur. Bununla ilgili
ilk calismalar Nehari (1949), Aksent’ev (1958), Becker (1973) ve daha sonra bu
caligmalarin bazi genellestirmeleri de Ruscheweyh (1976) ve Wesolowski (1991)

tarafindan verilmistir.

Teorem 3.8.1: F € M olsun. Eger her £ € A i¢in

E=D, (o1

esitsizligi saglaniyorsa F fonksiyonu A da tinivalenttir (Nehari 1949).
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Teorem 3.8.2: Eger F € M fonksiyonu her & € A igin
IF'(&)-1<1

esitsizligini sagliyorsa A da linivalenttir (Aksent’ev 1958).

Teorem 3.8.3: F € M olsun. Eger her £ € A i¢in

2 _ éF"(é)
e F'($) ‘

esitsizligi saglaniyorsa F fonksiyonu A da linivalenttir (Becker 1973).

Teorem 3.8.4: F € M, fonksiyonu verilsin. Ayrica S=a+if, a >0 bir kompleks

say1 olsun. Eger her £ € A i¢in

, 2 SF'(Q) 1 [ _SF'(&)
‘|ﬂ+(|§| 1)0{3 e s)(l o H

esitsizligi saglaniyorsa, F fonksiyonu A da iinivalenttir (Ruscheweyh 1976).

<als|-|p|(a-1)

Teorem 3.8.5: F,G e M fonksiyonlar1 A da yerel iinivalent fonksiyonlar olsunlar.
Ayrica Sg (&) ve S (&) deswrastyla F ve G fonksiyonlariin Schwarz tiirevleri olmak

lizere, eger her £ € A igin

G|
G'($)

esitsizligi saglaniyorsa F fonksiyonu A da tinivalenttir (Wesolowski 1991).

<|5| 5 (S (&)= S (&))+ (& -1

Teorem 3.8.6: F,G e[| fonksiyonlari U da yerel tinivalent fonksiyonlar olsunlar.

Eger her ¢ € U icin

(1 1<) (Se (€)= S6 (&) + |||4|)[

esitsizligi saglaniyorsa F fonksiyonu U da iinivalenttir (Wesolowski 1991).

cG"@)j
G'({)
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3.9. Integral Operatérler icin Univalentlik Kriterleri

Analitik fonksiyonlarin geometrik teorisinin en Onemli problemlerinden birisi de
analitik fonksiyonlarin farkli smiflarina ait fonksiyonlarin integral operatdrlerin
{inivelentligi, yildizillig1 ve konveksligi gibi 6nemli 6zelliklerini arastirmaktir. Integral
operatorler iizerine ilk calisma 1915 yilinda Alexander tarafindan verilmistir. Daha
sonra Libera (1965), Royster (1965), Causey (1967), Nunukawa (1968), Bernardi
(1969), Kim and Merkes (1972) ve Miller et al. (1978) farkli integral operatorleri
tanimlayarak bunlarin tinivalentligi, yildizillig1 ve konveksligi gibi énemli 6zelliklerini
incelemislerdir. Daha sonraki yillarda birgok matematik¢i integral operatorleri
genellestirerek onlarin iinivalentligini ve analitik fonksiyonlarin bazi alt siniflari
tizerindeki 6zelliklerini incelemislerdir. Biz de bu tez ¢aligmasinda Tanim 3.9.1 ve
Tanim 3.9.2 deki genellestirilmis integral operatorleri tanimlayarak onlarin

tinivalentligini inceleyecegiz.

Tamm 3.9.1: «,f,u, A ve y herhangi kompleks sayilar olsun. f, g ve h
fonksiyonlart da A smifi veya onun alt siniflarindan olan fonksiyonlar olmak fizere,

Fop,(2) ve I, (z) fonksiyonlar sirasiyla

z Iy
ﬁ,p,y(z)Z(?’J.(g(t))y_l(f'(t))“(t'lh(t))ﬂdtJ , (zel) (3.23)

; 1u
Ii,A,(z):(uj(g(t))”l(e“”) dtj . (z€D) (3.24)

seklinde tanimlanir. Bu fonksiyonlara bazen (genellestirilmis) integral operatorii de

denir. Ayrica F, ; (2) ve Z, (z) integral operatorleri A sinifindandir.

Eger (3.23) ve (3.24) integral operatorlerinde g(z) =z alinirsa sirastyla

z 1y
E‘,ﬂ,y(Z)=(7Jt7‘l<f’(t))“(t*h(t))ﬁdtj , (zel) (3.25)

ve
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Z u
T; (2) :(yjt”" (ef“)))‘ dtj , (zeU) (3.26)

integral operatorleri elde edilir.

Tanim 3.9.1 de verilen (3.23) ve (3.24) integral operatorlerinde ki f, g ve h
fonksiyonlarmin & smifindan olmasi ve a,f,y, u, A parametrelerinin  6zel

degerlerinin alinmasi durumunda, U birim diskinde tanimli F

«py V€ 1, integral

operatorlerinin 6zel durumlar i¢in iinivalentlik problemi bir¢ok arastirmaci tarafindan

ele alindi. Ornegin; Royster (1965) y =1, =0 ve |a| >%, a #1; Duren et al. (1966)

J5-2
3

y=1L=0 ve |a|< =0.078...; Becker (1972) y=1,8=0 ve |a|£é=0.166...
ve son olarak Pfaltzgraff (1971) y=1,4=0 ve |a|si:0.25 igin F,,, integral

operatriiniin S smifindan oldugunu gdstermislerdir. Ayrica Pfaltzgraff |a| igin

bulunan i siniriin kesin oldugunu gostermistir. Diger yandan Causey (1967) y =1,

J5-2

4

a=0 ve 0<p< =0.05... i¢in F,,, integral operatdriinin S smifindan

.. .
oldugunu y=1L,a=0 ve L >— igin ise bu operatdrin S sinifindan olmadiginm
p#1

gostermistir. Causey’in bu sonucunun bazi genellestirmelerini, Nunokawa (1968) y =1,

J2-1

4

a=0 ve 0<3<0.07...; Causey (1971) tekrar y =1, a=0 ve |f|< =0.102...

ve Kim-Merkes (1972) y =1L, a =0 ve | ﬂ| < i =0.25... degerleri i¢in vermistir. Godula
(1979) ve Miazga and Wesolowski (1989) vyaptiklar1 ¢alismalarinda sirasiyla
4la|+4|p|<1 ve 4|a|+3|p|<1 sartlart altinda F, ;, €S oldugunu gdstermislerdir.
Ayrica Moldoevanu and Pascu (1990) 4|7/—1|£1 sarti altnda F,, €& oldugunu

ispatlamistir. Daha sonra Pescar S smifinin growth ve distortion gibi 6zelliklerini
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kullanarak, 1997-2006 yillar1 arasinda S siufindaki fonksiyonlarin 7, , = integral

operatoriiniin 6zel durumlari i¢in cesitli tinivalentlik kriterleri elde etmistir. Bunlardan

asagida kisaca bahsedilmistir.

 |@-ha 2]+ [a
) <lve|f|< {mgl){(l |2[)|z |1+| ||a| :.E)ﬁleS(Pescar1997a).
° g,:(Z) <lve |a|< max (1—| | )| | |Z| 2| = F, ,, €S (Pescar 1997b).
g'@) i 1+[2]a .

. Z;‘((Z))—1 <1 ve|f|<3V3/2 = £, €8 (Pescar 1998a).
Z M
' (2a+1)/2a
e 5¢C, R(y)2R©S)=a>0; %—lgl v g g s

(Pescar 1998Db).

<\1-16(a-1)’ /4 = F,, €S (Pescar 2000).

o y=a+ibeC, ae(0,4; ae(0,1/2) i¢in a*+a’h’-4>0 ve ae[l/2,4] i¢in

o y=a+ibeC, ac[3/4,5/4],

a’+b’—4>0 = F

0y, €S (Pescar 2001).

e R(»)>0; R()e(0,1) igin [y—1|<R(y)/4 ve R(y)e[0,) icin |[y-1]<1/4 =
Foo, €S (Pescar 2006).

e R(»)>0; R()e(0,]) icin [B|<R(y)/4 ve R(y)e[0,0) i¢in |f|<1/4 =

X
‘7:0,/)’,7

€ S (Pescar 2006).
Bunlardan bagka Tanim 3.9.1 deki (3.23) ve (3.24) integral operatorlerindeki f, g ve
h fonksiyonlarinin A smifindan olmasi ve «, f,y, ¢ ve A parametrelerinin 6zel

degerleri i¢cin, U birim diskinde tanimhi F

«p, ve I, operatorlerinin 6zel

durumlarinda tinivalentlik problemini, Schwarz lemmasi veya Genellestirilmis Schwarz
lemmasini1 kullanarak, Pescar (2003, 2004), Frasin (2009) ve Pescar and Breaz (2010)

calismustir.
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A ve S smiflarmin veya bunlarim alt smiflarindaki fonksiyonlarin integral
operatorlerinin tnivalentliginin yam1 sira [[ smifi veya bunun alt simiflarindaki
fonksiyonlarin integral operatorlerinin iinivalentligi problemi de bir o kadar 6nemlidir.
Bu tipten problemler ilk defa 1990 yilinda Wesolowski tarafindan verilmistir. Biz bu tez
calismasinda [] sinifi veya bunun alt siniflarindaki fonksiyonlar igeren daha genel
integral operatorleri tanimladik. Bu integral operatorler asagidaki tanimda yer

almaktadir.

Tanim 3.9.2: «, S, 7, A ve u herhangi kompleks sayilar olsun. F ve G fonksiyonlari

da [] smifi veya onun alt siniflarindan olan fonksiyonlar olmak iizere, H, 5.,(2) ve

G, .(2) fonksiyonlari sirasiyla,

z 1y
H,,,(2)= [y | t?‘l(—tzF'(t))“(tG(t))ﬁdt] . (zeD) (3.27)

z R 1
gi,ﬂ(z>=[ujt“(e”e“)) dt) . (2e) (3.28)

seklinde tanimlanir. Bu fonksiyonlara bazen meromorf fonksiyonlarin (genellestirilmis)

integral operatorii de denir. Ayrica H, , (z) ve G, (z) integral operatorleri A

siifindandir.

Wesolowski (1990), F,.GeY ve 12|a|+4|ﬂ|£1 olmast durumunda H, ,, integral

operatoriiniin tinivalent oldugunu géstermistir.
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4. ARASTIRMA BULGULARI

Bu boliimde, ¢alismamizda elde edilen bulgulara yer verilmistir.

Calismamizin temel amaci, analitik fonksiyonlarin iinivalentligi i¢in yeter sart bulma

problemidir. ilk olarak, 3. boliimde ifade edilen ve Pommerenke teoremi olarak bilinen

Teorem 3.4.4 yardimiyla U, U ve A kiimelerinde tanimli analitik fonksiyonlar icin

tinivalentlik kriterleri elde edilmeye ¢alisilmistir. Elde edilen kriterlerin daha dnce bagka
arastirmacilar (3.7 ve 3.8 boliimlerine bakiniz) tarafindan elde edilen kriterlerden daha

genel ve daha iyi oldugu 6rneklerle gbzlenmistir.

ikinci ve son olarak da S, S",C ve Y, siuflarmna ait fonksiyonlarin genellestirilmis

integral operatdrleri i¢in tinivalentlik sartlar1 arastirilmistir.

4.1. Birim Diskte Univalentlik Kriterleri

[k olarak birim diskte R" Ruscheweyh ve S" Siligean tiirev operatdrlerini iceren
. yp

F4(2) ={ ﬁj.gﬂ ) f ’(u)du} integral operatorii  i¢in  iinivalentlik  kriterleri
0

verilecektir. Calismamiz boyunca [f(e'z)] = f'(e'z) ve bir kompleks fonksiyonun

kompleks kuvveti olan (ly(z))" i¢in 6zel bir dal g6z Oniine alinmustir.

Teorem 4.1.1: f,g,he A olsun. Ayrica o, f,c€C ve meR, i¢in c#-1, a#l,

m+1

ml <T sartlariin saglandigin1 kabul edelim. Eger

=

[1+c _m+1|< m+1
l-a 2| 2°
| |

her ze U igin

‘&a+ova)_q_m—q<m+1 @

R"N(2)] -« 2| 2
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Ve

|Z|m+1[ (l:rc)f’(z) _1j+(1_|z|m+1)|:(ﬂ_1) 9'2) , z[nR h(z’)] }_m—1|
[R™h(2)] -a 92 [R'h@))-a] 2 |

(4.2)
m+1
T2
esitsizlikleri saglanirsa,
. Vg
Fy(2)= {ﬁ [ Wt '(u)du} (4.3)
0

seklinde tanimlanan 7, integral operatorii U birim diskinde analitik ve tnivalenttir

(Deniz and Orhan 2011a).

Ispat: a ve b pozitif iki reel say1 ve m _b olsun. r €(0,1] olmak iizere her t &[0, )
a
i¢in

- Vs
f(z,t):{ﬁj o7 (s)(s)ds + 2 (e’”—eat)zgﬂl(e‘“z)([R“h(eatz)]’—a)} (4.4)

1+c

seklinde tanimlanan f : U, x[0,00) - C fonksiyonunu g6z 6niine alalim. Bu fonksiyon

U, diskinde analitiktir. Ciinkii g €. 4 oldugundan
9(2)

v(@)=22
z
fonksiyonu birim diskte analitik ve y(0)=1 dir. Boylece r, €(0,r] olmak iizere her

zeU, i¢in y(z)#0 olacak sekilde U, diski mevcuttur. Dolayisiyla orijinde "1"

degerini alan, U, de analitik (l//(Z))/H m Ozel bir dalin1 segebiliriz. Bunu y, ile

gosterelim. Ote yandan

—at

v, (20 =B [ "y ()T (s)ds

fonksiyonunu g6z oniine alalim. Burada U, diskinde analitik olan y; fonksiyonu i¢in

w,(2,t) ="y (z,1)

esitligi yazilir. Boylece
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V(2D =y @0+ L (e e )e 0y e ) (RN *2)] - a)
I+c

U, diskinde analitik ve z =0 degeri i¢in

1+C—(1—0£)ﬂ+ (l_a)ﬁe(am)tjl

1+c 1+c

v, (0, =e [

olur. $imdi her t €[0,) i¢in y,(0,t) # 0 oldugunu ispatlayalim. y,(0,0) =1 oldugunu
gormek kolaydir. Diger taraftan y,(0,t;) =0 olacak sekilde bir t, € (0,0) oldugunu

(a-1p

icin ¢>—-1(c<—1) sonucu elde edilir. Bu da |C| <1 sart1 ile gelisir ve dolayisiyla her

farz edelim. Buradan esitligi elde edilir. Bu esitlikten t, >0

t€[0,0) i¢in ,(0,t)#0 oldugu goriiliir. Bu yiizden her t €[0,%) icin w,(0,t)#0
oldugundan dolay: r, € (0,r,] i¢in U, diski vardir ve bu diskte analitik olan ve y(z,1)

ile gésterecegimiz [t//4(z)]l/ﬁ

nin 0zel bir dalin1 segebiliriz. Boylece (4.4) ifadesinden
f(z,t)=zy (z,t)=a )z +a,(t)2’ +...

yazilir ve f(z,t) fonksiyonunun her te[0,0) i¢in U, diskinde analitik oldugu

goriiliir. Dolayisiyla f(z,t) fonksiyonu, her z € U, i¢in [0,00) kiimesi Gizerinde stirekli

diferensiyellenebilirdir. Béylece Onerme 2.1.20 in (ii) sikkindan f(z,t) fonksiyonu,

[0,00) kiimesinde yerel mutlak, U, diskine gére de yerel diizgiin siireklidir.

Ote yandan yukaridaki adimlar goz 6niinde bulundurulursa,

—af+a+b Vs
(———t _(1_ B
at)y=e 7 Me—(amn +M
l+c l+c
el Teoremin Ripotezinden |4~ mz+ ™1 veya 20/8)>1/(m+1) oldugundan

lim|a, (t)] = o0

elde edilir. Ayrica her te[0,0) i¢in a,(t)#0 dir. Boylece f(z,t)/a (t) hesaplanip,

her iki tarafin limit alinirsa
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oo g (t)  toe I+c 1+c

limE =limz {Kl _Mj g-@t | (-a)p } (e—(a+b)t [1 + O(efatz)]

W]
L (l—e(a*b“)[l+0(ea‘z)][(l—a)+0(ea‘z)]} =7

1+c
elde edilir. Bu yakinsama ayni zamanda diizglin oldugundan, Lemma 2.2.18 den

te[0,0) ig¢in O0<r,<r, olacak sekilde U, kapali diski vardir ki, bu diskte
{f(z,t)/a,(t)} diizgiin simrh yani

f(z,t)
a,(t)

olacak bi¢cimde bir K =K(I,)>0 sayist mevcuttur. Dolayisiyla Lemma 2.2.17 den

<K

{ f(z,t)/a (t)} ailesi U, diskinde yerel diizgiin sinirhdir. Bdylece Montel teoreminden

{—f (Z’t)} ailesi U, kiimesinde bir normal ailedir.
a‘l (t) te[0,00)

Son olarak 0 <r <, icin p:U, x[0,00) > C

__of(z,t) Jof (z,1)
P(z.1)=2 o1 / ot

biciminde tanimlanan bir fonksiyon olsun. Birim diskte p(z,t) fonksiyonunun reel

kismi pozitif olacak sekilde analitik bir genislemeye sahip oldugunu gostermek i¢in, her
2eU veher t€[0,2) i¢in

2of (z,t) of (z,0)

_pz)-1 o ot
0z ot

<1 esitsizligini sagladigim

fonksiyonunun Ux[0,0) kiimesinde analitik ve |W(Z,t)

gostermek yeterli olacaktir. Burada (4.5) esitliginden her z € U ve her t €[0,) i¢in
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_ —(a+ht (1+c)f'(e™2) B
g(zat)_e {([Rnh(e—atz)]!_a lj

Sy et T a5\ (4.6)
et )
olmak iizere
W(zt) = (1+a)g(z,t)+1-b @)

C(1-a)G(z,t)+1+b
yazilir. Her ze U ve her t€[0,0) icin (4.7) ile tanimlanan w(z,t) fonksiyonu i¢in
|W(z,t)|<1 ifadesi,

‘g(z,t)—mT_l <mT+1 (4.8)

bigimindeki esitsizlige denktir. Islemlerin kolaylig1 agisindan
m-—1
H(z,1) = g(Z,t)—T, VzelU, te[0,o)

fonksiyonunu tanimlayalim. Burada (4.1), (4.2) ve (4.6) ifadelerinden t =0 i¢in

([(Hc)f'(z) _IJ_m—1|<m+1 4.9)

[H(2,0)= R'N2)] —a 2 |" 2

ve teoremin hipotezinden z =0 i¢in

H(0,1)|= (H—C—lje‘a*b“ r(—g ey g_y-Mt
-« P
1+c m+l _(a+b)t —(a+b)t m+1
=|————|¢ +(1—e -
‘(1—0{ 2 j ( I\ A 2
I+c m+l m+1
<|——— e—(a+b)t n l_e—(a+b)t _
-« 2 ( )\B 2
< m+le_(a+b)t +(l_e—(a+b)t) m2+1 _ m2+1

esitsizlikleri elde edilir. Ote yandan her ze U= {Z eC: |Z| < 1} ve t>0 igcin

‘e*atz =e <1 oldugundan H(z,t) fonksiyonu U kapali birim diskinde

< ‘ g

analitiktir. Maksimum modiil prensibinden her z € U ve keyfi olarak secilen her t >0

sayi1s1 i¢in
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|H(z,t)

< r‘rzl‘glx|H(z,t)| =[H(e". 1) (4.10)

—at

olacak sekilde @=0(t)e R mevcuttur. Ayrica U=e e’ olsun. Buradan |u|=e ,

m+

e @t = (e )™ =y ' ve (4.6) esitliklerinden

GG E

|u|m+1((1+c)ﬂf '(U) _IJ
[R'h(W)] -«

m+ ug’'(u)  u[R"h(u)l" m-1
cap l)w_l) g(W , URhw) }_ |
gu) [RhWI-a| 2 |

elde edilir. Dolayisiyla u € U oldugu i¢in (4.2) ifadesinden

m+1
2

[H(e”, )| < 4.11)

esitsizligi bulunur. Sonug¢ olarak (4.9) ve (4.11) ifadelerinden, her zeU ve her

te[0,0) i¢in (4.8) esitsizligi saglanir. Boylece her zeU ve her te[0,0) igin

[w(z,t)| <1 olur.

Tiim bu durumlar goz 6niine alindiginda, Teorem 3.4.4 iin biitiin sartlar1 saglandigindan

f(z,t) fonksiyonunun her t€[0,0) i¢in U birim diskinde analitik ve tinivalent bir
genislemeye sahip oldugu goriiliir. Eger f(z,t) fonksiyonunda t =0 alinirsa her ze U
icin  f(z,0)=F,(2) elde edilir. Dolayisiyla 7, integral operatorii U diskinde analitik

ve linivalenttir.
Eger Teorem 4.1.1 de n=0 alinirsa asagidaki sonug elde edilir.

Sonu¢ 4.1.2: f,g,heA olsun. Ayrica a, f,ceC ve meR, sayilar i¢in Teorem

4.1.1 deki sartlarin saglandigini kabul edelim. Eger her z € U i¢in

+of'@ ) _m-1|_
h'(2)-« 2

m+1
2

ve
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ma( (1+0)f'(2) e '@, (@) _m—1| m+1
R e L e B

esitsizlikleri saglanirsa, (4.3) ile tamimlanan F; integral operatori U birim diskinde

analitik ve Univalenttir.

Teorem 4.1.1 de h(z) = f(z) ve n=1 alinirsa, asagidaki sonug elde edilir.

Sonuc 4.1.3: f,g e A olsun. Ayrica «, f,ceC ve meR, sayilar i¢in Teorem 4.1.1

deki sartlarin saglandigini kabul edelim. Eger her z € U igin

(Z(HC)_IJ_ 7f "(Z)—a|< A "(2) -«
m+1 f'(z) | f'(z) |

Ve

|z

m+l( (1+c)f'(2) _1j+(l_|z|m+l){(ﬁ_l)zg’(z)+zzf’”(z)+2zf”(z)}_m—1|
7f"(2)+ f'(2) -« 9(2) '@O+t'@-a] 2 |

m+1
<
2

esitsizlikleri saglanirsa, (4.3) ile tammlanan F;, integral operatori U birim diskinde

analitik ve tinivalenttir.
Asagidaki sonu¢ h(z)= f(z), a=n=0 ve m=1 i¢in Teorem 4.1.1 in &zel bir durumu

olup ozellikle genel integral operatorlerin iinivalentligini incelemede etkin bir role sahip

olacaktir.

Sonug 4.1.4: f,g e A olsun. Ayrica S, ceC sayilar igin [¢[<]1,

p- 1| <1 sartlariin

saglandigini kabul edelim. Eger her z € U i¢in

2 2 29'(z) zf"(2)
1- -1

esitsizlikleri saglanirsa, (4.3) ile tamimlanan F; integral operatori U birim diskinde

<1

analitik ve Univalenttir.
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Teorem 4.1.1 deki (4.2) esitsizliginin farkli bir durumunu igeren teorem asagidaki gibi

verilebilir.

Teorem 4.1.5: f,g,he A olsun. Ayrica a, f,c€C ve meR, sayilari igin Teorem

4.1.1 deki sartlarin saglandigini kabul edelim. Eger her z € U i¢in

(I1+c)f'(2) 1 _m_—1<m+1
[R"h(2)] - 2 2
Ve
‘(,8—1) zg’(z)+ Z[R"h(2)]" | m+1 4.12)

0@ Rh@I-a 2|
esitsizlikleri saglanirsa, (4.3) ile tanimlanan 7, integral operatorii U birim diskinde

analitik ve iinivalenttir (Deniz and Orhan 2011a).

Ispat: Teorem 4.1.1 de (4.1) ile Teorem 4.1.5 de (4.12) esitsizlikleri kullanilarak

ma[ (1+0)f'(2) e 1 20'(@) . Z[R'h@))’ _m—1|
(@ s p-p 0. AR |

_ |Z|m+1( (1+c)f'(2) —l—m_1]+(l—|z|m” { _1) zg’(z)+ Z[R"h(2)] _m—l}
[R"h(2)] —« 2 g(z) [R'h)] -« 2

<|Z|m+1m+1 (1_| |m+1 m+1 m2+1

elde edilir. Dolayisiyla Teorem 4.1.1 in sartlar saglandigindan (4.3) ile tanimlanan 7,

integral operatdrii U birim diskinde analitik ve iinivalenttir.

Teorem 4.1.1 deki (4.1) esitsizligine farkli bir agidan bakalim. h(z) = f(z), «, f,ceR

ve a <0 olsun. Burada n =0 i¢in basit islemlerle (4.1) esitsizliginin

Rf'(2) >

(zeU,m>c) (4.13)

ifadesine denk oldugunu gérmek zor degildir.
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Sonu¢ 4.1.6: f e A olsun. Ayrica a,f,ceR ve meR, olmak iizere <0,

—-l<c<m—-a(m+1), ml m+1 sartlar1 saglanmis olsun. Eger her z € U i¢in
Rt'(z) > , (c<m)
(m )|
ve
zf (z) zf"(2) | m+1
(L-D , (4.14)
‘ t2) f@)-a \

esitsizlikleri saglanirsa, f fonksiyonu U birim diskinde iinivalenttir.

Ispat: Teoremi ispatlamak icin Teorem 4.1.5 de, (4.1) esitsizligi yerine (4.13)
esitsizligi, f(z) =g(z) =h(z), ve n=0 almak yeterlidir.

Sonug 4.1.6 da S =1 alalim. Eger (4.13) esitsizliginde @ — —oo0 alinirsa her z € U i¢in
Rf'(z) >0 elde edilir. Bunu yani sira (4.14) esitsizligi de f=1 ve @ — —© igin dogru
oldugundan Sonug 4.1.6 dan f fonksiyonu U birim diskinde tinivalenttir. O halde bu

sonu¢ literatiirde bilinen meshur Alexander-Noshiro-Warshawski’nin iinivalentlik

kriterinin bir genellestirilmesidir.

Teorem 4.1.7: f,g,he A olsun. Ayrica «, f,ceC ve meR, sayilar igin C#—1,

C—mT_l <mT+1 p _m_+1 mTH sartlarinin saglandigini kabul edelim. Eger her
zeU igin
(1+C)f'(z)w_1 _m-1 <m_+1
R"f(2)-«a 2 2
ve
7™ A+o)f( 2 @=a
R"f(2)-
m+ 29'(z)  z[R"f(z Z[R'h(z)] | m-=1] _m+1
o] (5o L@, ART@ _ dR'N(2)] P
9z) R'f@-a R'h@)-a] 2| 2
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esitsizlikleri saglanirsa, (4.3) ile tamimlanan F; integral operatori U birim diskinde

analitik ve tinivalenttir (Deniz and Orhan 2011a).

Ispat: a ve b pozitif iki reel say1 olmak iizere m =E olsun. r e (O,l] olmak tiizere her
a

€[0,00) igin

_at W]
f(z,t)= {ﬂf 0" (5) F(e)ds + - ﬁ e e e )(R fle z)—aj}

R'h(e*2)-a
seklinde tanimlanan f : U, x[0,00) - C fonksiyonunu goz 6niine alalim. Bu fonksiyon

U, diskinde analitiktir. Ispatin bundan sonraki kismi olan f(z,t) nin Loewner zinciri

oldugunu gostermek icin sirasiyla Teorem 4.1.1 in ispatindaki adimlar izlemek

yeterlidir.

Eger Teorem 4.1.7 de a =0 almip ve (2.7) rekiirans bagintis1 kullanilirsa asagidaki

sonu¢ elde edilir.

Sonu¢ 4.1.8: f,g,heA olsun. Ayrica f,ceC ve meR, sayilarinin Teorem 4.1.7

deki sartlar1 sagladigin1 kabul edelim. Eger her z € U igin

R'h(z) _m-1 m+l
((l+c)f(z) R () 1] - <—2
ve
m+1 th(Z)_
7| [(1 c)f'(2) @) 1]

m+1
2

e 29'(2) R™f(2) R"f(2) ~m-1
+(1-]7") {(,B 1) D) (+1)—R“f(z) (v+1)—va(Z) n+v} > <

esitsizlikleri saglanirsa, (4.3) ile tamimlanan F; integral operatori U birim diskinde

analitik ve Univalenttir.



70

Sonug 4.1.8 de v=2,n=1 ve v=0,n=2 alindiginda sirasiyla asagidaki Sonug 4.1.9

un (1) ve (ii) sonuglar elde edilir.

Sonu¢ 4.1.9: f,g,heA olsun. Ayrica f,ceC ve meR, sayilarinin Teorem 4.1.7

deki sartlar1 sagladigini kabul edelim.
(i) Eger her z € Uicin
‘(l +¢)(2h'(z)+zh"(z))—m —1‘ <m+1

Ve

2™ ((1+c)(h'(z)+§h”(z))—lj

2

f"(z) 3’hW'(@)+7’h"(») | m —1| _m+l
9(z) f'(2) 2zh(2)+2°h'(2) B

+(1—|Z|””‘>{(ﬂ—1> 912, =5

esitsizlikleri saglamirsa, (4.3) ile tanimlanan F; integral operatorii U birim diskinde
analitik ve iinivalenttir.
(ii) Eger her z € U i¢in

m+1

2

(2(1+c) F@)h@) 1j—m—_1

20f'(2)+ 22F"(2) 2

\%

! [2(1%) f'(2)h(z) lj

20f'(2)+ 221"(2)

2

+(1—|z|m+l){1+(ﬂ—l) zg’(z)+3z2f”(z)+z32f"’(z)+_ zh’(z)}_m—1|S m+1
9(z) 22" (2)+2*f"(z)  h(z) 2|7 2

esitsizlikleri saglanirsa, (4.3) ile tammlanan F;, integral operatori U birim diskinde

analitik ve Univalenttir.

Sonu¢ 4.1.10: f,g,he A olsun. Ayrica f,ceC ve meR, sayilar1 Teorem 4.1.7

deki sartlar1 saglasin.

(i) Eger her ze U i¢in
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m+1| m+1
1+0)f'(z2) ——| < ——
(I+c)f'(2) 5 5

ve

m+1

zg’(z)_m—1|< m+1
9(2) 2 |_ 2

esitsizlikleri saglanirsa, (4.3) ile tammlanan F; integral operatori U birim diskinde

2" ((1+0) f'(2)-1)+(1-|z

)B-1)

analitik ve iinivalenttir (Teorem 4.1.7 de & — oo alinirsa istenen sonug elde edilir).
(ii) Eger her z € U i¢in

m+1

<—  ve ‘(ﬂ—l)

(1+c)f'(z)—mTJrl

zg’(z)_m—1|<m+1
gz 2| 2

esitsizlikleri saglamirsa, (4.3) ile tanimlanan F; integral operatorii U birim diskinde

2

analitik ve tinivalenttir (Teorem 4.1.5 in ispatindaki yol izlenilerek ve Sonug 4.1.10 daki

(1) sikk1 kullanilarak ispatlanir).

Teorem 4.1.1 ve Teorem 4.1.7 deki f(z,t) zincirinde R" Ruscheweyh operatorii

yerine S" Saldgean operatorii alinirsa asagidaki teoremlere ve sonuglara varilir.

Teorem 4.1.11: f,g,he A olsun. Ayrica «, f,ceC ve me R, sayilar1 Teorem 4.1.1

deki sartlar1 saglasin. Eger her z € U igin

‘( (1+¢)f'(2) _lj_m_—1 3
[S"h(2)] -« 2

m+1
2

\%

|Z|m+1( +of'@ |

29'(2) ,_dAS"h@)T" _m-1|
[S"h(2)] —a

jm_'Z' ){(ﬁ_l) 0@ @l -a| 2 |

m+1

2

esitsizlikleri saglanirsa, (4.3) ile tammlanan F; integral operatori U birim diskinde

analitik ve iinivalenttir (Deniz and Orhan 2011a).
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Teorem 4.1.12: f,g,he A olsun. Ayrica a, f,ceC ve me R, sayilar1 Teorem 4.1.7

deki sartlar1 saglasin. Eger her z € U igin

o Sh(@)-—a ) m-1| m+l
[(Hc)f(z)snf(z)—a 1] 2 2
Ve
m+1 p Svh(Z)—Ol_
7| ((Hc)f(z)—snf(z)—a 1)

zg’(z)+ Z[S"f(2)] z[SVh(z)]’}_m—1|S m-+1

+(1-| ){(ﬂ_l) 9(z) S"f(@-a S'h()-a| 2| 2

esitsizlikleri saglanirsa, (4.3) ile tammlanan F; integral operatori U birim diskinde

analitik ve iinivalenttir (Deniz and Orhan 2011a).

Eger Teorem 4.1.12 de o =0 almip ve (2.8) rekiirans bagintis1 kullanilirsa asagidaki

sonug elde edilir.

Sonu¢ 4.1.13: f,g,he A olsun. Ayrica f,ceC ve meR, sayilarinin Teorem 4.1.12

deki sartlar1 sagladigini kabul edelim. Eger her z € U i¢in

SVh(z)_IJ_m—l|<m+1

((l+c) f'(2)

S"f(z) 2| 2
veE
m+1 , Svh(Z)_
7| ((l+c)f(z)snf(z) 1]

29'(2), S™ (@) _ Sv“h(z)}_ m—1|S m+1

+(1—|Z| )|:(ﬂ_l) g(z) Snf(Z) Svh(z) 2 ‘ 2

esitsizlikleri saglamirsa, (4.3) ile tanimlanan F; integral operatorii U birim diskinde

analitik ve Univalenttir.

Sonug 4.1.13 de v=2 ve n=1 alindiginda asagidaki sonug elde edilir.
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Sonu¢ 4.1.14: f,g,he A olsun. Ayrica f,ceC ve meR, sayilarinin Teorem 4.1.12

deki sartlar1 sagladigini kabul edelim. Eger her z € U i¢in

m+1

2

a+c)(h(2)+ zh"(z))—mTJrl <

Ve

“z|m+1 ((+o)(N(@)+2h"(2))-1)

+(1-|z

m+l)|:(ﬂ_1) 29 (Z)+ zf"’(z)_2z rrl”(z)+§ t1”’(z)}_m—1|S m+1
9(z) f'(z2) N(2)+2°h'(2) 2 |7 2

esitsizlikleri saglamirsa, (4.3) ile tanimlanan F; integral operatorii U birim diskinde

analitik ve Univalenttir.

2

z m-1 el
Ornek 4.1.16: fm+1(z):{mTHI(ue”) 2 (l—u”‘l)du} integral operatériic U birim
0

2
diskinde {inivalenttir (Ispat icin Sonug 4.1.10 un (i) sikkinda n=1{2,3..}, ¢ :mT_l’

Yij :mTH, g(z)=1ze" ve f(2)=2- z“/n almak yeterlidir).

Mevcut tlnivalentlik kriterlerinin genellestirilmelerinin ne derece énemli oldugu daha
once vurgulanmistt. Bu genellestirmelerin bir ihtiyactan kaynaklandigini asagidaki

ornek en giizel sekilde ifade etmektedir.

n

Ornek 4.1.15: yecC,y#0 olmak iizere f(z)=z-—2—z

njy|

fonksiyonu U birim

diskinde uUnivalenttir.

Gergektende, f(z) fonksiyonunun tanimindan

f'(2)=1-L7 ve £"(z)=—-L
% %
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esitlikleri elde edilir. Burada f(z) fonksiyonu i¢in, Becker’in iinivalentlik kriteri
uygulanirsa,

%‘g(1_|z|2)ﬂ=|z|(1+|z|)<2,£/1

zf"(2) z
-7z 1-

f'(z)

elde edilir. Buradan goriiliir ki Becker’in {inivalentlik kriteri fonksiyonun tinivalentligini

(=[z[) = (-7

test etmede yetersiz kaldi. Ayrica hem Ahlfors’un hem de Kanas ve Srivastava’nin
tinivalentlik kriteri fonksiyonun iinivalentligini test etmede yeterli degillerdir. Fakat

Teorem4.1.5de m=£=1, a=c=0 h(z)=1z alirsak,

v

7]

bulunur. Dolayisiyla Teorem 4.1.5 biitiin sartlar1 saglanir. Yani f fonksiyonu U

f'(z)-1]=|=z|<|z] <1

birim diskinde iinivalenttir. Ayrica Mathematica 7.0 programi kullanilarak ¢izilen f

fonksiyonunun grafigi bu iddiay1 dogrulamaktadir.

- z* fonksiyonunun grafigi

413

Sekil 4.1. f(z)=z-

Ikinci olarak, Goluzin’in 1969 yilinda buldugu bir f analitik fonksiyonunun iinivalent

7 o
olmas1 i¢in yeter sartlar1 iceren teoreminin, Fa(z):[a f u*'f’ (u)du] integral
0

operatorii i¢in olan sekli verilecektir.
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Teorem 4.1.17: « € C olmak tizere R(a)>0 ve f €A olsun. Her z€ U igin

. l+é ’ . 2a Q¢
1—[z["| d iE '@, ! H Zilog[zf(z)]

z 10 1 2a 2
o dz f”ﬁ a|z| dz f*(2)
(2) (4.15)
+ 1_2? Zilog[ﬂ] <1
|z - dz z
esitsizligi saglansin. Bu durumda

7 /o

F&(z):[a f U f/(u)du (4.16)
0

bigiminde tanimh F

a

integral operatérii U da analitik ve tinivalenttir (Deniz et al.

2010a).

Ispat: Teoremin ispat1 i¢in Teorem 3.4.4 {in sartlariin saglandigini gosterelim. Bunun

i¢in ilk olarak g, fonksiyonunu

2at _1

—t !rn—t
gl(z,t)zl—e e zf'(e t)_1
«

f(e™)

seklinde tammlayalm. Her t>0 i¢in fed ve e'zeU oldugu igin g,(z,t)
fonksiyonu her t >0 icin birim diskte analitiktir. ¢,(z,t) fonksiyonunun tanimindan
0,(0,t) =1 oldugu aciktir. Boylece her t >0 i¢in ¢,(z,t) = 0 olacak sekilde 0 <1, <1

icin U, diski mevcuttur. Ikinci olarak

9,(z,t) = af u®" f’(u)du
0

olmak tizere ¢,(z,t)=12"9,(z,t) olacak sekilde g,(z,t) fonksiyonunu diisiinelim.
9,(z,t) fonksiyonunun U, diskinde analitik ve g;(0,t)=e " oldugunu gdrmek
kolaydir. Yukaridaki fonksiyonlar goz oniine alindiginda, iiciincii olarak 0<r, <r,

olmak tizere U, diskinde

(e"—e ) f'(e2)
gl(zat)

g4(z,t) = 93(Z>t) +
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fonksiyonunu tanimlayalim. Bu fonksiyon U, diskinde analitik ve g,(z,t) = e dir.

Boylece her t >0 i¢in g,(z,t)=0 olacak sekilde 0 <r, <r, i¢in bir diger U, diski
mevcuttur. Dolayisiyla [g 4(Z,t)]l/a fonksiyonunun analitik oldugu bir dali segebiliriz ve

bunu da g,(z,t) olarak tanimlayalim. Segilen bu dal (0,0) noktasinda €' ye esittir.
Biitiin bu islemler géz 6niine alinirsa
f(z,t)=129,(z,t) =e€'z+a,(t)z" +... (4.17)

ya da

I

(eat o e—at)za f /(e—tz)

1_ezc‘t—l e*‘zf’(e*‘z)_1
a f(e'2)

f(z,t)= af u f/(u)du + (4.18)
0

fonksiyonunun her t>0 i¢in U, diskinde analitik oldugu elde edilir. Ayrica (4.18)

ifadesinden t — oo igin €' — oo oldugu goriiliir. Islemlerin kolaylig1 agisindan (4.18)

ifadesinden f(z,t) fonksiyonu i¢in

f(z,t N
(et ): e tgz(z,t)+

(1—e“)z”f’<etz)]”‘” (4.19)

9,(z,1)

esitligini yazalim. Burada her z € U, R(«a)>0 igin ‘e‘“tz

<1 saglandigindan ve f(z)
analitik oldugundan her 0 <r, <1, ze U, ve t>0 i¢in
e g,z b|<m, |[a—e?z /e )| <m, (4.20)
ve
|9,(z.H)|>m, (4.21)
esitsizlikler: saglanacak sekilde m,, m, ve m, pozitif reel sayilar1 vardir. Dolayisiyla

(4.19), (4.20) ve (4.21) ifadelerinden her z€ U, ve t >0 igin

e

m K

m, +—=
3

— =
e

‘ f(z,t)
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olacak sekilde K =K(r,)>0 sayis1 vardir. Boylece Lemma 2.2.17 ve Montel
f(z,t)

et

teoreminden { } ailesi U, diskinde bir normal ailedir. Diger bir taraftan (4.17)
t>0

esitliginden
of (z,t) , 095(z,t)
ot ot

(4.22)

oldugu kolayca gorilir. Burada g5(z,t) fonksiyonu U, diskinde analitik oldugundan

99;(z,1)

———— kismi tirevi de U, diskinde analitik ve dolayisiyla % ifadesi de

ot

analitik olur. Dolayistyla, 0 <r; <r, olmak tizere her z€ U, ve her T>0, t€[0,T]

say1sl igin

‘8f(z,t) K
1

ot

olacak sekilde K,=K,(r,)>0 sayisi mevcuttur. Bdylece Onerme 2.1.20 in (i)
sikkindan, f(z,t) fonksiyonu t€[0,00) i¢in yerel mutlak ve z€U, e gore yerel

diizgiin stireklidir.

Ote yandan % tirevi U, diskinde analitik oldugundan dolay, (4.22) esitliginden
. . . .. 1of(z,t)
0 <r<r, olacak sekilde bir r sayis1 vardir ki, her z€ U, i¢in — =0 dir.
z

Boylece,

oL(z,t) /OL(z,t)
0z ot

p(z,t)=1z

seklinde tanimlanan p(z,t) fonksiyonu her t>0 i¢in U, diskinde analitiktir. Son
olarak p(z,t) fonksiyonunun birim diskte analitik bir genislemesinin ve her t >0 igin

Rp(z,t) >0 oldugunu gostermek igin

p(zst)_l
wizty=—22"" (z€U,, t>0
0 p(z,t)+1 ( :
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seklinde tanimlanan wW(z,t) fonksiyonunun birim diskte analitik bir genislemeye ve her

zeU, t>0 i¢in |W(Z,t)| <1 oldugunu gosterecegiz. Bunun i¢in f(z,t) fonksiyonunun

of (z,1) ve of (z,1)
ot 0z

kismi tiirevleri yardimiyla

1—e e (e 'zf"(e7'2) [ l]e‘zf '(e7'2) [ 1]
w(z,t)= —1+—|—=4|14+—
(2.0 R e [ f'(e'z) +Oz f(e'2) * +a
]—e 2 2t it ~tf /ot . ~tf /ot
n e zf(ez) e (e 2) +1 afe zf'(e z)_1
o’ f'(e'z) f(e'2) a f(e'2)

oldugunu gérmek zor degildir. Dolayisiyla (4.15) sartindan her z€ U igin f'(z)#0
oldugundan w(z,t) fonksiyonu birim diskte analitiktir. Buradan sirasiyla z=0 ve t =0
i¢in

w(0,t) =0 (4.23)
ve

W(z,0)=0 (4.24)
elde edilir. Simdi kabul edelim ki t>0, z€U ve z=0 olsun. Her zeU icin
‘e*tz‘ <e' <1 oldugu igin w(z,t) fonksiyonu U kiimesinde analitiktir. Maksimum
modiil prensibinden her sabit t > 0 i¢in

w(z,t)| < rﬁaf<|w(z,t)| = ‘W(e‘f’,t)‘
e

olacak sekilde # € R sayis1 vardir. #€R ve t>0 olmak iizere u=e'e” alalim.

Buradan |u|=e"' <1 elde edilir. Dolayisiyla

‘W(eie,t)‘ _ 1_|u|2(1
o

1
1+— 2a
d u e f'(uy| 1-Ju d u’f’(u)
u—=I + u—Ilog|—————=
T alof" du o P

()

_|_

l-a d [@]

|u|2a ualog r

bulunur. Teoremin hipotezindeki (4.15) esitsizliginden

w(e", | <1 (4.25)
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yazilir. Boylece (4.23), (4.24) ve (4.25) ifadeleri géz oniinde bulunduruldugunda her

zeU ve t>0 igin [w(z,t)|<1 olur.

Yukaridaki tiim sonuglar dikkate alindiginda Teorem 3.4.4 {in biitiin sartlar1 saglanir ve

dolayisiyla f(z,t) fonksiyonu her t >0 i¢in U birim diskinde analitik ve iinivalent bir
genislemeye sahip oldugu goriiliir. Eger t=0 almirsa f(z,0)=F,(z) elde edilir ve

buradan (4.16) ile verilen F_ integral operatorii birim diskte analitik ve {inivalent olur.

«

Teorem 4.1.18: o€ C olmak iizere R(a)>0 ve f €A olsun. Eger her z€ U/{0}

i¢in
. 2R(a) 1+é / . 2a Qe
gl| |22”dilog z T (2) +1 7| dilog[zfz (z)]
(@) z fHZ(z) z (2)
f(z)] 2R(a)-1
l—a)—1 <|z
+(1-a) S tog[ 12 <I4

esitsizligi saglaniyorsa (4.16) ile verilen F  integral operatori U birim diskinde

analitik ve tinivalenttir (Deniz et al. 2010a).

Ispat: Her z€ U/{0} ve R(a) >0 igin

|1_| |20¢ | 2alﬂ‘2‘ _ 2ln|z|j.e2atlnzdt
@ || « :
1 1 ( 1_| |2‘N(a)
<-2 ln|z|j g2t = —2 1n|z|J'e2m(“““‘z‘dt -
0 ] H(a)

yazilir, yani her z€ U ve R(a) >0 igin

|| 1|
<

a \ R(ar)

esitsizligi dogrudur. Bu esitsizlik kullanilarak
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1
1+~
o d z “f'(z 1—|z

o dz

2a 26/
ilog[z f (z)]

1:H—%(Z) fz(Z)

d
+(1—a)alog ,

M]

o) L .
L N Py T Y
(07

R(a) | z|2”?<“>*1 dz f%(z) dz f2(2)

+(1—a)ilog[w] <1

dz Z

sonucu elde edilir. Dolayistyla (4.15) esitsizligi saglandigi i¢in F, integral operatorii U

da analitik ve tinivalent olur.

4.2. Meromorf Fonksiyonlar i¢in Univalentlik Kriterleri

Bu boliimde A kapali birim diskinin disinda ve U delinmis birim diskinde tanimli

fonksiyonlar i¢in yeni tinivalentlik kriterleri verilecektir.

Teorem 4.2.1: f bir meromorf fonksiyon ve ge M olsun. Bu fonksiyonlar A
kiimesinde yerel iinivalent fonksiyonlar olsunlar. Ayrica A kiimesinde Rh(¢&)>1/2
kosulunu saglayan h($)=1+c, / &% + ... analitik fonksiyonu verilsin. Eger her o € C ve

& e igin,

1=0) e e Fh'(é) DL I ég”(é)}
R e T T

s ¢ ( _lj[f"(@_g"((:)jz )
D*=h S S
rarlsf -7 2 <§)[a ) T6 a6 ) HE©O-8)

(4.26)
<1

esitsizligi saglaniyorsa, f fonksiyonu A kiimesinde tinivalent veya f €2 dir (Deniz

and Orhan 2011Db).
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Ispat: Teoremin ispat1 i¢in Teorem 3.4.4 iin sartlarmm saglandigini gosterelim.

Schwarz tiirevi Mobius dontisimleri altinda korundugundan f (&) ve (&)
fonksiyonlarini

f(&)=E+a,/é+... ve g(&)=E+h/E+..
bicimiyle gbéz Oniine alabiliriz. Bu fonksiyonlar ve bunlarin tiirevleri yardimiyla,

(9'/f")" kuvvetinin esas dalinda & — oo iken 1 degerine sahip

9'(¥) d,
V(&) = [f@} 1+§2+..., (a €C) 4.27)

ve & —> oo iken o degere sahip

u(E) = FEVE) = §+e?+.... (4.28)

fonksiyonlarini géz oniine alalm. f ve g fonksiyonlari A kiimesinde meromorf ayrica

f’ ve g’ fonksiyonlar1 yerel iinivalent (yani sifirdan farkli) olduklarindan u ve v

fonksiyonlart A kiimesinde meromorf fonksiyonlardir. Her te [0,00) ve 1/£=2€U

icin f(z,t)="f :Urx[O,oo)—>(C

t (eit_et) t 1 At B
u(e'/z)+———2h(e'/z)u’(e'/z
f(z,t)= ( ) Z ( ) ( ) (4.29)

v(e/2)+ & (e /z)v(ef2)

z

=e'z+¥(Ee ™2z, p=L2,..
seklinde taniml1 fonksiyonun analitik oldugu kolayca goriilebilir. Burada p =1,2,... i¢in
W(e ™, z°) fonksiyonunun analitik oldugu agiktir. Yukarida f(z,t) fonksiyonunun
tanimindan a, (t) =¢€' olup
ima 0] = lime' =

elde edilir. Ayrica her t €[0,0) igin a,(t) =€ # 0. Boylece,

f(z,t
(eta ) — Z+lP(ef(p+l)t’ZZ)

bulunur. Buradan her iki tarafin limiti alinirsa
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lim—ZY _ lim{z+¥(e "M, 2%)} =2

too @l toow
elde edilir. Bu yakinsama ayni zamanda diizgiin oldugundan, Lemma 2.2.18 den

te[0,0) icin |Z|Sr0<l olacak sekilde U, kapali diski vardir ki, bu diskte

{f(z,t)/a,(t)} diizgiin sinirl yani

f(z,t)
a(t)

esitsizligini saglayan bir K, sayist mevcuttur. Dolayisiyla Lemma 2.2.17 ve Montel

<K,

f(z,1)
et

teoremine gore { } ailesi U, da bir normal ailedir. Ayrica ¥(e ™,z%)
tE[O,oo)

fonksiyonu analitik oldugundan, ¥™® (e™™,z%), ke N, fonksiyonu kompakt kiimede
siirekli olur. Dolaystyla W (e™™,z%), k € N, sirli fonksiyondur. Boylece her T >0

icin ‘et‘ <e' oldugundan her [O,T] c [0,00) kapali araliginda

<K,, (Z eUrO,t e[O,T])

o f(z,1)
ot

olacak sekilde bir K, sabiti vardir. Boylece Onerme 2.1.20 in (i) sikkindan f(z,t)
fonksiyonu [0,00) araliginda yerel mutlak stirekli ve U, kimesinde yerel diizgiin

sureklidir.

Son olarak Rp(z,t) >0 olacak sekilde

z% = p(z,t)% (4.30)
diferensiyel denklemini saglayan p:U, x[O,oo) — C fonksiyonunu bulalim. Diger bir
ifadeyle (4.30) denklemini saglayan Rp(z,t) >0 kosulu altinda p(z,t) fonksiyonu
bulmak yerine her zeU ve te [0,00) icin

zof (z,t) of (z,1)

_ p(Z,t)—l _ 0z ot
Wzt = p(z,t)+1 zaf(z,t)+8f(z,t) (4.31)

0z ot
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denklemini saglayan ve <1 olacak sekilde w(z,t) fonksiyonunu bulmak

Ay @

yeterlidir. Bunu i¢in (4.29) ifadesinden kismi tiirevleri hesaplanirsa

oz

e =)= h(e‘/z)(u V=Vu)+(Ee -1 %hz(e‘/Z)(u"v' v"u')}
<t avf[wern et tneave |

ve

%?i {1 (e‘2‘+1)h(et/2)+(e_2t+1) h (e‘/Z)J(UV viu)

(e - h (€' /2)(uv-v"u)+ (e -1y i—jhz &'/ (uv —V"U')}
>< f2<z,t>/ [v(e‘/z>+(e‘ —et)ih(e‘/z)v'(et/z)T

elde edilir. aféz’t) ve af;’t) kismi tiirevleri (4.31) esitliginde yerine yazilirsa

_ x[1=h(e'/2) h(et/z) uv—v"u
Heh=e ( h(e'/2) J+(l ey (h(et/z) u'v— v’u]

(4.32)

+e2'[ (e72t )2 e h(et/z) u V V u

7’ u'v—v'u

elde edilir. Ayrica (4.27) ve (4.28) ifadelerinden
1\ 2a
UV —Vu = f(?—} , (4.33)
, 2a , 2a-1

U —v"U = (1-2a) f {?—] + Zag”[%j (4.34)

Ve

2a
ARV ' g’ 1 f’ g”
uv'—-viu'=af [?J {(Sf —Sg)‘f‘(a—gj[?—?J} (4.35)
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t

esitlikleri bulunur. Yukarida elde edilen (4.33), (4.34) ve (4.35) esitlikleri & ye gore
z

hesaplanip (4.32) ifadesinde yerine yazilirsaher ze U ve te [0,00) icin

_ x[1-h(e'/2) h'e'/z) f'e'/z) . 9"(e'/2)
wh=e ( he2) j”l 7 [h( 72) e Y ge)

+e¥ (e -1y h(et/z)a((s (&'/2)-5,(€'/2))+ ( j(;((:?g _g((j?s))D

+(1-2a)

36)

bulunur. Buradan t =0 alinirsa

1-h(1/2)
h(l/z)

elde edilir ve bu fonksiyon t >0 i¢in ayn1 zamanda U kapal1 birim diskinde analitiktir.

w(z,0)=

Dolayistyla teoremin hipotezinden ve 1 =& e A alinirsa A kiimesinde
z

‘1—h(§> oy
h(¢)

t

esitsizliginin saglandig1 goriiliir. Ayrica her z € Uvet>0 i¢gin |— ‘e ‘ >1 esitsizligi

saglanir ve dolayistyla w(z,t) fonksiyonu U kiimesinde analitiktir. (4.36) esitliginde

..ot = ..z P .
her t>0 igin —=&eA, &=Ee' ve |Z| =1 i¢in ‘5‘ =¢' yazilir ve son olarak & yerine
z

& yazilirsa teoremin hipotezinden

W z(l— h(cf)J_ (e _1)(5h'(5) c1-20) 81O L, cfg”(é)j

h(&) h(&) £ g©
_ _ 1Y) 9"
va(d -1y h(ﬁ)((sf@ sg<§))+[a 2](%) g,@]]‘s

elde edilir. Boylece her ze U ve t>0 i¢in <1 elde edilir ve buna denk olan

Rp(z,t) > 0 esitsizligi saglanir.
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Yukaridaki tiim ifadeler géz oniine alindiginda Teorem 3.4.4 iin biitiin satlar1 saglanir

ve dolayisiyla her ze U ve t>0 igin f(z,t) fonksiyonu bir Loewner zinciridir (veya
{inivalettir). Ozel olarak (4.28) ve (4.29) ifadelerinden z € U i¢in

v/ _ 1
ul/z)  f/z)

yazilir. Buradan her £ € A igin (2.3) gerektirmesinden f (&) e elde edilir. Boylece

f(z,0)

teoremin ispat1 tamamlanmis olur.
Teorem 4.2.1 de a =0 alinirsa asagidaki sonug elde edilir.

Sonu¢ 4.2.2: f bir meromorf fonksiyon ve ge M olsun. Bu fonksiyonlar A
kiimesinde yerel tnivalent olsunlar. Ayrica A kiimesinde Rh(&)>1/2 kosulunu

saglayan h($)=1+c, / &% + ... analitik fonksiyonu verilsin. Eger her & €A igin,

1-h($) sh'g) |, &f ”(é)} <1
h(&) h$)  f'©

esitsizligi saglaniyorsa, f fonksiyonu A kiimesinde iinivalenttir.

" - (e’ —1){

Teorem 4.2.1, A kiimesinde tanimli meromorf fonksiyonlar i¢in bilinen tinivalentlik
kriterlerinin 6nemli bir genellestirilmesidir. Asagidaki 6rnek bu durumun daha iyi

anlagilmasina yardimci olacaktir.

Ornek 4.2.3: f:A — C tanimh

é;2
(&-1

meromorfik fonksiyonu A kiimesinde iinivalenttir.

f(&)=

2 —
Gergektende, f(&)= (;g . fonksiyonu i¢in f'(&) = @ 2918)3 olur. ' i¢in logaritmik

turev alinirsa
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f"(&) _ 2&+1
f'(&)  &E-D
ve
S, (ﬁj 1(&} _3_1 @37)
f'&)) 201 2¢5(6-1
elde edilir. Diger bir taraftan Teorem 4.2.1 i¢in
__ _ @y
9(5)—25_1) ve h<§)_4§(§—1)

meromorf fonksiyonlarini goz 6niine alalim. Ayrica her ze€ A igin Rh(&)>1/2 oldugu

aciktir. Bu durumda gerekli islemler yapildiginda

0'© 1 ,Sg{g';@)j _%gj(f)} T By
9'(§) &E-DEE-D 0©) 2lg©) 28¢-D

Ve

G NS B B (5 S
he) -1 4EE-DT NG EE-DRE-D

(4.39)

elde edilir. Boylece Teorem 4.2.1 in (4.26) esitsizliginde o =% icin, (4.37), (4.38) ve

(4.39) ifadeleri yerine yazilirsa her z € A i¢in

&
145(E-1)+1

bulunur. Dolayisiyla f fonksiyonu A kiimesinde tnivalenttir. Fakat f ve g

fonksiyonlar1 i¢in Teorem 3.8.1-3.8.3 ve Teorem 3.8.5 deki sartlar yeterli degildir.
Ornegin; Teorem 3.8.5 de (4.37) ve (4.38) ifadeleri yerine yazilirsa

-1 g+,
EEEETRE

elde edilir. Bu da f fonksiyonunun iinivalentligini gostermede, Teorem 3.8.1-3.8.3 ve

Teorem 3.8.5 in yetersiz oldugunu gosterir. Burada oOzellikle o sabitinin ve h

fonksiyonunun uygun se¢imi f fonksiyonunun iinivalentligini gdstermede dnemli rol
oynamistir. Ayrica Mathematica 7.0 programi kullanilarak ¢izilen f fonksiyonunun

grafigi bu iddiay1 dogrulamaktadir.
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2
Sekil 4.2. (&)= (gf 0 fonksiyonunun grafigi

Teorem 4.2.4: f e[l, f'({)=0 ve g({)=1+c,¢’ +... analitik fonksiyonu verilsin.

Ayrica s=a+iff ve keR, sayllarmin SeR, a>0, 1/2<k<a sartlarm

sagladigini kabul edelim. Eger her £ e U icin
cf'(e) ks

f(al) «a

ksl
o

(4.40)

Ve

ks
<2 @4
(04

et (1 {:f'(oﬂgg'(:)}@
I f@e@) [ ™ L 1O 9 | @

esitsizlikleri saglaniyorsa, f fonksiyonu U kiimesinde iinivalent veya f € > dir.

Ispat: Ispat i¢in Teorem 3.4.4 iin sartlarinin saglandigim gosterelim. Ilk olarak r e (0, 1]
sayistigin f : U, x[0,00) > C,

1

fzy= f(e2)

1-(1-e™)g(e ™2} =a®)z+a,n)z +.. (4.42)

seklinde tanimli f(z,t) fonksiyonun her t e [0,00) icin U, diskinde analitik oldugunu

gosterelim. Burada her £ e IU i¢in
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st

—st _e_ st
f(e”d)= ; +b, +be” ¢ +... (4.43)

gEe ) =1+ce™¢% +..
dir. Simdi ¢, : Ux[0,00) > C
#(z,)=1-(1-e")g(e"2)
fonksiyonunu g6z Oniine alalim. Her t € [0,00) ve 2ze U i¢in g(z) fonksiyonu analitik

oldugundan ¢ (z,t) fonksiyonu da analitik ve @(0,t)=e”* %0 dir. Dolayisiyla
¢(z,1)#0 olacak sekilde bir U, (0<r <l) diski vardir. Bu diskte ¢,(z,t) ile

tanimlayacagimiz (¢1(Z,t))75 nin uygun bir dalini se¢ebiliriz. Buradan her t € [O,oo) ve
zeU, icin ¢,(z,t) analitik, ¢,(0,t)= e™ ve #,(z,t) #0 oldugu kolayca goriiliir.

Yukaridaki ifadeler ile birlikte

f(z,t):ﬁ@(z,t) (4.44)

fonksiyonunun her te[0,00) igin U, diskinde analitik oldugu agiktir. (4.44)

esitliginden
f(z,t)=e"* D'z 4+ .. (4.45)
acilimina sahiptir. (4.45) serisi (4.42) serisi ile karsilastirildiginda

a,(t) =" (4.46)

bulunur ve her t e [0, oo) i¢in a,(t) # 0 dir. Teoremin hipotezinden o >0vel/2<k<a

oldugundan
1im|a1 (t)= ym es(Zk—l)t‘ _ ymea(zk—l)t %
olur. Ayrica (4.42), (4.43) ve (4.46) den
f(zt z
( ) - ¢2 (Z’t)

a(t) e (et +bz+be iz +..)

JA

(1 +bez+be"z* + )[1 —c, (e -z + ]S

elde edilir. Son esitlikte €** " <1 oldugu goz 6niine alimirsa
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f@b|, 7|
a0 | Tiop e | +.. ] 1 Je " ~e ™

1 +.]

< E <K,
1=+ ][ 1=[c, [ +...]

olacak sekilde U, (0<r, <r) diski ve bir K;>0 sayisi vardir. Boylece Lemma

2.2.17 ve Montel teoreminden {%} , U, diskinde analitik fonksiyonlarin bir
al

normal ailesini olusturur. Diger taraftan f(z,t) nin kismi tiirevleri

Z%I—G_Stz : ((e _S:tz) [¢2(Z t)]+Se_StZ(1 e_zkt) ?;((ee_s;zz)) [¢2(Z,t)](]+5)/s (447)
Ve
M_ —st f(e_StZ) 2 —st —2kt gl(e_StZ) (1+s)/s
ramab T ez [¢2( B]-s’ez(1-e?) S ——= 2 e"2) [¢,(z,1)] s
+2kse 24 ?E _z )[¢2 ]<1+s>/s

olarak hesaplanir. (4.43) deki f ve g fonksiyonlarinin tanimindan

1 A—St
Y, (z,1) = e*stzf(e—ﬁ =—1+ 2b2e—2st22 +
f(e™2)
=st,yrrast
Y,(z,t)= L_(S?Z) — 2C2e—3st23 .
f(e™2)

esitlikleri yazilir. Boylece (4.48) esitliginde W¥,, 'Y, ve (4.42) ifadeleri yerine yazilirsa

of (z,1)

- =¥, (z,1) f (2,H) -S> (1-e ), (2,) f (z,)[4,(2,1)]

+2kse 2K g(e2) f (z,0)[4,(2,1)]" (4.49)
=s(2k —1)e*** Mz 4 ..
elde edilir. Ayrica W¥,,¥,,¢,, g ve f(z,t) fonksiyonlart analitik olduklarindan dolay1

of (z,t)

(4.49) dan fonksiyonu da U, diskinde analitik olur. Boylece T >0 ve

0<r, <, olacak sekilde her t€[0,T] veher ze U, igin
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‘af(z,t) K

ot

esitsizligini saglayan K = K(T,r,)>0 sayisi mevcuttur. Dolayisiyla Onerme 2.1.20 in
(i) sikkindan, f(z,t) fonksiyonu t €[0,00) igin yerel mutlak ve z € U, e gore yerel

diizgiin siireklidir.

Ote yandan

of g[,t) tirevi TUr3 diskinde analitik oldugundan dolayi, (4.49) esitliginden

0<r<r, olacak sekilde bir r sayisi vardir ki, her z€ U, igin ve ayrica k >1/2

1 of (iat) =52k —1)e*® " = 0 dir. Boylece,

oldugundan —
z

of (z,t) /0f (z,1)
0z ot

p(z,t)=1z

seklinde tanimlanan p(z,t) fonksiyonu her t>0 i¢in U, diskinde analitiktir. Son
olarak p(z,t) fonksiyonunun birim diskte analitik bir genislemesinin ve her t >0 icin

Rp(z,t) > 0 esitsizliginin saglandigin1 gostermek igin

~ p(z,t)—1
W(Z’t)_—p(z,t)Jrl’ (zeU,,t>0) (4.50)

seklinde tanimlanan Ww(z,t) fonksiyonunun birim diskte analitik bir genislemesinin ve

her zeU, t>0 igin |W(Z,t)|<1 oldugunu gostermek yeterlidir. Burada (4.50)

esitliginde (4.47), (4.48) ifadeleri ve z yerine de ¢ eI[QJ yazilirsa her § eI[QJ ve her
t €[0,%) i¢in
(A+s)K(S,1)-2

wig,t) = (=K. 12 (4.51)
elde edilir. Burada her ¢{ € U i¢cin
K= g2kt efs_tgz f r(efsii) . e _1 {l efsté/figtefstéz) N esté/gigtesté/)} 4.52)
ks f(e7g)ge™d) ks f(e7d) ge " ¢%)

dir. Her ¢ e[fJ ve te[0,0) i¢in (4.51) ile tanimlanan w({,t) fonksiyonu igin
W)

<1 esitsizligi
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‘IC((,t) —é < é (£ e, te[0,:0), a = R(s)) (4.53)

bigimindeki esitsizlige denktir. Islemlerin kolaylig1 agisindan
~ 1 °
K&, = ’C(C,t)—;, (¢ eU,te[0,0))

fonksiyonunu tanimlayalim. (4.40), (4.52) ve (4.53) ifadelerinden t =0 i¢in
Cf(Q) ksl _Klgl

(24

f(9@) «a

bulunur. Diger bir taraftan her ¢ €U ve t >0 igin ‘e‘“{ ‘ < ‘e_st

K(¢.0)|= (4.54)

=e“ <1 oldugundan

K(<S,1) fonksiyonu U =T kapal1 birim diskinde analitik bir fonksiyondur. Maksimum
modiil prensibini kullanarak her £ e U ve keyfi sabit her t > 0 icin

K0 : (4.55)

< max\fc’(;,t)

¢l

- \Tc’(e‘ﬂ,t)

olacak sekilde 8 =0(t) e R mevcuttur. Ayrica ¢ =ee” olsun. Buradan ‘5 ‘ e " <],

2kt =2k 1w .
e = ‘cj ‘ ve (4.52) esitliklerinden

2k/a

1 oze R
™ €9 | ™

‘K(e“’,t)

Ff’g2>+sig'<§)}§
(0 9@ | @

elde edilir. Dolayistyla Z € U oldugu icin (4.41) esitsizliginden

\/E(e"?,t) < Kl (4.56)
o

esitsizligi bulunur ve sonug olarak (4.54) ve (4.56) esitsizliklerinden, her { € U ve her
t €[0,0) i¢in (4.53) esitsizliginin gosterdigi

1
< —
o

K.

=‘K(g,t)—$

saglanir. Boylece her z€ U ve her t €[0,0) icin |W(Z,t) <1 olur.
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Tim bu durumlar géz Oniine alindiginda Teorem 3.4.4 iin biitiin sartlar1 saglanir ve

f(z,t) fonksiyonu her te[0,0) i¢in U birim diskinde bir Loewner zinciridir. Ozel
olarak (4.42) ifadesinden z € U icin
f(2,00=1/f(2)eS

yazilir. Buradan her & € U icin (2.5) ifadesinden f e > elde edilir. Boylece teoremin

ispat1 tamamlanmis olur.

Teorem 4.2.4 de, a>1 igin |é’ |2k/a yerine |§ |2k durumunu iceren teorem asagidaki

gibidir. Teoreme gegmeden Once, teoremin ispatinda kullanacagimiz bir hatirlatmay1

verelim.

Hatirlatma 4.2.5: D c C smir1 dogrusal olmayan bir konveks bolge olsun. a e D ve
a=#b olacak sekilde aveb sabit noktalar1 i¢in wW(4,)=A4,a+(1-4,)be D oldugunu
kabul edelim. Bu durumda

(i) Eger 4, €(0,1] ve her A €(4,,1) = w(A)eD

(ii) Eger 4, >1 veher Ae(1,4,)) = w(1)eD

dir (Lewandowski 1987).

Teorem 4.2.6: f c[l, f'({)#0 ve g(¢)=1+c,¢” +... analitik fonksiyonu verilsin.

Ayrica sS=a+if8 ve ke R, sayilarmin feR, a>1, 1/2<k <a sartlarini sagladigini

kabul edelim. Eger her £ € U icin

(1) ks

<~ (4.57)
f()9) «

(24

Ve

Kls|

o _[l—lé”l”J{Cf’@hs?g'@}ﬁ< @58)

GG RN G RGRE

esitsizlikleri saglaniyorsa, f fonksiyonu U kiimesinde tinivalent veya f e > dur.
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Ispat: 4, >1 olmak iizere

O(L70) = U +(1= 2 )V(E), (£ €T, te[0,00))

doniigiimiinii goz oniine alalim. Burada

_CtO) ks
T
Ve
V(g):{ﬁ'(:hsgg'@)ﬁ}
() el @

dir. Sabit bir { € U ve te [O,oo) icin ¢(¢,4,) baslangic ve bitim noktalart u(g,4,) ve

V(£ 4,) olan dogru pargasinin bir noktasidir. (4.58) den ¢(¢', 4,) fonksiyonu her A4, >1

icin U kiimesinde analitiktir ve her { € U icin (4.57) ve (4.58) den sirasiyla

ks
(&, D] =u(2)| < — (4.59)
ve
1 K|s|
S— 4.60
‘(P(C, §|2k) < (4.60)
elde edilir. Buradan « >k oldugundan her & cU icin 1< |§|!k/a =A< |§1|2k =1, <o

yani Ae€(1,4,) yazilir, dolayisiyla (4.59), (4.60) ve Hatirlatma 4.2.5 in (i1) geregince
her { e U icin

1 K|s|
<7

R

(4.61)

lo(¢&, )| =o(<,

olur. Boylece (4.61) esitsizligi Teorem 4.2.4 deki (4.41) esitsizligi olup, Teorem 4.2.4

den f fonksiyonu U kiimesinde iinivalettir.

Eger Teorem 4.2.6 da, g(¢) = —% alirsak asagidaki sonucu elde ederiz.
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Sonu¢ 4.2.7: fell, f'({)#0 olsun. Ayrica s=a+iff ve keR, sayilar igin

LeR, a>1, 1/2<k < sartlar saglansin. Eger her { € U icin

(1 {(_):f(o [+§f”(§)ﬂ_ﬁ
\|¢| [ f({) ) )| @

esitsizlikleri saglaniyorsa, f fonksiyonu U kiimesinde {inivalenttir veya f e Y dir.

ks

a

Ornek 4.2.8: n>1 i¢in

f({)= st

¢ n(n+l) ¢

seklinde tanimlanan fonksiyon U kiimesinde tinivalenttir veya f e > dur.

Gergektende, f fonksiyonunun tanimidan

Lo
() _1+L§n+1
n+1

yazilir. Sonu¢ 4.2.7de s=k=1 ve n>1 i¢in |é’ |n+1 < |g" |2 esitsizligi kullanilirsa

- |§|( Cf”(é)]‘

| Ief £0)
B T e G <
¢t —1+nl+1§"“‘ ¢T I_EMM
| I:F _ —|¢|2 <
R

" fonksiyonu U kiimesinde

oldugu gosterilir. Dolaywsiyla (&)= L + 1
¢ n(n+l)

tinivalenttir. Ayrica Mathematica 7.0 programi kullanilarak ¢izilen f fonksiyonunun

grafigi bu iddiay1 dogrulamaktadir.
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Sekil 4.3. (&)= é + % ¢ fonksiyonunun grafigi

Ornek 4.2.9: a>3 ve a<-3 igin

a

(=

seklinde tanimlanan fonksiyon U kiimesinde tinivalenttir veya f e > dur.

Gergektende, f fonksiyonunun tanimindan

CH(Q) _—a+3s
()  a-¢

yazilir. 11k olarak a >3 olsun. Teorem 4.2.6 de 3<k < aTJr?’, s=a ve ¢g({)=1 alirsak

€1, |_[ak=D+3-k¢’| _ak-D+k-3)|cf
to T e a-|¢f

- k(a+1)—(a+3) < k(a+1)—-2k

a—1 - a-1

k

oldugu gosterilir. Dolayisiyla a>3 i¢in f({)= fonksiyonu U kiimesinde

ag—¢’

tinivalenttir. Ikinci olarak a<-3 olsun. Teorem 4.2.6 de 3SkS3_Ta, S=a ve

g(¢) =1 alirsak
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|§V@7+k:Jaw—J%MS—Miwg—wk—D+w—8Hﬂ2

| £(¢) | a-¢ —a-|cf
- k(l-a)+(a—3) < k(1-a)—2k K
—-a-—1 -a—1

oldugu goriiliir. Dolayisiyla a<-3 igin f({)= fonksiyonu U kiimesinde

ac —¢’>

3 ve 3§ks3_

tinivalenttir. Burada son esitsizliklerde 3 <k < a icin xe(0,1)

olmak iizere sirasiyla

ak-=1)+(k=3)x*

hl(x)= a—X2

Ve

—a(k=1)+(k-=3)x’
—a-x’

hz(x) =

ak-1)+(k-3)
a-1

fonksiyonlarmin (0,1) araliginda artan ve dolayisiyla h(X) <

—ak—1)+(k-3)

" esitsizlikleri kullanilmistir. Mathematica 7.0 programini
_a_

h, (x) <

kullanarak a =10 ve a=-4 degerleri igin gizilen f fonksiyonunun grafigi bu iddiay1

dogrulamaktadir.

10 4

Sekil 4.4. fl (é/) = W ,
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4.3. Genellestirilmis Integral Operatorler I¢cin Univalentlik Sartlar

Bu baslik altinda Tanim 3.9.1 ve Tanim 3.9.2 de verilen genel integral operatorlerinin

tinivalentligi i¢in yeter sartlar elde edilmistir.

Teorem 4.3.1: f,g,he S olmak iizere, a, f ve y kompleks sayilari i¢in
4ly —1|+4|a|+3]8 <1 (4.62)

esitsizligi saglaniyorsa, (3.23) ile tanimlanan F, , = integral operatoriit S sinifindandir.

Ispat: (3.23) integral operatérii igin

Fop(D)= I( f'(t)” (t"h(t))” dt (4.63)
0
fonksiyonunu goz oniine alalim. (4.63) ifadesinin tiirevinden
T 42 =(1'(2)"(2"'n(2))’ (4.64)
esitligi ve (4.64) ifadesinin logaritmik tiirevinden de,
ZF" (z " '
ft,ﬁ( ):a(zf,(z)}rﬂ(zh(z)_l} (4.65)
Fap(2) f'(2) h(z)

elde edilir. Teorem 2.3.1 nin (iv) sikkinda verilen S sinifi igin

k(”i’]—k(zo)

1+7Z,

Z)= -~ (2eU,ked)
K@) (1-lzf)

disk otomorfizmini (Koebe veya Bieberbach doniisiimii) gdzoniine alinarak, z =-z,

noktasinda
-z,f"(-z 2|z,[ -2a,2
0, 0) — | 0| 22 0 (466)
f (_Zo) 1—|ZO|
ve
-z, f '(_zo) _ Z, (4.67)

f(=2,) k(zo)(1—|zo|2)



98

esitlikleri yazilabilir. Burada a,, k fonksiyonunun Maclaurin ag¢ilimindaki ikinci
katsayty1 gostermektedir. Yukaridaki (4.66) ve (4.67) esitliklerinde z, =—-z alinir ve
bunlar (4.65) denkleminde yerine yazilirsa g € S i¢in

250, _ 1
‘F;,/}(Z) 1—|Z|2

{20{&22 +Qa+pB)ef + ﬂ{ : —1}} (4.68)
—a(-2)
elde edilir. Sonug 4.1.4 de (4.67) ve (4.68) esitlikleri kullanilirsa

2 2 ! Z]:a" (2)
o {14 )t(y R J-;',;u)J

A

(c+2a+p)|7 +(7—1)[_|(_Z)}+2aa22 +ﬂ{_q(z_z) —1}‘

oldugu goriiliir. Son esitlikte ¢ = -2« — £ alinir ve Lemma 2.3.3 kullanilirsa, g € S i¢in

2 2 ! Z]:a" (2)
o +(1-I ){w-n ), ]__;’;(Z)J

Z
—1(-2)
esitsizligi yazilir. Teoremin hipotezindeki (4.62) kosulundan ve Sonug 4.1.4 den (3.23)

z
—a(-2)

—1| < 4|y —1|+4|a|+3|8|

+2|aazz|+|,8|‘

S|}/—I|‘

ile tanimlanan ¥, , fonksiyonunun S siifindan oldugu sonucuna varilir.

a.p.y
Teorem 4.3.1 deki ispat metodu kullanilarak asagidaki teoremler yazilabilir.

Teorem 4.3.2: f,heS ve a, f, 7 kompleks sayilari igin
|y —1|+4|a|+3|p|<1

esitsizligi saglantyorsa, (3.25) ile tammlanan F 4., integral operatérii S sinifindandir.

Teorem 4.3.3: f,geS ve f tek fonksiyon olsun. Ayrica p, 4 € C igin
4lpu-1+]2] <1
esitsizligi saglansin. O halde (3.24) ile tanimlanan 7, , integral operatori S

siifindandir.
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Teorem 4.3.4: f €S tek fonksiyon olsun. Ayrica u, 4 € C igin
lu—1]+||<1
esitsizligi saglansin. O halde (3.26) ile tanimlanan T , integral operatdrii S

siifindandir.

Teorem 4.3.3 veya Teorem 4.3.4 {in 6zel bir durumu olarak asagidaki sonug yazilabilir.

Sonu¢ 4.3.5: feS tek fonksiyon olsun. Bu durumda AeC, |ﬂ|£l i¢in,

T:(2)= j(efm )‘ dte S dir.
0

Ornegin, Sonug 4.3.5de f(z)=sinzeS ve 1=1 alrsak, Z(z)= _[es““dt e S olur.
0

Teorem 4.3.6: g,heS" ve f €C olsun. Ayrica «,  ve y kompleks sayilari igin
3|y —1|+2|a|+2|8] <1 (4.69)
esitsizlifi saglansin. O halde (3.23) ile tamimlanan F, , integral operatori S

siifindandir.

Ispat: Teorem 4.3.1 in ispatinda

2F75(2) _ O{zf "(z)]”{M_l] (4.70)
Fop(D) f'(2) h(z)

esitligi elde edilmisti. Bu esitlikte he S* ve f eC dir. Ayrica, Lemma 2.3.8 de

2,=-2 ve w(2)=2+y,2" +..€ S" igin

29/(2) _ L+y,z+|7|
0@ 1

4.71)

ve Lemma 2.3.11 den y,(2) =z+y,;z° +...€ C igin
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2pl(z) _2y,2 +2|z|2
0.(2) -z

(4.72)

esitliklerini yazabiliriz. (4.70) esitliginde (4.71) ve (4.72) ifadeleri yerine yazilirsa
2F (D) 1
E,ﬂ (Z) 1- |Z|2

bulunur. Sonug 4.1.4 de (4.71) ve (4.73) esitlikleri kullanilirsa

2 2 ! Z]:a" (2)
clz] +(1—|2| )((y—l) Zgg((zz))+ ]__[;’;(Z)J

{(2ab2 + fa,)z +(2a+2,6’)|z|2} (4.73)

:‘(C+]/—1+2a+2ﬂ)|z|2 +(7 =D +((y-1)c, +2ab, +ﬂa2)z‘

elde edilir. Burada a,,b, ve c, sirasiyla heS", f eC ve geS” fonksiyonlarinin

Maclaurin agilimindaki ikinci katsayilaridir. Son esitlikte c=1-y —-2a -2 alinir ve

Lemma 2.3.3 kullanilirsa

ol +{1-i - L2 )

9  F @

<3|y —1|+2|a|+2||
elde edilir. Boylece teoremin hipotezinde verilen (4.69) sart1 ve Sonug 4.1.4 den (3.23)

ile tanimlanan ¥, , = integral operatoriinin S sinifindan oldugu sonucuna vartlir.

Sonu¢ 4.3.7: he §" ve f €C olsun. Ayrica «, # ve y kompleks sayilari igin
|y =1|+2|e|+2|p|<1
esitsizligi saglansm. O halde (3.25) ile tamimlanan F,, integral operatori S

siifindandir.

Calismanin bundan sonraki kisminda meromorf fonksiyonlar igeren (3.27) ve (3.28) de

tammhH, , ve G,  integral operatorlerinin Univalentlii i¢in yeter sartlar elde

edilecektir.
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Teorem 4.3.8: F,G e Y. olsun. Ayrica a, f ve y kompleks sayilari i¢in

10|a|+4|p|<1,  R(y)=21 igin,
10l +41A] o c w1 icin, 79
R(y)

esitsizlikleri saglansm. O halde (3.27) ile tanimlanan M, , (z) integral operatorii S

sinifindandir (Deniz and Orhan 2010b).

Ispat: (3.27) integral operatérii igin

H, 5(2)= I(—tzF’(t))“(tG(t))ﬂ dt (4.75)
0
fonksiyonunu goz oniine alalim. (4.75) fonksiyonu i¢in
H, ;(2) = (-2°F (2))"(2G(2)) (4.76)
yazilir ve (4.76) esitliginin her iki tarafinin logaritmik tiirevinden,
ZH" Z " ’
,g,/;’( )=a(2+ZF, (Z)j+ﬂ(l+ZG (Z)] (4.77)
H, 5(2) F'(2) G(2)
elde edilir. Burada (2.6) gerektirmesi goz Oniine alinirsa, f,g €S olmak tizere (4.77)
ifadesi
ZH” Z " ' '
Ty @) _ 0{2+ 2@ _,4 (Z)j+ﬂ(1——zg (Z)J (4.78)
H, 5(2) f'() (@ 9(2)

biciminde yazilabilir. Ayrica (4.78) esitliginde (4.66) ve (4.77) ifadeleri yerine yazilirsa
k,l €S igin

ZH«Z,ﬁ(Z)_ 1 P 2 e
Holz,ﬂ(z) _1—|Z|2{ ﬂ|Z| +2aa22+2a|:1 —k(_z):|+ﬂ|:1 |(_Z):|} (479)

ve dolayisiyla

1—|z|m(” |zHgﬁ(z)|
R() | M,

1

-l RO

2 -z —Z
-Bl7| +2aa22+2a[1—@}+,8[1—I(_Z)}‘ (4.80)

elde edilir.
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Simdi asagidaki durumlari inceleyelim:

2x

@) $:(0,00) >R, g(x)="

(O<a<l1) fonksiyonunu g6z Oniine alalim. Bu

fonksiyon 0<a<1 i¢in azalan bir fonksiyondur. Eger Xx=R(y)>1 ve her ze U ig¢in
= |Z| olarak segilirse,

1_|Z|2‘R(y)

R(y)(1-I2f) ) o

dir. (4.80) esitliginde Lemma 2.3.3 ve (4.81) esitsizligi kullanilirsa,

z z
-z | +2aa Z+20{1_—k(—z)}L'B{l_—l(—z)}

+|ﬂ|‘l—f_z) <10ja|+4|4

1-|z |‘“<7>|zH"ﬂ(z)|
R(y) | a,ﬂ<z)\

1—

<18l +2Jella|z]+ 2o

z
—k(-2)
elde edilir. Buradan, (4.74) hipotezindeki ilk esitsizlikten, Teorem 3.3.7 ye gore H, ,

integral operatorii S sinifindandir.

(ii) Simdi, $:(0,0) >R, §(x)=1-a* (0 <a<1) fonksiyonunu géz oniine alalim. Bu

fonksiyon 0 < a <1 i¢in artan fonksiyon oldugundan, 0 < X=R(y) <1 i¢in

1_|Z|25R(7)

1=z

yazilir. Buradan, (4.80) esitliginde (4.82) esitsizligi ve Lemma 2.3.3 kullanilirsa

<1 (4.82)

1-[2[™" 2747, @)
R(y) \Hﬁ(zw m(y)

2 z | z
| +2ca,2+2a|1- + 41—
Al +2e, { D) /{ —I(—zJ
}S 10|a|+4|A]
R(y) |( 2) R(y)
elde edilir ve dolayisiyla (4.74) hipotezindeki ikinci esitsizlikten, Teorem 3.7.7 ye gore
H,

a.p.y

< 1-—

A sl 2 - -

integral operatorii S sinifindandir. Tiim bu ifadelerden, (3.27) ile tanimlanan

H, 4., integral operatoriiniin S sinifindan oldugu sonucuna varilir.
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Teorem 4.3.8 de y =1 alinirsa, Teorem 4.3.8 in agagidaki sonucu yazilabilir.

Sonug 4.3.9: F,G €Y. olsun. Ayrica o ve [ kompleks sayilari i¢in
10]a|+4|p| <1

esitsizligi saglansin. O halde
H, (D) = [ (-CF'@)* (G 1) dt
0

seklinde tanimlanan integral operatorii S siifindandir.

Teorem 4.3.8 de a =0 segilirse, Teorem 4.3.8 in asagidaki ilging sonucu elde edilir.

Sonu¢ 4.3.10: G e > olsun. Ayrica ¥ ve f keyfi kompleks sayilar olmak iizere, bu
sayilar i¢in

B]<1/4, R(y)=1 igin,
|B|<R(N/4, 0<R(»)<I igin

esitsizliklerinin saglandigini kabul edelim. Bu durumda,

z Vy
Ho g, (2) =(y | t”(tG(t))ﬂdt}

ile tanimlanan H, ,  integral operatorii S siifindandir.

Teorem 4.3.11: Ge olsun. Ayrica A ve u birer keyfi kompleks sayilar olmak
tizere, bu sayilar i¢in
16]4] <1, R(u) =1 igin,

16]4] (4.83)
——<1, 0<R(w)<1i¢in
R(w)

esitsizliklerinin saglandigini kabul edelim. Bu durumda (3.28) ile tanimlanan G,

integral operatorii S sinifindandir (Deniz and Orhan 2010b).
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Ispat: G:U — C olmak iizere
z , 2
g(z) — J.(et G(t)) dt
0

integral operatdriinii géz Oniine alalm. G e > oldugundan G(0)=G'(0)—-1=0 esitligi

saglanir veya diger bir degisle G € A dir. Diger taraftan
2 A
g'(Z) _ (ez G(z))

yazilir ve bu esitligin her iki tarafinin logaritmik tiirevi alinirsa

@:Azze(z)(hﬂj (4.84)
G'(2) G(2)
esitligi elde edilir. Sonu¢ olarak (2.6) gerektirmesinden g €S olmak iizere (4.84)
esitliginden
2G"(z) _ A7 [2_ zg'(z))
g'(z) 9(2) 9(2)
bulunur. Simdi Lemma 2.3.2, Lemma 2.3.3 ve (4.67) esitligi kullanilirsa
z z z —Z Zz z 2 z
" ‘/”L ? |4
% Qg'((Z)) :‘9(2) 2_k(—z)(1—|z|2) e 9(2)(2(1_|Z| )_—k(—Z)]

Al | =

1—|z|2 9(2)

Lo -2 s4|/1”22|{—|z|2+2|z|+3} 1614
k)] 1] 1|7

{1—|z|2+

esitsizligi elde edilir. Son esitsizligin her iki tarafi (1—|Z|M(”) ) /iR(,u) ile ¢arpilir ve

Teorem 4.3.8 in ispatindaki (i) ve (ii) adimlari izlenilirse, teoremin (4.83) kosulu altinda

1=z 26" (2)| . 1=z 164 <
Ru) |G| 1-) %Rw

esitsizligi elde edilir. Sonug olarak Teorem 3.7.7 den G, (z)eS dir. Boylece ispat

tamamlanmis olur.

~ L., yl
Sonu¢ 4.3.12: Ge X ve 1eC olsun. Eger |1|<1/16 ise G, (2) = J‘(et G(t)) dte S dir.
0
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In(1-2)

Z2

Ornek 4.3.13: G(z2)=- fonksiyonunu g6z oniine alalim. Bu fonksiyonun >

sinifindan oldugu agiktir. |/1| >1 sartini saglayan bazi 4 degerleri i¢in

—((1—z)“—1)

G.(0)= j[(e“““‘”f dt =

fonksiyonu birim diskte tinivalent degildir.

Ornek 4.3.13 {in ispat1 igin asagidaki lemmayi verelim

Lemma 4.3.14: B+#0 bir kompleks say1 olmak iizere fﬁ(z):(l—z)ﬁ =/

fonksiyonunun iinivalent olmasi igin gerek ve yeter sart £ nin | p- 1| <1 veya | £+ 1| <1

sartlarini saglamasidir (Goodman 1983).

Lemma 4.3.14 de p=1-A1 almwsa Ornek 4.3.13 iin ispat1 kolayca goriiliir.
Mathematica 7.0 programini kullanarak da G, | nin grafigi 4 nin baz1 6zel degerleri i¢in

bu iddiay1 dogrulamaktadir

Sekil 4.5. G, (z) = %(1 ~(1- z)s) iinivalent degil, G,,(2) = ﬁ(l —(1- 2)17/13) et

18
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5. TARTISMA ve SONUC

Bu boliim, tezde elde edilen sonuclari icermektedir. ilk olarak, Loewner zincirler

metodu kullanilarak U, U ve A kiimelerinde tanimli fonksiyonlar i¢in genel

tinivalentlik kriterleri elde edilmistir.

Sonu¢ 5.1: f,g,heA olsun. Ayrica «,f,ceC ve meR, i¢in c#-1, a#l,

m+1

m+l <T sartlarinin saglandigimi kabul edelim. Eger

Garn

|1+c_m+1|<m+1
-« 2| 2°

her ze U i¢in

m+1

(1+c)f'(2) 1 _m-1
2

[R"'h(2)] -« 2

Ve

(L | - D, AR [l
[R*h(2)] -a 9@ [R'h@l-a] 2| 2

esitsizlikleri saglanirsa, (4.3) seklinde tanimlanan 7, integral operatorii U da analitik

ve Univalenttir.

Sonu¢ 5.2: f,g,he A olsun. Ayrica «a,f,ceC ve meR, igin Cc#-l,

C+ mz_l < m2+1’ ﬂ__m2+1 <_m2+1 sartlarinin saglandigini kabul edelim. Eger her
ZeU icin
(1+C)f’(Z)Rh(Z)_a_l _m__l m_+1
R"f(2)-a 2 2
ve

7™ 1+cf’zm—l
12" | 1+0)f'(2)

R"f(2)-a
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+(1—|z|m“){(ﬂ—l) zg (z)+ z[nR f@I z[V”R h(2)] }_m—1|S m+1
9(2) R"f(@)-a R'ND-a] 2| 2

esitsizlikleri saglanirsa (4.3) seklinde tamimlanan 7, integral operatorii U da analitik

ve Univalenttir.

Sonu¢ 5.3: f,g,he A olsun. Ayrica a, f,ceC ve me R, sayilar1 Teorem 4.1.1 deki

sartlar1 saglasin. Eger her ze U igin

(+0f'@@ ) _m-1
[S"h(2)] -« 2

m+1

2

\%

zg’(z)+ z[S"h(2)]" _m—1|<m+1
[S"h(D)] -«

g(z) [S"h(@)-a| 2| 2

esitsizlikleri saglanirsa, (4.3) ile tanimlanan F, integral operatoric U da analitik ve

e (M_l}(l—hﬁ“){(ﬁ—l)

uUnivalenttir.

Sonu¢ 5.4: f,g,he A olsun. Ayrica a, f,ceC ve me R, sayilar1 Teorem 4.1.7 deki

sartlar1 saglasin. Eger her ze U igin

o Sh@=a | m-1| m+l
((Hc)f(z)S”f(z)—a 1} 5 5
Ve
m+1 , Svh(Z)—a_
2| ((Hc)f(z)—snf(z)_a 1}

29'2), AS @) _ z[SVh(z)]’}_m—1|< m+1

+(1-Jd ){(ﬁ_l) 9(2) S"f(@-a S'h()-a| 2| 2

esitsizlikleri saglanirsa, (4.3) ile tamimlanan F, integral operatori U da analitik ve

univalenttir.
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Sonug 5.5: a € C olmak iizere R(a) >0 ve f € A olsun. Her z€ U igin

<1

1
1_ 2a l+Z / 1_ 2a g7 _
|Z| zilog ‘ ) T @) + |Zz|a Zdilog[zfi (Z)]-i—l 2?2—; log[—f(z)]
£ () alz| z (2 ) | z z

Qo dz

esitsizligi saglansin. Bu durumda (4.16) seklinde tanimli F_ integral operatoriic U da

«

analitik ve Univalenttir.

Sonug 5.6: f bir meromorf fonksiyon ve g € M olsun. Bu fonksiyonlar A kiimesinde
yerel iinivalent fonksiyonlar olsunlar. Ayrica A kiimesinde R(h)>1/2 kosulunu

saglayan h(&)=1+c, / £ +... analitik fonksiyonu verilsin. Eger her « e C ve e A

i¢in,
N =T1p _gef Fh'(@ PN () 59"(5)}
‘ g o T D g 2R e
e € (_lj(f"(é)_g"(ajz )
1)>’Zh S, S <1
a(é] ’' (cf){a T v +a(S(£)-S,() | <

esitsizligi saglaniyorsa, f fonksiyonu A kiimesinde iinivalent veya f €2 dir.

Sonu¢ 5.7: fell, f'({)#0 ve g(¢)=1+c,¢” +... analitik fonksiyonu verilsin.

s=a+if ve keR, sayilan i¢cin feR,a>0,1/2<k<a sartlarmin saglandigin

kabul edelim. Eger her { € U i¢in

£HQ) K|
(9 @

Kl
(24

\~

K[s|
<1
[04 [04

1 et (1 Ff'(;)ﬁgg'(g)}@
P 09 | e f(¢) 9($)
I

esitsizlikleri saglanmyorsa, f fonksiyonu U kiimesinde {inivalent veya f € > dir.
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Sonug 5.1-5.4 elde edilen sonuglar Becker (1972), Ahlfors (1974), Pascu (1986), Kanas
and Srivastava (1997) ve Kanas and Lecko (1998) sonuclarinin genellestirilmesidir.
Sonug 5.5 Goluzin (1969) ve Sonug 5.6 de Becker (1973), Nehari (1949), Wesolowski
(1991) ve Miazga and Wesolowski (1991) nin sonuglarinin genel halidir.

ikinci olarak da S,S*,C ve Y smiflarna ait fonksiyonlarin genellestirilmis integral

operatorleri i¢in tinivalentlik sartlar1 elde edilmistir.

Sonu¢ 5.8: f,g,heS olmak iizere, «,f ve y kompleks sayilar1 igin
4|7—1|+4|a|+3|ﬂ|£1 esitsizligi saglaniyorsa, (3.23) ile tammlanan F, ,  integral

operatorii S sinifindandir.

Sonu¢ 5.9: f,geS ve f tek fonksiyon olsun. Ayrica ¢ ve A kompleks sayilart igin
4|,u—1|+|/1|S1 esitsizligi saglansin. O halde (3.24) ile tamimlanan 7,  integral

operatorii S sinifindandir.

Sonug 5.10: g,heS" ve f eC olsun. Ayrica «, f ve y birer kompleks say1 olmak
uzere 3|y—1|+2|a|+2|,6’| <1 esitsizligi saglansin. O halde (3.23) ile tanimlanan F, ,

integral operatorii S sinifindandir.

Sonu¢ 5.11: F,G €Y, olsun. Ayrica a, f ve y birer kompleks say1 olmak iizere
10|a|+4|B|<1,  R(r)=1 igin,
10| +4|4]
R(y)

esitsizlikleri saglansin. O halde (3.27) ile tamimlanan H, ,

<1, 0<R(y) <1 icin,

integral operatoric S

V4
/

smifindandir
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Sonug 5.12: G €3, olsun. Ayrica A ve u birer keyfi kompleks sayilar olmak iizere, bu
sayilar i¢in
16]4] <1, R(u) =1 igin,
16|4]
—<
R(u)

esitsizliklerinin saglandigini kabul edelim. Bu durumda (3.28) ile tanimlanan G,

I, 0<R(u)<ligin

integral operatorii S sinifindandir.

Sonu¢ 5.8, Miazga and Wesolowski (1989), Pescar (2006) ve Sonu¢ 5.11 de

Wesolowski (1990) nin sonuglarindan hem genel hem de daha iyidirler.
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