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OZET

Yiiksek Lisans Tezi

WALKER MANIFOLDLARI

Sibel TURANLI

Atatiirk Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiist

Matematik Anabilim Dali

Danisman: Prof. Dr. Arif SALIMOV

Bu tezde, ilk olarak Walker metrigi koordinatlarla tanimlanmistir. Daha sonra hemen
hemen kompleks yapi ile donatilmis Walker metrigi arastirilmistir. Hemen hemen
kompleks yapinin integrallenebilmesi ve holomorf olmasi sartlar1 arastirilmistir.
Kahler-Norden-Walker manifold olma sartlari  incelenmistir. Norden-Walker
manifoldlarmin egrilik 6zellikleri arastirilmistir. Son olarak da Norden-Walker ve
Kahler-Norden-Walker manifoldlart ile Goldberg Varsayimi arasindaki iliski

incelenmistir.

2011, 76 sayfa

Anahtar Kelimeler: Norden metrik, Hemen hemen kompleks yapi, Nijenhuis tensorti,
Tachibana operatorii.
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In this thesis firstly, Walker metric is introduced with coordinates. Later, Walker metric
which equipped with almost complex structure is searched. The conditions of
integrability and holomorphy of almost complex structure are studied. Curvature
properties of Norden-Walker manifolds are searched. Finally, relation between Norden-
Walker manifolds, Kahler-Norden-Walker manifolds and Goldberg Conjecture is

studied.
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1. GIRIS

Manifoldlar {izerindeki yapilar teorisi modern diferensiyel geometrinin en ilgi ¢ekici
konularindandir. Bu konulardan biriside kompleks yapilardir. Boyle yapilara sahip
manifoldlarin diferensiyel geometrik yonleri, Riemannian geometri i¢in ¢ok genis ve

¢ok verimli alanlardir.

Walker manifoldu (M,g, D) seklindeki tgliidiir. Burada M , n-boyutlu bir manifoldu,

g belirsiz (indefinite) bir metrigi, D ise r-boyutlu paralel sifir (null) dagilimi ifade
eder. Boyle metriklerin kanonik formlart Walker (1950) tarafindan elde edilmistir.

Burada (X, X, X;,X,) seklindeki uygun koordinatlarm var oldugu gdsterilmis ve

metrigin (Xi,XZ,X3,X4) koordinatlar1 tizerinde bazi1 a, b ve c fonksiyonlarina bagl

olan

g(x17X27X3'X4):

o » O O
_ O O O
o 9 O
o O —, O

seklinde oldugu ifade edilmistir.

Walker manifoldu iizerindeki en yogun c¢alismalar 2004 yilindan sonra baslamistir.
Matsushita (2004) Walker 4-manifoldlar i¢in uygun hemen hemen kompleks yapilar
inga etmistir. Chaichi (2005) 4-boyutlu Walker metriklerinin egrilik &zelliklerini
aragtirmistir. Davidov (2006) Almost Kahler-Walker 4-manifoldlar1 ve (2007)
Hermitian-Walker ~ 4-manifoldlar1  incelemis, Salimov (2010) Norden-Walker

metriklerinin bazi 6zelliklerini arastirmistir.



Sunulan bu tezde ise Norden-Walker metrigi arastirilmistir.  Bu amagla, ¢alismamizin
anlasilabilmesi i¢in ve konunun sinirlanmasi bakimindan ikinci boliimde ilgili 6zellikler

ve tanimlar kuramsal temeller ad1 altinda verilmistir.

Ucgiincii boliimde ise Tanjant Demet, Nijenhuis Tensorii, Skaler Egrilik, Hermitian ve

Kahlerian Manifoldlar ve Paralel Null-Dagilim1 hakkinda bilgiverilmistir.

Dordiincii boliimde ilk once Norden metrikler, Holomorfik Norden Metrikler, Norden
Walker Metrikler, Holomorfik Norden Walker Metrikler incelenmistir. Daha sonra
Norden Walker manifoldlarinin egrilik 6zellikleri incelenmistir. Son olarak, hemen
hemen Norden Walker ve Kahler Norden Walker manifoldlarinin Goldberg varsayimi

arasindaki iliski incelenmistir.



2. KURAMSAL TEMELLER

2.1. Diferensiyellenebilir Manifoldlar

Tammm 2.1.1: X Hausdorff topolojik uzay olmak {iizere herhangi bir U < X agik

kiimesinin V < R" bolgesine
p:U->V

homeomorfizmine X de n boyutlu koordinat sistemi, U ya ise ¢ haritasinin koordinat

komsulugu veya koordinat bolgesi denir. Bazen harita (U : (p) seklinde de gosterilir.
Eger xeU ise

o(x)= (6!, x2,.., X" ) e R"
olur. x',...,x" reel sayilarma ¢ haritasinda X noktasmin koordinatlar1 denir.

Tamm 2.1.2: Eger X Hausdorff topolojik uzaymm n boyutlu ¢, haritalarinin U,

bolgeleri bu uzay orterse, yani

X=JU, ., (A-indisler kiimesi)

aehA

ise X ’e n boyutlu topolojik manifold veya sadece n boyutlu manifold denir.



Tamim 2.1.3: X topolojik Hausdorff uzay ve k ise 0 <k <oo sartin1 saglayan tam sayi

olsun. Asagidaki sartlari saglayan {U,,¢,):a e AU, < X} lokal koordinatlar ailesine

X iizerinde C* sinifindan n boyutlu atlas adi verilir:

1. Lokal haritalarin U , bolgesi X i orter, yani X, n boyutlu topolojik manifolddur.

2. Keyfi o, fe AiginU, NU , = ¢ ise

?, op, :goa(Ua mUﬂ)—npﬁ(Ua mUﬂ)

doniisiimii C* simfindandir. Bu sarta bazen (U,,p,) Ve (U ﬂ,(pﬂ) haritalarin C*

uzlasmasi sart1 da denir.

@z 0 @, doniisiimiine ise koordinatlarm ddniisiimii (uiﬂ = ujB (u J ) i, j=1.., n) denir.
Burada uj,, (U ﬁ,gpﬁ) haritasindaki x €U, NU, noktasimn koordinatlar, u} ise

(U o Po ) haritasindaki X noktasinin koordinatlaridir.

U,nU,=¢ ise bu durumda ¢,c¢," donisimii tayin edilemez. Bu durumda
P o' doniisiimiiniin C* smifindan oldugu kabul edilecektir. 2. sarti, ¢, ot

déniisiimlerinin C* simifindan diffeomorfizmler olmasma denktir. Bu ise, Pp ot

koordinat doniisiimiiniin Jakobiyen matrisinin determinantinin sifirdan farkli olmasi

demektir.

Tamm 2.1.4: {(Ua,goa )} ve {(U 510p )}, C* sinifindan herhangi iki atlas olsun. Bu

atlaslarm keyfi (U,,p,) ve (U ﬂ,goﬂ) haritalari C* uzlagmus ise yani, {(U,.,0,)} ve



{(U 51 Pp )} atlaslarinin birlesimi C* sinifindan atlas ise verilen atlaslara denk atlaslar

denir.

Tammm 2.1.5: X Hausdorff uzay {izerinde C* atlaslarimin denklik sinifina Ck-yapl
denir.C* -yapisinin tim C* atlaslarinin birlesimi yine C* atlas olusturur. Bu atlasa

maksimal C* atlas adi verilir.

X iizerindeki C* atlaslarinin her bir denklik sinifi, kendisinin bir elemant ile ifade edilir.
Yani, C*-yapisi, onun keyfi C* atlasi yardimiyla olusturulabilir. Buradan da, X

iizerindeki her bir C* -yapisinin bu yapidan olan bir C* atlas ile verilebilecegi sonucu

cikar.

C°-yapiya topolojik yapi, C¥, (1£ k Soo) yaptya ise diizgiin (smooth) yapi denir.

Bundan sonra yalniz C” sinifindan olan yapilara bakilacaktir.

Tamim 2.1.6: M, Hausdorff ve sayilabilir baza sahip topolojik uzay olsun. Eger, M

tizerinde n- boyutlu C* atlaslarinin C” yapist verilmigse M uzayina n-boyutlu C”

sinifindan difernsiyellenebilir veya diizgiin manifold denir ve M, ile gosterilir

(Salimov and Magden 1999).

2.2. Tensor Alanlar

Tamm 2.2.1: B, n boyutlu vektdr uzayi, B~ ise onun dual uzayr olsun.

n n

X,e€B,,j=1..,9 ve Se B.,i=1..,p kovektor degiskenlerinin

w=t (zl,iz,...,iq,é,é,---,e@)



reel degerli fonksiyonunu g6zoniine alalim. Eger bu fonksiyon her bir degiskene gore

lineerlik sartin1 saglarsa, multilineer fonksiyon denir.

Mesela birinci vektor degiskenine gore lineerlik sarti A, 1z € R olmak tizere

0=t (X + 1§, %y .. xqééé) = At (X, %y .. zqégg) + 14(Y, Ky o xq,é

biciminde gosterilebilir. Bu multilineer fonksiyona karsilik gelen

p
——N

t:B,xB, x..xB xB; x..xB, >R

q

operatoriine B, uzaymnda p dereceden kontravaryant, q dereceden kovaryant tensor adi
verilir ve T (B,) ile gosterilir. p>0,q>0olmak iizere s = p+q sayisina ise tensoriin

valentligi, ( p,q ) semboliine ise tensoriin tipi denir. ( p,0 ) tipli tensére kontravaryant

tensorler, ( 0,9 ) tipli tensorlere ise kovaryant tensorler denir.

S,(B,), TJS(B,)uzaymn biitiin simetrik tensérlerinin alt uzayi olmak iizere herhangi

bir g €S, (B, ) tensoriinii alalim;

g(% y)=0,vyeB, 2.1)

sartindan X =0 alinirsa, bu taktirde g tensoriine regiiler tensor denir. Koordinatlarla

(2.1) esitligi

giniyj =0



bigiminde yazilir. Bu esitlik Vy! i¢in saglandigindan
g;x' =0,j=1..,n

bulunur. Bu denklem sisteminin x' =0 ¢dziimiine sahip olmast i¢in
Det(g i )¢ 0

olmasi gerekir. Burada (g i ), g;; tensortine karsilik gelen matristir.

g S,(B,) tensorii regiiler tensor ise g tensoriine B, de esas tensor adi verilir. Esas

tensore karsilik gelen (g ) matrisinin tersini (§ ij ) ile gosterelim. Bu taktirde

ij
gkj 9 = S5

yazilir. B, ve B, uzaylar arasinda

& = gikxki(ni = gikyk)
doniistimiine bakalim. Buradan (2.2) esitligine gore
X = gkigw(yk = gkiﬂi)

olur. g €S, (Bn) tensoriine karsilik gelen invariant bilineer formu

w = g()?, )7)2 gijxiyj

(2.2)

(2.3)

(2.4)



yazalim. Burada (2.3) ve (2.4) esitliklerini dikkate alirsak
w= g()?’ y): gijxiyj = Xi77i = gijﬂifj

olur. Yani, g; esas tensorii verildiginde biz kovektor degiskenerinin o =g ”nifj

invaryant bilineer formunu aliriz. Buna goére de §", (2,0) tipli tensoriin

koordinatlaridir. Bu tensdre @;; tensoriiniin ters tensorii denir. Ayrica

9(7715): gijnié:j :nixi = gikykxi’
G(f,ﬂ)zgjiﬁjﬂi :é:jyj :gjkxkyj
=g X'y  =g4y“x' = 5(7715)

oldugundan §" tensorii simetriktir.

Boylece B, de g; tensorii verildiginde B, — B izomorfizmi bulunur. Buna gore

vektor ve kovektorler aynilastirilir ve ayn1 X sembolii ile gosterilir. Yani,
X = gkixi’xi = gikxk

yazilir. Bu islemlere indisin indirilmesi (Xi — Xk) ve yiikseltilmesi (Xk - Xi) islemleri

denir. Buna gore S(T(, )7) tensoriinii goz Oniine alalim:
gplsij SP = g pJSij ) S_.pq = gplg pJSij

St

verilmis S; tensoriinden indislerin yiikseltilmesi iglemleridir.

Sy =9,8".5;=9,5".5;,=7,94S"



ise verilmis S" tensoriinden indislerin indirilmesi islemidir.
Eger g()?, y), B, uzayinda (0,2) tipli tensér ise, VX, Y € B, vektorlerinin skaler arpimi
denildiginde g tensoriiniin X ve y vektorleri iizerindeki izi anlasilir ve Xy veya (X, V)
biciminde gosterilir. Yani,

Xy =0g(Xy)=g;xy" =xy’ (2.5)

bigiminde tanimlanir.

Eger Det(g i );t 0 olursa bu taktirde (2.5) skaler ¢arpimina regiiler ¢arpim denir.

Tanmm 2.2.2: M, C”smifindan bir manifold ve T ,Vpe M  noktasindaki tanjant
uzay1 olsun. M manifoldunun Vpe M, noktasina T, uzayindan bir X vektori

karsilik getiren X vektor degerli fonksiyonuna vektor alani denir (Salimov and Magden
1999).

f, M, manifoldunda bir fonksiyon ise Xf de M, manifoldunda bir fonksiyon

tanimlar. Bu ise
(Xf)Xp)=X, f

ile tanimlanir. U < M, koordinat komsulugunu alalim. Bu komsuluktaki bir vektor

alani
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olarak yazilir. &' ler U daki lokal koordinatlara baglidir. Yani,

olur.

M, , C” sinifindan bir manifold olmak lizere ¥m e M, noktasindaki her bir (p, q) tipli

tensor igin uygun bir T " (m) tensOr uzay1 vardir.

Tamm 2.2.3: M, C”simifindan bir manifold ve T (m) vm e M, noktasindaki (p, q)
tipli tensdr tensdr uzayi olsun. M, manifoldunun ¥vme M, noktasma TP(m) tensr

uzayindan bir t? (m) tensorii karsihik getiren T fonksiyonuna (p,q) tipli tensor alan

denir (Bishop and Goldberg 1968).

Eger p=1,q=0 ise vektor alan1 elde edilir. Yani, ( 1,0 ) tipli tensor alan1 bir vektor

alanidir.

Eger p=q=0 ise her me M noktasina bir skaler deger karsilik gelir. Bu yiizden

(0,0) tipli tensor alani reel degerli bir fonksiyondur.

Eger U = M, bélgesinde f fonksiyonu C” smifindan ise ¥xeU igin df|, eT,°(x)

olur. Boylece f fonksiyonunun diferensiyeli olan df operatorii ifadesi (0,1 ) tipli bir

tensor alanidir.

Herhangi bir m noktasindaki T,, tensorii simetrik tensor ise T tensor alanma simetrik
tensor alan1 denir. Eger herhangi bir bir m noktasindaki T tensorii antisimetrik tensor

ise T tensor alanina antisimetrik tensor alant denir.
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T, (p,q) tipli tensor alani olsun. 6,,...,6, (0,1) tipli tensor alanlar1 ve X,,..., X, vektor

alanlar1 olmak tizere

TGy 6, Xgpeey X M) =T, (6 (M),..., 8, (M), X, (M),..., X, (m))

ifadesi reel degerli fonksiyon tamimlar. Ozelikle X' koordinatlarma gére T tensdr

alaninin bilesenleri

Pt 0, 00, )

Jidg h

bi¢iminde reel degerli fonksiyonlardir (Bishop and Goldberg 1968).

T tensor alaninin bilesenleri C” smifindan fonksiyonlar ise T tensér alanina C*

sinifindandir denir. C* sinifindan olan ( 0,1) tipli tensor alanina 1-form (Pfaffian form)

denir.

( p,g ) tipli T tensér alaninin C* smifindan olmasi i¢in gerek ve yeter sart her bir

6,..,0 1-formlari ve herbir C”* smifindan Xi,..., X

. vektor alanlar1 icin

q
T(@l,...,ep, ) ST Xq) fonksiyonunun C* smifindan olmasidir.

2.3. Diferensiyellenebilir Manifold Uzereinde Afin (Levi-Civita) Konneksiyon

M, diferensiyellenebilir manifoldunun y:u' =u'(t) egrisi boyunca konneksiyon dahil
edilmesi egrinin noktalarina tatbik edilmis vektorler arasinda uygunluk olusturma
kuralidir. Eger y egrisinin herhangi bir noktasindaki V' vektorii t parametresine bagl

olarak degistik¢ce verilen konneksiyona gore baslangigtaki ile uygun kalirsa, bu durunda

bu vektdr verilmis konneksiyona gére y egrisi boyunca parelel kaydirilmis olur. Eger
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konneksiyon diferensiyellenebilirse, 0 zaman paralel kaydirmay: ifade eden V' :v‘(t)

fonksiyonlar1 da diferensiyellenebilir fonksiyonlar olur. Eger vektorlerin paralel
kaydirilmasi halinde lineer bagimlilik korunursa verilen konneksiyona afin veya lineer

konneksiyon ad1 verilir.

Afin konneksiyonun y egrisinin gesitli noktalarina tatbik edilmis vektorler arasinda

uygunlugu ifade eden sarti, yani vektoriin egri boyunca verilmis afin konneksiyona gore

paralel kaydirilmasi sartin1 bulalim. y egrisinin baglangi¢ noktasinda Eli’ti,k =1,...n lokal
bazim1 alalim ve farzedelim ki ei(t) nin bagimhiligi baz vektorlerin verilmis egri

boyunca paralel kaydirilmasi1 kuralin1 ifade etsin. Keyfi v' = A zkii vektoriiniin verilen

afin konneksiyona gore y egrisi boyunca paralel kaydirilmasi i¢in gerek ve yeter sart

2 katsayilarinin sabit olmasidir. Bu nedenden istifade edilerek
dv' = A*d ?i (2.6)
ifadesi yazilabilir. v’ = A* :;1‘ esitliginden

k

A =aiV (2.7

: k
yazilir. Burada ?' baz vektorii oldugundan buna karsilik gelen kobaz vektori a, ile

gosterilir.
Dolayisiyla Eli ai =, olur. (2.7) ifadesi (2.6) de kullanilirsa,

av' + v =0 (2.8)
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yazilir. (2.8) denkleminde

k

o = _aida" (2.9)

bi¢imindedir. (2.8) sarti V' vektdriiniin verilen afin konneksiyona gore paralel
kaydirilmas sartidir. (2.9) bigiminde dahil edilen @ objelerine konneksiyon (baglantr)

formlar1 denir.

Teorem 2.3.1: 1. Konneksiyon formlari Ekii,k:].,...,n bazinin segilisinden

bagimsizdir.

2. Konneksiyon formlari, egrisel koordinatkarin doniistliriilmesi durumunda tensor

doniigiim kuralina gore doniismez.

Ispat: 1. ®° ve @* iki baza karsilik gelen konneksiyon formlar1 olsun. Paralel

kaydirilan v' vektori i¢in asagidaki sartlar yazabiliriz:
dv' + vk =0 (2.10)
av' + @, vk =0 (2.11)

(2.10) ve (2.11) sartlarindan, V' vektSriiniin baslangi¢ degerinin keyfiligi sartindan

o, =@, bulunur.

2. M, manifoldunda u' egrisel koordinatlarin degismesi halinde baz vektérlerinin ve

kovektorlerinin doniisiim kuralin1 yazalim.
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a = A’ ar, ‘E‘i = Al 3" (2.12)

Burada A = SUL:,, A= i“T bigimindedir. (2.12) in ikinci sartindan

dkai = dA! e"+ Ald 3" (2.13)
yazariz. (2.9) denkleminde (2.12) in birinci sartin1 ve (2.13) esitligi goz Oniine alinirsa,

w;=-ajda =—-A’ a,—-(dA'. EE.' +Ad ?' )

veya

w; = A Aol — Al'dA, (2.14)
olur. (2.14) esitligi gosterir ki a); konneksiyon formlar1 tensoriin koordinatlar1 olamaz.

Simdi ise kovektdriin y egrisi boyunca verilen afin konneksiyona gore paralel

kaydirilmast sartini inceleyelim.

Tanmmm 2.3.2: @, kovektoriiniin y egrisi boyunca paralel kaydirilan keyfi v vektorii
tizerindeki izi bu egri boyunca sabit kalirsa @, kovektoriine , egrisi boyunca verilen

afin konneksiyona gore paralel kaydirilmistir denir.

Bu tanima gore

d(v'e,)=dv'e, +Video, =0 (2.15)
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olur. v' vektoriiniin paralel kaydiriimasi sartindan
dv' = - v* (2.16)
yazilir. (2.16) esitligini (2.15) ifadesinde kullanirsak,

do, —o‘o N =0
( y

bulunur. V' vektdriiniin keyfiliginden dolay1 @; kovektoriin y egrisi boyunca verilen

afin konneksiyona gore paralel kaydirilma sarti
do, —ofw, =0 (2.17)

bicimindedir. Vektoriin ve kovektoriin y egrisi boyunca paralel kaydirilmasi sartini
kullanarak, egrinin ¢esitli noktalarina uygulanmis keyfi tipli tensoriin paralel

kaydirilmasini verebiliriz. y egrisi boyunca (p,q) tipli keyfi tensoriin izi

o1 p

[ j
Z :tjl byl vl @i, ... Wi
1---Jg 1 q p

verilmis olsun. Z fonksiyonunun vektor ve kovektdr degiskenlerinin y egrisi boyunca

paralel kaydirilmasi sartlar1 dahilinde diferensiyeli

1 p

- . .1 p P . .
..l ..
dZ =dt; " VAR VASI/ TN T i o RVACRVASI/) )Y

1o q q p O P q P

A . o1 p
oAt vV @ d o
l'--Jq 1 q p
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. . .1 p
:(dt;l“"]!’ —S i — L — @St it ” +ao"t'1 ¥ )V Voo (2.18)
1--Jq 1 S)p- q

It Siz--dq iq "Sz--s S S, S Chdg p
olarak yazilir. Bu esitlikte

St =dti " —ts "~ ol 5+ b+ S (2.19)

h- Jq hShp- Jq S)2--S S "I J
olarak alinirsa

p

o1
4z =& vi v o o (2.20)
q

jidg 7

yazilir. y egrisi boyunca verilen afin konneksiyona gore paralel kaydirilan vektor ve

kovektor degiskenlerinin multilineer fonksiyonunun diferensiyeli de degiskenlerin

multilineer fonksiyonu olur. O halde dZ multilineer fonksiyonuna belirli tensoér karsilik

gelecektir. Bu tensoriin tipi t Jl J" tensoriiniin tipi ile ayni olur. Koordinatlari ise (2.19)

esitligi ile verilmistir. St tensoriine t™" tensoriiniin mutlak diferensiyeli denir.
g Jidg Ji-dg y

Tensoriin mutlak diferensiyeli ile tiim egri boyunca keyfi noktalarda uygulanmis

tensorler arasindaki esleme (2.20) esitligi ile verilir.
Tensoriin mutlak diferensiyelinin tanimindan ¢ikartilan sonuglar soyle ifade edilebilir:

a. Vektoriin ve kovektoriin parelel kaydirilmasi sartlart

seklinde olur. Dolayisiyla keyfi tipli tensoriin paralel kaydirilmasi sarti
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Jo-dq

olarak verilir.

b. Birim tensoriin mutlak diferensiyeli sifira esittir, yani
s(s1)=0

olur.

(2.19) esitliginden dolay1 tensorlerin mutlak diferensiyelleri i¢in asagidaki ozellikleri

yazabiliriz:

1.6(t, Ft,)=& F&,, t, vet, aym tipli tensorlerdir,

2.5(At) = (dA) + A(&), A -skalerdir,

3.5(A®B)=(sA)®B+A®(B), Ave B keyfi tipli tensorlerdir, ® - tensor garpimudir.

4. Tensorlerin simetriklestirme, alterlenestirme ve kontraksiyon islemleri mutlak

diferensiyelleme islemi ile siralar1 degisebilir.
2.4. Afin konneksiyonlu uzaylar

Tammm 2.4.1: X, diferensiyellenebilir manifoldunun herbir egrisi boyunca afin

n

konneksiyon verilmis olsun. Lineerlik sartin1 saglayan X diferensiyellenebilir

manifolduna n- boyutlu afin konneksiyonlu uzay denir.
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Lineerlik sarti:

X, manifoldunun keyfi M noktasi ve bu noktanin civarinda keyfi vektor alanlari

verilmis olsun. Keyfi V' vektér alamnin M noktasindan gegen keyfi bir egri igin

hesaplanmis mutlak diferensiyeli, bu egri boyunca elementer yer degisme du’

vektoriiniin lineer fonksiyonudur, yani
&' =v,du* (2.21)

olarak yazilir. Burada v, , v'’ye ve noktaya bagli fonksiyondur. Diger taraftan

dv' =4, v'du® oldugundan
N =dv' + v =0, v'du" +m V" (2.22)
olur. (2.21) ve (2.22) esitliklerinden

v = (V! -6V Jdu® (2.23)

ifadesi bulunur. v*,86.v' ve viu' lerin fonksiyonaridir. @, forumlari V' vektor

alanlarinin segilisine bagli olmadigindan @, forumlari du®>nin lineer fonksiyonu olur,

yani

o, =T du® (2.24)

olarak yazilir. Burada '\, katsayilar1 afin uzayin noktasinin fonksiyonlaridir. Bunlara

afin konneksiyonun Kkatsayilari denir. Katsayilarin verilmesi X _  de afin

n

konneksiyonunu tayin eder.
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Simdi T, afin konneksiyon katsayilarmin déniisiim kuralim verelim. (2.24) esitligi

kullanilarak

o =T, du¥ =TI, ASdu®
yazilir. Ayrica

AIdAL = AJ (5, Al Jdu* (2.25)
oldugundan ve diger taraftan AJJA; = 5} esitliginin 0, kismi diferensiyeli alindiginda

Bua] A, <410, -0

1]
AoV )= lo, 1

j

j

olur. Bu son esitlik (2.25) denkleminde kullanilirda
AldAL = —AL(3, Al du¥ (2.26)

elde edilir. (2.26) , (2.24) ve (2.14) esitlikleri kullanilarak konneksiyon katsayilarinin

doniisiim kurali
F:(j= Aii'Ajj‘AbrLl‘j'_'_Aii'Aiiji (2.27)
olarak verilir. Burada A; =8, A| bi¢imindedir.

(2.24) denklemini kullanarak afin konneksiyonlu uzayda verilen keyfi vektor alani igin

mutlak diferensiyeli
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N =(o,v +T v )du* (2.28)

biciminde olur. (2.28) denkleminin sol tarafi bir tensor ve du® vektor oldugundan

parantezin i¢indeki ifade bir tensoriin koordinatlaridir. Bu tensoére verilen V'

tensorlinlin kovaryant tiirevi denir ve
V.V =0,V +T v° (2.29)

olarak gosterilir. Bu tiirevin sonucu (1,1) tipinde bir tensordiir. Benzer sekilde ),

kovektdr alaninin kovaryant tiirevi

Vo, =0,0; -T'}; o, (2.30)

olur ve sonug (0,2) tipli bir tensordiir. (2,24) esitliginden, ( p,q ) tipli t Jl J" tensoriiniin

mutlak diferensiyeli

q
SO Y TR Y T @3

u=l

bigiminde olur. (2.31) denkleminin sol tarafi bir tensér ve du® vektdr oldugundan

parantezin ig¢indeki ifade bir tensoriin koordinatlaridir. Bu tensére verilen tIl "

tensoriiniin kovaryant tiirevi denir ve

ks ® i g kjy Jie8dg

v, otk P+z Ditish 30 s il (2.32)
=l

biciminde gosterilir. Tensoriin kovaryant tiirev tanimindan gorilir ki (p,q) tipli

tensoriiniin kovaryant tiirevi ( p,g+1 ) tipli bir tensordiir.
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Kovaryant tlirevin tanimindan yararlanilarak agsagidaki 6zelikler yazilir:

LV, (" +t"" )=V t"" v, b

Lipdq 2 heiq Lidq 211 g

2.V (/u'l Py =0 An: p+/1v A2 A eF (F fonksiyonlar kiimesi )

Jiedg !

S+t @V, gl

Sq 81--8q

3.V, () ®gL )=V, i @9

4. Tensorlerin simetriklestirme, alterlenestirme ve kontraksiyon islemleri mutlak

diferensiyelleme islemi ile siralar1 degisebilir.

Tamim 2.4.2: M, manifoldu iizerinde 74 (M, ) vektor alanlarmin modiilii olmak iizere

VY =V(X,Y): T3 (M, ) x To(M,) > T5(M,)

doniistimii

Vo wZ=1V,Z+gV,Z,

iV, (fX +gY)=(Zf )X + vV, X +(Zg)Y + gV, Y

sartlarin1 sagliyorsa V ’ya afin konneksiyon denir. Burada

Vi i To(M,) > T5(M,,)

doniistimiine kovariant diferensiyellenme denir (Bishop and Goldberg 1968).
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2.5. Egrilik ve Burulma Tensorleri

A, afin konneksiyonlu uzayinda f = f(ul,...,u") diferensiyellenebilir fonksiyonu

verilmis olsun. Bu fonksiyonun tam diferensiyeli, yani df =0, fdu' ifadesi,

koordinatlarim doniisiimii halinde invaryant kalr ve df fonksiyonunun du' vektériiniin

lineer fonksiyonu olur. Bu lineer fonksiyona karsilik gelen kovektoriin koordinatlar

V, =0 f (2.33)

ile gosterilir. Bu kovektore f fonksiyonunun gradienti, f fonksiyonuna ise bu kovektor

alanin potansiyel fonksiyonu denir. Keyfi V, kovektoriiniin herhangi bir skaler alanin

gradienti olmasi icin gerek ve yeter sart
oV =0 (2.34)
olmasidir (Yano 1965).
V, gradient kovektoriiniin kovaryant tlirevi
V.V, =0V, -T4V, (2.35)

bigimindedir. (2.35) denkleminde j ve i indislerine gore alternelestirme islemi yapilir ve

(2.34) esitligi kullanilirsa
V[jVi] = S:;Vk (236)

bulunur. Burada
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i =Ty @37

olarak verilmistir. (2.36) denkleminin sol tarafindaki kovaryant tiirev ise (0,2) tipli

tensor olduguna gore Si‘j‘ kemiyetleri asagi indislerine gore antisimetrik olan (1,2)

tipli tensor ifade eder. (2.37) tensOriine A, uzaymin burulma tensorii denir. A

n
manifolundan alinmis keyfi X, Y vektdr alanlari i¢in burulma tensdriiniin invariyant

formda yazilis1 ise

S(X,Y)=V,Y -V, X -[X,Y] (2.38)

bicimindedir (Kobayashi and Nomizu 1963). Burada [X ,Y], X ve Y vektor alanlarinin

Lie parentezi olup

[X,Y]f = X(Yf)=Y(XF)

seklindedir.

- k e s se i i i . . o o g
Keyfi v" vektorinin V v' =0 .v' +T, v" kovaryant tirevi (1,1) tensor belirtir. Bu

tensoriin kovaryant tiirevi ise
VVV =0 VV +TL Vy"-T"V V'
=0,(0N +T LV )+ (O V" +T v ) —TNV V'
=%V +0, TV  +T LoV +T | oV +T} Tnvk —T NV v

rm=s

bi¢iminde bulunur. Bu esitlikte r, S indislerine gore alternelestirme islemi uygulanirsa,
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2V V V' =RV =25V, V! (2.39)
denklemi elde edilir. (2.39) denkleminde
RI

rsk

_arrisk_asrirk+rirmrg<_rismr:rll< (240)

= 2(a[rl_‘ls]k +Fi[r\m\ 1_‘gq]k)

olarak alinmistir. (2.39) denkleminin sol tarafindaki terim ve sag tarafindaki ikinci terim
tensér ve V' keyfi vektor oldugundan R!, ifadesi (1,3) tipli tensordiir. Bu tensore

A, uzaymin egrilik tensorii veya Riemannian- Christoffer tensorii denir.

(2.39) formiiliine benzer olarak asagidaki formiiller yazilir:

2V, Vg0, =-Rye, —25V o, , (2.41)

ZV[rVS](p, =R! " —R"pl —2S5V, o], (2.42)

2V, Vs]t'1 b R t ;“'2 ) bt Rrsmt']1 i (2.43)
—RO "~ — Rt — 28KV,

(2.42) formiiliine ¢ afinorunun Ricci 6zdesligi denir.

Keyfi X,Y,Z € A, vektor alanlari i¢in egrilik tensoriiniin invaryant formda yazilisi ise
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R(X,Y)Z=V,V,Z-V,V,Z -V Z (2.44)
bicimindedir (Kobayashi and Nomizu 1963).

2.6. Konneksiyonlarin Doniisiimii

Keyfi iki afin konneksiyonlu uzaylarin diffeomorfizmine bakalim. Bu durimda, bu
uzaylarin karsilikli noktalarinin koordinatlart aymi olacak sekilde uygun egrisel

koordinat sistemi verilebilir. Bu tiir karsilik getirme ayn1 bir X, differensiyellenebilir

manifoldunda iki keyfi afin konneksiyonun verilmesiyle de olusturulabilir. Bu duruma
konneksiyonlarin birinden digerine ge¢meye konneksiyonlarin doniistiiriilmesi veya

parelel kaydirma kuralinin doniistiiriilmesi olarak bakilabilir. Bu konneksiyonlarin

katsayilarini F:} ve fjk ile gosterelim. Keyfi V' vektor alannin bu konneksiyonlara

gore kovaryant tiirevleri
VvV =0V +T,v", V.V =0,V +T} v"
bigiminde olur. Sonuncu esitlikten
VoV -V Vv =T} v" (2.45)
yazilir. Burada
T, =T} -T| (2.46)

i
km >

bicimindedir. (2.45) esitligi ile verilen T (1,2) tipli tensor meydana getirir. Bu

tensore afin deformasyon tensorii denir.
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Teorem 2.6.1: (1,2) tipli T, tensérii ve Iy, ise V afin konneksiyonunun katsayilari
olmak iizere (2.46) esitligi ile verilen T katsayilari da diger bir afin konneksiyonun

katsayilar olur.
Ispat: (2.46) esitliginden
Fi}‘ :l_qijk _Tijk
yazilir. Fi:.( icin konneksiyon katsayilarinin doniistiiriilmesi halinde
TF —T) = ASATAT(TK —T )+ ACAY (2.47)
olur. Burada T tensor oldugundan,
T = AN AT (2.48)
yazilir. (2.48) esitligi (2.47) esitliginde kullanilirsa
T = ACATATTES + ALAS

oldugu bulunur. Yani l:ijk ler konneksiyon katsayilarinin doniistiiriilmesi kuralina gore

degisir. Dolayisiyla bir afin konneksiyondur.

Bu teoremin bazi sonuglarini ifade edelim;

1 2
Sonu¢ 1. T° :j ve [° ij afin konneksiyon katsayilar1 olmak tizere her A4 skaler i¢in



27

1 2
ke AT X
Fk FIJ+ FIJ (249)

! 1+
degeri de bir afin konneksiyonun katsayilaridir.

Ispat: (2.49) esitligi
k _Fl k A FZ k Fl k
by = "'+1+/1( i ij) (2:50)

biciminde yazilir. (2.50) esitliginin sag tarafindaki ikinci terim tensér oldugundan

2.3.1.Teoremine gére T afin konneksiyon olur.

Ozel halde A =1lalirsak

keTk
LT (2.51)
o . 1 2
buluruz. F:‘j konneksiyonuna T~ :j ve 1":; konneksiyonlarina gore orta konneksiyon
denir.

Sonug 2. T afin konneksiyon verilmis olsun. Bu taktirde, f‘: = Fif katsayilar1 da afin

konneksiyon tayin eder.

Ispat: Burulma tensériiniin ifadesi

S§=ﬂm=%ﬁ“—rﬁ

ij ji
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oldugundan

TS =rk+2sf, T%=TF (2.52)

ij ?

yazilir. 2.3.1. Teorem’den dolay1 1:]“I katsayilar1 bir afin konneksiyon belirtir. 1:]'(I ve

F}‘i konneksiyonlarina karsilikli konneksiyon denir.

2.7. Burulmasi Sifir Olan Uzaylar

Burulmasiz afin konneksiyonlu uzaylarin burulma tensori sifira esit oldugundan bu

uzaylarin konneksiyon katsayilari alt indislerine gore simetriktir, yani
y y y g y
r« r« 1: k

olur. Burulmasiz afin konneksiyonlu uzayin herhangi egrisel koordinat sistemine gore

n

koordinatlar1 u?,...,u" olan O(u') noktasini alalim ve konneksiyon katsayilarinin
y y

verilmis oldugu koordinat sistemine gore bu noktadaki degerlerinin F:j katsayilari ile

verildigini kabul edelim. &, kronecker sembolii olmak iizere
. . ° 1- o o
u =6k{(uk—uk)+§l"t)q(up—up)(uq—uq)} (2.53)

biciminde yeni koordinatlari tanimlayalim. (2.53) doniisiimii difereniyellenebilirdir ve

u" koordinatlarinin U' koordinatlarina gore kismi tlirevleri

A =5 s THW 0%, A =5l T 254
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bigiminde yazilir. (2.54) esitligi 0 noktasinda ve civarinda det (A');t 0 sartin1 saglar.

Yani, (2.53) doniisiimii diferensiyellenebilir manifoldun tanimindaki miimkiin olan

doniistimler sinifindandir. (2.54) tiirev fonksiyonlar1 O noktasinda yazilirsa,
N =5, A=6T} (2.55)

olur. Simdi ise konneksiyon katsayilarinin yeni koordinat sistemine gore O noktasindaki

degerlerini hesaplayalim. Bunun i¢in (2.55) ve (2.27) esitlikleri kullanilarak
rh=58l8K 8Tt + 865/ T,
veya
ri.=o

bulunur. Boylece burulmasiz afin uzayin herbir noktasinda Oyle koordinat sistemi
verilebilir ki, konneksiyon katsayilar1 bu sisteme gore bu noktadaki biitiin degerleri sifir

olur. (2.53) ile verilen koordinatlara normal koordinat sistemi denir.

Burulmasiz afin konneksiyonlu uzaylarda asagidaki esitlikler gecerlidir:

3.V Ry =0 (Bianci-Padov esitligi).
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Bu esitliklerin her iigiiniin invaryant (tensor) karekter tasidigin1 dikkate alirsak, bunlarin

ispatin1 normal koordinat sisteminde incelemek yeterli ve daha kolaydir.

Burulmasiz afin konneksiyonlu uzayda simetrik ve regiiler a; tensorii verilmis olsun.

Bu tensériin tersi a" olmak {izere a; tensortiniin kovaryant tiirevi
Via; =ay (2.56)

olarak gosterilsin. (2.56) esitliginde indislerin yeri dairesel olarak degistirilerek

asagidaki esitlikler yazilir:

m m
akaij — Iy Apj _rkj Ay = Vkaij’

m m
aiajk _rij A — i ajn, =viajk’

0,8, —~T'ya,; —T'ja,, =V,a,.
Sonuncu iki esitlikten birinci esitlik ¢ikartilirsa,
2T, = 8,8, +0 8, —0,a, —(ay +a, —a,) (2.57)
bulunur. (2.57) esitliginin her iki tarafi a * tensorii ile carpilirsa
I = {lrJ }_ % a" (aijk + i — ) (2.58)

olur. Burada

{ﬁ}zéé{”‘(aiajk +0 8y —akaij) (2.59)

]
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bi¢imindedir. (2.59) ifadesine a; tensorintin Christoffer sembolii denir. Burulmasiz
afin konneksiyonlu uzayin konneksiyon katsayilari regiiler ve simetrik a; tensoriiniin

Christoffer sembolii ve kovaryant tiirevleri yardimiyla ifade edilir.

Fl

Tamm 2.7.1: Burulmasiz afin konneksiyonlu A uzayinda e;; ; ={ 0 =€,

n- vektorii olmak tizere vy,...v lineer bagimsiz vektorleri lizerine kurulan paralelyiiziin
12 n

hacmi
V=g, .V \2/iz " (2.60)
n

olsun. vy,..v vektorlerin paralel tasinmasi sonucunda V hacmi korunursa burulmasiz
12 n

A, uzayma es afin (denk afin) uzay denir.

(2.60) denkleminden

& ;. =0veyaV,e ; =0 (2.61)

olur. Es afin uzayin konneksiyonu (2.61) denklemiyle belirlenir. (2.61) sart1

o8 ~Tse, ; ——T5e. =0 (2.62)

i dy iy ©siy..dy

Bi¢iminde yazilir. n— vektoriin antisimetrikligine gore (2.61) sisteminin biitiin

denklemleri

akelz...n _stle _"'_rksnelz...s =0 (2-63)

s2..n
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denklemine denk olur. e, , =e olarak yazilirsa bu durumda (2.63) esitliginden

I, =0,Ine

(2.64)

yazilir. (2.64) esitligi es afin konneksiyonun katsayilari ile belirlenen T, toplami

gradiyentdir. Bu gradiyentin potansiyel fonksiyonu ise Ine olur.

R; = Rkijk :akri;( _airkl} +Fkk|ri; _rklirl;(

]

tensoriine Ricci tensorii denir. Es afin konneksiyonunu

sart1 ile de karakterize edebiliriz.

Burulmasiz afin konneksiyonlu uzaylarda egrilik tensdriiniin

sartlarin1 sagladigini gézoniine alirsak

R, =R_-R

rsk rs sr

yazariz. (2.66) ve (2.67) esitlikleri es afin konneksiyonunun
R =0

rsk

sart1 ile karekterize edilebilecegini gosterir.

(2.65)

(2.66)

(2.67)
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Tammm 2.7.2: Burulmasiz afin konneksiyonlu uzaymn her bir noktasindaki tanjant

uzayinda verilen simetrik (0,2) tipli g; tensdrii tanjant uzaym paralel kaydirilmasi

durumunda korunuyorsa boyle uzaylara metrik uzay denir. Burada simetrik (0,2) tipli

g; tensoriine metrik tensor de denir.

Tamm 2.7.3: Metrik uzayin g; metrik tensori regiiler ise yani det (gij );t 0 oluyorsa

boyle uzaya Weyl uzay: denir ve W, ile gosterilir.

Tamim 2.7.4: Eger Weyl uzay1 es afin uzay olursa bu uzaya Riemannian uzayi denir ve

V, ile gosterilir.

Riemannian uzayr burulmasiz konneksiyona sahip olan uzaydir ve bu uzaym

Riemannian konneksiyonu

V.9, =0 (2.68)

sart1 ile karekterize edilir. V,, Riemannian uzayinin konneksiyon katsayilari

ri={i=29" g, +0,0.-0.9,) (2.69)

bigimide verilir. Yani, V uzaymin konneksiyon katsayilar1 g; tensoriiniin Christoffel

sembolleriyle c¢akisir. (2.69) katsayilariyla verilen konneksiyona Riemannian
konneksiyonu veya Levi-Civita konneksiyonu denir. Diger taraftan Riemannian

manifoldu tlizerinde Vg =0 sartin1 saglayan ama burulmasi olan konneksiyonlar da

vardir. Bu tiir konneksiyonlara ise metrik konneksiyon denir.

Riemannian uzayinda R;,°g, =Ry, olmak iizere asagidaki esitlikler gegerlidir:
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L Ryw =0
2. Ryyg =0
3. ViR =0
4 Ry =0
5. Ryq = Ryy -

2.8. Riemannian Manifoldu

Herbir xe M, noktasinda VY eT,(M,) ve (0,2) tipli simetrik g tensorii igin
g(X,Y): 0 esitliginden X =0oluyorsa g’ye M, iizerinde Riemannian metrigi denir.
Lokal koordinatlarda bu sart Det(gij );t 0 sartina denktir. g’nin bilesenleri g; olmak

lizere ¢ igin

ds® = g;du’du’
ifadesi de kullanilir (Kobayashi and Nomizu 1963).
Eger M

, uzerinde Riemannian metrigi verilmigse, o zaman (Mn,g) ciftine

Riemannian manifoldu denir.

1 . i . .
Burulmasiz Fijk=§gk5(6igsj+8jgis—asgij) konneksiyonuna ise  Riemannian

manifoldunun Riemannian konneksiyonu denir.
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3. MATERYAL ve YONTEM

3.1. Tanjant Demet

M, , C” simifindan n- boyutlu diferensiyellenebilir bir manifold ve M manifoldunun p

noktasindaki tanjant uzay T (M, ) olmak iizere

TM,)=JT,(M,) (3.1)

peM,
ile tamimlanan T(M ) kiimesine tanjant demet denir.

T(M,)’nin herhangi bir B noktass, yani peT,(M,) igin M, manifoldu iizerindeki
T(M,) tabii demet yapisini tanimlayan 7 :T(M,)— M, demet projeksiyonu P p
karsilik getirir. Yani 72'(5)= p olur. ﬁ_l(p)=T(l\/In) kiimesine M, temel uzaymin

p noktasindaki fibre denir.

M, baz uzaymin {U ; Xh} koordinat komsuluklar sistemiyle ortiildiiglinii farzedelim.
Burada (x"), U komsulugunda tanimli lokal koordinat sistemidir. 7 ™*(U)<=T(M,)

agik kiimesi U xR" direk ¢arpimina diferensiyellenebilir homeomorfizmdir. R", R

reel sayilar alam {izerindeki n- boyutlu vektér uzayi olur. peT, (M,) (peU) noktasi
(p, X) siral ¢ifti ile gosterilir ve X € R" vektoriiniin bilesenleri T, (Mn) tanjant
uzayinda {Gh} (ah = ath) dogal bazina gore p nmn (yh): (XH ) h=n+1..2n
kartezyen koordinatlari ile verilir. U komsulugunda p = ﬂ(ﬁ)’nin koordinatlari (Xh)

h=1..,n ile gosterilirse p noktasi uygun (Xh : XH)H pex™ (U) ile verilmis olur. Biz
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7 U)cT(M,) acik kiimesinde (xh,xﬁ) lokal koordinatlar sistemini elde ederiz.

n

Burada (xh , xﬁ) ya (xh) dan indirgenmis (elde edilmis) 7 *(U) da koordinatlar denir.

M, manifoldunun p:ﬂ(ﬁ) noktasini ihtiva eden diger bir koordinat komsulugu
{U',xh'} ise 77'(U") koordinat komsulugu p ihtiva eder ve 77"(U') ya gére p nmn

indirgenmis koordinatlari (xh', yh') ile verilecektir. Burada

X" = x" (x)
g K (32)
ox"

olarak verilir. x" (x), p noktasindaki Xt x%,. X" degiskenlerinin C” sinifindan olan

diferensiyellenebilir fonksiyonlaridir. X" = y", X" = y" ile gosterirsek (3.2) denklemi

X" =x"(x) p =1,...2n (3.3)

olarak yazilir. (3.2) denkleminin Jacobiani

p' "
AR (3.4)
X"\ Y o

matrisi ile verilir. (3.2) denkleminin tersi ise

i (3.5)

veya
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x" =x"(x), p=1...2n (3.6)

olarak yazilir. (3.5) denkleminin Jacobiani

oxP 0X_ 0
WZ( R ‘”—J (3.7)

xMox’ y ox"

matrisi ile verilir. (3.4) ve (3.7) denklemleri T(Mn) tanjant demetin daima

) o g T oxP axp
yonlendirilebilir oldugunu gosterir, ¢iinkii , Det T »0 (Det >O)

M, manifoldu {izerindeki C* smifinda ( r,s ) tipli tlim tensér alanlarinin kiimesini

T (M,) ve M, deki tim tensor alanlarmn kiimesini ise T (M, )= i T, (M,) ile

s
r,s=0

gosterecegiz. Benzer olarak T(Mn) tanjant demetindeki tensor alanlarinin kiimelerini

ise sirastyla T, (T(M )) ve T(T(M,)) olarak gosterecegiz.

3.2. Diferensiyel Geometrik Cebirsel Yapilar

M, n-boyutlu diferensiyellenebilir bir manifold olsun (n=2m). @eT}(M,),

n

¢> =—1, z=al +bg, a,beR ifadesine kompleks cebirsel yap1 denir. Ayrica kompleks
cebir degismeli cebirdir. Kompleks cebirsel yapmnin bazi {1, i} , iP=11li=i1

seklindedir.
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3.2.1. m-boyutlu cebir (birlesimli, degisimli sonlu boyutlu cebir)

m—boyutlu A cebirini alalim. Bu cebirin birlesimli ve birimli oldugunu kabul edelim.
(ab)c=a(bc), va,b,ce A, ise A, cebirine birlesimli cebir. Je, ea=ae, VacA,, ise
boyle e elemanma A, cebirinin birim elemani, cebire ise birimli cebir denir. A cebir
oldugundan aynmi zamanda vektdr uzayidir. Dolayisiyla € € A, a=1..,n, {éa}
seklindeki baza sahiptir ve

€ = Coy (3.8)

seklinde yazilir.

C7

2 Yya cebirin yap1 sabitleri denir. Yap1 sabitlerinin en 6nemli 6zelligi (1,2) tipli

tensOriin koordinatlar1 olmasidir.

Simdi C/; yapu sabitinin tensor oldugunu gosterelim:

C!, yapi sabitinin bazi {€,}, Cl, yapi sabitinin bazt da {€,} olsun. &, =A%E,

(¢>)

kurali verildiginde C/; ve CZ:/T yapi sabitleri arasinda Cglﬂ, =AA; Aﬁcgﬂ seklindeki

bagmtinin oldugunu ispat etmemiz gerekir. A, cebirinin {€,.} bazinin yardimiyla

€ €, =C/

o'~ a’ﬂ'e

¥

(3.9)
esitligini yazabiliriz. Kuraldan €, =A’€,, €, = Ag,éﬂ, €, =A€, esitliklerini
yazabilecegimizden bu esitlikleri (3.9) esitliginde yerine yazarsak ve (3.8) esitligini de

kullanirsak



39

Cli =W AAC,

esitligini elde ederiz. Dolayisiyla C;, yapi sabitleri (1,2) tipli tensoriin koordinatlar

olur.
Va,b,c e A, i¢in (ab)c =a(bc) oldugundan {€,} bazi i¢in

(6,8,)8, =€, (5,€,)
(Co4€,)€, =€,(CE,)

C/,Cie =C;C’ €

af oy e Py~ ac~e

esitligini yazabiliriz. Baz lizerinde lineer terkibe ayrilma tek oldugundan dolayr son
esitlikteki katsayilar esittir.

C(T CS :CO' Cé‘

off oy By ~ac

birlesimli olma sartinin1 tensor esitligiyle ifade ettik. Bu kurala A cebirinin birlesimli

olma sart1 denir.

Jde=1 ea=ae=a (la=al=a), Vae A, oldugundan benzer islemlerle cebirinin

A, tensor ile yazilmis birimli olma sarti

Y o2 _ SV vV B _ ST
Clpe” =0, veCle” =0,

esitlikleri ile verilir. Burada 1= ¢“€, seklindedir.

A, cebirinin tensor ile yazilmis degisimli olma sart1 ise
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Cls=Ch
seklindedir. Yap1 sabitleri asagi indislere gore simetriktir.

Simdi de kompleks cebir i¢in yapi sabitlerinin hangi formda olduguna bakalim.

Kompleks cebir (2-boyutlu cebir) boyutu 2 (dimR(i) =2) ve bazida {1,i} olan cebirdir.

Bu kompleks cebir birlesimli degisimli ve birimli cebirdir ve i® =—1 sartin1 saglar.

Kompleks cebir i¢in 1.i=i.1=i olmasindan
Cllz =C;1 =0, C122 :C§1 =1,

i =—1 olmasindan
C;Z =-1 C222 =0,
1.1=1 olmasindan ise

C,=1 C2=0
seklinde sekiz tane yapi sabitine sahiptir. Degismeli oldugundan asagi indislere gore

simetriktir. Kompleks cebirin birimi ise {*} ={1,0} seklindedir.

Yap1 sabitlerinin yardimiyla matrisleri olugturalim. Degisme 6zelliginin olmadigini ve

birimli oldugunu kabul edelim. Yapi sabitlerinin matris dilinde yazilimi

(e y[Ch ch
c.~e){ck ¢t

ve
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1 1
ép’ :(C}’ﬂ):[c/zﬂ CgZJ
“ Cn Cpu

seklindedir. Cebirin degismeli olmast durumunda C = éa olur. BoyA, =m, y=1,..,.m
olmak iizere C, mxm tipinde bir kare matris olur. mxm tipindeki tiim kare matrislerin
kiimesine baksak genelde vektor uzayidirlar. Kare matrislerde degisme 6zelligi

disindaki diger 6zellikler vardir ve boyutu da m* dir.

ae A, olsun.

a=a’, »>a’C, =C(A)

a

a’g, >a’C,=C'(A), a“eR

seklindeki iki tane birebir orten doniisiimlere bakalim. Bu gosterimlerden C,(A) ya 1.

regiiler tasvir veya regiiler matris, C’ (A) ya 2. regiiler tasvir veya transpoz regiiler
matris denir. Bu asamadan sonra cebiri degismeli olarak alacagiz. Yani €,.€,=€,€,
olarak alacagiz. Bu esitlik yapr sabitleri igin,

C’e =Cl ¢

af ™y pa~y

/A Y
=>C0,ﬂ —Cﬂa

olur. Son esitlik matris dilinde, C_ = éa seklinde yazilir. Burada amag matrislere (1,1)

tipli tensor karsi getirmek. C = C~Ia esitligine degismeli olma durumu diyecegiz.

Simdi kompleks cebir i¢in regiiler ve transpoz regiiler matrislere bakacagiz. C,_,
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seklindeydi. Burada C_,
C_Clll C., (1 O_I
ek ocxy) o 1)
11 12
seklinde birim matris olacak, C, ise
Czcgl ng :O -1
c\cnc) Lo

seklindeki bir matris olacak. Kompleks cebir igin regiiler matris {Cl,CZ} seklinde

gosterilir. 1. regiiler matris biitlin cebirlerde birim matristir. 2. regiiler tasvirin

elemanlan

seklindedir ve 2. regiiler tasvir (transpoz regiiler matris) {ClT ,C) } seklinde gosterilir.
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3.2.2. Cebirsel yapilarin holomorflugu

Bundan sonra birimli, birlesimli ve degismeli cebiri ele alacagiz. 2-boyutlu uzayda
holomorfluk analitiklige denktir. 2 den fazla boyutta analitiklik yerine holomorfluk

kullanilir.

A, m—boyutlu cebir (hiper kompleks cebir) olsun. Bu cebirirn bazim {él,éz,...,ém}

olarak alalim. € =1 olsun. Yani € adi birim ile 6zdeslesin. x=Xx“€_, o €R ifadesine

cebirsel degisken veya hiper kompleks degisken denir.

foxt x%,..,x™), x*eR, a=12,..,m i¢in cebirsel fonksiyonumuzu

seklinde tanimlayalim. Bu fonksiyonun dF =df “€, diferensiyeli 3 g(x) = F'(x) olacak

sekilde dF =F'(x)dx seklinde yazilabiliyorsa, F fonksiyonuna Xx’e gore

diferensiyellenebilir (holomorf) fonksiyon denir.

Teorem 3.2.2.1: F fonksiyonunun x’e gore holomorf olmasi igin gerek ve yeter sart
C,D=DC, (3.10)

olmasidir.

ispat: F'(x)=F“€,, df =df“€,, dx=dx"€, esitliklerini

dF = F'(x)dx
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esitliginde yerine yazarsak;
dF = F“€,dx"g, =df “¢, (3.11)

esitligini elde ederiz. df “ =(0,f “Ydx” oldugundan bu esitligi (3.11) esitliginde yerine

yazarsak ve €,€, =C/ € esitligini de gdz dniinde bulundurursak,

(0, “)dx"€, = F“Cl,E dx” (3.12)

esitligini elde ederiz. Burada toplam indisini keyfi harfle isaretlememiz miimkiin

oldugundan (3.12) esitliginin sol tarafindaki o« toplama indisi yerine y

yazabilecegimizden
0,7 =F“Cl, =F“C, (3.13)

esitligini yazabiliriz. Burada 0,f” matrisi C,’mn lineer terkibi olarak yazilmustir.

(3.13) yazilim1 holomorfluk sartinin matematiksel yazilimidir.
(0,f)C,=C,(0,f") =C,D=DC,
seklinde yazmis olduk. Simdide tersini ispat edelim. (3.10) sartin1 agik sekilde yazalim.

Clo,f7=0,1'Cl, (3.14)

(3.14) esitliginin her iki tarafin1 & ile isleme tabi tutarsak, O ﬁf(”yl C, ’nin lineer

terkibi olarak
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0,f7=¢0,f/C,=F“C,

9,7 =F“C (3.15)

(3.15) esitligide bizim i¢in holomorfluk sartidir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

a

) . . of
C,=C/; seklinde idi. D ise D:[axﬂ

J seklindeki jacobian matrisidir. Kompleks

cebir icin C, regiiler matrisleri (¢ =1,2) ve D jacobian matrisi sirasiyla

oft  oft
10 0 -1 o ol o .
C = 0 1) C,= 10 ve D= JUPR seklindedir. Bu degerleri (3.10)
o
esitliginde yerine yazarsak
oft  oft oft  oft
o |(0 1)_(0 1)|oF &
of? of?2|\1 0 1 0)|of? of?
oxt oxt oxt oxt

esitligini elde ederiz. Komplekste @w=u(X,y)+iv(x,y) oldugundan, son ifadenin

kompleks dildeki esitligini kullanirsak

ou ou ou ou
& oy |(0 -1} (0 -1)| &x oy
avav(l Oj_(l Oj@v&v
x oy ox oy
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ou ou ov ov
y x| | x oy
&N ovl| | eau au
oy  ox) \oax oy

8_u:@’ 6_u:_@ < U, :Vy, Uy =-V, sartlarm1 elde ederiz. Bu ifadelere
ox oy oy OX
Couchy-Riemannian sartlar1 denir. Yani C,D=DC_, Couchy-Riemannian sart1, yani

holomorfluk sartidir. (3.10) ile verilen sarta Scheffers sartt da denir. Scheffers sartinin

cebir igin genellestirilmesi yapilir ve sonugta Couchy-Riemannian sart1 olusur.

F'(X)=¢70,1%, esitligini yazabildigimizden, yani F'(x)’i, €,’nin lineer terkibi
olarak yazabildigimizden, F'(x) de bir fonksiyondur. Bu F’(x) fonksiyonunun tiirev

fonksiyonu var mi1? ( Yani F(x) fonksiyonunun 2. tiirevi var mi?) sartlart nelerdir?

onlar1 arastiralim.

Eger F(Xx) fonksiyonu i¢in F'(x) fonksiyonu var ise F(x) fonksiyonuna holomorf
fonksiyon dedik. Simdi eger F'(x) fonksiyonu i¢in F"(Xx) fonksiyonu varsa F'(x)
fonksiyonu holomorf olacak. &’ 0,f% 'nin jacobian matrisini alalim. (3.14) esitligini

yani

o, t7=0,f7Co

esitliginin her iki tarafim 0, = pvg ile isleme tabi tutarsak,
X

Y L
@ oxlox’  oxlex?

o
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esitligini elde ederiz. f ’ler reel fonksiyonlar, X ’ler de reel degiskenler oldugundan ox

tiirevlerinin yerlerini degistirebiliriz. Ayrica son esitligin her iki tarafim ¢° ile isleme

tabi tutarsak,

o ,ot°) o ,ot7) .
Cor o [8 axe]zax/’ [‘9 axgjc‘”’

Cl,0,(£°0,17)=0,(c"0,f")Cy,
yani F'(x)’in £°0,f° nun jacobian matrisinin C_ ile degismeli oldugunu bulmus
olduk. Dolayistyla F'(x) fonksiyonu holomorftur. O halde bir fonksiyonun istenilen

merteberden diferensiyelleri (tiirevleri) vardir. Yani holomorf fonksiyonlarin keyfi

mertebeden tiirevide holomorftur.

Iki holomorf fonksiyonun toplami da, carpimi da, ¢arpiminin tiirevide holomorftur.
Holomorf fonksiyonun skaler ile g¢arpimida holomorftur. Holomorf fonksiyonun

bileskesinin neticeside holomorftur.
3.3. Nijenhuis Tensorii

Nijenhuis tensorii yapilarin integrallenebilme sartlarinin incelenmesinde gerekli
tensordiir. A ve B afinorlarmin verildigini kabul edelim. X,Y eT;(M,) i¢in N 5 (X,Y)

tensorilinti s0yle tanimlayalim:

N, (X,Y)=[AX,BY]+[BX, AY ]+ AB[X,Y]+BA[X,Y]

(3.16)
— A[X,BY]- A[BX,Y]-B[X, AY]-B[AX,Y]
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go}X = ¢' ifadesi bir vektor alani oldugundan, (3.16) esitliginin sag tarafi vektor alani

olup N (X,Y)eT,(M,) bir tensor alanidir. X ve Y ye gore lineerdir.

Cesitli kaynaklarda Nijenhuis tensoriine A, B afinorlarinin Torsion’u denir. A=B
alinirsa bir tek afinor i¢in Nihjenhuis tensorii ifadesi kullanilir (Torsion denilmez). Bir

afinor yapi i¢in Nijenhuis tensorii, A= B = ¢ olmak lizere

N,(X,Y)=N(X,Y)=[pX, 0¥ 1+[pX, 0¥ 1+ 0°[X,Y]+ @[ X,Y]
— o[ X, oY1= pX Y] - X, 9Y ] - gl X, Y]

=2([pX, oY 1+ @’ [X,Y1- g X, oY 1= gl X, Y])
seklindedir. Paratezin i¢i N(X,Y) olarak alinir.
N, (X,Y)=N(X.Y) =[pX, Y1+ 0’ [X,Y]-0[X,0Y]-glpX,Y] 3.17)

(3.17) esitliginde @ =—1 ise yapiya almost kompleks yap1, ¢° =1 ise almost product
yap1, ¢’ =0 ise dual yap:1 denilir. Bu yapilar icin N(X,Y) =0 olmas1 integrallenebilme

sartidir.
Simdi de Nijenhuis tensoriinii lokal koordinatlarda yazmaya ¢alisalim:
Bunun i¢in Lie parantezinin
[fX,gY]= fg[X,Y]+ f(XQ)Y —g(Yf)X (3.18)

ozelliginden faydalanacagiz. X =0;, Y =0, esitliklerini (3.17) ve (3.18) esitiklerinde

yerine yazacagiz. Ilk énce (3.17) esitliginde yerine yazarsak,
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[fo,,90,1=fg[0;,0,]1+ f(6,9)0, —9(9; )0
esitligi elde edilir. [;,0;]=0 oldugundan
[fo,,90;]1=f(6,9)0,-9(9,f)J, (3.19)
esitligi elde edilir. Simdi de (3.18) esitliginde yerine yazarsak,

k k
N, (8,,0,) = N&,,8, = Nka,

(Pij

Ni:'(ak :[(Paiiwj]+¢2[ai’aj]_¢[ai’(ﬂaj]_(ﬁ[¢ai’aj]

=[0/0,,9,0,1-¢10,,9,0,1-¢l@0,.0,]
Lie parantezinin 6zelliginden, yani (3.19) esitliginden

Niij(ak = ¢is¢; [0,,0,]+¢ (asqo; )0, — (0; (0,9)0,
%’_J

=0

_(D{CDE [ai7al]+(ai¢;)al _¢; (6,10}

=0 =0

~A{9’ 10,01+ 9 (0,.1)0; - (0;¢7)0.}

[ —
-0 =0

N;iO\ = °0,06, — 9,0,9{0, — 0,9, O, + 0,070,
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=(@'0,0! —P\0,p —0.0\p +0,07 0L )0,

N0, = (90,0} —0\0,¢ 0,00 +0,0°05)0, (3.20)

esitligi elde edilir. (3.20) esitligi Nijenhuis tensoriiniin lokal koordinatlarla yazilimidir.

3.4. Skaler Egrilik

M,, n-boyutlu C* smifindan olan Riemannian manifoldu olsun. g; metrigimiz ise

n?

Simetrik, regiiler ve konneksiyonumuz da Levi-Cvita konneksiyonu olsun.

Riemannian manifoldunda R} =R(X,Y)Z egrilik tensorindeki s indisini 4. yere

indirelim.

R = gstRi?k = R(X,Y,Z,W)=g(R(X,Y)Z,W)

seklinde (0,4) tipli tensor elde edilir.

Ricci tensorii R; =R;; seklinde idi. Ricci tensoriine Gyle bir skaler dahil edelim ki,

tam kontraksiyon yapalim ve

R=g'R,

olsun. Bu R egriligine skaler egrilik denir. Genelde R egriligi manifoldun noktasina

bagli fonksiyon olmus olur.

Simdi skaler egriliginin yiizeyde neye karsilik geldigini bulalim:
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Yiizeyin birinci esas formu (Riemannian metrigi) | = gijduiduj ve ikinci esas formu

I = hijduiduj seklinde olmak tizere, k Gauss (veya tam) egriligi

hllhzz - hlzz

911922 - 9122

seklindedir (Salimov and Magden,1999). Yiizeyler igin egrilik tensorti,

K= R1212

- 0119, — 9122

seklinde bu son esitlik Gauss egriligi i¢in dnemli bir teoremdir. Skaler egrilik yiizeyler
icin (n=2) Gauss egriliginin 2 kat1 oldugunu gdstermeye calisalim. Skaler egriligi

yiizeyde,
R=g" R = g’ Ry = gijgtsRsijt

21 421 22 (11
g g9

= R = g R1212 + gllgzz R2112 + g R1221 + glzglz RZlZl

seklindeki esitlige sahiptir. Burada, Riemannian uzaymda R, egrilik tensoriiniin

ozelliginden, ilk iki indis ve son iki indis ayn1 olanlar sifir olur.
R= 912912 Riziz — gngzz Rz — 911922 Rizos + 912912 R

=((9")* - 9"9® - g" g% +(9")")Ryw,
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= (-2(~(9")* + 9" 9*))R,,
R =-2(Det(g )Ry,

R=_2 R1212 .
911 922 - 912

bulunmus olur. Bu son esitlik, yiizeyler i¢in skaler egriligin, Gauss egriliginin 2 ile

carpilmis hali oldugunu gosterir. Yiizeyler bilinen 2-boyutlu Riemannian manifoldudur.
3.5.Hermitian ve Kahlerian Manifoldlar

M,, diferensiyellenebilir bir manifold olsun. M, iizerinde (1,1) tipli ¢ tensor alani
igin @* =—1 olan tensér alanina hemen hemen kompleks yap1 denir. (M, ,¢) ise
hemen hemen kompleks manifold olarak adlandirilir. M, tizerindeki Hermitian metrik,

M, tizerindeki her X,Y vektor alanlar1 i¢in

9(pX,Y) =-g(X,¢Y) (3.21)

sartin1 saglayan g Riemannian metrigidir. Bazen (3.21)sartin1 saglayan g metrigine

hybrid metrik de denir.

Hermitian metrige sahip hemen hemen kompleks manifolda hemen hemen Hermiitian

manifold, Hermitian metrige sahip kompleks manifolda ise Hermitian manifold denir.
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Teorem 3.5.1: M, , ¢ hemen hemen kompleks yapisina sahip hemen hemen kompleks
manifold olsun. M, ’nin kompleks manifold olmas: i¢in gerek ve yeter sart Vo =0 ve

S =0 olacak sekilde V afin konneksiyonunun olmasidir. Burada S, V ’nin burulma

tensorudur.

M,., @ hemen hemen kompleks yapisina ve g Hermitian metrige sahip hemen hemen

Hermitian manifold olsun. M, tizerindeki Q esas 2-formu

Q(X,Y) =9(X,9Y) =(g°0)(X,Y) (3.22)

ile tanimlanir.

Teorem 3.5.2: M,,, ¢ hemen hemen kompleks yapisina ve g Hermitian metrige
sahip hemen hemen kompleks manifold olsun. V, g ile tamimlanan Riemannian

konneksiyonunun kovaryant tiirevlemesi olsun. Bu durumda asagidaki sartlar denktir:

a) Ve=0

b) @ hemen hemen kompleks yapinin Nijenhuis tensoriiniin sifir olmasi ve Q esas 2-

formunun kapali olmasi, yani N, =0 ve dQ=0.

M., hemen hemen kompleks manifoldu iizerindeki g Hermitian metrigi i¢in € esas
2-formu kapali ise g ’ye Kahlerian metrik denir. Kahlerian metrigine sahip M,, hemen

hemen kompleks manifolduna hemen hemen Kahlerian manifold denir. Kahlerian

metrige sahip M, kompleks manifolduna da Kahlerian manifold denir. Teorem 3.5.2
den, M,, Hermitian manifoldunun Kahlerian manifoldu olmas: i¢in gerek ve yeter sart

V@ =0 olmas1 gerektigi agiktir.
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3.6. Goldberg Varsayimi

Goldberg (Matsushita 2004) tarafindan 1969 yilinda ortaya atilan iinlii bir varsayim
vardir. Bu varsayim bir kompakt Kahler-Einstein Riemannian manifoldunun hemen

hemen kompleks yapisinin integrallenebilir oldugunu ifade eder.
(M, J,g), J hemen hemen kompleks yapist ve g, J - invaryant Riemannian metrigine

sahip bir hemen hemen Hermitian manifold olsun. Yani g(JX,JY)=g(X,Y) olsun.

Burada hemen hemen kompleks yapi ile

J2=1 (3.23)

sartin1 saglayan M >nin TM tanjant demetinin bir lineer endomorfizmi kastedilir.

Hemen hemen Hermitian yapinin (J, Q) cifti

Q(X,Y) =g(IX,Y) (3.24)

ile QO esas 2-formu tanimlar.

Bu durumda Goldberg varsayim: (M,J,g) hemen hemen Hermitian manifoldunu

asagidaki ii¢ sart1 saglarsa manifoldun Kahler manifold olmasi gerektigini ifade eder:

(GC1) M kompakt manifolddur,

(GC2) g Riemannian metrigi Einstein’dir,

(GC3) Q esas 2-form simplektiktir.
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Eger Q simplektik ise yani (GC3) sart1 var ise, (M,J,g) hemen hemen Hermitian

manifoldu hemen hemen Kahler manifoldu olarak adlandirilir.
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4. ARASTIRMA BULGULARI

4.1. Norden Manifoldlan

M., notral metrige sahip bir Riemannian manifoldu olsun. Yani (n,n) formunda bir
pseudo-Riemannian g metrigi olsun. M, ’deki biitiin (p,q) tipli tensor alanlarinin
kiimesini Sg (M,,) ile gosteririz. Manifoldlarin, tensor alanlarinin ve konneksiyonlarin

her zaman diferensiyellenebilir ve C” smifindan oldugu kabul edecegiz.

(M,,,»), ¢ hemen hemen kompleks yapisina sahip kompleks bir manifold olsun. Eger
her xeM,, noktasiin bir U, komsulugundaki belirli holonomik (dogal) gatida
Q= (go}) matrisi sabit forma doniisiiyor ise bu yapiya integrallenebilirdir denir. Hemen

hemen kompleks ¢ yapinin integrallenebilir olmasi i¢in gerek ve yeter sart kovaryant

sabitin ¢ tensor yapisina gore bir V burulmasiz afin konneksiyonun bulunmasidir.
Yani Vp=0 olmasidir. Ayrica Nijenhuis tensorii (N¢632(M2n) ‘nin) sifira esit

olmasmin ¢ ’nin integrallenebilmesine denk oldugunu biliyoruz (Kobayashi and
Nomizu 1969). Eger ¢ integrallenebilirse bu durumda bir kompleks yap1 vardir ve
ayrica M,,, X, (C)’nin gecis fonksiyonlarinin holomorfik déniisiimler oldugu bir

holomorfik manifolddur.

4.1.1. Norden Metrikler

Eger her X,Y e 3, (M,,) i¢in

g(pX,pY)=-g(X,Y)

veya buna esdeger olarak,
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9(pX,Y)=g(X,9Y)
ise g metrigine Norden metrik denir (Norden 1960).

Bu tiir metriklere piir, anti-Hermitian ve B metrikleri ad1 altinda ¢alisilmistir (Etayo and

Santamaria 2000; Ganchev and Borisov 1986; Kruchkovich 1972; Salimov 1983;
Tachibana 1960; Vishnevskii 2002). Eger (M,,,9), g Norden metrigine sahip bir

hemen hemen kompleks manifold ise (M,,,®,g)’ye bir hemen hemen Norden

manifold denir. Eger ¢ integrallenebilir ise (M,,,¢,g) Norden manifoldu denir.

4.1.2. Holomorfik (hemen hemen holomorfik ) tensor alanlar:

*

t X, (C) holomorfik manifoldu iizerinde kompleks tensor alani olsun. Boyle bir
tensor alanimin reel modeli ¢ afinor yapisinin etkisine bagli, vektér veya kovektor
argiimanlarindan bagimsiz M, iizerinde bir tensor alanidir. Boyle tensér alanlarinin ¢

’ye gore piir oldugu soylenir. Bu sekildeki yapilar bircok yazar tarafindan calisilmistir
(Kruchkovich 1972; Salimov 1994; Salimov 1996; Tachibana 1960; Vishnevskii,
Shirokov and Shurygin 1985; Vishenevskii 2002; Yano and Ako 1968). Ozellikle (0,q)

tipli bir @ tensér alani igin piirliik sart1, her X,,..., X, € 35(M,,) i¢in

(X, Xy, Xq) = (X, pX,,..., Xq) =..=a(X,, XZ,...,gqu)

sartinin saglanmasidir.
@ piir tensor alanina uygulanan

D, 1 (M) > (M)
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operatorii, L,, Y ye gore Lie tiirevi olmak iizere;
(©,0)(X, Yy, Yy Vo) = (X )@Y Yo V) = X (@Y, Yy, Vo)

+o((L, @) X, Y,,...Y,) +...+a)(Y1,Y2,...,(LYq(0)X),

ile tanimlanir.

@, M,, de kompleks yap1 ve ® o tensor alam sifir oldufunda, X (C) deki @

kompleks tensor alanina holomorfiktir denir (Kruchkovich 1972; Tachibana 1960; Yano

and Ako 1968). X, (C) iizerindeki bdyle bir @ holomorfik tensér alani, her

XYY, € F(M,,) igin
(@,0)(X,Y,, Yy, Y, ) =0

olacak sekilde @ piir tensor alan1 formundaki M, tizerinde gergeklestirilir. Bu nedenle
M, tizerindeki boyle bir @ tensér alanina holomorfik tensor alani denir. ¢, M, de
bir hemen hemen kompleks yap1 ise @ @ =0 sartin1 saglayan @ tensor alanina hemen

hemen holomorfiktir denir.
4.1.3. Holomorfik Norden (Kahler -Norden) metrikler

Bir Norden manifoldunda Norden metrigi her X,Y,Z € 3} (M,,) i¢in

(®,9)(X,Y,Z)=0 (4.1)
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sartin1 sagliyorsa g metrigine holomorftur denir.

(4.1) denkleminde X =o,, Y =09;, Z=0, Yazarsak, x',...,x" keyfi local koordinat

sistemine gore @ g ’nin (®,g),; bilesenlerini

(q)¢;g)kij = (DITamgij _(Dimakgmj + 0 @0 —0,p") + gimaj(plin =0

seklinde elde ederiz.

Eger (M,,,®,9), g holomorf Norden metrigine sahip bir Norden manifold ise

(M,,,,9) ’ye holomorfik Norden manifold denir.

Bazi durumlarda holomorfik Norden manifoldlara Kahler manifoldlarinin benzeri olarak
bakabiliriz. Asagidaki teorem hemen hemen Hermitian manifoldunun Kahler manifold
olmasi ig¢in gerek ve yeter sart hemen hemen kompleks yapinin Levi-Civita

konneksiyonuna gore paralel olmasidir seklinde bilinen sonuca benzerdir.

Teorem 4.1.3.1: (Salimov and Iscan 2009) g Norden metrigine sahip hemen hemen

kompleks manifold i¢in ® g =0 olma sarti, V¢ =0 olma sartina denktir. Burada V,

g ’nin Levi-Civita konneksiyonudur.

Kahler-Norden manifold, V, g ’nin Levi-Civita konneksiyonu ve g metrigi Norden
metrigi olmak lizere V¢ =0 olacak sekilde ¢ hemen hemen kompleks yapisina ve g
Pseudo-Riemannian metrigine sahip M,, manifoldunu igeren (M,,,®,g) seklindeki

bir tgliidir. Bu nedenle Kahler-Norden manifoldlar1 ile holomorfik metrige sahip
Norden manifoldlart arasinda bire-bir uygunluk vardir. Boyle bir manifoldda
Riemannian egrilik tensorii piir ve holomorfiktir. Hatta skaler egrilik lokal olarak

holomorfik fonksiyondur ((Salimov and Iscan 2009), (Salimov 1983)).
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@ hemen hemen kompleks yapinin integrallenebilmesi, Vo =0 sartin1 saglayan
burulmasiz bir afin konneksiyonun varligina denk oldugu bilinir. g ’nin V Levi-Civita
konneksiyonu burulmasiz bir afin konneksiyon oldugu durumda, @ g=0 ise ¢
integrallenebilirdir diyebiliriz. Dolayisiyla, ® g=0 ve N =0 sartlarina sahip hemen

hemen Norden manifoldu yani, hemen hemen holomorfik Norden manifoldu yoktur.

Bu c¢aligmada 4-boyutlu Norden manifoldlarina bakacagiz. Walker metrigini kullanarak
uygun bir hemen hemen kompleks yapiya sahip yeni Norden-Walker metrikleri elde

etmeye calisacagiz.

4.2. Norden-Walker Metrikler

4.2.1. g Walker metrigi

M, manifoldunda g metrigine gore paralel olan 2 boyutlu bir D null dagilimi varsa,
4-boyutlu M, manifoldu lizerindeki g nétral metrigine Walker metrigi denir. Walker
’in - (Walker 1950) teoreminden, a, b ve ¢, (XYV,zt) koordinatlarinin

diferensiyellenebilir fonksiyonlar1 olmak tizere, lokal koordinat sistemine gore Walker

metrigi

0 01 0
0 0 01
—(q.) = 4.2
9=(9)=|, o . & (4.2)
01 c b

ile verilir. Paralel D null 2 manifoldu lokal olarak {5,,8,} ile értiiliir. Burada

o,=—,0 :g ile gosterecegiz.
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(Matsushita 2005) de, g ye gore uygun bir J hemen hemen kompleks yapist Jo, =0,

ve JO, =-0, olmak iizere;

0 -1 —C 1(a—b)
, 1 0 i(a-b) c
I=0D=|, ? 0 ¥ (4.3)
0 O 1 0

seklinde tek tiirlii olarak tanimlanmuastir.

Buradaki uygun J hemen hemen kompleks yapinin integrallenebilmesi i¢in gerek ve

yeter sart

a, —b,—2c, =0, a, —b,-2c, =0 (4.4)

kismi diferensiyel denklemlerinin saglanmasidir.

(Bonome et al. 2005) de, 4 boyutlu Walker manifoldu iizerinde boyle bir uygun J
hemen hemen kompleks yapisi igin (gN*,J) hemen hemen Norden yapisi insa
edilmistir. Burada gN*, M de gN*(IX,JY)=—gN*(X,Y) Ozelliklerini saglayan bir

metriktir. Boyle bir metrik

0o -2 0 -b
-2 0 -a —2C

0 -a 0 1(1-ab)
-b -2c ;(1-ab) —2C



62

formundadir (Bonome et al. 2005). Bu sekildeki metrik, hemen hemen Norden-Walker
metrigi olarak adlandirilir. Boyle bir yapiy1 insa etmek, Walker metriginden farkli olan,

verilen hemen hemen kompleks yapi i¢in bir Norden metrigi bulmaktir.

Bu ¢alismanin amaci, tanimlanan uygun bir F hemen hemen kompleks yapisina sahip,
metrigi Walker metrigi olmayan, (g,F) seklinde bir hemen hemen Norden-Walker
yapist bulmaktir. Yani g metrigi sabit tutularak, g(FX,FY)=-g(X,Y) sartin1 saglayan

F hemen hemen kompleks yapisi bulacagiz.

(Bonome et al. 2005) de verilen bir hemen hemen kompleks yap1 igin bir metrik insa
edilmistir. Ancak bizim metodumuzda, verilen metrik i¢in hemen hemen kompleks yap1

inga etmeye ¢alisacagiz.

4.3. Hemen Hemen Norden-Walker Manifoldlar

M, Walker manifoldu lizerinde F hemen hemen kompleks yapisi
i. F? =1,

ii. g(FX,Y)=g(X,FY), (Nordenlik Ozelligi)

ii. Fo, =0,, Fo,=-0,

sartlarini saglamis olsun.

Bu ii¢ 6zellikten
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Fo, =a0, +%(a+b)8y -0,,

—%(a+ b)o, +ad, +0,

seklinde tek olmayan F yapisi tanimlanir. F ’nin lokal bilesenleri, {ax,ay,az,at}

dogal ¢atisina gore,

F=(F)=|1

—%(a+b)

seklindedir. Burada a = a(X, Y, z,t) keyfi fonksiyonlardir.

a = C alirsak, hemen hemen kompleks yapimiz

p=(p))=|1

seklinde tek tiirli elde edilmis olur.

—%(a+b)

(4.5)

(4.5)dan a=-b ve c=0 alirsak ¢ ’nin integrallenebilir oldugu kolayca gorebiliriz.



64

4.3.1. ¢’nin integrallenebilmesi

Integrallenebilme sart1 igin genel duruma bakacagiz.

Hemen hemen Norden-Walker manifoldlar iizerindeki hemen hemen ¢ kompleks

yapisinin integrallenebilmesi i¢in gerek ve yeter sart
(N, )i = 9] 0nh = 90 — 000,00 + 0,0} =0 (4.6)
olmasidir.

(4.5) ve (4.6) dan asagidaki integrallenebilme sarti elde edilir.

Teorem 4.3.1.1: Norden-Walker manifoldlar iizerindeki uygun ¢ hemen hemen

kompleks yapisinin integrallenebilmesi igin gerek ve yeter sart

a, +b,+2c, =0
(4.7)

a, +b,—2c, =0
olmasidir.

Bu teoremden kolayca gorilir ki, a=-b ve c¢c=0 ise bu durumda ¢

integrallenebilirdir.

(M,,»,9) Norden-Walker manifold (N, =0) ve a=b olsun. Bu durumda (4.7)

denklemi
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a, +a, =0
(4.8)
Cy tC, =0
esitliginden
a, =-C,
(4.9)
a, =C,

ye sadelestirilir.

Burada a ve c fonksiyonlar1 X ve y argiimanlarina gére harmoniktir.

Boylelikle asagidaki teoremi yazabiliriz.

Teorem 4.3.1.2: (M,, ¢, g) Ugliisii Norden-Walker manifold ve a=Db ise bu durumda

a ve ¢, X ve y argiimanlarina gére harmoniktir.

4.3.2. Norden-Walker metrigi i¢in 6rnek

Biz simdi Norden-Walker metriklerinin 6zel tiplerinin varligini ispatlamak i¢in Teorem

4.3.1.2’yi uygulayacagiz.

a=b ve h(x,y) de x ve ydegiskenlerinin harmonik bir fonksiyonu olsun. Ornegin;

h(x,y) =e*cosy olsun. Bu durumda

a=a(xy,zt)=h(x,y)+a(z,t) =e*cosy+a(z,t)
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yazabiliriz. Burada «, z ve t’nin keyfi diferensiyellenebilir fonksiyonudur. Bu

durumda a da x ve y’ye gore harmoniktir.

=e*cosy

X

a
__X 1
a, =—e"siny

yazilir.

(4.9) den c i¢in

c,=a, =—esiny
X
c, =—a, =—e'cosy

seklinde verilen kismi diferensiyel denklemi elde ederiz. Bu denklem i¢in
c=-e"siny+ B(z,t),

seklinde ¢Oziimler vardir. Burada S, z ve t’nin keyfi diferensiyellenebilir

fonksiyonudur. Dolayisiyla Norden-Walker metrigi

0 1 0
0 0 1
0 e*cosy+a(z,t) -—-e*siny+f(z,t)
1 —e*siny+p(z,t) e*cosy+a(z,t)

g :(gij):

o r O O

formunda olmus olur.
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4.4. Holomorfik Norden-Walker (Kahler -Norden-Walker) Metrikler

(M,,®,g) hemen hemen Norden-Walker manifold olsun.

(q)¢g)kij =@ 0y, O; — "0, O T 9 Cp —0,.p")+ gimajgolin =0 (4.10)

ise Teorem 4.1.3.1°den dolay1 ¢ integrallenebilirdir ve (M,,,9) iglisi bir

holomorfik Norden-Walker veya Kahler-Norden-Walker manifolddur. Burada hemen

hemen Norden-Walker manifoldlar i¢in ®_ g=0 ve N, =0 olan manifoldlarin

olmadigini goriiriiz.

(4.2) ve (4.5) ifadeleri (4.10) de yerine yazilirsa

(0,9) =(®,9) =3b-a)+c,

(®,9),, =b,-2c,,

(®,9),, =2,

(2,9),,=(®,9),, =1b,-a)-c,

(®,9),, =-b -2,

(®,9),, =(®,9),,=(®,9), =(®,9), =c.

(q)(pg)ZXt - (q)‘pg)ztx - _(q)‘/’g)txz - _(q)‘/’g)tzx :%(ax + bx)’
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(,9) =ca —a+2c,+i(a+ba,,

(0,9) =(®,9) =cc,+b,+1(a+b)c,
(©,9) =cb +a-2c,+4(a+bb,,

(cpg,g)m =ca,—b,—1(a+b)a,,

(0,9) =(®,9) =cc,—a+2c,~3(@+b)c,
(©,9), =cb, +b,—1(a+b),.

elde edilir.

Bu esitliklerden agagidaki teoremi yazabiliriz.

Teorem 4.4.1: (M,, ¢, g) Gcliistiniin Kahler-Norden-Walker olmasi i¢in gerek ve yeter

sart

a =a, =C, =Cc,=b =b =b, =0, a-2c,=0. (4.11)

kismi diferensiyel denklemin saglanmasidir.



69

Sonug:

00 1 0
00 0 1
9=(9;)= 10 a@ o0
01 0 b@

metrigine sahip (M,, ¢, g) t¢liisii daima Kahler-Norden-Walker *dir.

4.5. Norden-Walker Manifoldlarinin Egrilik Ozellikleri

R ve r sirasiyla Walker metriginin egrilik ve skaler egriligi ise bu durumda R ve r

‘nin bilesenleri sirasiyla

Rex = _%axx’ Rex = %Cxx’
szyz = % a,,, szzt :%axt _%sz _%aybx +%Cxcy ’
szyt = _%ny 1 thxt = %bxx’
Roe =30y Ra=3C.—3b, —4(c,)*++ahb —ibc +ibc, |
Ryt __%bxy , Ry __%ayy’
yn = "3Cys Ry =—3Dy,
R..=ta,-%c,—-tac, +iac, —+ab, +i(c,) |
R =3¢ —3b, —3Cc, +3a,b

yX
_ 1 1 1 2,1 1 1 1
thzt =C4— 3% —3 bzz T4 a(cx) +3 aaxbx +3 Caxby 2 CCny —32aC,
1 1 1 1 1 2_ 1
+3a,c —zab, + anybX + Zbayby - Zb(cy) - 5chy

+2ab +3ab +3bc, —zab,

(4.12)
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dir ve

r=a, +2c,, +b, (4.13)

seklinde ifade edilir. ((Matsushita 2005), ek A ve C)

(M,,p,9) Ttglisiiniin Kahler-Norden-Walker oldugunu kabul edelim. Bu durumda
(4.11) daki son esitlik ve (4.12) den

thzt =Cy _%att :_%(at _2Cz)t =0

oldugu gortiliir.

(4.11) dan kolayca R-nin (4.12) deki diger bilesenlerinin dogrudan sifir oldugu

goriiliir. Dolayisiyla asagidaki teoremi yazabiliriz.

Teorem 45.1: (M,,p,g) Norden-Walker manifoldu, Kahler-Norden-Walker ise bu

durumda M, diizgiin (diizlemsel) manifolddur.

(M,,p,g) integrallenebilen uygun ¢ yapisina sahip bir Norden-Walker manifold
olsun. Yani N, =0 olsun. Eger a=b ise bu durumda Teorem 4.3.1.2°nin ispatindan
(4.8) esitliginin saglandig1 goriiliir. Eger ¢ =c(y,z,t) ve c=c(x,z,t) ise bu durumda
¢, =(c,), =(c,), =00lur. Bu durumlarda (4.8) den dolay1 sirasiyla a=a(x,z,t) ve

a=(y,zt) bulunur. ¢, =0 ve a, +b, =0 ifadelerini kullanarak (4.13) den r =0

elde ederiz. Dolayisiyla asagidaki teoremi yazabiliriz.
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Teorem 4.5.2: (M,,9,9)

0 0 1 0 00 1 0
oo o0 1 oo o0 1
9711 o a(x,z,t) c(y,zt) | 9Tl1 o a(y,z,t) c(xzt)

0 1 c(y,zt) a(xzt) 0 1 c(x,z,t) a(y,zt)

metriklerine sahip bir Norden-Walker non-Kahler manifold ise bu durumda M, skaler

diizgiin manifolddur.

4.6. Hemen Hemen Norden-Walker ve Kahler-Norden-Walker Manifoldlarinin

Goldberg Varsayim Arasindaki iliski

(M,,,@,9) bir hemen hemen Norden manifold olsun ve M, iizerinde
Q,(X,Y)=h(pX,Y) sartini saglayan uygun bir ¢—2 form secelim. Burada
h(X,Y)=§(X,Y)+g(eX,9Y), her § Riemannian metrigi icin M, de parakompakt

olma sartin1 saglayan Hermitian metriktir (Kobayashi 1963). Bu durumda biz Goldberg

varsayiminin asagidaki sekilde verilen Norden versiyonunu Onerebiliriz (Matsushita
2007).

(G,) M,, kompakt,

(G,) 9, Einstein,

(G;) @—uygun 2-form kapali

ise bu durumda ¢ integrallenebilir olmalidir.

Tiim kompakt Norden-Walker 4-manifoldlar kiimesinde iki alt aileyi
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KNW ={(M,.,9): ®,g =0},
GNW = {(M »2.9): M, , (G,) ve (G,) sartlarina sahiptir.}

olarak tanimlayalim.

Teorem 4.6.1: M, € KNW olsun. Bu durumda M,, GNW nin (G, ) sartina sahip bir

manifold ve ¢ integrallenebilir olmalidir.

Ispat: M, € KNW oldugunu kabul edelim. Bu durumda Teorem 4.5.1’den M,
diizlemseldir. Bu yiizden g ’nin Einstein oldugu goriiliir. Teorem 4.1.3.1°den dolayi,

®,g =0 ise ¢ nin integrallenebilir oldugunu biliyoruz. Dolayisiyla ispat tamamlanir.
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5. TARTISMA ve SONUC

Bu boliimde, ¢alismamizda elde ettigimiz bazi1 sonuglar verilecektir.

Bu tezde hemen hemen kompleks yapi ile donatilmis Walker metrigi arastirilmistir. Bu

calisgmada ilk olarak Walker manifoldun tanimi verilmis ve Walker metrigin

()(1,X2,X3,X4) koordinatlari tizerinde baz1 a, b ve ¢ fonksiyonlarina bagl olan

0
0
g(x1'X2’X37X4): 1
0

. O O O
o 9 O -
o O + O

seklinde oldugu ifade edilmistir.

Ikinci olarak M, Walker manifoldu iizerinde F hemen hemen kompleks yapisi olmak

uzere;

i. F? =1,

ii. g(FX,Y)=g(X,FY), (Nordenlik Ozelligi)
iii. Fo,=0,, Fo,=-0

y X

sartlarini saglayan « =C alinarak tek tiirlii
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0 -1 ¢  —i(ath)
2
| 1
(0:((0j): 1 0 E(a+b) Cc
00 o0 1
0 -1

yapist bulunmustur. Bu yapinin integrallenebilmesi ve holomorf olmasi sartlar

arastirilmistir.

Uglincii olarak (M,,¢,g) igliisiiniin Kahler-Norden-Walker manifold olmas igin gerek

ve yeter sartlar arastirilmistir.

Dordiincii olarak Norden-Walker manifoldlarinin egrilik 6zellikleri arastirilmistir.

Son olarak hemen hemen Norden-Walker ve Kahler-Norden-Walker manifoldlar1 ile

Goldberg Varsayimi arasindaki iliski incelenmistir.
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