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TESEKKUR

“Weyl Gruplar1 ve Basit Lie Cebirleri” isimli yiiksek lisans tezi caligmalarim
siiresince destegini esirgemeyen, bilgi ve tecriibeleriyle beni yiireklendiren ve
yonlendiren saygideger hocam Sayin Prof. Dr. Himmet CAN’ a tesekkiir ederim.
Calismalarim esnasinda maddi ve manevi destegini hi¢ bir zaman esirgemeyen

aileme sonsuz siikranlarimi sunarim.
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WEYL GRUPLARI VE BASIT LIE CEBIiRLERI

Tiilay YAGMUR
Erciyes Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii
Yiiksek Lisans Tezi, Temmuz 2008
Tez Damismani: Prof. Dr. Himmet CAN

OZET

Bu tezin esas amaci, Weyl gruplarini tanitmak ve bu gruplarin basit Lie cebirleri
vasitastyla nasil insa edildigini gostermektir. Burada tartisilan konular yeni degildir;
yani, Weyl gruplarn ve basit Lie cebirleri bir cok yazar tarafindan incelenmistir. Carter,
Benson ve Grove, Humphreys, Serre ve Bourbaki’nin caligmalar1 buna ornek
gosterilebilir. Bu tez temel olarak, Roger Carter’in ¢alismalarini gozoniine alarak,
Weyl gruplan ve basit Lie cebirleri iizerindeki sonuglari ele alir.

Bu tez bes boliimden olusmaktadir:

Birinci boliimde, tezin igerigi ile ilgili bir giris yapildi.

Ikinci boliimde, yansima, Weyl gruplari, kok sistemler ve kok sistemlerin alt
sistemleri hakkinda bazi temel bilgiler verildi.

Uciincii boliimde, bir Weyl grubu iizerinde uzunluk fonksiyonu tanitildi. Ayrica, bir
Weyl grubu iiretecleri vasitasiyla soyut bir grup olarak tanimlandi.

Dordiincii boliimde, bir Weyl grubunun parabolik alt gruplari incelendi.

Besinci boliimde, Lie cebirlerinin 6zelliklerini tanitiyoruz. Daha sonra, C kompleks
sayllar cismi iizerinde tanimli her bir basit Lie cebirinin bir kok sistem ve bir Weyl
grubu belirledigini gosteriyoruz. Son olarak, Lie cebirlerinin Dynkin diagramlarini

tanimliyoruz.

Anahtar Kelimeler: Yansima, Weyl gruplari, Kok sistemler, Basit Lie cebirleri,

Dynkin diagramlari.
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WEYL GROUPS AND SIMPLE LIE ALGEBRAS

Tiilay YAGMUR
Erciyes University, Graduate School of Natural and Applied Sciences
M. Sc. Thesis, July 2008
Thesis Supervisor: Prof. Dr. Himmet CAN

ABSTRACT

The main objective of this thesis is to introduce the Weyl groups and to show
how to construct this groups in terms of simple Lie algebras. The ideas discussed here
are not new; that is; Weyl groups and simple Lie algebras have been studied by many
authors, see, for example, the works of Carter, Benson and Grove, Humphreys,

Serre and Bourbaki. The thesis is mainly concerned with the results on Weyl groups

and simple Lie algebras by following the work of Carter.

The thesis consists of five chapters:

In the first chapter, the introduction is given dealing with thesis.

In the second chapter, some basic information about reflection, Weyl groups, root
systems and subsystems of the root systems is given.

In the third chapter, the length function on a Weyl group is introduced. Furthermore,
a Weyl group has been defined as an abstract group by its generators.

In the fourth chapter, the parabolic subgroups of a Weyl group have been examined.

In the fifth chapter, we introduce the properties of Lie algebras. Later on, we give the

classification of the simple Lie algebras over C. In this classification, we show that

every simple Lie algebra over C determines a root system and a Weyl group. Finally,

we define the Dynkin diagrams of the Lie algebras.

Keywords: Reflection, Weyl groups, Root systems, Simple Lie algebras, Dynkin

diagrams.
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SEMBOLLER

Vv : IR tzerinde tanimlh Euclid uzay1
V4 : Basit sistem

P : Kok sistem

o) : Pozitif kok sistem

w : Weyl grubu

h(r) : rex nin boyu

£(w) : we W nin uzunlugu

W, : W nin parabolik alt grubu

L : Basit Lie cebiri

H : L nin Cartan alt cebir



1. BOLUM

GIRIS

Weyl gruplart ve Weyl gruplarimi esas alan cebirsel yapilar iizerindeki calismalar
giinimiizde de yogun bir sekilde devam etmektedir. Bazi Weyl gruplari, 6rnegin
E,, E,, E; tipindeki Weyl gruplari, ¢ok yiiksek mertebelere sahip oldugundan bu
gruplarin cebirsel yapilar1 tam olarak son zamanlara kadar ne yazik ki anlasilamamuistir.
Bilgisayar teknolojilerindeki ilerlemelerin bir sonucu olarak yukarida zikredilen Weyl
gruplarinin cebirsel yapisi artik aydinliga kavusturulmustur. En son olarak 2007 yilinda

E, tipindeki Weyl grubu da bilgisayar programlar: kullanilarak incelenebilmistir.

Bu c¢alismada biz esas olarak sirasiyla kok sistemleri, kok sistemlerine karsilik gelen

Weyl gruplarim1 ve basit Lie cebirlerini incelemek istiyoruz. Bu konular hakkindaki

doyurucu temel bilgiler Carter [1,2], Benson ve Grove [3], Humphreys[4], Serre[5]

ve Bourbaki [6] gibi yazarlarin kitaplarinda bulunabilir.

Bu calismanin ikinci boliimiinde, kok sistemler aksiyomatik olarak tanimlandiktan
sonra, her bir kok sisteme bir Weyl grubunun karsilik geldigi gosterilmektedir. Ayrica
kok sistemlerin temel 6zellikleri ve Weyl gruplarinin cebirsel yapilart incelenmektedir.
Daha sonra, iiciincii boliimde, bir Weyl grubu iizerinde uzunluk fonksiyonu kavrami
verilerek, bu fonksiyon yardimiyla bir Weyl grubunun soyut bir grup (Coxeter grubu)

olarak ifade edilebilecegi ispatlanmaktadir. Bu ispatta esas olarak Steinberg’ in

calismasindan [7] faydalanilmaktadir. Dordiincii boliimde ise, parabolik alt grup olarak

adlandirilan Weyl gruplarinin alt gruplan iizerinde durulmaktadir. Burada parabolik alt



gruplarin se¢ilmis koset temsilcileri tanimlanarak; w, parabolik alt gruba ait bir
eleman, d, secilmis bir koset temsilcisi olmak iizere, bir Weyl grubunun her bir

elemaninin w,d, formunda yazilabilecegi gOsterilmektedir.

Son boliimde, C kompleks sayilar cismi iizerinde basit Lie cebirleri
tanimlanmaktadir. Burada basit Lie gruplan Lie cebirlerinin otomorfizmlerinin bir
grubu olarak ifade edilir. Basit Lie cebirlerinin insas1 yapildiktan sonra bu cebirlerin
bir klasifikasyonu verilir. Bu klasifikasyon yardimiyla her bir Lie cebirinin bir kok
sistem ve bir Weyl grubu belirttigini soyleyebiliriz. Boylece her bir Lie cebirine bir
kok sistem karsilik geldiginden kok sistemler aksiyomatik ingadan kurtularak gercek
bir cebirsel temele kavusurlar. Bu nedenle Weyl gruplarimin varlik nedenini Lie

cebirlerine dayandirabiliriz.

Bu c¢alismanin 6nemi; temel olarak yukarida zikredilen yazarlarin ¢alismalari
izlenerek, son zamanlarda biiyiik 6nem kazanan Weyl gruplarini ve Lie cebirlerini

biitiinleyici bir bakisla yeniden ele almaktir.

Son olarak belirtmeliyiz ki bu sadece bahse konu olan kavramlar {izerinde bir

inceleme calismasi olup, bu sahadaki caligmalara herhangi bir yenilik katmamaktadir.



2. BOLUM

WEYL GRUPLARI

Bu béliimde standart referans olarak Carter’in ¢alismalarini [1,2] kullaniyoruz. Simdi,

V, IR tizerinde taniml1 n boyutlu bir Euclid uzay: olsun.

Tanmm 2.1. VreV, r#0, icin w_, r ye ortogonal olan H, hiperdiizlemindeki

yansimay1 gostersin.

H = (r)'={xe V: {(x,r) =0}
L=(r) ={Ar: A€ IR }=Sp{r}
olup V=L®H, di.
Boylece; boyL=1, boyH, =n-1 olup,
boyV = boy(L®H ) = boyL + boy H, dir.

Buradan, w, yansimasi VxeV igin

(x,r)

w(x)=x-2—=r

(r,r)

seklinde tanimlanan bir ~ w_:V =V  doniisiimidiir.

Acgik olarak  w (r)=-r ve xeH, ise w/(x)=x dir.



Teorem 2.2. VreV, r#0, icin w :V—V bir yansima olsun. Bu taktirde;
1. w, lineerdir.
2.wi=1 dw.
3.YO# A€ IR i¢cin w, =w, dir.
4. w_ortogonaldir.

5. f:V =V tersinir ortogonal bir doniisiim olmak iizere

-1
W f=wy,, dr

6. w,_ ye karsilik gelen matris

-1
1
1
1
seklindedir.
7. detw, = -1 dir [8].
ispat.
1. Vx,yeV igin,
w,(x+y):x+y—2wr
(r,r)
BRI (CY SR AN
(r,r)
=x—2Mr+y—2mr
(r,r) (r,r)
= w,(x)+w.(y)
dir.
Simdi A€ IR,xeV olmak iizere,
w_(Ax) :ﬂx—2Mr
(r,r)
= ax—228%0

(r,r)



= (x—2<x’r> rj
(r,r)
=Aw,(x)

dir. O halde w, lineerdir.

2. VxeV igin,

wr2 xX)=w.(w.(x)=w, (x 2—= {xr) j

(r,r)

x,r)
(r,r)

_z(x,r) r+2<x,r> r
(r,r) (r,r)

=w,(X)=2-—=w,(7)

=1(x)
dir.
3. VxeV, 0+ A€ IR i¢in,

(x,Ar) ar
(Ar,Ar)

w, (x)=x-2
—x-2A50 g,
AX(r,r)

ZMr
(r,r)

=w,(x)

dir.
4.Simdi f:V — V bir lineer doniisiim olsun. Vx,ye V icin (f(x), f(y))={(x,y) ise
f ye Viizerinde ortogonal bir doniisiim denir. O halde,

Vx,ye V icin, i¢ carpim bilineer oldugundan,

(x.r) K1)

(0w, (D) = (v= 2y =2

ry =(xy)

dir. O halde w, ortogonaldir.

5. VxeV igin,
(fin, f) @) = fw,(f 7 ())



_f(f_l() S0 j
)
= F( -2 b
)
. @) F ()
= —2
FU7 =288 S £
(£ ()
= —2—
STTETEEA
=Wy, (X)

dir.

6. BoyV=n, V =(r)®(r)" oldugundan {r}, (r) nin bir baz1 ve { lyse, } de

(ry* in bir baz1 olmak iizere; {r,5r,...,r,,} V nin bir bazi olsun.
w.(r)=-r=-1r+0r +0r, +...+0r,_,

w.(r,)=r,=0r+1r,+0r, +...+0r,_,

w.(r_)=r_=0r+0n+0r,+..+1r _,

olup w_ ye karsilik gelen matris

dir.

7. w_ ye karsilik gelen matris diagonal bir matris oldugundan w,_nin determinanti
matrisin asal kosegeni iizerindeki terimlerinin bir ¢carpimudir, yani
detw =-1.1.1...1
=-1
dir.

Tamm 2.3. Bir & c V alt climlesi asagidaki sartlar1 sagliyorsa V de bir kok sistem

denir. Ayrica @ nin elemanlarina da kokler denir:



1. ®={reV:r+0} sonlu ciimledir.
2. V=8p{d} dir.

3. Eger r,se ® ise w (s)e ® dir.
(r,s)

(r,r

4. Eger r,se ® ise 2 bir rasyonel sayidir.

5. r,Are ® & A==1 olmasidir [9].

Tanmim 2.4. ® bir kok sistem olsun. Vre ® i¢in, w, yansimalan tarafindan iiretilen
grup W(® ) ile gosterilsin. Bu W(® ) grubuna & nin Weyl grubu denir, ve bundan
sonra genel olarak bu grup W ile gésterilecektir[lO]. Elbette W (® )=(w_:re ®) dir.

Vre ® i¢cin w, yansimast V lizerinde ortogonal oldugundan W(®) Weyl grubu

ortogonal doniisiimlerin bir grubudur. Tanim 2.3 de (3) aksiyomundan dolayr W(®)
nin her eleman1 ® yi kendiigine doniistiiriir, yani w (®)c ® dir. Tamm 2.3 de
(2) aksiyomundan W(®P)P =P oldugu goriiliir.  sonlu bir ciimle oldugundan
W(® ) Weyl grubu sonlu bir gruptur.

Tanim 2.3 de (2) aksiyomundan dolayr &, V yi germesine ragmen r, -r € @
oldugundan & lineer bagimsiz degildir.

Boylece @, V nin bazi olan bir gercek alt ciimle ihtiva eder. Gercekten gostermek
istiyoruz ki, @ asagidaki tanimda verilen sartlar1 saglayan bir 7 alt ciimlesi ihtiva

eder:

Tamm 2.5. /. 7 lineer bagimsizdir.

2. @ deki her kok & deki koklerin bir lineer kombinasyonu olarak yazilir
ve bu yaziligta katsayilar ya tamamen non-negatif ya da tamamen non-
pozitiftir.

Bu sartlar saglayan @ nin bir 7 alt ciimlesine bir basit sistem denir. Ayrica 7 nin

elemanlarina da basit kokler denir.

Elbette 7={nr,...r,} ve re® ise r:Zn:/liri dir. Burada A € IR olup Vi igin
=1

ya A >0 yada A <0 dir.



Ornek 2.6. D, =He —e,6,—-e5,¢—¢p,0,—e5,6,—¢ 6, —¢,}
ciimlesi bir kok sistem olup A, tipindeki basit sistem:
w={e —e,e,—e,e,—¢,}
olur. Gercekten;
e —e, =1(e—e,)t1(e,—e,)+1(e;—¢,)
e,—e,=0(e, —e,)+1(e,—e;)+1(e;—e,)
e, —e,=1(e —e,)+0(e,—e;)+0(e; —e¢,)
e,—¢ =(—1)(e,—e,))+(=1(e,—e;)+(~1)(e; —¢,)
e,—e =(—1)(e,—e,)+0(e,—e,)+0(e; —¢,)

dir.

Basit sistemin varligimi ispatlamak icin V iizerinde bir tam siralama bagintis

tanimlayalim:
Asagidaki sartlari saglayan V nin bir alt ciimlesi V™ olsun:
1. Eger ve V" ve A)0 ise Ave V' duir.

2. Eger v,v,e V" ise v, +v,€ V" dur.

3.V nin her bir v elemani i¢in ya veV" ya —veV"’ yada v=0 dir.
Simdi V iizerinde bir '>" siralama bagintist v,v,€V ig¢in, eger v,—v,e V" ise
v, = v, seklinde tanimlansin.

Bu V iizerinde bir tam siralamadir. Gergekten,

v #v,, v, #0,v,#0 olmak iizere v, ve v, V den alinan herhangi iki vektor olsun.
Bu durumda v,—v, €V olup yukaridaki V" iizerinde konulan (3) sartindan dolay1 ya
v—v,eV’ yada —(v,—v,)e V" dir. Eger v,—v,e V" ise v, >v, dir. Tersine, eger
—(v,—v,)eV" ise v,—v,€V" olup bu durumda v, >v, olacaktir. O halde, V den
alinan sifirdan ve birbirlerinden farkli herhangi iki v, ve v, vektorii i¢in daima ya

v, >=v, ya da v, >v, dir. Bu siralama toplama ve pozitif terimli skaler carpimla

uyumludur.

Tanim 2.7. V iizerinde tanimlanan bu tam siralamaya gore ® NV" , ® nin alt ciimlesi



olup buna bir pozitif sistem denir ve @ ile gosterilir [11]. Yani ®*=dNV* dir.

Teorem 2.8. ® deki her bir pozitif sistem bir basit sistem ihtiva eder [2]

Ispat. ®*, ® de bir pozitif sistem olsun. Bu taktirde ®*= ®NV" olacak sekilde
V iizerinde yukaridaki gibi tanimlanan bir tam siralama vardir. Simdi, 7 asagidaki
sartlar1 saglayan ®" nin bir alt ciimlesi olsun.

1. " daki her bir pozitif kok , 7 deki basit koklerin non-negatif katsayilarla
birlikte bir lineer kombinasyonu olarak yazilir.

2. 7 nin hicbir alt ciimlesi (1) sartin1 saglamaz.
Boyle bir 7 alt ciimlesi kesinlikle mevcuttur, ¢iinkii @* ciimlesi (1) sartim1 saglar.
Simdi (1), (2) sartlarim1 saglayan 7z alt ciimlesinin bir basit sistem oldugunu gosterelim.
O halde 7 nin lineer bagimsiz oldugunu ispatlamak yeterlidir. Bununla birlikte ilk

olarak r,se x, r # s olmak iizere (r,s) <0 oldugunu ispatlayalim.

Aksine olarak, kabul edelim ki, (r,s))0 olsun.

(s,r) (s,r)

w.(s)=s—-2-—"=r ise A=2-—"- veA)0 olmak iizere w, (s)=s—Ar dir.
(r,7) (r,r)

Eger w (s)e @ ise Ve, 20 olmak iizere w,(s)= 20{,.;;. dir.

remw

Boylece, Vo, 20 ve 4)0 olmak iizere,

s=Ar+ Zairi

dir. Esitligin sag tarafindaki toplamdaki s in katsayis1 birden kiigciik olmalidir. Aksi
taktirde;

/1r+205iri—s ev”®

olur.
Boylece s, & deki geri kalan koklerin negatif olmayan katsayilarla birlikte bir lineer
kombinasyonu olarak ifade edilebilir. Bu ise bir ¢eliskidir.

Diger taraftan;

Eger -w (s)e ®" ise V&, 20 olmak iizere —w,(s)=2airl. dur.

remx

Boylece, V&, 20 ve A4)0 olmak iizere,
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/1r=s+20{l.rl.

dir. Esitligin sag tarafindaki toplamdaki » nin katsayisi 4 dan kii¢iik olmalidir. Boylece
r, m deki geri kalan koklerin negatif olmayan katsayilarla birlikte bir lineer
kombinasyonu olarak ifade edilebilir. Bu ise yine bir c¢eliskidir. O halde, mecburen

V r,ser, r#s olmak iizere (r,s) <0 olmalidir.
Simdi 7 nin lineer bagimsiz oldugunu ispatlamak kolaydir.

r,#s, ve r.,s,€ 7 olmak lizere 7 deki elemanlar1 iceren herhangi bir lineer birlesim

. 20,8 20 olmak iizere,

19:26(1":’ :Z:Bisi

formunda yazilir. Buradan,

00 =(Tan Y Bs) =X a b ins) <0

dir. Bu ise ¢#=0 olmasim gerektirir.
r,s,€ V' oldugundan bu durum Vi i¢in &, =0, =0 olmasini gerektirir. Boylece 7

lineer bagimsizdir.
O halde 7 bir basit sistemdir. Bu ise ispati tamamlar.

Bu ispatin bir sonucu asagidaki gibi yeniden ifade edilebilir.

Sonuc¢ 2.9. Eger 7 ={n,r,,...1r,}, ® de bir basit sistem ise bu taktirde Vi# j icin

(r,r;) <0 dir [2]

Eger 7 bir basit sistem ise bu taktirde 7z yi ihtiva eden sadece bir tek pozitif sistem
vardir. Ciinkii, 7 V" olacak sekilde belli bir siralama V iizerinde segebiliyoruz.

Boylece, V4 >0 olmak iizere r= Z Ar, formundaki herhangi bir re & kokii igin

elbette re V™ dir. Diger taraftan, 4 <0 olacak sekilde @ deki her kok icin —re V"

olacaktir. Boylece, ®" =®NV" pozitif sistemi 7 tarafindan belirlenir. ®* daki
koklere pozitif kokler, ve ® de geri kalan diger koklere de negatif kokler denir.
Negatif koklerin ciimlesi de &~ ile gosterilir. Tanim 2.3 de (5) aksiyomundan dolay1

O =—® olup ' NP =@, d=d'UD ve ®=|J{r,—r] diyebiliriz.

re®*
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Onerme 2.10. ® deki her bir pozitif sistem sadece bir basit sistem ihtiva eder. Boylece

® deki basit sistemlerle pozitif sistemler arasinda birebir bir iliski vardir [1]
Ispat. Kabul edelim ki {7,7,....r,} ve {s.,s,,....,s,}, ®* da iki basit sistem olsun.

Bu durumda, @, 20,f5,20 olmak iizere,

n n
hi :Z%sj ve s :Zﬂiirj
= =

dir. Boylece, (@) ve (f,) matrisleri i¢in, (a;)=(f,)" dir. Vi igin a;#0

olacak sekilde bir j mevcuttur.
Vk#i i¢in Y &, B, =0
m=1

olduundan, Vk #i icin S, =0 dir. Buradan S, #0 dir. Benzer olarak bu Vk # j
icin o, =0 olmasim gerektirir. O halde, (¢;) bir monomial matristir.
8158558, basit kokleri uygun olarak yeniden numaralandirilirsa, (¢;) matrisi
diagonal olacaktir. Simdi, r,s,€ ®" oldugundan, Vi icin «,)0 dir. Tamm 2.3
de (5) aksiyomundan, Vi i¢in ¢, =1 dir. O halde s, =7 dir.

Bu ise ispati tamamlar.

Lemma 2.11. re & olmak iizere, w, yansumasi, r yi —r ye fakat diger her pozitif
kokii  bir baska pozitif koke doniistiiriir. Yani  w, (®" /{r}u{r}) =®" /{r} u{-r}
dir [2] .

Ispat. Acik olarak w, (r)=—r dir. O halde simdi, s#r, s€ ®" olsun. Bu durumda

Vo, 20 olmak iizere, s=20{iri yazilir. Tanim 2.3 (5) den, r,#r ye karsilik

rex

gelen baz1 ;)0 katsayilar1 vardir. Bu durumda,

w,(s) = oyw, (1)

=aw,(n)+o,w (r,)+..+ow.(r)+..+aw.(r,)
olup, w,.(s) deki r, nin Kkatsayist da pozitiftir. O halde, w . (s) e ®* dir. Bu da

ispati tamamlar.
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Onerme 2.12.® deki her kok, katsayilar rasyonel olmak iizere & deki basit kéklerin bir
lineer kombinasyonudur [2] .

Ispat. ®* daki kokler icin ispat yapmak yeterlidir. O halde re @®* olsun. Eger re 7

ise ispat tamamdir. Dolayisiyla r¢ 7 olsun. O zaman VA >0 igin

r=An

dir. Ayrica bu yazilista en az iki tane A)0 dir. Simdi, (r,.,r>>0 olacak sekilde

bazi r,e 7 basit kokleri vardir. Ciinki, eger, Vi i¢in, (r,r) <0 olsaydi, bu durumda

0<(r,r) =z/ll.(ri,r> <0
olup, bu da =0 olmasim gerektirir ki bu bir celiskidir. Oyleyse (rl.,r>>0 olacak

sekilde bir r e 7 basit kokii secelim. Bu taktirde,

(r,r)

wri(r)zr—Z—rl.

{r.1)
dir.
wn(r), 7 deki basit koklerin bir lineer birlesimi olarak ifade edildigi zaman , sadece
bir katsayi ile r den farkhidir. Boylece w, (r) nin en az bir katsayist pozitiftir. O
halde w, (r)e ®" dir.
Simdi, r nin boyu h(r)zz/ii ile tanimlansin. O zaman h(wri(r))(h(r) dir.

Boylece her bir basit olmayan kok icin daha kisa boyda olan bir bagka pozitif kok
vardir. O halde boyu bir olan minimal uzunlukta pozitif kokler birer basit koktiir.
Simdi h(r) iizerinde tiimevarim ile bu iddiamizi ispatlayalim.

Boyu bir olan kokler igin bu iddia dogrudur. r¢ 7 olmak iizere, verilen re ®"

kokii i¢cin yukandaki gibi r e 7 basit kokiinii secelim. O zaman, tiimevarimdan

dolayr, w, (r), z deki koklerin tamsayr katsayili bir lineer birlesimidir. Boylece,

(

r,r
rzwr(r)+21—>rl.
i r ,;>

(r,r)

ve Tanmim 2.3 de (4) aksiyomundan 2—> rasyonel katsayi oldugundan r de 7«
s T

deki koklerin rasyonel katsayili bir lineer birlesimidir. Bu da ispati tamamlar.
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Onerme 2.13. (i) ® deki her kik W nin baz elemanlar altinda 7 nin baz
koklerinin goriintiileridir.

(ii) re 7 olmak iizere W Weyl grubu, w. basit yansimalar: tarafindan iiretilir.
Yani, W Weyl grubu W =(w_:re x) seklinde bir gosterime sahiptir [2]
Ispat. W,=(w :rez)<W olsun.

(i) Gostermek istiyoruz ki, ® deki her kdk bazi weW, ve sex icin w(s)
formundadir.

re ®" olsun. Eger h(r)=1 ise, r istenilen formda kesinlikle ifade edilebilir. O

halde h(r) iizerinde tiimevarim uygulayalim. Eger h(r))l ise, (ri,r>>0 olacak
sekilde bir r,€ 7 kokii vardir. Buradan w, (r)€ ®"* olup Onerme 2.12 nin ispatindaki
gibi h(w, (r))(h(r) dir. Timevarimdan bazi weW,, ser igin W, (ry=w'(s) dir.
Buradan, r:wnw’(s) ve w,,w’e W, dir.

—r=w, w(=s)= w, ww, (s)
ve www €W, oldugundan negatif koklerde istenilen formda ifade edilebilir.
(ii) Simdi W, =W oldugunu gostermek istiyoruz.
W=(w :re ®) oldugundan w. e W icin w e W, oldugunu gostermek yeterlidir.
Cinkii, 7 c® oldugundan W, cW oldugu aciktir. O halde W < W, oldugunu
gosterelim. Baz1 se 7 ve we W, igin r=w(s) olsun. Buradan w, =www™' dir.
Ciinkii, VxeV i¢in

wwxw_1 (x)= w(w_l(x) —

2(s,w™ (%)) i
(s,8)
_ Xw(s), x)

BRTTORT TR

_ 2w

(r,r)

=w,(x)

dir. Boylece w, e W, olup W cW, dir. Bu durumda W, =W dir. Bu ise ispati

tamamlar.
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3. BOLUM

UZUNLUK FONKSIYONU VE SOYUT BiR GRUP OLARAK WEYL GRUBU

Bu boliimde temel kaynak olarak Humphreys [4] ve Serre [5] nin ¢alismalarini esas
aliyoruz.

Bir onceki boliimdeki Onerme 2.13 (ii) den biliyoruz ki bir W Weyl grubu,
re & olmak lizere,w, basit yansimalar tarafindan iiretilir. Yani , W Weyl grubunun
her eleman1 w, basit yansimalarinin bir ¢arpimi olarak ifade edilebilir. Daha agik

bir ifadeyle , eger 7 ={r,r,,..r,} ise weW elemani, r, € £ olmak iizere
J

WEW, W, W,
formunda yazilabilir. w elemaninin bu formdaki herhangi bir yazilisindaki minimal
uzunluga w elemaninin uzunlugu denir ve ((w) ile gbsterilir[12]. Eger w nin
yukaridaki ifadesi minimal ise bu taktirde /(w)=k olacaktir. Boylece,

(1)=0 ve rex icin f(w,)=1
oldugu aciktir. Simdi uzunluk fonksiyonunu farkli bir yoldan tanimlamak istiyoruz:
vV we W icin, n(w) tamsayist ; n(w) =‘<I>+ Aw™! (<1>‘)‘ seklinde tanimlansin. Yani,

n(w)=w tarafindan negatif koklere doniistiiriilen pozitif koklerin sayist

olarak tamimlansin.

Simdi n(w) nin bazi elementer 6zelliklerini asagidaki lemmada verelim.

Lemma 3.1. re r, we W olsun. Bu taktirde
1. eger w'(r)e ®" ise n(ww)=n(w)+1,

2. eger w'(r)e @ ise n(ww)=n(w)-1,
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3. eger w(r)ye @ ise n(ww,)=n(w)+1,
4. eger w(r)e @ ise n(ww,)=n(w)—1,
dir [12] .
Ispat. re x ve we W olsun.
1. w'(r)e ®* olsun. n(ww)=n(w)+1 oldugunu gostermek istiyoruz. Bunun i¢in
oncelikle ® Nw ' (@ \{-r}) =P Nw ' (®") oldugunu gosterelim.
Ik olarak, ae ®* ve e w'(® \{-r}) olsun. Buradan, fe ® ve [#-r olmak
lizecre a=w'(f) dir. O halde w'(B)ew '(® ) dir. Béylece e ®* ve
a=w'(Bew (®) olup " Nnw ' (® \{-r})cd nw'(®") du.
Diger taraftan, c€ ®* ve o€ w'(®") olsun. Buradan, o€ ®*ve y€ @ olmak iizere
oc=w'(y) dir. Simdi ya y=-r yada y#-r dir. Eger y=—r ise
oc=w'(-r)=—w'(r)e ® olur ki bu bir celiskidir. O halde ¥ # —r olmaldir.
Bu yiizden ye ® \{-r} olup o=w'(»)e w'(® \{-r}) dir. Boylece o ®*
ve oew ' (® \{-r}) dir. Dolayisiyla @ nw (@ \{~r}) DD Nnw ' (®) dr.
O halde,
O AW (@ \[=r) =D AW (D) ... (%)
dir. Simdi ,
n(w,w) =|@" A (w,w)™ (@)

= ‘CIT N w_lwr_l(df)‘

=[®" AW, (@)

:\qﬁ Aww (®° \{—r}u{—r})‘

=[@ AW (@ \{-r}ulrh)| ; (Lemma2.11 den)

=@ Al @ \=rhutiw ()]

=@ AW (@ \(=rD|+[@" N W ()

:\qﬁ Aw (D \{—r})\+1

=[@ AW ( @)+ ((*) esitliginden)
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=n(w)+1
dir.

Diger siklar da benzer olarak ispatlanabilir.

Teorem 3.2. we W olmak iizere ((w)=n(w) dlr[12].

Ispat. we W ve ¢(w)=k olsun. O zaman r.€ & olmak lizere

olup, Lemma 3.1 den
n(w) < ”(er w)+1< n(wr2 w, w)+2<...<k
dir. Bu durumda n(w)</(w) dir.
Eger miimkiinse , kabul edelim ki n(w){(k olsun. Bu taktirde Lemma 3.1 (iii) den
W W, W, (r,)e P

olacak sekilde j<k—1 tamsayist vardir.

Ayrica,

r. r. r.
i+ i i+

W, W (r,)ed"  , ww W (r,,)€ P~

olacak sekilde i< j tamsayisi vardir.

w, sadece 1 ve -r ninisaretini degistirdiginden

r.
i+l

W, W, (1, )=
L\
dir. Buradan ,

A Wr ...w,j (rig1)

_ -1
=W, W, W (W’M W, )

i+l j

=W, W, W, W,

i+l j T +1

olup,

w. o ..wo =W ...W

T Tjtt i "
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"1 T T T Tist Tj Ty "

olup /(w)=k—-2 elde edilir.
Boylece /(w)(k olur ki bu bir ¢eliskidir. Bu celiskiye n(w){(k kabulii ile diistiik.
O halde n(w)</(w)=k mnin manast ya n(w)k ya da n(w)=k dir. n(w)(k

olamadigindan , mecburen n(w)=k =/(w) dir.
Sonu¢ 3.3. weW icin w(x)=x ise w=1 dir.

Teorem 3.4. Eger 7, ® de bir basit sistem ise bu taktirde we W icin w(r) de
de bir basit sistemdir. Ayrica ® de verilen herhangi iki 7,7, basit sistemi igin
w(7,) =, olacak sekilde bir tek we W vardir [4].

Ispat. 7 yi ihtivaeden pozitif sistem ®* olsun. O zaman V iizerinde verilen bir tam
siralama i¢cin @ = ®NV" dir. w(V*)da V iizerinde bir tam siralama tanimlar.

Bu siralamaya gore pozitif kokler w(®")=®nw(V") dir. Dolayisiyla, w(r), w(®™)
da ihtiva edilen bir basit sistemdir.

Simdi 7,7, ; ® de iki basit sistem olsun. Bu durumda gostermek istiyoruz ki
w(z,) =7, olacak sekilde bir tek we W vardir.

Simdi &, ®," sirasiyla 7,7, yi ihtiva eden iki pozitif sistem olsun.

n= ‘(I)f N d)z“ tizerinde tiimevarim uygulayalim.

Eger n=0 ise & NP, = olup ®," =&," dir. Boéylece 7, =7z, dir. Bu durumda
w=1 dir.

O halde n)0 kabul etmeliyiz. O zaman 7, NP, #<J olur. Ciinkii, eger 7, deki her
kok ®," deolsaydi, bu durumda &®," daki her kok de ®," de olurdu.
O halde en az bir rex;,n®, elemam vardir. Bu durumda, w,(®,") ciimlesi r

ile -r nin yer degistirmesi ile &®," dan elde edilen bir ciimledir. Boylece

w (@ )N, [=n-1 dir.

Simdi  w,(7,), w,(®,") de ihtiva edilen bir basit sistemdir. Boylece , tiimevarimdan
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dolay1 w'w (7r,)=7, olacak sekilde w'e W vardir. Boylece w=w'w_  dersek
w(r,) =7, dir.

Son olarak w nin tek oldugunu gosterelim. Kabul edelim ki w,(7)=7x, ve
w,(7,) = 7, olacak sekilde iki tane w, , w, € W eleman1 mevcut olsun. Bu taktirde ,
w,"'w, (7)) =7, olup, Sonug 3.3 den w,”'w, =1 dir ve bdylece w, =w, olur ki bu

ise ispati tamamlar.

Sonuc 3.5. ® de ki basit sistemlerin sayist = |W| dir [4]

Simdi oldukga farkli iki yol izleyerek bir Weyl grubunu iiretegler ve bagintilar yoluyla
soyut bir grup olarak ifade etmek istiyoruz.

Simdi 7 , ® de bir basit sistem olsun. re€ 7 olmak iizere, w, basit yansimalarinin
W  Weyl grubunu iirettigini biliyoruz. Yani,

W=(w :rerx)
dir. r,ser olmak iizere, ww, e W elemaninin mertebesi m_ olsun. Bu durumda
elbette Vre x icin m_ =1 olacaktir. O halde,

(ww,)™ =1

esitlii W iizerinde bir baginti tanimlar. Daha tam bir ifade asagidaki gibidir.

Teorem 3.6. W bir Weyl grubu olsun. Bu taktirde soyut bir grup olarak W Weyl
grubu,

W=(w.: Vr,sex, (ww)™ =1)
seklinde ifade edilir.
Ispat. Kabul edelim ki sonug yanlis olsun. Bu taktirde, 7€ 7 igin

wow, ..w, =1

esitligi minimal k uzunlugunda teoremde verilen bagintinin bir sonucu olmayan
bir baginti olsun.
Biliyoruz ki, re ® icin, her zaman detw, =-1 dir. O halde,

det(w, w, ..w, )= (=)'

=det(1)=1
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dir. Buradan k cifttir ve k=2m yazilabilir.

Boylece,
wow,.w, =1,
WW, W, W, W, W, W, =1,
W W, W, W, =W, W, LW,
olup, lw,w,.w, w, N(m+1) dir.

Lemma3.lden w,w,..w, (r,,)€®  olacak sekilde bir j<m tamsayisi vardir.

Bu nedenle,

w.ow ...w,j(rj Ye dF,

Tyl +1

ww, W,..w, (r,) € P

olacak sekilde bazi i< j tamsayilar1 mevcuttur. Bu durumda, 7€ 7 oldugundan

W, W, (1) =T,

Tin
dir. Boylece,
Wr[ = WWGH...W,],(r]H)

— -1

- (W”M '"W’/ )Wrm (W”M W’ )

= WVM ...er er+l er ...\/Vm1
olup,

W’ryf1 . w’/+1 = Wr, W,

dir. Bu 2(j-i+1) uzunlugunda bir bagintidir. Eger bu uzunluk 2m den kisa ise bu

taktirde bagint1 verilen bagintinin bir sonucudur.

Bu bagintiy1 ve wr,_2 =1 bagintisini kullanirsak;

W W W, S W, WoW, W W W, W

W W W W, W,
dir. Bu bagintinin uzunlugu k dan daha kisadir. Boylece w,w,..w, =1 bagintist

teoremde verilen bagintidan elde edilebilir. Bu ise bir c¢eliskidir. Boylece mecburen

2(j-i+1)=2m olmalidir. O halde j=m,i=1 dir.
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Buradan,
W, W, (r)=r

oldugundan

W, .., (,,) =1

dir. Bununla birlikte, w,w, ..w, =1 bagmtist w, ..w, w, =1 bagintisina denktir.

Boylece,
W, (r,.,)=r
dir. Buradan,
Wr2 = Ww,3 ey ()
=W W, W W LW,
olup,
7 cee Fia = n eee Tl

dir. Bu bagint1 hipotezde verilen bagintidan ¢ikarilamaz. Ciinkii,

W, W, SW W W, W, W, W, W, W

+3 Tk

=W, W, W, W, .. W, W

T Tl T3 Tk

=ww,..w, w,_.w, =1

non Tl T3

dir. Yani w, w, ..w, =1 ifadesi, k uzunlugundan daha kisa olarak yazildi.

Boylece, teoremde verilen bagintidan elde edilemeyen 2m uzunlugunda baska bir
bagintiya sahibiz ve bu asagidaki sekilde yazilabilir:
W W, WW, W, W W, w, =1

2 Tmul Ty

Yine oOnceki gibi w,.w, (r,,)=r  elde ettik. Halbuki daha Onceden
w,.w, (r,,,)=r elde etmistik. Ohalde 1 =r olmalidir.
Simdi, w,w,..w, =1 bagmntisini £,r,...,r, mn devir permitasyonlar: formunda
yazarsak , bu taktirde

h=hK=w=hy

nL=r=..=n,
oldugu goriliir.

Simdi, r,=r , r,=s alirsak, bu durumda
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bagmtis1 (w,w,)" =1 olacaktir. Boylece, m, w,w, nin mertebesi olan m _ nin bir

m

katidir. Fakat (w.w,)" =1, (ww, )™ =1 bagintisinin bir sonucudur ki, bu verilen

bagintidan biridir. O halde, bu bir ¢eliskidir. Bu ise ispati tamamlar.

Yukarida, az Once verilen zarif ispat Steinberg[7]’ e aittir. Simdi, r€ & olmak

lizere , biitin w, yansimalarini ihtiva eden bagintilar ve liretecler vasitasiyla bir

W Weyl grubunu soyut bir grup olarak bir baska sekilde yeniden tanimlamak

istiyoruz:

Teorem 3.7. Bir W Weyl grubu soyut bir grup olarak

—(w - i 2 _ -
w —<wr r,se @igin, wo =1, www = Ww,<s>>

seklinde tanimlanir [7]

Bu teorem de yine Steinberg [7]’ e ait olup, burada ispatsiz olarak veriyoruz.

Tamm 3.8. Eger bir G grubu bagintilar ve iretecler vasitasiyla
G =<al. Haa)" =1, m; = 1>
seklinde tanimlanabiliyor ise bu taktirde G bir Coxeter grubu olarak adlandirilir

[13,14].

Bu tanim altinda, elbette her Weyl grubu bir Coxeter grubudur, fakat tersi genel
olarak dogru degildir.
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4. BOLUM
BiR WEYL GRUBUNUN PARABOLIK ALT GRUPLARI

Bu bolimde bir Weyl grubunun gercek alt gruplarim1 belirlemek istiyoruz. Bu alt

gruplar, ® kok sisteminin gercek alt sistemlerine karsilik gelen Weyl gruplaridir.
Simdi, 7, ® kok sisteminde bir basit sistem ve ®* da 7z ye karsiik gelen
pozitif sistem olsun. Eger J c 7 ise bu taktirde V, =Sp{J}, V Euclid uzayinmn
bir altuzayr, ®,=®nNV, ve W, =(w, :reJ) de W Weyl grubunun bir alt grubu

olarak tamimlansin. Bu taktirde ,

Onermed.l. 1. ®,, V, de bir kok sistemdir.

2. J, @, de bir basit sistemdir.

3. ®, nin Weyl grubu W, dir. Yani, W(®P,)=W, dir [2].
Ispat.
1. Acik olarak, V,=S8p{®,} dir. Ayrica, r,se ®, icin w (s)e P, dir.
Ohalde, &,, V, de bir kok sistemdir.

2.Simdi, J <& olup, & lineer bagimsiz oldugundan ve lineer bagimsiz bir ciimlenin
her alt ciimlesi de lineer bagimsiz olacagindan J lineer bagimsizdir.
Yine J ¢ 7 oldugundan &, deki her kok J deki basit koklerin lineer birlesimi olarak
yazilabilir. Bu yazilista katsayilar ya tamamen non-negatif ya da tamamen non-pozitiftir.
O halde J, ®, de bir basit sistemdir.
3. @, nin Weyl grubu, re J olmak iizere w, basit yansimalan tarafindan iretilir.
O halde,

W, =(w,:re J)=W(®,)
dir.
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Tammm 4.2. Eger 7, & kok sisteminde bir basit sistem ve Jcx ise W,

alt gruplarina ve bunlarin W deki konjugelerine W nin parabolik alt gruplart

denir. Buradaki “konjugenin’’ manasi asagidaki gibidir:
YV we W igin, wW, w' grubuna W, nin konjugesi denir. Bir bagka deyisle , W nin
iki alt grubu W, ve W, olsun. Eger W, =wW ,w™' olacak sekilde en az bir we W

eleman1 mevcut ise bu taktirde W,, W, ya konjugedir denir.

Onerme 4.3. 7 nin farkli J alt ciimleleri icin W, alt gruplar: da farklidir [4]
Ispat. Kabul edelimki K # J 7z ve W, =W, olsun.

Genelligi yitirmeksizin re K fakat r¢ J olacak sekilde bir r kokiinii gozoniine alalim.

Bu taktirde ,

o (x,r)
w.(x)=x 2—(r,r>r
olup,
A
w.(x)—x= 2(r,r>r
dur.

Fakat re K oldugundan w e W, ve W,=W, oldugundan w e W, dir.
Dolayisiyla, VxeV, i¢in (w (x)—x) €V, dir. (r,x)#0 olacak sekilde x elemani
secersek reV, olur. Bu ise basit koklerin lineer bagimsizlig: ile celisir. O

halde W, =W, dir.

Simdi, re & olmak lizere, H, , r ye ortogonal olan bir hiperdiizlem olsun. Bu

r oo

durumda xe H, < (r,x)=0 olmasidir. Topolojik olarak hiperdiizlemler V nin

kapali alt ciimleleri oldugundan UHr kapali olup bu birlesimin tiimleyeni olan
re®

V—UHV ciimlesi V de aciktir. Eger herhangi iki vektor her bir hiperdiizlemin

re®

ayni tarafinda yatiyor ise bu taktirde bu vektorlere baglantilidir denir.

Bu durumda V—UH, climlesinin baglantili bilesenleri hiicre olarak adlandirilir
re®

ve C 1le gosterilir.
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Lemma 4.4. 5, C hiicresinin kapanisit olmak iizere, ve C ve w(v)=v olacak

sekilde we W olsun. Bu taktirde,
J={rex:(r,v)y=0}

olmak iizere we W, dir[2].

Sonuc¢ 4.5. veV ve w(v)=v olacak sekilde we W olsun. Bu taktirde, w, v ye

ortogonal olan koklere karsilik gelen yansimalarin bir ¢arpumidir [2]

Teorem 4.6. we W ve V de w tarafindan sabit birakilan biitiin vektorlerden

olusan alt uzay U olsun. Yani

U={ve V: w(v)=v},
V nin bir altuzayr olsun. Bu taktirde, w, U nun ortogonal komplemani
olan U* deki koklere karsilik gelen yansimalarin bir carpinudir. Yani

Ut ={reV:YueU, (r,u)=0}
olmak iizere, 1,1, ...1, € Ut icin w=w,w, ..w, dir [2].
ispat. {v,v,,...,v,}, U nun bir bazi olsun. Gostermeliyizki w, v,,v,,..,v, ya
ortogonal olan koklere karsilik gelen yansimalarin c¢arpimidir. Daha genel olarak

ispatlamaliyiz ki eger w, v,,v,,...,v, vektorlerinin herhangi bir sonlu alt
ciimlesini sabit birakabiliyorsa bu taktirde w, v,,v,,...,v, lara ortogonal olan

koklere karsilik gelen yansimalarin bir carpimidir. Simdi, k {izerinde
timevarim uygulayarak ispatimizi yapacagiz.

Eger k=1 ise, Sonu¢ 4.5 den iddiamiz dogrudur. Diger taraftan, 7 basit sistemini

oyle secelimki v,e C ve J={ve 7:(v,v,) =0} olsun. Bu durumda V =V, ®V;"
esitligini goz oniine alalm. v, eV, ve v e€V,* olmak iizere v,=v, +v,
olsun. Lemma 4.4 den weW, dir ve bu yiizden w(,)=v, dir. w(,)=v,
oldugundan  w(v,)=v, dir.

Simdi W,, V, iizerinde etkiyen bir Weyl grubudur ve we W, , vi,v,,...,Vi1

elemanlarini sabit birakir.Boylece , w, tlimevarimdan vi,v,,...,v«-1 elemanlarina
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ortogonal olan V, deki koklere karsilik gelen yansimalarin bir carpimidir. Bu

koklerin hepsi v,,v,,...,v, lara ortogonal oldugundan ispat tamamlanmis olur.

Teorem 4.7. J,K c & olsun. Bu taktirde ,

1. W, ve W, tarafindan iiretilen W mn alt grubu W dur.

JUK
2. W,nW, =W, . dr [2].
ispat.
1. W,=(w :relJ) ve W,=(w :reK) oldugundan;
W, x =w re JUK)
=(w re J)U(w, :re K)
=W, uW,
dir.
2. JNnK c J oldugundan W

JNK

cW, ve JNKc K oldugundan W, _, c W, olup

14

JNK

cW,nW, ... (D
dir.

Simdi we W, "W, olsun. we W

'~k oldugunu gostermeliyiz.

YveV,* igin w(v)=v dir. Benzer sekilde Vve V"' icin w(v)=v dir. Boylece w,
V,*+V,* daki her kokii sabit birakir. Diger taraftan ,
Vitvet eV, ot
dir. Ayrica boyV =n olmak iizere,
boy(V,* +V.") =boyV,* +boyV," —boy(V," "V, ")

= boyVJL +boyV, " — boy(V, +V, )"

=n—boyV, +n—boyV, —n+boy(V, +V)

=n—boyV, —boyV, +boy(V, +V,)

=n—boyV, —boyV, +boyV, +boyV, —boy(V, "\V,)

=n—boy(V,"V,)

=n—boyV,

= boyVMKl
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dir. O halde, V,*+V,*=V, * dir. Boylece w, V, ,* deki her vektorii
sabit birakir. Teorem 4.6 dan dolay1, w, V, ., daki koklere karsilik gelen
yansimalarin bir ¢arpimudir. Dolayisiyla we W, dir. O halde

W, AW, cW, . ..(Q2)

dir. (1) ve (2) den ispat tamamdir.

Simdi, W da W, min wW, sol kosetlerinin temsillerini se¢gmenin bir dogal yolu
oldugunu gostermek istiyoruz. J < 7 olmak iizere D, climlesini,
D, ={weW:VreJ, wr)e "}

seklinde tanmimlayalim. D, , genel olarak, W min bir alt grubu degildir.

Teoremd4.8. J c 7 olsun. Bu taktirde d,e D, ve w,eW, olmak iizere
Vwe W elemant w=d,w, seklinde bir tek bicimde yazilir. Ayrica
Uw)=10(d,)+l(w,) dir [15].

Ispat. ilk 6nce d,e D, ve w,eW, olmak iizere Ywe W elemaminin w=d,w,
seklinde ve /(w)=/{(d,)+/{(w,) formunda yazilabilecegini ispatlayalim.

Eger /(w)=0 ise w=1 olup 1=1.1 seklinde yazilabildiginden ispat asikardir.
Ayrica /(1) ={¢(1)+ /(1) oldugundan 0=0+0 dir. O halde /(w))0 kabul edelim
ve [((w) ilizerinde tiimevarim uygulayalim.

Eger we D, ise w=w.l olup istenilen ¢carpim elde edilmis olur.

Eger we D, ise w(r)e &  olacak sekilde enaz bir re J kokii vardir. Lemma 3.1
den /l(ww )=/{(w)—1 dir. Timevarimdan ww_=d,w, ve ((d,)+{(w,)="{(ww,)
dir. Boylece w=d,w,w, olup,burada d,e D, ve w,w e W, dir. Ayrica

0d,)+(w,)+1) = £(w) dur.

Simdi /(w,w,)</{(w,)+1 olsun. Bununla birlikte eger /(w,w, ){{(w,)+1 olursa
w, U(d,)+/l(w,)+1 den daha kisa uzunluga sahip basit yansimalarin ¢arpimi

olarak ifade edilir ki bu bir ¢eliskidir. O halde {¢(w,w )=/{(w,)+1 ve
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boylece /(d,)+/{(w,w )=/{(w) dir.

Simdi w=d,w, yazihisin tek oldugunu gosterelim.

Kabul edelimki d,,d, € D, ve w,,w, €W, olmak iizere w=d,w, =d,w,
yazilsin. O halde d,w, =d,w, oldugundan, d, =d,w,(w,)”" dir.

Kabul edelim ki, w,(w,)”" #1olsun. Onerme 4.1 den dolay1 W, , J basit sistemine
sahip @, kok sisteminin bir Weyl grubudur. Béylece, w,(w, )" (r)e ®,” olacak
sekilde re J mevcuttur. O halde d,w,(w,)"'(r)e ®,” dir. Bununla birlikte
d, (r)e ®,"dirki bu bir ¢eliskidir. Dolayistyla w,(w, )" =1 dir. Buradan w, =w,

olup d,=d, dir. Bu ise ispati tamamlar.

Sonu¢ 4.9. Her bir wW, kosetinde D, nin bir tek elemani vardir ve bu elemanin

uzunlugu wW, deki diger elemanlarin uzunlugundan daha klsadlr[15].

Tanmmm 4.10. D, nin elemanlarina, W, nin W daki secilmis koset temsilcileri

denir [15] .
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5.BOLUM
BASIT LIE CEBiRi, CARTAN PARCALANMASI VE DYNKIN DiAGRAMI

Ikinci boliimde kok sistemleri aksiyomatik olarak insa etmistik. Bu boliimde ise
ilk olarak Lie cebirleri iizerinde temel bilgileri verecegiz. Daha sonra gosterecegiz
ki herbir Lie cebiri bir kok sistem ve dolayisiyla bir Weyl grubu belirler.

Boylece kok sistemler gercek bir cebirsel temele istinat etmektedir. Bu boliim icin

standart kaynak olarak Jacobson’un [16] ve Carter’in [1,2] Kitaplarini veriyoruz.

Tamm 5.1. L, K cismi {izerinde bir vektor uzay1 olsun. Eger
[.]:LxL—>L
(x, y) = [xy]
carpim operasyonu ( Lie ¢arpimi)
1. Vx,yeL igin, [xy]| bilineerdir,

2. VxelL igin, [xx]=0 dur,

3. Vxy.zeL icin, [[xy]z]+[[yz]x]+][2x]y]=0 dur,

sartlarin1 saglhiyor ise L ye bir Lie cebiri denir.

Burada, (3) axiomu Jakobi ozdesligi olarak adlandirilir. Dikkat edelim ki
[[xy]z] ;t[x[ yz]] dir. O halde, genellikle Lie carpiminin birlesme 6zelligi yoktur.
(1) ve (2) axiomunun basit bir sonucu olarak,
0=[x+y,x+y] =[]+ [oy]+[ o]+ [yy] =[]+ ]
olup,
[xy] =[]
dir. Buradan Lie carpimi anti-komutatiftir diyebiliriz.

Burada, sadece sonlu boyutlu Lie cebirleriyle ilgilenecegiz.
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L bir Lie cebiri ve M, N de L nin alt uzaylar1 olsun. [MN ] yi L nin bir alt uzay1
olarak,
[MN]=Sp{[xy]: xe M,ye N}
seklinde tanimlayalim. [yx]=-[xy] oldugundan [NM]=[MN] oldugu aciktir.
Boylece alt uzaylarin carpimi komutatiftir. L nin bir alt cebiri, [MM]<M olacak
sekilde L nin bir M alt uzayidir. L nin bir ideali, [ML]< M olacak sekilde L
nin bir M altuzayidir. [ML]=[LM] oldugundan Lie cebiri teorisinde sol idealler
ve sag idealler arasinda bir fark yoktur.
L bir Lie cebiri olmak ilizere, Vxe L icin ye L olmak ilizere adx.y=[xy]
olacak sekilde L den kendi icine bir adx doniisiimii tanimlayalim. Yani,
adx:L— L
y = adx.y =[xy]
seklinde tanimli adx doniisiimii
adx.[yz] =[x yz]] = [[xy]z]+[y[xz]] = [adx.y, 2] +[y, adx.z]
sartin1 saglayan bir lineer doniisiimdiir. Simdi,
v,z€ L olmak tizere, J[yz]=[0y,z]+[y,0z] sartin1 saglayan L den kendi
icine tanimli bir J lineer doniisiimiine L nin bir tiirevi denir.
Boylece Vx igin, adx, L nin bir tiirevidir. Ayrica dikkat edelim ki,
adx.ady — ady.adx = ad[ xy|
dir. Bunun yaninda ze L igin,
(adx.ady —ady.adx)z = [x{ yz]]1-[y[xz]]1 =[[xy]z] = ad[xy].z

dir.
Lie cebiri teorisinde, Killing form denen skaler ¢arpim 6nemli bir rol oynar.
Vx,ye L icin, (x,y) skaler carpimini,

(x,y)=iz(adx.ady)
seklinde tanimlayalim.
Burada, (x,y), K cisminin bir elemanidir. Bu sekilde tanimlanan skaler carpim
bilineerdir ve aym zamanda, 8, ¢ , L den L ye lineer doniisiimler olmak iizere
iz(69) = iz(¢0) oldugundan simetriktir. Bu baglangic tanimlarindan sonra artik C

kompleks sayilar cismi iizerinde tanimli basit Lie cebirlerini gdzoniine alabiliriz.
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Eger sifir uzayr ve kendisinden bagka hicbir ideali yoksa bir Lie cebirine basittir
denir. Herhangi bir cisim iizerinde bir boyutlu bir Lie cebiri kesinlikle basittir ve
buna asikar cebir denir. Biz asikar olmayan basit Lie cebirleriyle ilgilenecegiz.
Simdi, genel teorinin ana Ozelliklerini agiklayan bir ornekle baslayalim.

Acik olarak, [xy]=xy—yx seklinde bir Lie c¢arpimi tanimlanarak herhangi
bir assosyatif cebir bir Lie cebirine doniistiiriilebilir. Ger¢cekten de [xy]
bilineerdir, ayrica [xx]=0 olup ve [[xylz]+[[yz]x]+[[zx]y]=0 oldugu kolayca
goriilebilir.

Simdi, C cismi iizerinde tiim (n+1)x (n+1) matrislerinin cebirini dikkate alalim.
Bu cebirin boyutu (n+1)> dir ve bu yukarida az once tasvir edildigi gibi bir Lie
cebirine doniistiiriilebilir. Izi sifir olan matrisler bu Lie cebirinin
(n+1)>—1=n(n+2) boyutlu bir alt cebirlerini olusturur. Ciinkii;
iz(x+y)=izx+izy=0 ve AeC igin, iz(Ax)=Adizx=0 ve

iz[xy] =iz(xy—yx)=0 dur. Izi sifir olan tim (n+1)x (n+1) matrislerinin Lie cebiri

aslinda basittir.

C cismi iizerindeki basit Lie cebirlerinin klasifikasyonu Killing ve Cartan tarafindan

verilmistir. Bu konu ile ilgili biitiinleyici bir ¢alisma Jacobson [16] ve Carter [2]

1simli yazarlarin eserlerinde bulunabilir.

Tamim 5.2. L bir Lie cebiri olsun. L nin agagidaki sartlar1 saglayan bir H alt cebirine

bir Cartan alt cebiri denir:

1. Baza r ler igin, [[[H,H],H]...]=0 dir.

2. Vhe H igin, eger [xh|e H ise xe H dur.

Burada (1) sartin1 saglayan alt cebirlere nilpotenttir denir.

Gosterilebilir ki, C cismi iizerinde herhangi bir Lie cebiri bir Cartan alt cebirine
sahiptir ve herhangi iki Cartan alt cebiri izomorfiktir. Gergekten,

L nin verilen herhangi iki Cartan alt cebiri i¢in birini digerine doniistiiren L nin
bir otomorfizmi vardir. L nin Cartan alt cebirlerinin boyutuna L nin rank: denir ve

n ile gosterilir.
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Eger L cebiri C cismi {lizerinde basit ise, Cartan alt cebirleri [HH ]=0

bagintisin1 saglar. Fakat bu basit olmayan cebirler icin genel olarak dogru
degildir. Boylece bir basit Lie cebiri i¢in bu Cartan alt cebiri igerisindeki Lie

carpimi agikardir.

Tanmm 5.3. L, C cismi iizerinde bir basit Lie cebiri ve H, L nin bir Cartan
alt cebiri olsun. L, H ile carpim altinda invaryant olan bir boyutlu alt uzaylar

ile H i direkt toplami olarak yazilabilir. Yani, Vi igin, boy(Lr[)zl ve
[HLr,-:':Lr, olmak iizere;
L=H®L ®L ®.0L
dir. Buna L nin bir Cartan parcalanmast denir.
Ornegin; eger L, izi sifirolan tiim (n+1)x (n+1) matrislerinin cebiri ise izi

sifir olan diagonal matrislerin bir H Cartan alt cebiri olusturdugunu gormek

kolaydir. Buradan, (i, j). elemam1 1, diger elemanlar1 0 olan standart matris e;

olmak tizere;

L=H®) Ce,

i#]
dir. Bu direkt parcalanma bir Cartan parcalanmasidir. Ciinkii,
A 0
h=diag(A,,A,.... A4,) = '
0 A

ise ,
[heij] = he, —e;h=(4 —A4))e; =Ce; =(e;)

dir. Boylece bir boyutlu Ce; altuzayr H altinda invaryanttir.

Simdi, L, C cismi {iizerinde bir basit Lie cebiri ve

L=H®L ®L ®..0L

ifadesi de L nin bir Cartan parg¢alanmasi olsun. Her biri bir boyutlu olan

L altuzaylarinda bir e #0 elemam secebiliriz. Bu taktirde her he H igin,

[he,] . e, nin bir skaler katidir, yani



32

[he,]=r(h)e,
yazalim. O halde, r:H — C doniisiimii bu yolla tanimlanan bir lineer doniistimdiir

ve bu yiizden H 1n, H" olarak gosterilen dual uzaymin bir elemanidir.

Tanmm 54. 1<i<k i¢in r,: H - C olmak iizere, r,7,,....,r, doniisiimlerine L nin
kokleri ve Lrl,er,...,er altuzaylarina da L nin kok-uzaylart denir. Buradaki
1,1,,....1, koklerinin hepsi sifirdan ve birbirinden farklidir. Boylece, sifir doniistimii

bir kok degildir. Bu kokler H™ uzayinin elemanlar1 olarak tanimlanmasina ragmen
Killing form dikkate alinarak H# 1n da elemanlar1 olarak g6zoniine alinabilir.

Bir L Lie cebirin Killing formunun tersinir olmasi i¢in gerek ve yeter sart L
nin yar1 basittir olmasidir; yani Lie carpimi asikar olacak sekilde L nin higbir
gercek ideale sahip olmamasidir.

Her basit asikar olmayan cebir yar basittir. Boylece L nin Killing formu, kendisi
sifir olurken, H 1n Cartan alt cebirine kisitlandiginda tersinir kalmaktadir. Boylece,

H 1n dual uzaymin her bir elemam bir tek xe H icin h — (x,y) formunda ifade

edilebilir. & — r(h) donilistimii ile iliskili olan x eleman1 r kokii ile gosterilebilir.

Boylece r, ya H 1n bir eleman1 yada H" 1n elemamdir. Bu ikisi arasindaki baginti
he H olmak iizere, r(h)={r,h)

dir.

H 1n elemanlar1 olarak kokleri gozoniine alirsak, bu yolla elde edilen H 1n sonlu

bir alt ciimlesi @ olsun. Gosterilebilir ki, H = Sp{®} dir ve eger Hin bazi olan

® nin herhangi bir alt climlesini secersek, @ nin her bir eleman: rasyonel katsayilar
ile birlikte bu alt ciimledeki koklerin bir lineer birlesimidir. Ayn1 zamanda ,

Vr,se ® icin (r,s) rasyoneldir. Simdi,

k
Hy={the H: h=) Ar, A€ IR, r,c D}

i=1
climlesini tanimlayalim. A¢ik olarak, H, bir reel vektor uzayidir ve boyH ,, = boyH
dir. Aym1 zamanda, eger xe H, ise (x,x)=20 ve (xx)=0&x=0 dir.
Boyle Killing form H, iizerinde pozitif tanimhidir. O halde, H,, bir Euclid uzay:

olarak gozoniine alinabilir.
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Ayrica bir xe H, elemaninin uzunlugunu ||x||:«/(x, x) olarak tanmimlayabiliriz.
Yine x,ye H, vektorleri arasindaki € agisi

(x,y)

CosQ = ———
el

ile tanimlanabilir.

Simdi, H, Euclid uzaymin ¢ alt cimlesinin Tanim 2.3 anlaminda bir kok sistem

(r,s)

oldugu gosterilecektir. Ozel olarak, Vr,se ® igin 2~—-~ bir rasyonel sayidir.

b

Burada bu sayimnin bir yorumunu da vermek istiyoruz.

Simdi kabul edelim ki, r,s kokleri lineer bagimsiz olsun. & ciimlesi sonlu
oldugundan —p<i<gq icin ir+se® fakat —(p+Dr+se¢d ve (g+Dr+se¢ P
olacak sekilde p,q =0 tamsayilart mevcuttur. —pr+s,...,s,...,qr+s seklindeki
koklerin dizisine s boyunca koklerin bir r-zinciri denir.
Simdi r ye ortogonal hiperdiizlemdeki w, yansimasmin, ® nin elemanlarini
doniistiirdiigii gosterilebilir. Aslinda w,, koklerin her r-zincirini tersine doniistiirerek
etkir. Ozellikle —pr+s kokiinii gr+s kokiine doniistiiriir ve boylece —pr+s kokii
qgr+s kokii olarak r ye ortogonal hiperdiizlemde bir aynadaki gibi yansir.
Boylece,

((=pr+s)+(gr+s),r)=0
dir. Buradan,

(r,s) _
(r,r)y

2

olur.

Her bir r,se ® kok cifti icin, A_ :22”>

— yazarsak, A bir rasyonel say1 olur
2

ve w. (s)=s—A_ r dir. Teorem 2.8 den, ® kok sistemi bir 7 basit sistemi ihtiva
eder. Bu basit sistemi 7={p, p,...,p,} ile gosterelim.® nin her elemani 7 nin
elemanlarinin lineer birlesimi olarak yazilir. Bu yazilista katsayilar ya tamamen

pozitif ya da tamamen negatiftir. Elbette, 7 basit sistemine gore,

q>+={a:0{=i/1ipi,/1iZO} ,

i=1



34

N ={a':a=Zn:/1ipi,/l,. <0}
i=l

diyebiliriz.

Simdi bir 6rnek ile durumu aciklamak istiyoruz.

L, izi sifir olan tiim (n+1) x (n+1) matrislerinin bir Lie cebiri olsun. Gosterebiliriz
ki, L deki diagonal matrisler bir H Cartan alt cebiri olustururlar. Ayrica

L=H® Z(Ceij bir Cartan parc¢alanmasidir. h =diag(A,,A,,...,A,) dersek

i#j
[hel.jjz(/li—/ij)el.j ve boylece Ce, alt uzaymna karsilik gelen kok h— 4 -4,

olarak tammlanan H dan C igine tamimli bir doniisiimdiir. O halde, p, p,...,p,

kokleri
pih— A -4
P> :h%ﬂl_ﬂz
p,ch—>A4_ -4,

seklinde tanimlansin.

O zaman, 7={p, p,..,p,} dir ve diger koklerde i<j i¢in =E(p,, +..+p;)
bicimindedir. O halde, bu Lie cebirinin pozitif kokleri biri digerini izleyen basit
koklerin toplamudir.

Simdi, bir Lie cebirinin Dynkin diagramin1 tanimlamak istiyoruz.

p;» p; bir basit L Lie cebirinin farkli basit kokleri olsun ve bu iki kok

arasindaki ag1 6, olsun. —p,+ p, bir kok olmadigindan onun boyunca koklerin

(r,s)

2

p; zincirinin ilk iyesi p; dir. 2 =p—q bagintisim kullanarak ve p=0

olduguna dikkat edersek, (p;, p;) <0 oldugu goriilir. Boylece iki farkli kok
arasindaki ac1 genis agidir. Gercekten,

(PisP;)

—1< Cos6.. = ‘SO

=
”pi”'HPi‘
oldugundan 6, 290" dir.

Bu 6, acgisiin degerleri i¢in yalmizca birkag ihtimal vardir. Ciinki,
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2<pi,p,-> . 2<p,~,pi>
(Pis P (p;»p;)
degerlerinin her ikisi de tamsayidir ve
S $Pep) o (PpP) _, (pp;)
(PP pjsp;y (PP IP;sP;)

= 4C0520ij

ifadesi de bir tamsayidir.
O halde, 0<Cos’6, <1 oldugundan 0<4Cos’8; <4 olup, 4Cos’6,=0,1,2,3,4

dir. Fakat 6, genis a¢1 oldugundan 0”:%,2?”,?%,%[,75 dir. p,,p; basit kok

oldugundan lineer bagimsizdirlar ve bu yiizden 6, =7 olamaz. O halde

g T 27 37 5
3 4 6

i

dir.

(SRR

Simdi n; =4Cos°6, ile n; tamsayisim tamimlayalim. Boylece, i# j ise

n; =0,1,2,3 dir. n; ifadesi,

:2<p,~,p,->.2 (p;>p;)
(p»p;) (p;>»pP;)

ij
seklinde pozitif olmayan iki tamsaymin carpimi olarak yazilabilir. Simdi n;

nin bu yazilis1 ile ortaya c¢ikabilecek biitiin farkli durumlar1 gozoniine alalim.

® Eger n;=1 ise 1=(-1).(-1) olmak zorundadir. Boylece, (p,,p,)=(p,,p;)
dir ve p, ile p; aym uzunluga sahiptir.

® Eger n;=2 ise 2=(-1).(-2) olmak zorundadir. Bdylece, p,p; den
biri digerinden V2 defa daha uzundur.

® Eger n;=3 ise 3=(-1.(-3) olmak zorundadir. Boylece, p,p, den
biri digerinden V3 defa daha uzundur.

® Eger n;=0 1ise p, ile p; nin vzunluklann arasindaki iliski hakkinda hig

bir bilgi elde edemeyiz.
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p; boyunca koklerin p,- zincirinin uzunlugu 1,2,3 veya 4 olmaldir. Ciinkii, p, g
tamsayilari, daha Onceki gibi p, boyunca koklerin p,- zinciri tarafindan tanimli

olmak iizere,
Jvop)
(Pis i)
ifadesi ig¢in,
(pisp;)
(pis i)

2

=0,-1,-2 veya -3

dir. Ustelik, p; boyunca, p,, p;-zinciri olarak bagladigindan p=0 dir.
Boylece, ¢<3 dirve buradan p;, boyunca p,-zinciri en fazla dort kok

ihtiva eder.
Ayni tartisma, herhangi bir r— zincirinin de en fazla dort koke sahip olacagim

gosterir. Ciinkii, herhangi bir r — zincirinde ilk kok s olursa, bu taktirde,

(r,s)
(r,r)

almak zorundadir. Oyleyse p=0 oldugundan g <3 dir ve bdylece r—zinciri en

2 = p—gq olup, Onceki gibi, bu ifade de 0,-1,-2,-3 degerlerinden birini

fazla 4 koke sahiptir [2]

Simdi bir L Lie cebirinin Dynkin diagramim tanimlayalim.

Tamm 5.5. Bir L Lie cebirinin Dynkin diagrami, n tane diiglimden meydana gelen

bir grafiktir. Bu grafikte her bir diigiim bir p, basit kokiine karsilik gelir; ayrica

i. digiim j. digume n; kuvvetinde bir bag ile baghdir.

Simdi, O6rnek olarak, izi sifir olan biitiin (n+1)x(n+1) tipindeki matrislerin Lie
cebirini  gozoniine alalim. Bu Lie cebirinde biitin p, p, ..., p, basit kokleri aym

uzunluga sahiptir. Ayrica ardistk olmayan basit kokler biri digerine ortogonal
o . 2
olurken, ardisik p, p,,, kokleri arasindaki agi 3 dir.

Boylece bu cebirin Dynkin diagrami
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olacaktir.

Simdi Cartan ve Killing’ in klasik sonuglarin1 kullanarak basit Lie cebirlerinin
miimkiin olan biitin Dynkin diagramlarin1 listelemek istiyoruz. Gosterilebilir ki,
bir basit Lie cebirinin Dynkin diagrami bir baglantili grafik olmak zorundadir.
Ustelik, basit Lie cebirlerinin Dynkin diagramlar1 olan baglantili grafikler asagidaki

listeden birisine karsilik gelir [1,2,4,5,12,14]:

Am=1) o= o0
B,(n22)| o —, o T—
C,(n>3)|"

o—C0— <
D (n=24) :
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o i o o O O
E, 1

o 3 {2 2 ) 3 @]
E, 1

Genel olarak, diagramlar yukarida gosterildigi gibi isimlendirilir. Ornegin D,

diagramindaki » indisi grafikteki diiglim sayisim1 bir baska deyisle diagramin
rankin1  gosterir.

Yukaridaki listedeki ikinci tip diagrama iki farkli isim verilmesinin sebebi, bu
Dynkin diagram izomorflar i¢cinde her zaman basit bir Lie cebiri belirtmez.
Simdi Dynkin diagrami  bilgisinden basit kokler tarafindan  bicimlendirilen

konfiglirasyonun yeniden elde edilmesi problemini gozoniine alalim:

p] pz pn—l pn

diagraminda p,, p,,..., p,_, basit koklerinin hepsi ayni uzunluga sahiptir, fakat p,

kokii digerlerinden ya V2 kat daha uzun ya da J2 kat daha kisadir. Eger p,

kisa ise, basit kok sistemi B, tipine sahiptir. Aksine, eger p, uzun ise, basit kok
sistemi C, tipine sahiptir denir. Eger n=2 ise bu taktirde diigimleri uygun olarak
numaralayarak B, ve C, nin ikisinden birini elde edebilecegimiz i¢in B, ve C,
arasinda bir fark yoktur. Yine G, ve F, tipinde diagramlar simetrik oldugundan, G,
ve F, tipinde sadece birer basit kok sistemi vardir. Tiim geri kalan durumlarda Dynkin

diagram1 sadece tekli baglar ihtiva eder, boylece tiim basit kokler ayni uzunluga
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sahiptir ve basit kokler tarafindan bicimlendirilen konfigiirasyon diagram tarafindan
bir tek sekilde belirlenir.
Simdi, basit koklerin goreli uzunluklar1 ve aralarindaki agilardan faydalanarak (basit
koklerin lineer kombinasyonlar1 olarak) koklerin komple sistemini yeniden elde etmek
miimkiindiir. Ciinkii, bir kok sisteme ait konfigiirasyon basit kokler tarafindan
belirlenir, ayrica re 7 olmak lizere w_ basit yansimalar1 W Weyl grubunu iirettiginden
Weyl grubu artik biliniyor demektir. Diger taraftan her ave & kokiinii
a,,...a,, fe r uygun basit kokler olmak iizere A=W, .. W, (f) seklinde yazmak
miimkiindiir, yani ®=W(x)r seklinde & kok sistemi ifade edilebildiginden bir
komple kok sistemi belirlenmis olur.
Az once, C kompleks sayilar cismi {iizerinde tanimlanan her basit Lie cebirinin
bir kok sistem belirledigini gordiik. Simdi hangi kok sistemlerin basit Lie cebirlerinden
dogdugu meselesini incelemek istiyoruz.
Ik olarak bir & kok sisteminin ayristirilamazhign kavramindan soz ederek ise
baslayallm. ®, ve ®,, Vre ® , Vse ®, icin (r,s) =0 olacak sekilde biri digerinin
timleyeni olan bogtan farkli @ nin iki alt climlesi olmak iizere, eger ® kok sistemi
P =P ud, seklinde yazilamiyor ise bu taktirde ® kok sistemine ayristirilamaz
denir.
Ikinci olarak verilen iki kok sistemin denkligini tamimlamak istiyoruz. ®, ve ®,
verilen iki kok sistem olsun. r,se ®,; A, r ve s koklerinden bagimsiz pozitif
bir reel say1 olmak iizere, eger,

(a(r), 0(s)) = Kr.s)
olacak sekilde birebir ve Orten bir «:®, — P, doniisiimii mevcut ise bu taktirde
®, ve ®, kok sistemi denktir denir ve P, =P, seklinde gosterilir.

Bir basit Lie cebirinin Dynkin diagrami baglantili oldugundan, basit bir Lie cebiri

tarafindan belirlenen bir kok sistem ayristirllamazdir.

Asagida Varlik Teoremi olarak adlandirilan iddia, ayristirilamaz bir kok sisteme

basit bir Lie cebirinin karsilik geldigini sOyler; yani,
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Teorem 5.6. (Varlik Teoremi). ® ayristirilamaz bir kok sistem olsun. Bu taktirde

® ye denk bir kok sisteme sahip C cismi iizerinde basit bir Lie cebiri vardir [17].

Burada ozetledigimiz kavramlar1 kullanan Varlik Teoreminin bir ispati Tits’in
calismasinda [17] bulunabilir.

Simdi denk kok sistemlere sahip iki basit Lie cebiri arasindaki iligkiyi gézoniine
almak istiyoruz.

Ik olarak bir Cartan parcalanmasinda kok uzaylarin carpimu ile ilgili bazi 6zellikleri

tanimlayalim: Simdi,

L=H®) L

re®

L nin bir Cartan parcalanmasi olsun. Boylece , herhangi bir r,se ® kok cifti
icin su ozelliklere sahibiz:

a)Eger r+se® ise, [LL]|=L,, dir.
b)Eger r+se® ve r+s#0 ise, [LL]=0 du.
c) [LrL_r]zCrz(r>={zr:ze C} dur.

d) [HL]=L, dir.

(c) ozelliginde re H olarak yorumlanir. Bunun yerine ¢ogunlukla

_2r
CoAnr)
ifadesiyle tanimh r nin bir skaler kati olan /s yi almak daha uygundur.
[hr’ev] = 2<r,s> ev = rvev
oy

oldugundan agiktir ki adh, , e, yi e, in bir tam katina doniistiiriir. Yine
yukaridaki (c) dzelliginden dolay, her bir O#e, € L, igin, [e,,e_, ]=h olacak sekilde

bir e € L elemam bulabiliriz.

Simdi basit Lie cebirleri i¢in izomorfizm teoremini ifade edebiliriz.

Teorem.5.7. (izomorfizm Teoremi). L ve L ; aymi n boyutlu H, H' Cartan alt

cebirlerine sahip, C cismi iizerinde tamumliiki basit Lie cebiri olsun. L ve L
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basit cebirleri igin basit sistemler sirastyla {p,,p,,...p,} ve {p,\p,"...p,"} ve
ayrica

_2<Pi,Pj> ’ Aij,:2<pi ',Pj'> hp_: 2pl
(p;p " " Ap, D)

i

(Pi D)

olsun. Bununla birlikte ,
Lenes =ty

olacak sekilde e, € Lpi ve e_, € L_pi elemanlart secilsin. Benzer sekilde L cebirinde

h, , e, ve e, elemanlar tammlansn.

Ayrica her i, j igin, A;=A;" oldugunu kabul edelim. Bu sartlar altinda

oh,)=h,.
0(617; ) = el’f'
H(e—Pi) = e—l’f'

olacak sekilde bir tek @:L— L' izomorfizmi vardir. Ozel olarak, denk kiok
sistemlere sahip C cismi iizerinde tamimli herhangi iki basit Lie cebiri
izomorfiktir. Yani L ve L sirasiyla ® ve ®' kok sistemlerine sahip ve ®=®'

ise L=L" dir [16].

[zomorfizm Teoreminin bir ispati1 Jacobson’in ¢calismasinda [16] bulunabilir.

C Kkompleks sayilar cismi iizerinde tanimlanan basit Lie cebirlerinin bir tasviri
asagida verilen standart listede sergilenmistir.
Burada her bir basit Lie cebiri i¢in; boyut, rank, pozitif koklerin sayis1 N,

Weyl grubun mertebesi ve Dynkin diagrami verilmektedir.
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L boyL rankL N (W Dynkin diagrami
A,(nz1) n(n+2) n —n(n+1) (n+1)! O—C— — 0
B,(n22) n(2n+1) n n’ 2 O —— Ty
C,(n23)  n(2n+l) n n> 2" O — T
D (nz4) n(2n-1) n n(n-1) 2" ! R —(2
G, 14 2 6 12 =
F, 52 4 24 273 D
E, 78 6 36 27.3'5 O—O—g—O—O

E, 133 7 63 21°3%5.7 G_H_(g—o_o
E, 248 8 120 213°5%7 O_mgﬁ

Simdi ayristirilamaz kok sistemlerin bir tasvirini vermek istiyoruz. Ik olarak

ranklar1 1 ve 2 olan A,A,,B,,G, tipindeki kok sistemleri tasvir ederek ise

baslayalim. Bu kok sistemleri tasvir eden asagidaki konfigiirasyonlarda kokler basit

koklerin bir lineer birlesimi olarak ifade edilmektedir:
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-a
b a+b
-a
-a-b -b
b a+b Za+b
e a

-2a-b -a-b -b
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Ja+Zb

Sa+b

-3a-2b

Yiiksek rankli kok sistemleri tamimlamak icin, kokleri iceren vektdr uzaymin bir

ortonormal bazim1 kullanmak uygun olacaktir [1, 2,4,5, 6,12,14]:

(i) A, Tipi. n+1 boyutlu bir Euclid uzayinin ortonormal bir baz1 {¢,,e¢,,....e, } ve V,

Z/ll =0 olacak sekilde Z/liei vektorlerinin belirledigi bir alt uzay olsun. Yani

i=0 i=0

V altuzayr V= (Z Ae, : Z/ll =0 ) olarak tanimlansin.

i=0 i=0

Bu taktirde, V deki asagidaki vektorler A tipinin bir basit sistemini olusturur:

g, —e g —e g_ —¢ g —g

o—O— - —C—0C

Yukarida basit sistemle birlikte A, tipindeki kok sistem

@, ={e,—e,: i#j, i,j=01..n}

dir.

(ii) B, Tipi. V Euclid uzaymnin ortonormal bir bazi {e,e,,...,e, } olsun. Asagidaki

vektorler B, tipinin bir basit sistemini meydana getirir:
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Yukarida basit sistemle birlikte B, tipindeki kok sistem

P, =

n

te,fe, : i# ], i,j=12,...,n
te:i=12,..,n

ile verilir.

(iii) C, Tipi. V Euclid uzayinin ortonormal bir baz1 {e,e,,...,e, } olsun. V deki

asagidaki vektorler C, tipinde bir basit sistemdir:

Bu basit sistemle birlikte C, tipindeki kok sistem

® ieiiej:i;tj,i,jzl,Z,...,n
|2 :i=1,2,.0n

olur.

(iv) D, Tipi. V Euclid uzay: i¢in ortonormal bir baz { e, e,,...,e, } olsun. Bu taktirde

V deki asagidaki vektorler D, tipinin bir basit sistemini teskil eder:

Bu basit sistemle birlikte D, tipindeki kok sistem
<I>D” :{-_i-el.iej: i # ], i,j=1,2,.,_,n}

olacaktir.

(v) G,Tipi . Bu tipi az Once konfigiirasyon olarak tanimladik.
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(vi) F, Tipi. V Euclid uzaymin ortonormal bir baz1 {e,e,,e;,¢,} olsun. V deki

asagidaki vektorler F, tipinde bir basit sistemi temsil eder:

1
g —a g, —¢ g 5{—3 —g.—g.+e,)

Oo— 2 Oo—D0

Bu taktirde F, tipindeki kok sistem

te te,:i#j,i,j=1,2,34
@ = iei: i:1,2,3’4

£y

1

E(i‘e1 te,te,te,)
olur.

(vii) Simdi E, tipindeki kok sistemi tanimlamak daha uygun olacaktir. Ciinkii E,, E,
sistemleri E; in alt sistemleri olarak daha kolay elde edilebilir. O halde,

V' Euclid uzaymnin ortonormal bir baz1 {e,e,,e;,¢,,¢5,¢.,¢,,¢ } olsun. V deki

asagidaki vektorler E; tipinin bir basit sistemini olusturur:

s,

g-e e —e e.—¢, @8,-& e —e g +e. 2T

o L & O ’I £ 2
e -

Bu basit sistem vasitasiyla elde edilen E; tipindeki kok sistem

te,te i+ j,i,j=1,2,3,4,5,6,7,8
P, =113 8
=Y ge e =xL] e =1
22 i i H 1

i=1 i=1

dir.

(viii) e, (i=1,2,...,8) vektorleri (vii) deki gibi olsun. Bu taktirde, E, tipindeki bir

basit sistem
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1";_'3
g.— g g, —g, g8, -e g g, +e 2=
O G . £ &

diagramu ile verilir.

Bu vektorler A =4, sartim saglayan

i=1

vektorlerinin iirettigi alt uzaya aittir. Boylece bu basit sistemin iirettigi E, tipindeki

kok sistem

te ke :i# j, i,j=2,3,4,56,7

(e +¢)
8

1 8
CI3E7 - Ezgiei: g=2x1 g=5=1, IIgi =1
i=1 i=l

g =1

1 8 8
——Y e =%, £ =¢=1[]¢
=1

i=1

l

ile verilir.

(ix) Yine e, (i=1,2,...,8) vektorleri (vii) deki gibi olsun. Bu taktirde E, tipindeki

bir basit sisteme

1\;—.3
g,—8, a,-¢ e e, +e, I
O O < D

elemanlarinin dogurdugu 6-boyutlu bir alt uzayda yatar. Bu verilen basit sisteme

karsilik gelen E, tipindeki kok sistem
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te te;:i#j,i,j=3,4,56,7

1$ :
Dy, = E;ﬂeﬁ g =%l & =¢=¢6=1, Hg,:l

i
i=1

1 8
—EZSiei: =11, g=¢6=¢=1[]e =1
i=1 i

8
i=1

dir.

Son soz olarak, diyebiliriz ki yukarida tasviri verilen her bir kok sisteme bir

Weyl grubu karsilik gelmektedir. Yani bir & kok sistemine
W =W(®)=(w, : re ®) olarak tanimlanan bir Weyl grubu karsilik gelir.
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