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PRECAUCHY UZAYLARIN KATEGORISI
Emine KILIC

Erciyes Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii
Yuksek Lisans Tezi, Ocak 2009
Tez Dansmani: Yrd. Dog. Dr. Muammer KULA

OZET

Bu calsmanin amaci, Precauchy uzayinin tanimini, Precauehy: ile ilgili temel
kavramlari, Precauchy uzayinin yapisini incelemel®aha sonra Precauchy uzayi
kategorisinin (sabit yakinsak stizge¢ uzay! kategohir topolojik kategori oldgunu
gostermek, topolojik kategoriler icin gecerli oleamel 6zellikleri bu kategori icinde
incelemek ve sabit yakinsak slizge¢ uzayl kategagisi ayirma aksiyomlarindan

bazilarini incelemektir.

Bu tez dort bolimden ojmaktadir.

Birinci bolimde, kisaca Precauchy uzayin tarih¢esrinde durulmg olup, literattr
taramasi mahiyetindedir.

Ikinci bolimde, amaca yonelik kategori, fanktor,diggik fanktor, diskre ve indiskre
objeler, stizgecler ve topolojik kategori gibi tertasdimlara ve bunlarla ilgili teoremlere

yer verilmitir.

Uglinct bolimde, Precauchy uzayi taninm, ved, yapilarinin tanimlari ve ilgili

kavramlari, Precauchy Uzay Kategorisi, ilk objesin objesi, topolojik fanktor olgu,

diskre ve indiskre yapilari karakterize edildi. &g T, q-T, T, ve ¢ T tanimlar ve

ilgili kavramlar verildi.

Dorduncu bélimde, Sabit Yakinsak Suzgec¢ Uzayi Katsigverildi ve p noktasinda

To, T, ve T ayriima aksiyomlari karakterize edildi.

Anahtar Kelimeler: Precauchy Uzayi, Sabit Yakinsak Sizge¢ Uzaylarci@a&urekli

DonGsuma.
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ABSTRACT

The purpose of this study is to examine the deédimitof precauchy space, the basic
concepts related to precauchy space and the streiaifi precauchy space.
We also show that the category of precauchy sptee dategory of constant filter
space) is a topological category and to focus am rttain features valid for this
topological category and to examine some of sejp@rabxsioms for constant

convergent filter space category.
This thesis consists of four chapters.
In the first chapter, the historical developmenihe precauchy space is given.

In the second chapter, the basic definitions amatee theorems such as a category
related to the aim, fanctor, topological fanctagcde and indiscre objects, filters and
topological category were studied.

In the third chapter, the definition of precaucpgaee, p. and g, structures and related

concepts, the category of precauchy space, thedinect, the last object, discre and

indiscre objects are characterised. In additign,g— T, T, andg- T, definitions and

the related concepts are explained.

In the fourth chapter, the category of constatgifitonvergent spaces is studied and the

separation axiomsTo, T,and T, at a point p in this topological category are

characterized.

Keywords: Precauchy Space, Constant Fitler Convergent Sp&eaeshy Continuous

Transformation.



ICINDEKILER
KABUL VE ONAY ..ottt eeee e,
TESEKKUR ..ottt
(74 = LR
ABSTRACT .ottt eeee et n e
KISALTMALAR VE SIMGELER .....ccoovoveieieeeeeeeeee e

1. BOLUM

2. BOLUM
TEMEL TANIMLAR VE TEOREMLER

P T (G- 1 (=T o [0 ] PP PTRRPIN
2.2.FANKIOT .ot
2.3. TOPOIOjiK FaNKLOX ......oiiiiiieeeeiiii s
2.4. Diskre vendiskre Yapilar ...........ccccovveeeeeieinesieeeee e
2.5, SUZGECIET ..o
2.6. Topolojik Kategori OreKIeri ............omeeeeeeeeiieeeeeaeenn,

3. BOLUM
PRECAUCHY UZAY

3.1. Precauchy Uzayin Tanimi.........cooeviieeceeniieeeeieiiiiiinnnn
3.2. Bglangic (Initial) Precauchy YapISI............ummmneeeeeeeeeene.

4. BOLUM
SABT YAKINSAK SUZGEC UZAY| KATEGORISI

4.1. ConFCO nun Topolojik KategoriSi w . .eeeeeeerererrnninannnnn.
4.2. Noktada Ayrilma AKSIyOmMIar .....ccceeeevevviiieeeiiiiiiiiiinnenn.
KAYNAKLAR .ottt
(@4 €] ={011Y 1R

................ 43.



Vi

KISALTMALAR VE S IMGELER

SET Cumleler Kategorisi
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F,9 Suzgecler
F(X) X Uzerindeki tim siizgeclerin cimlesi

[X] Tek nokta{ x} cumlesi tarafindan Uretilen stizgec

F~, G A0 FX) bir alt cuimlesi,7,GOF(X) iki siizge¢ olmak tizerezer sonlu

sayidaH,, H,,..., H,

n

suzgegcleri icinF L #,, #H,0 H, ... H,U G varsaF ve

g'ye A-linked (b&li) denir. 7 ~, G ile gosterilir. Agikca *-," 7' da bir denklik

bagintisidir.

Pe FO%- x = F~_ [X]

Oc FOfl-x < Fn[x]OC

T X,C)dir = [x] ~.[ylOx=y

T, X,C)T, dir « F~_[x] ,F~.[y] Ox=y



1. BOLUM

GIRIS

Bu bolimde kisaca problemin tarihcesi Uzerinde lduug olup, literattir taramasi

mahiyetindedir.

“Cauchy” terimi Fransiz matematik¢i Augustin Cayam isminden ortaya ¢cikmasina
kargin, yaygin olarak kucuk harfle dayan sekliyle kullanila gelmgtir. Cauchy isim
olarak, reel analizdeki cauchy dizileri kavramdayanmaktadir. Stizgeclerin varolmasi
ve dizgln uzaylarin ortaya c¢ikmasi neticesindecloawsiizgecleri topolojik teoride
cauchy dizilerine genelarilmistir. Yakinsak teoride ise, cauchy yakinsaklik anfaa
kullaniimistir. Weil [1] su ifadeyi ispatladi: Duzgin uzay icerisindeki biizgeg
“cauchy” dir ancak ve ancak dizgin uzay tamlanggsisinde bir nokta mevcuttur oyle
ki sizgec¢ bu noktaya yakinsaktir. Kowalsky [2] daustizgeci kavramini temel kavram
olarak kullanarak nerdeyse ayni neticeyesmlgtir. Cook ve Fischer [3] Un dizgin
yakinsak uzaylar ortaya koymasi ve boyle uzaylarisinde cauchy uzayinin tanimini
vermesi cauchy uzaylarinin ortaya cikmasirglasaistir. Ancak cauchy uzaylarinin
aksiyomatik tanimi 1968 tarihinde Keller [4] tarafan yapilmgtir. Daha sonra cauchy
uzaylar c¢eitli uzaylarin tamlamalarini ofturmada yaygin olarak kullanilan bir arac
olmustur. Reed [5] cauchy uzaylar tamlamalarinin bim tainifini geltirmistir.
Cauchy uzaylari dizgun uzaylar gibi kompatifikasyw@ntamlama igin kullaniingtir.
Bu arada tamlik ve diizgin sireklilik gibi kavramianimlanmgtir ki, bunlar topolojik

ve yakinsak uzaylarda mumkungddi.

Keller'in cauchy yapisindaki ilk iki aksiyomu @ayan X Uzerindeki suzgeclerin C
cumlesine X Uzerinde precauchy yapi denir. Precayelpinin ortaya ¢cikmasi cauchy
uzay! kadar dgal gorulmektedir. Gergekte sirasiyla Bentley, Hehnrlve Colebunders

[6] precauchy uzaylari kategorisini ve onlaringdlodénigtimlerinin siizge¢cmerotopic



uzaylarin FIL kategorisine gore isomorphic gidau gosternglerdir ki , bu ilk olarak
1965 yilinda Katetov [7] tarafindan dile getiriktii.

Matematik bilim dalinin farkl bragarindaki ayrgma (farklilggma) ve uzmankmanin
(specialization) artmasi matematikgileri, bu coludaki farklh braglarin ortak bir alan
Uzerinde dginmelerini zorunlu kilngtir. iste kategori teorisi bu ortak alanlardan bir
tanesidir ki, farkli alanlardaki agmrmacilarin daha kolay bir ilgim kurmalari icin
ortak bir dil sglamaktadir. Genel topoloji matemgtin cebir, analiz, fonksiyonel
analiz, olasilik teorisi, lattice teorisi gibi pekok teoride uygulamalara sahip
oldugundan, topologlar topolojik fikirleri (ideas) katy diline c¢evirmeyi tercih
ederler.

Precauchy uzaylari cauchy uzaylarin bir gergilemesidir. Precauchy uzaylarin
kategorisi stizgecmeretopik (filtermeratopic spaces)ylarin kategorisine izomorfiktir.
Ayni zamanda cauchy uzaylarin kategorisi precauddaylarin kategorisinin yun alt
kategorisidir. Buradan precauchy uzaylari cauclaylaz1 kadar dgal ve 6nemlidir.

Bu calsmanin amaci, ilerideki topolojik ve kategorik giranalarina temel tgil eden
precauchy uzaylarini incelemektir.

(X,C) precauchy uzayi, Keller [4] tarafindan 1968ingla verilen cauchy uzayi
taniminin ilk iki sartini sglar. Dolayisiyla cauchy uzayi precauchy uzayinial dur
halidir.

Precauchy uzayinin tanimini, Precauchy uzayilgié temel kavramlari, Precauchy
uzayinin yapisini [8,9] kaynaklarindan incelemekiaha sonra Precauchy uzayi
kategorisinin (sabit yakinsak stizgec uzay! katsgohir topolojik fanktor (kategori)
oldugunu goéstermek, topolojik kategoriler icin gecethrotemel 6zellikleri bu kategori
icinde incelemek ve sabit yakinsak slizgec uzaytedgcmisi icin ayirma

aksiyomlarindan bazilarini [10,11] kaynaklarindacelemektir.



2. BOLUM

TEMEL TANIMLAR VE TEOREMLER

Bu bélimde daha sonraki bolumlerde kullanilacak @anel tanimlar ve bunlarla ilgili

bazi teoremler ifade edildi.

2.1. Kategori

Tanim 2.1.1.U bir sinif olsun.l/ daki tim nesnelerin (objelerin) sinifi, herhangi ik

nesne arasindaki ddégiimlerin (morfizimlerin) cimlesi ve verilen iki dégiim icin

bunlarin bilgkesi verilsin. Bu bilgke ayni zamandasagidaki sartlari sglarsa U ya bir
Kategori denir.
1.U da ki her A nesnesiicirl, : A - A birim dongumu vardir 6yle ki herf : A - B
dongumduicin f o1, =f veherg:B - A dongumiigin 1,og=9g olmaldir.
2. f:A- B, g:B-C, h:C- D olmak Uzere bilgke “o” iglemi birlesme
ozelligine sahip olmalidir. Yaniho(go f)=(hog)o f saglanmalidir.
U da ki tim nesnelerin (objelerin) sinifi kisadb( L) (veyaQx ) seklinde, herhangi
iki nesne arasindaki dogiimlerin (morfizimlerin) cuimlesi;
U(A B)=Hom( AB={f| f:A- Bdonisim } seklinde verilen iki
donGumun bilgkesi de

o: U (AB)x U (B,.C)- u(AC)

(f.g)- o (f.g)=g-f

seklinde gosterilebilir.



f :(X,r) - (Y,c ) surekli fonksiyonlar ve bilgede fonksiyonlarin bikkesi olsun.

U nun kategori oldgunu gosterelim.

1. (X,r) - (X,r) olacaksekilde 1, : X - X birim fonksiyonu vardir ve bu birim
fonksiyonu sireklidir. Ayrica her f :(X,7) - (Y,c) icin fol =f ve her
f:(Y,c)- (X,7) icin 1, og=g dir.

2. f:(X,7)- (v,c), g:(v,c)- (z.¢) ve h:(z,¢)- W,.) olmak iizere
f,g,h  fonksiyonlar sirekli olduklarindan bunlarin kkeleri olan ho(go f) |
(ho g)o f de surekli ve gttirler.

Dolayisiylal{ bir kategoridir. Bu kategoriye butiiopolojik uzaylarin kategorisienir
ve U =TOP seklinde gdsterilir.

Ornek 2.1.3. U nun objeleriA B,C,... cumleleri, dongimleri fonksiyonlar ve bilgke

islemi olarak da fonksiyonlarin bikesini alalim.

U nun kategori oldgunu gosterelim.

1. Her A cimlesiicin 1,: A - A birim fonksiyonu vardir. Ayrica hef : A - B
fonksiyonuicin 1,of =f ve her g:B - A fonksiyonu icin go1, =g dir.
2.f:A- B, g:B- C, h:C- D olmak uzere fonksiyonlarda
ho(go f)=(hog)o f birlesme 6zellgi saslanir.

Dolayisiyla i/ bir kategoridir. Bu kategoriye butinumlelerin kategorisidenir ve
U =SET seklinde gosterilir.

Tanim 2.1.4. U bir kategori veT , U nun bir objesi olsun. g&r &/ nun herhangi bir

objesi A olmak UzereUd (A, T)={ f| f:A - T donum } tek elemanli isel' yeld
nunson (terminal) objesilenir [12].

Tanim 2.1.5. U bir kategori vei , U4 nun bir objesi olsun . g&r/ nun herhangi bir A
objesi icinid (: ,A)={ f| f:i -~ A don&um } tek elemanli ise ye U/ nunilk (initial)

objesidenir [12].



Tanim 2.1.6.U bir kategori vez , U nun bir objesi olsun . ger Z, & nun hem ilk hem
de son objesi isg yel nunsifir (zero ) objesi denir [12].
Ornek 2.1.7.U = SET olsunZ/ nun varsa ilk, son ve sifir objelerini bulalim=0 ilk

objedir ; ¢clnkd

Herhangi bir A objesi icine/ (O, A) :{ flf:0 - Afonksiyor} ={bos fonksiyoh tek

elemanli cimledir.

T={x} tek elemanli cimle, son objedir ; ¢iinkii
UA {X) = { f‘f A S {x}fonksiyon} ={sabit fonksiyon} tek elemanli cimledir.

Sifir objesiyoktur ; cinklii=g # { x} =T dir.
2.2. Fanktor

Tanim 2.2.1.U vel' iki kategori olsun. Ber/ da ki her A nesnesi i(;inF(A),

U' nin nesnesi vé/ nin herf: A- B doéngimi igin F(f):F(A)- F(B),

U' nin bir dongimi oluyorsa ve;
1. F(L4)=1, (Her ADOb(U) icin)

2. F(ge f)=F(g)-F(f)
sartlari s@laniyorsa F: U4 - U' yelddanl/' ne bir fanktor denir [12].

Ormek 2.2.2.U :TOP - SET, U (X, )= X seklinde tanimlanaJ nun bir fanktor
oldugunu gosterelim.

U:TOP - SETde U(X,u)=X ve f:(X,u)-(Y,0) icinU(f)=f:X-Y
olarak tanimlansin. Bu taktirde kolayca goraltrWi bir fanktordur.

) U (I = Ty =

b) U(go f) yineU(g): g ve U(f): f oIdukIarlndanU(g)oU(f): go f tir.

DolayisiylaU bir fanktordur. Bu fanktorainutkan (forgetful) fanktadenir.



Tanim 2.2.3. F: U - U' fanktor olsun.

1. Her A/BOODbE/) ve her f:F(A)— F(B) icin en az bir g:A- B ye
F(g):f olacaksekilde bir dong§umu varsaF ye dolgun (full) fanktordenir.
2.EgerherABO Ob{) ve f,g:A - B donisimleriigin F(f)=F(g) oldugunda
f =g ise F ye duzenli (faithful) fanktodenir.

3. F ye amnestik denir ancak ve ancakf:A - A izomorfizmi igin e&er
F(f)=1d =1, isef=Id,=1, olmaldir.

4. F hemduzenli fanktor hem deamnestikiseF ye belirli (concrete) fanktor denir

[12].

Ornek 2.2.4. U : SET - TOP doniumi dolgun( full) fanktor, dizenli (faitfull),

amnestik ve belirli ( concrete) dir.

X > UX)=(X,P(X))
f uf)=f
surekli

Y > U(Y)=(Y.P(Y))

i) OX, Y OSET vellh: U(X) -U(Y) icin en az bir g: X-YdonGumi var ve U(g)
=h ise U ye dolgun (full) fanktor denir.

g: X=Yise U(g) : U(X) -U(Y) olur. U(g) = h oldgundan U dolgun (full) fanktor dur.

i) OX,Y OSET olmak tizere f, g: XY donGgumleriicin  U(f) = U(g) oldgunda f

=g ise U * ya duzenli (faitfull) denir.
U(H)=f, U(g) =g olmak tzere U(g) =U(f) ise f=gdalgundan duzenli (faitfull) dir.

iii) U amnestiktir ancak ve ancak f:-AA igin U(f) = 1, , ve f izomorfizm ise £1,

olmalidir.
f: A-A 1: 1 fonksiyon ve U(f) = U(A)=(A,P(A))U(A) = (A,P(A)) surekli ve



U(f) = L apny) =1y dir. Buradan f: A-A ya f=1, birim fonksiyondur.

i) U dontsimi hem duzenli, hemde amnestik @dndan belirli (concrete) fanktor

dur.

Tanim 2.2.5.U/ veld' iki kategori olsun.F: &/ - ' fanktoru diizenli, dolgun ve her

ALOb") igin en az bir BIOb@/) vardir dyleki F(B)OA oluyorsal/ ve U'

kategorilerine denktir denir [13].
2.3. Topolojik Fanktor

Topolojik uzay kavrami; yakinsak uzay, limit uzayornolojik uzay ve preorder
uzaylarini da icine alarak Herrlich [14], Kent [18)vVyler [16], Schwartz [17] ve
digerleri tarafindan topolojik kategori kavramina géséirilmistir. Topolojik kategori
degisik yollarla tanimlanmgtir. Ornesin, Herrlich [14] de belli kaynaklarin kangic
kaldirmalarinin (initial lift) varlgina dayanarak topolojik kategoriyi tanimligtm.
Wyler [16] de topolojik kategori tanimini tam lati kategorisindeki fanktora
dayandirarak tanimlagtir.

Tanim 2.3.1. ve L Kkategorileri verilsin. Eer U: K - L fanktoru aagidaki

sartlari s@liyorsaU ya topolojik fanktor yada K ya L kategorisi Uzerinde

topolojik kategoridenir.
1. U Dbelirli (concrete) olmalidir.

2. U kiigik demetlere sahiptir. Yani, hé8 0 Ob(L) igin U™(B) bir ciimledir.
BuradaU (B) ={ X TOb(K) | U(X)=B} seklinde tanimlanir veB zerindeki

demet olarak adlandirilir.

3.HerU - kayna! icin yani L ‘de g,:B - U(X;) ailesi icin‘da f : X - X

ailesi vardir oyle kiU { Fg dir ve ger U Y - X)=go k:U(Y)- B=
U(X) - U(X) ise bu taktirde k UY »U X 3B nin en az bir

k:Y - X kaldirmasi vardir, yaniU(k) =k dir ve fioI;:h dir. Bunu digramla

gosterelim.
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Bu sonsartin anlami, helJ - kayn& bir balangic kaldirmaya (initial lift) sahiptir.
Keyfi bir U - kaynaginin bglangi¢c kaldirmasinin vag, keyfi U -kawagl (U -sink)

icin bitis kaldirmasina (final lift) denktir (Bigi kaldirma, bglangi¢c kaldirmanin
dualidir) [14].

Tanim 2.3.2U: K - Z topolojik fanktorunda herZ0Ob(Z) sabiti icin U™(2)

tek bir yapiya sahipse bu takdirtle ya normallstiriimi s fanktor denir.
Burada son nesnenin alt nesneleri sabit olaraknddifir (Z sabittir ancak ve ancak

Z [11=son eleman olmalidir).

Teorem 2.3.3 f:(Au) - (A,4) strekli fonksiyonlar ailesi olsun.= 1, olmasi
icin gerek ve yetesart her (B,c ) topolojik uzayi ve hem, : (B,0) - (A, 4 ) srekli
fonksiyonlar icin ger g, = f, oh olacaksekilde en az birh:B - A fonksiyonu

varsa, h sureklidir [12].

Burada /4, f, ler tarafindan dgrulan topolojidir. Yani,S=(J { {*(H): HOy }

il
alt bazi tarafindan Uretilen topolojidir. Bumlmgrulan (induced) topolojidenir ve
M, ile gosterilir. Bu topoloji f, :(A,,u) - (A,/Ji) fonksiyonlarini strekli kilan en

kicuk topolojidir [12].

Teorem 2.3.4f :(A,4) - (Au) surekli fonksiyonlar olsunlay = 4” olmasi igin

gerek ve yetesart her (B,c ) topolojik uzayl ve herg, :(A,4) - (Bo) surekli



fonksiyonlari igin g, =ho f, ise h fonksiyonu da sureklidir. h( A—~ B bir

fonksiyon) [12].

Buraday”={ U O A | heriOl igin f*(U)Oy } A tzerinde bir topolojidir. Bu
topolojiye zayif (coinduced) topolojdenir. Bu topolojif, leri strekli kilan en
blyuk topolojidir [12].

Teorem 2.3.5.U : TOP - SET normallstirilmis topolojik fanktordur.

ispat: 1. U nun belirli oldgunu g(‘jsterelimf,g:(A,/,/)H(B,,u') surekli ki
fonksiyon ve U(f)=U(g) olsun. U:TOP - SET de U(X,u)=X ve

f:(X,u) - (Y,0) igin U(f)=f:X - Y olarak tanimlansin. Bdylecd unutkan
(forgetful) fanktor olur.

Bundan dolaylu(f):f ve U(g):g dir. Boylece f =g olur. DolayisiylaU
faithfuldur.

fo(Au)- (B,/J') strekli, U(f)=1, ve f homeomorfizm olsun.U(f)=f =1,

oldusundan A=B dir. Dolayisiyla  f:(A u) - (A,u') olur. Bu durumday = 4/
oldugunu gostermeliyiz.

f surekli oldgundan f'l(,u')D/J dur. fo f'l(/,l')D f(x) dan f'Of(u) olur.
f =1 olduundan 4/ O x dur.

g:(A,,u') - (Au) olsun. g sirekli oldgundan g (¥)0u  dur
gog™(4)O g(,u') den uO g(/./') olur. f*=g=1 idi. OyleysexO 4 olur.

Yani U amnestiktir.

O haldeU hem faithful, hem de amnestik ofgltndan, belirli (concrete)dir.

2.0 (A)={ (Ap) | U(Au)=A uOP(A) ve f:(Au)- (AL) streklive
U(f):lA:A— A} ise herAOb(SET) igin U *(A) nin bir ciimle oldgunu
gOsterecgiz.

U *(A), TOP un alt kategorisidir. Ote yandap={ x| u, A uzerinde bir topoloji}

olsun.g:U ’1(A) - @ alalim. H(A,,u) = seklinde tanimlanirsa kolayca gorultr ki
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6, bire bir ve ortendir.

Dolayistyla, U *(A) = @0 P?(A) dir, yani U *(A) bir cumledir.

3.Eser{ f:A-U(A,u)=A,i0l} SET de herhangi birU- kayna ve y,
uretilen (induced) topoloji olsun.

Teorem 2.3.3 denf, :(A 1)) - (A,4) verilen kayngin balangig kaldirmasidir.
Yine; { f:U(A,u4)=A -~ A iOl}, SET de herhangi bilU -kawag (U -sink)
ve u” zayif (coinduced) topoloji olsun.

Teorem 2.3.4 denf :(A,4) - (A,,UD) verilen kayngin bitis kaldirmasidir.

Dolayisiyla U :TOP - SET topolojik fanktordur.

Son olarakJ nun normallgtiriimi s olup olmadgina bakalim.

1={x} tek nokta ctimlesi son nesne gtdadan bunun alt nesneleri

z=0 ve Z={x} di.

U™O) =@ 40} veU™ ({x})=({x} .{ O .{x}}) dir.

Boylece tek nokta ve koclUmle Uzerinde sadece bir tek topoloji @dodan

U :TOP - SET normallestirilmi stir.
O halde U :TOP - SET normalletirilmis topolojik fanktordur.

2.4. Diskre Veindiskre Yapilar

Tanim 2.4.1.K ve K' birer kategori, F ve G dg dan¥k' ne iki fanktor olsunlar. ger
her A,BOOb(K ) ve her f: A - B donksimi icin aa: F(A)- G(A) X' de bir
donsim ve G(f)oa, =ag oF(f) oluyorsaa :F - Gya birdogal donistm (natural

transformation) denir. Buda gagidaki diyagramin désmeli olmasina karlik gelir.

I

K > K
Oa
A FA) —»  G(A)
( l &(0

B FB) —» (B
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OB
Yani G (f)oa, =a, oF(f) olmasidir.

Tanim 2.4.2.U ve A birer kategori, R ve L de fanktor olmak Uzerg;] zgﬂ
fonksiyonlari igin @agidaki sartlar sglanirsa L ye R nin sol adjointi veya R ye L nin

sg adjonti denir. L— Reklinde gosterilir. Byartlar;

(1) r:I - RoLvee:LoR - | dogal dénigumler olmaldir.

(2) L O~ LRL O™ - L de(eL)o(Ln) =1 ve
ROM - RLR O ~ Rve (Re)o(NR) =1 ssitlikleri saglanmalidir.

Tanim 2.4.3. 1) Uk~ XK' topolojik fanktoru bir D:X' %K sol adjointine sahiptir ki

bu sol adjointe diskre fanktoru denir. Yani K = D (K)) nesnesi,X da diskre nesne

olarak adlandirilir.

2) Uik -~ %' topolojik fanktoru bir D: k' -k sa adjointine sahiptir ki bu ggadjointe
indiskre fanktoru denir. Yani X= TU(X)) nesnesi % da indiskre nesne olarak
adlandirtlir [14].

Teorem 2.4.4.1) E topolojik kategori olsuel[] Eesnesi diskredir. Yane= DUe
olmasi icin gerek ve yetegart her c E icin her Ue - Uc donimindn, e - ¢

donGtmuane kaldirilabilir olmasidir.

2) dOE indiskre, yanid=D" Udolmasi icin gerek ve yeteart her cO Eicin her

Uc - Ud donUimuinin, c-d dénigimune kaldirilabilir olmasidir.

ispat:1 (0) e diskre hercOEiginf:U(e - U(Q olsun. En az bir k:e - ¢

dontstiminin var oldgunu veU(k) =f oldugunu gésteredgsz.

U topolojik fanktor oldlgundanT:é_» ¢ f nin balangi¢c kaldirmasi olsun. Burada
U(e) = U(8 ve e diskre oldgu icin tanim gergi e: e dir, yani h:e - e bir doniium
vardir  oyleki U(h)=/d:U(e) - U(8= U @ dir. k=foholsunU(k) = U(f oh) =
U(f)oU(h) =fol =f olur.
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O Herc EicinherU(e)» U(cdonkimi e —» ¢ dongumine kaldinlabilsin, e’nin
diskre oldgunu gosterelim. Ozel olarak U(e)J(c) ve id: U(e)}J(c) alalim,

hipotezdenl_<:e _ ¢ ye bir dénigiim vardir 6yle kiU(k) =id dir. Bu demet tizerinde

alinan her ¢ nesnesi icin gecerli aldmdan, e bu demet de en kicik nesnedir. Bu da
e'nin diskre oldgunu gosterir.
2 () d indiskre ve hercOE icin f:U(c - U(d) olsun. U topolojik fanktor

oldugundanf :c — d f'ninbitis kaldirmasi olsun.

BuradaU(d)=U(d) ve d indiskre oldgu icin d< d dir. Yani h:d- d ye bir dongim
vardir, dyle kiU (h) = d : U(d) = U(d) — U(d) dir.
k = hof olsun,U(k) = U(hof) =U(h)oU(f) = lof =f dolayisiylaU(k) =f dir.

(O) Her cO E igin herU(c) - U(d) donimd, ¢ - d dongumune kaldirilabilsin.
d’nin indiskre oldgunu gosterelim.
Ozel olarakU (d) =U(c) ve id:U(c) - U(d) alalim. Hipotezderk:c — d déniumu

vardir, dyle ki U(k) =id dir. Bu dénigiim her c icin gecerli oldiundan d bu demette

en blyuk nesnedir. Bu da d’nin en bluyuk @dou gosterir, yani d indiskre nesnedir.

Goralur ki e] E diskre nesne kavrami, topolojik uzaylarin kategjofop’daki e diskre
topolojik uzay! kavraminin genejlgriimesidir. Cunkl tanim cimlesi diskre uzayi olan

her fonksiyon sureklidir.

Ornek 2.4.5.i) (A,K)OOb(ConFCO olsun. (A,K) nin diskre uzay olmasi icin gerek
ve yetersart al A icin K={[a],P(A) =[¢ |adA} olmalidir.

i) (A,K) nin indiskre uzayi olmasi icin gerek ve yegart K = F(A) olmasidir.

ispat: Teorem 2.4.4 den yararlanarak;
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1) e=(A,K)JOb(ConFCO), c=(B,L) Ob(ConFC( olsun. Eer f:A - B bir
fonksiyon ise bu takdirde f ConFCO’da (A, K)B,L) donkimune kaldirilabilir. Yani
OKise f(F) O L oldugu gosterilmelidir.

F OK olsun.F = [a] veya @, buradan f ¢) =[f(a)] veya @ dur.

Dolayisiyla f(F)L, yani f stireklidir.

i) d=(A/K)OOb(ConFCO) ,c=(B,L)] Ob(ConFCC( olsun. Eer f:B - A bir

fonksiyon ise f kaldirilabilir.

F 0L ise f(F)OK oldugunu gosetermeliyiz. Hipotezden K=F(A) idi.
F 0L olsun. Bu durumda f)CJF(A) olur. O halde f§)OK dir.

Tanim 2.4.6.K, C nin alt kategorisi ve &K —C inclusion (i¢cine) fanktor olsun. Bu
takdirde K'nin C’nin reflective (yansiyan) alt kgt&isi olmasi i¢in gerek ve yeteart

Fc nin bir R sol adjointe sahip olmasidir veygagdaki kasullar saglamalidir:

Her bir X 0|G, en az birX, O|K| objesi ver, X — X, bir C morfizmi icin, ayrica
herhangi birY D|K| objesi ve her birf : X - Y morfizmi igin, gagidaki diagram

komutatif olacalgekilde bir tekf : X, — Y, K morfizmi mevcut olmalidir.

|

Xk

rx morfizmine K ya géreX D|C| nin reflection (yansimasi) ve R ye de reflector

(yansitici) denir.

2.5. Suizgegler

Tanim 2.5.1.(X, i) bir topolojik uzayve x 0 X olsun.
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1.Bir U 00 X alt cimlesine x noktasinin bir kgolugudur denir = en az birGO i
vardir oylekix G OU dur.

X noktasining topolojisine gore butun kogaluklarindan olgan ailesiU , (x) veya

topolojinin belirtmenin gerekmegii yerlerde kisacdJ (x) ile gosterec@z ve buna “x

in komsuluklar sistemi” diyecgiz.
2. M OX alt cimle isebir U [0 X alt cimlesine M nin bir kogulugudur denir = en
az birGO u vardir ylekiM 0 G OU dur [18].

Tanim 2.5.2.X bos olmayan bir ciimle veP(X):{ A|A ] X}, X’in kuvvet cumlesini
gostersin.F, P(X)in bir altsinifi gagidaki G¢ kagulu saliyorsa X Uzerinde bir (6z)

suizgegtir.
f1) ¢ OF dir,

f2) OA,BOF icin AnBOF dir,
f3) DAOF ve AUOB ise BOF dir [19].

(f1) ve (f2) aksiyomundarF siizgecine ait sonlu sayida kimelerin fesnin bos

olamayacgi ve (f3) aksiyomundarnF siuizgecine ait her sayida kiimelerin Birf@nin

F suzgecine ait oldiu anlgihr. Ayrica (f1) aksiyomundarP(X) kimesinin kendisi
bir stizgec¢ dgildir. (f3) aksiyomu ise slizgeclerin artan bir y@giold@gunu gosterir.
Eger ¢l F ve (f2) , (f3)sartlar s@lanirsa = P(X) dir. Bu durum da" e 6z olmayan

stizgec denir.

X kumesi Uzerinde birF slzgeci var ise bu kiime Uzerinde bir yapi tanimign

demektir ve X kiimesi dé- ile stuzdlmig kimedir.

Ornek 2.5.3. X herhangi bir kiime ve X in kwimayan bir alt kiimesi Y olsun. X’in alt

kiimesi olan Y’ yi kapsayan kimelerin sinifi olan
F ={A]y DA OX}

kimesi X Uzerinde bir stizgegtir. Gergekten,
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1) Y#@O Y OA oldugundan Y ’nin ust kiimesi olan A ’larda ggan farkhdir. O
halde U F dir.

2)ABOFOYOADOX veYOBOX
OYOANBOX
0 An BOF
3) AOF iseYUOAOX veAlB iseY DA OB OX
0 BOF
Bu tlr sizgeclere temel stizgec denir.

Tanim 2.5.4.X uzerindeki tum stizgeglerin smllﬁ(x)ile gosterilir. Ezer F ve G iki

suzgeg veF [ G ise, G'ye F'den daha incedir veyaF 'ye ¢'den daha kabadir denir,
F < gveya G =2 F seklinde gosterilir. 7 suzgeci icing = F oldugunda ¢ =F
oluyorsa F’e ultrasiizge¢ denir. Bu d& den daha ince suzgecin var olmadi

anlamina gelir. X tGzerinde ultrastizgeclerin snhl(lx) ile gosterilir.
F slizgeg ven{# :# OF} # @ ise F e sabit stizgeg denir. Ayrica{# :# OF} =@
ise F e free slizge¢ denir.

Tanim 2.5.5. F, (X, 1) uzayindaki bir siizge¢ vel] X olsun.

1) N, :{ U O X:0OV Ox aggl vardir dylekix 1V [ U} cumlesine x noktasinin

komsuluklar ailesi denir.

2) 7 x noktasinda yakinsaktir ancak ve anddk U 7 dir.

Tanim 2.5.6. F, (X,T) uzayindaki bir sizge¢ vell X olsun. Eer F slizgeci x

noktasinin A (x) komsuluklar siizgecinden daha ince ise, yaki(x)OF ise F

suizgeci x noktasina yakinsiyor denilir #& - x veyalim F=x seklinde gosterilir.

Eger X Uzerindeki birF slizgeci x noktasina yakinsiyor ise, X UzerinBleden ince

olan tim stizgeclerin de x noktasina yakinsagiaeaimdan gikardir. Ayrica X kiimesi
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tizerinde x noktasina yakinsayan tim stizgeclerikeaita de A (x) komsuluklar

suzgecidir.

Teorem 2.5.7. X uzayinin Hausdorff uzayi olmasi i¢in gerek véeyegart bu uzaydaki

yakinsak bir siizgecin tek bir noktaya yakinsamasidi

ispat: (O): X uzay! Hausdorff uzayi olsun. Bu uzaydaki yaklnbir 7 stizgecinin

tek bir noktaya yakinsagini gosterecgz. F sizgecinin x ve y gibi farkl iki noktaya

yakinsadgini kabul edelim. X uzayi H-uzayi olgundan CINON (x) ve CIMON (y)
vardir ki Nn M=0 dir. OysaF sizgeci x noktasina yakms@nhdan/\/(x) g F dir
ve dolayisi ile NOF dir. Benzersekilde MOJF dir. (fz) suizge¢ aksiyomundan

NnM=00F elde edilir ki, bu da(f,) ile celsir. O halde x=y dir, yaniF tek

noktaya yakinsar.

(D ): Yakinsak bir stizge¢ tek noktaya yakinsasin. Xywma H-uzay! olmadiini
kabul edelim. O haldéX,yOX vardir ki ONON (x),OMON (y) igin Nn M#0
dir. BuradarN 2 M°elde edilir veIMON (y) icin MOAN(x) dir. O halde

N (y)DN(x) elde edilir ki bu da hipoteze aykiridir. Gunku Xayindaki A (x)

stizgeci hem x hem de y noktasina yakinsar.

Tanim 2.5.8.F, gOF(A), #HOF(B) ve f :A - B bir fonksiyon olsun.

Fn g={ULDF veUlg}

FOg={UOADOUOVAW,VOF ve WOg }ve
f(#H)={UDUDf*(C) olacaksekilde en az bir € # mevcuttur} seklinde

tanimlanirlar. Goralur ki bunlarin her biri birdizgectirler [20].

2.6. Topolojik Kategori Ornekleri
A Dir ciimle veF OP(A) olsun. [F]1={ BOA| en az bir CO F vardir 8yle ki

COB } seklinde tanimlansin [21].
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Tanim 2.6.1.Eger [F]=F ise F OP(A) ya A lstunde biyigin (stack)denir. Yani

F super cumle altinda kapalidir [17].
F, A Uzerinde bg olmayan bir ygin olsun. Eer B,COF iken Bn CO F oluyorsaF
ya A Uzerindesiizgec (filterdenir [17].
F yigininin (stizgeg)yz ygin (stizgeg) (propeojmasi icin gerek ve yetgart g1 ¥,

yani F # QD(A)E olmasidir. Aksi durumd#& ya 6z olmayan yiin (stizgec) (improper)
denir.A (izerinde y&in ve siizgeglerin cumlesi sirasiyB{A) ve F(A) ile gosterilir.

Eger Fve g O F(A)ise bu taktirdeF ng ={B L A |BD Fve B ¢ }da bir stizgegtir.
Yani [FnGg]l=Fng dir. FngU[Fng]suzgecin tanimindan dolay: agiktir.

Simdi [Fng] OF n¢g oldugunu gosterelmBO[F ng] alalim. En az biGUFn G

vardir 8yle kiG OB dir. GUF n¢g oldugundan GIF ve GJ g dir. F ve G suzgeg
oldugundanBUO F ve B[O ¢ dir.

A bir ciimle ve K:A - P(S(A))her bir aA icin K(a), A nin a noktasina

‘yakinsayan’ be olmayan tim slzgeclerin cimlesi olacgdkilde tanimlanan bir

fonksiyon olsun.

Tanim 2.6.2. Eger F, A Uzerinde en buylk 0z suzge¢ i$eya maksimum siizgeg

(ultrafilter) denir veF asagidaki gibi karakterize edilebilir.
A nin her B alt cimlesi icin yaBF ya daB°0 Fdir.

A bir cumle ve K: A - P(S( A) seklinde tanimlanan bir fonksiyon olsun. Her bir
alJA icin K (a), A nin a noktasina “yakinsayan” sbolmayan tum dinlarin

cumlesidir.

A bir cimle veF O [F] ={ B BO A, en az bir C F vardir, 6yle kiC[ B} seklinde

tanimlanir.

Onerme 2.6.3.F, G U F (A) ve f: A~ B bir fonksiyon olsun. Bu takdirde;

Wf (Fng)=f (F)n f (§)
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@ f (FUg)Of (F)Of (g)
@) £ (F)O F dir [23].

Tanim 2.6.4. A bir cimle ve K:A-P(F(A)) her birall Aicin K(a), A nin a noktasina

“yakinsayan” be olmayan tim slzgeclerin cimlesi olacgékilde tanimlanan bir
fonksiyon olsun. Ber K aagidaki sartlar sgliyorsa (A,K) ciftine yakinsak siizgec
uzay: (filter convergence space) denir.

1. HeralOAigin [a]D K@), burada[a] :{B 0 A| all B} dir.

2. Fve G, A ustinde stizgecler vVEL G olsun. Eger ¥ K(a) iseGL K(a) dir. (A, K)

Yani f streklidir.
Burada [f(F)] = { U (WO B ve en az bir OF icin UL f (C) }seklinde tanimlanir.

Nesneleri yakinsak siizge¢ uzaylar ve donileri yukarida tanimlanan sinifa yakinsak

stizgec uzaylar kategorisi denir ve FCO ile gostddir].

Tanim 2.6.5.(A, K) yakinsak slizgec¢ uzay olsunge K sabit fonksiyon ise (A, K) ya
sabit yakinsak silzgec¢ uzayl denir. Nesneleri sghkinsak slizge¢ uzaylar ve
donlgimleri Tanim 2.6.4 deki gibi tanimlanan sinifaisghkinsak siizge¢ uzaylarin
kategorisi denir ve ConFCO ile gosterilir. ConFGQ,0 nun dolgun alt kategorisidir.

Teorem 2.6.6 U: ConFCO-SET topolojik fanktordur.

Ispat: Once fanktor oldgunu gosterelim. (A,K), (B,L) ConFCO uzaylarinda ebj

olmak uzere;

U(A,K) = ALJODb(SET) ve f: (A,K)-(B,L) i¢in
U(f) = f:A -B tanimlasin.

1) U (ak) = Ly k) oldusunu gosterelim

Lak : (AK) HAK) ConFCO ‘da birim morfizm olmak tzere



19

U (kak) : UAK)=A U(A,K)=A olan 1, birim fonksiyon ve
U (kak) = 1a=luax DU (Lak)) =Lynak) olur.

2) (A K) _: (B,L) g_> (C,T) tanimlasin.

U(gof)=gof=U(g)oU(f)C U(gof)=U(g)oU(f) olur. Boylece bu bir fanktordur.
Simdi duzenli oldgunu gosterelim.

1) (A,K), (B,L) O Ob(ConFCO), f,g:(A,K)«B,L) ve U(f) = U(g) olsun.
Tanimdan U(f) =f ve U(g) =g oldiwndan f=g dir. Boylece U duzenlidir.

f:(A,K) -(A,L) olacak sekilde U(f)=f=1a:A -A ve f izomorfizm olsun. K=L oldgunu

gosterelim:

F K olsun. f surekli oldgundan f(F) = 1a(F )= F UL olur ki KLIL dir.

Benzersekilde f' siirekli oldgundan, & OL olmak lzere #(F )= # OK dir. F OK

oldugundan LK dir. Boylece K=L elde edilir. fsAk) yani amnestik oldgunu
gosterir. O halde belirlidir.

2) U'l(A) ={A,K)[U(A,K) =A} vep={KIK L (A,P(F(A)))} olsun.
8 : UXA)-@pdeb (A K) =K seklinde tanimlanir.

® nin birebir ve 6rten oldiu aciktir. Dolayisiyla U(A) = @ ve ¢ cimle
oldugundan U*(A) bir cimledir.

3) (Ai, Ki), ConFCO nun nesneleri ve:fA -U(A;, Ki)=A; (ilJl) Set de U kayna
olsun. K F [¥;(F ) UK,,ill1} seklinde tanimlansin; (A,KJOb(ConFCO) oldgunu
gosterelimCald Acin fi[a]=[fi(a)]UK; dir. Cunkd (A, K;)O Ob(ConFCO) dur. K
nin tanimindan [4]K olur. Yine ¥ UK ve ¥ UG olsun. f(HUK; ve ¥ U G
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oldugundan f(F) Ufi(G) dir. (A,K;)dOb(ConFCO) oldgundan { (G)UK , K nin
tanimindan G OK dir.

Simdi fi:(A,K) {(A;,Ki) nin fi:A-A; kaynginin balangi¢c kaldirmasi oldiunu

gOsterelim.

Her (B,L)JOb(ConFCO), (AK;)UOb(ConFCO) ve ConFCO da herhangi
h; :(B,L) (Aj,K;) donisimlerin ailesi icin en az bir k:BA vardir ve U(f) ok=U(h)
dir.

ConFCO _ Set
U(fi)=f;
(ArK: f| (QIKI) A’ 1 »i U(f|)0k: U(h)
R / k / Uh)=h
&0 ‘e

Gosterecgizki en az birk:(B,L) <A,K) vardir, dyle ki UK )=k dir. yaniOF OL igin
E(fF)DL oldugunu goéstermeliyiz. U{h=h , U(f) = f;

F 0L olsun. hsurekli olduklarindan h(F)OK; dir.

Diger taraftan U¢jok= U(h) oldugundan

hi(F) = (U(f)oU(K)(F) = U(f(K(F)) = f; (k(F))OK; olur. K nin tanimindan
k(F)OK dir.



3.BOLUM

PRECAUCHY UZAYLAR

Bu bélimde precauchy uzayin tanimi , precauchy uaaykategori olmasi, ilk ,
son objeleri , precauchy uzayinin topolojik kategoldugu, discre ve indiscre

objeleri karakterize edildi. Ayrica,, . yapilar ve ilgili kavramlaril;, (q-T,)), T,
, - Hausdorff olma kallarina dginildi. Son olarak bglangi¢ precauchy yapisi , ilgili

tanimlar ve dnermeler verildi.
3.1. Precauchy Uzay!

Tanim 3.1.1.X bir cimle olsun. F(X) de X Uzerindeki tim stzgagh cimlesini
gostersin. F,GOF(X) tim AI¥F, GOG icin FnG # @ ise FV G ile X Uzerinde
{FnG: FOF, GOG}Marafindan Uretilen stizgecler gosterilsingdf Fn G = ¢ olacak
sekilde F1F ve GG mevcut ise FVG mevcut gédir denir. Buna gore F(X) in

asagidaki sartlari sglayan bir C alt cimlesine X cumlesi tUzerinde Precau

yapisi ve (X, C) ikilisine de Precauchy uzayi denir
(1) Cx OX i¢in [x]OC
(2) ¥OC ve G = T ise gLC

Eger (X, C) ikilisi gsagidaki C(3) sartini sgliyorsa (X, C) ikilisine Cauchy
uzay! denir.

(3) FUC, gOC ve ¥ = G mevcut ise, bu takdirdé n GOC dir. Yani, ¥ U G
proper ise ¥ n G/ C dir [22].
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Ornek 3.1.2. A={1,2,3} ve K={[1], [2], [3], [@ [{1.2}]} verilsin. (A,K) nin
Precauchy uzayi oldwnu gésterelim.
1) C adA igin [a]OK dir. Yani [1], [2], [3]0K dir.
2) [ FOKve F 0O Gise G OK dir. Yani;
[1]0K ve [1] O[4 ise [¢] OK
[2]0K ve [2] O[4 ise [¢] OK
[3]0K ve [3] L[4 ise [¢] OK
[{1,2}] OK ve [{1,2}] U[1], [{1,2}] U[2], [{1,2}] U[4@ ise [1], [2], [@UK dir.

(X,C) ikilisi asaglda C(3) sartini da sgladigindan ayni zamanda Cauchy

uzayidir.

3) ¥, GUK ve ¥ U G properiseF n G UK dir.

[1]0K ve [{1,2}] 0K ise [1]U[{1,2}] = [1] # [@ oldugundan properdir. O halde
[1] n [{1,2}] = [{1,2}] OK dir. Benzer olarak [2] [{1,2}] = [2] #[ ¢] oldugundan

proper dir. Bundan [2h [{1,2]OK dir.

Ornek 3.1.3.B = {x,y,z} ve K ={[x], [y], [z], [{x.,V}], [{y.z }], [ @] } verilsin. (

B, K) nin precauchy uzayi olgunu ancak cauchy uzayi1 olmgdi gosterelim.

Ornek 3.1.2 deki gibi (B,K) nin precauchy uzayi wid aciktir. Simdi cauchy

uzayl olmadginin gésterelim
[{xy}] Uy, zZY1=[F FO[{x ¥ A v} Flyl=1Iyl
[y] #[ @] proper dir. Fakat

[{x.,yH n[y.z}] =[{x,y,z}] OK dir.Bu durumda (B,K) cauchy uzayigldlir.
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C’nin elemanlari cauchy suzgecleri olarak adlamdivukaridaki tanimdan

Precauchy uzayinin Cauchy uzayindan daha genegolsonucuna varilabilir.

C ve D, X uzerinde iki precauchy yapisi ve[CD ise C nin D den daha ince

oldugu soylenir ve D< C seklinde g0sterilir. Buradan precauchy yapilarinin

siniflar Gzerinde duzenli bir gki olduguna ulgilabilir.

Eger (X,C) precauchy uzayi ise cauchy uzayinda @ldgibi precauchy uzayini da
tamamiyle yakinsak bir yapiyla gkilendirebiliriz.  Gergekte X ({zerinde

tanimlanang, yakinsak bir yapidir.

G
OFFX),xOXicin  F — x ancak ve anca# n[x]CJC olmalidir.

Fakat cauchy yapisi tzerinde tanimlanilanli& ili skisi precauchy Uzerindeart
degildir. Cunklu geggme Ozellgi olmayabilir. Asagidaki 6rnekte bu gergekten
bahsedilmektedir.

Ornek 3.1.4. X=R Reel sayilarin cumlesi ve

C={[x] OxOX} O{HLF(X) OH =2 F veyaH=> G} olsun.
1 = . L y -
F= ,—ﬁ nOND ve G={R\CLC,R nin sayilabilir bir alt cimlesidir}.
n (C

C nin X uzerinde bir precauchy yapisi ofdu aciktir. Ber ShT O C ise C

uzerinde £1 bagintisi ST ile tanimlanir. # 1 G mevcut ve bdylece [0k F,
F n[0] O C. Fakat G n [0] O C dir. Bu durumda®/G ve F/J0] oldugu halde
G LJ0] olmayabilir.

Tanim 3.1.5.2 O F(X) bir alt cimlesi verilsin. Ber 2 da H,, H,,..., H, sonlu
suzgegler olmak uzerg U #,, H,O H, ... H, 1 G hepsi mevcut ise F,G U

F(X) A- bajlant:a dir denir [22].

Eger £,G Ua , FG A-bajlantil ise F ~, G seklinde gosterilir [22].



24

~, nin, 4 Uzerinde denklik b@antisi oldgu agiktir. Ozel olarak C, X Uzerinde
precauchy yapisi ise, C lUzerinde bir denklik @antisidir. # [1 C igin [¥], denklik

sinif baintisini ~_ ile ifade edebiliriz.

C

Simdi (X,C) precauchy uzayi icin ilave bir axionanimlayalim.

C(4) XxOX, #FJC ve F~_[x] ise Fn[x]OC

Sartinl s@layan C precauchy yapisi X U(zerinde c-precauchyisyamlarak
adlandirilir

~ X Uzerindeki her bir C precauchy yapisi ileskllendirilir ve denklik

c!?

bagintisina kagilik gelir. Buradan p, yisu sekilde tanimlayabiliriz.

Pc
OF0F(X), xOXicin F - x ancak ve ancakFOC, F ~_ [x] dir.

Tanim 3.1.6.1ki precauchy uzayi arasindaki f: ( X,G) Y,D) donigimu & OC

olmak tzereJF LIC icin f(7)O D ise cauchy domsiimi olarak adlandirilir [22].

sureklidir.

. pC

Ispat : ¥ - x olsun. C deki sonlu sayidaki suzgeclgr, ¥,, ..., ¥, olmak
uzere ¥l ¥, ,...,F.0 [x] hepsi mevcut olsun. Boylece®], f(¥, ), ... , f(F,)
Kda ve f@&O f(F,), ..., f(F,) O f([x] ) hepsi mevcut olacakekilde f bir

cauchy donguimuddr.

Py
Bu f(¥) ~, f([x]) icerir. Buradan fF) - f(x) dir. Bu ise f:( X, p.)«{ Y, p,)
surekliligini ispatlar.

Biz bu bélimde daha 6nceden tanimfachiz q, yakinsak yapisini kullanaga.

Suna dikkat etmeliyiz ki p,<q, dir.

e Pe
Gunku, F - x O Fn[x]OC O FUC ve F~_[x] dir. BudaF - x
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oldugunu gosterir. Fakat geneld@,# g, dir. Bunu gagidaki 6rnekte gosterelim.

Ornek 3.1.8. X=R olsun.G= %,lﬂnm NE[[, ve
n (-

C={[x] ODxOX} O{ FLF=G} O {butin serbest stizgegcler }
C nin X Gzerinde bir precauchy yapisi ogduaciktir.

H ={ R\FOF, R nin sonlu alt cimlesidir } sizgecini dikkatkalim.

3f serbest bir stizge¢ olgundan C dedir. U G ve GLI [0] mevcut

pC
oldugundan # - [O] igerir. Fakat# n [0] O C. Cunkd C deki G¢ tip elemandan
herhangi biri dgildir.

Tanim 3.1.9. (X,K) , (Y,L) precauchy uzay! olsun. (X,K ) dan (Y) ye bir f
donsumda, f: X Y ye bir fonksiyondur, éyle kiger 11 K ise f(F) O L dir. Yani

f sureklidir. Burada ff) = { U OU O Y ve en az bir C1J F icin UO f(C) }

seklinde tanimlanir.

Nesneleri precauchy uzayi, dadiinleri yukarida tanimlanan surekli fonksiyonlar
ve bilegkesi de fonksiyonlarin bikke islemi olan sinifa precauchy uzayi kategorisi

denir ve PCHY ile gosterilir.

Ornek 3.1.10. & = PCHY kategoridir.

f:(X,K) -(Y,L) veg: (Y,L) ->(ZM) fonksiyonlari olsun. gf un surekli

oldugunu gdosterelim.

F UK olsun. f surekli oldgundan f(F) L dir. g surekli oldgundan g(f(F))d0 M

olur ki buda @f un surekli olmasidir.

) Lx k)" (X,K) = (X,K) birim donistim olsun.1, ,nin strekli oldgunu gosterelim.

¥ UK olsun.1, ,( F) = ¥ UK oldugundanl,, ., streklidir. f (X,K)-(Y,L) strekli
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olsun. b1, ,=f oldusunu gosterelim.

F UK olsun. (01, «,)( F) = (1« «,(F)) = f(F) oldusundan 61, ,,= f dir.

Benzersekilde g: (Y,L)-(X,K) igin 1,09 =g dir.

i) ho(gof)= (hog)of gt oldugunu ve surekli oldgunu gosterelim . Buradaki bike
islemi fonksiyonlardaki bilgke islemi oldusundan ho(gof)= (hog)of dir.

Yukarida gof un surekli oldiw gdsterildi. Buradan ho(gof) strekli olur.

Ornek 3.1.11. &/ =PCHY nin ilk ve son objelerini bulalim.

(X, C), COFX) ={ FOF O P(X) stuzgec } olmak tizere PCHY nin bir objesi ve
(Y,L), PCHY nin herhangi bir objesi olsut1.( (X,C) ,(Y,L))={f O (X,C) -(Y,L)
donisimu}tek elamanli olmalidir. D6égum ise, FLIC Of(F)={vd Y O FUV,
f(v) O 0 }UL dir.

X=0ise P(X)={0 } dur. F(X)=F(0)={ FOF O PX)=PO)={ O }={{ O}} olur ki
PFX)={ O,{ O} dir.i=( O, C) olmak Uizere,

C: X-P(F(X)\O) oldugundan C={{(J }} olur. Buradan i =, {{ O}}) ilk obje olur
mu argtiralim. f :00 -Y bos fonksiyon olmak tzere f:§1, { O}}} -(Y,L) donkim

oldugunu gosterelim.

F={O}0 f(F) ={U O YUen az bir 1 F vardir oyleki f(V)YJIU}

fOH={u OYIVO{ O }oylekivVO U}

f@P={uU OY V=00 U }=P(Y) OL.
Buradan f)OL olur ki bu da f nin dongiim oldwunu gdsterir. Yani i=0 {{ O }})
olur.
Simdi son objeyi bulalim.
X, C), A FX)={ FOF O P(X) suzgec¢ } olmak tizere PCHY nin bir objesi ve
(Y,L), PCHY nin herhangi bir objesi olsui¥. ((Y,L) ,(X,C)={f & (Y,L) -(X,C)

donlsimu}tek elamanli olmalidir.
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X={a} alirsak yukaridaki ilk objenin gdsteriminbenzer olarak C={[a]([]} olur.

f:Y —X={a} sabit fonksiyon olmak tzere f: (Y,L)-(X,C) donimuiu oldgunu yaniF
0L icin f(F)OC oldysunu gostermeliyiz. Her[DY icin f(b) =a old@gundan,
f(F)={U{a} OO vO Fvardir , dyle ki f(V)O U}={U ({a} ({a} OU}={{a}} O C

son (terminal ) objedir.

T# i oldugundan zero (sifir) obje yoktur.

Teorem 3.1.12.U/ =PCHY olsun. U: PCHY- SET topolojik fanktordur.
Ispat: Once fanktor oldgunu gosterelim. (X,K), (Y,L) precauchy uzaylarinda
objeler olmak Uzere;

U(X,K) = X O Ob(SET) ve f:(X,K}»(Y,L) icin

U(f) = .X—=Y tanimlansin.

1) U(x,ky)=1ux.k) oldugunu gosterelim.

Lix k) (X,K)—(X,K) birim morfizm olmak tzere

U(1x,k)=U(X,K)= X — U(X,K) =X olmak tzere

U(Lx,k))=1x dir. Ix =1 4, Olur.

2) (X,K) 0 - (Y,L) P~ (Z,T) tanimlansin.

U(gof) = gof = U(g)oU(fllU(gof) = U(g)oU(f) olur. Boylece bu bir fanktordir.

U(gof) = gof = U(g)oU(f)JU(gof) = U(g)oU(f) olur. Boylece bu bir fanktordir.
Simdi dizenli oldgunu gosterelim.

1) (X,K), (Y,L)O U, f, g:(X,K)—(Y,L) ve U(f) = U(g) olsun. Tanimdan U(f)=f ve

U(g)=g oldygundan f=g dir. Boylece U duzenlidir.

f:(X,K)—=(X,L) morfizmi icin U(f)=f=1x:X—X ve f izomorfizm olsun. K=L

oldugunu gdosterelim.

F [OK olsun. f morfizm oldgundan f(F)=1x(F )=F 0L ise Ix(F )OL olur ki KO L
dir.
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Benzersekilde f* morfizm oldygundan

F 0L ise f}(F)OK dir. # 0K oldugundan

LO K dir. Boylece K = L elde edilir.
f = 1x k) yani amnestik oldgunu gosterir. O halde U belirlidir.

2) U(X)={(X,K) | U(X,K) = X} ve ¢@={K | KO(X,P(F(X))} olsun.B:U*(X)—@de
8(X,K)=K seklinde tanimlanir.

® nin birebir ve 6rten oldiu aciktir. Dolayisiyla G(X) = ¢ ve @ cimle
oldugundan XJ Ob(Set) icin U'(X) bir cimledir.

3) (Xi,Ki), U nun nesneleri va:X—U(X;,K;) = X;, iJl SET de U kayn@ olsun.
K={ F | i(F)UK;, ill} seklinde tanimlansin;

(X,K)DOb( U ) oldugunu goOsterelim.
XOX igin fi[x] = [fi(x)]OK; dir. Cunkd (XK;)O Ob(# ) dir. K nin tanimindan
[x] OK olur. Yine #UK ve F1G olsun. f(F)UK; ve ¥ UG oldugundan f(F )0 fi(G)

dir. (X;,K;)d Ob(% ) oldugundan f(G)OK, K nin tanimindanGOK dir. Buradan
PCHY dir.

Simdi  fi:(X,K)—=(X;,Ki) nin f:X—X; nin baglangi¢c kaldirmasi oldiunu

gosterelim. K={F | fi(F )UK;, i} seklinde tanimlanan K nin:X—U(X;,K;) =X;

ile verilsin.

Her (Y,L)O U, (X;,K))O U vel de herhangih(Y,L)— (X;,K;) donlstimlerin ailesi

icin en az bir k:¥Y>X vardir ve U(f)ok=U(h) dir.
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U=PCHY SET
fi ,
(K k) d >x fiok=h
_\\\ k\\\\
K hy \ h
(v.0) Y

Gosterecgiz ki en az birk :(Y,L)—(X,K) vardir. Oyle ki Uk)=k dir.
Yani OF OL icin k( F)OK oldugunu gdstermeliyiz.
F UL olsun, h surekli olduklarindan i )OK; dir.

Diger taraftan bk=h, oldugundan

hi(F )=fi(k (F)=(U()UE)(F )=U(h)(F )=h(F)TK; olur. Bdylece fk(%)) OK;

ve K nin tanimindan Kf )OK dir.
Dolayisiyla U/ — Set bir topolojik fanktordur.

Simdi de bu kategorinin  bigi kaldirmalarini  karakterize  edelim.

F 0K ancak ve ancak K da sonlu sayéda, ¥,, ..., ¥, ler mevcut olacak oyle Ki

n

tim i<n ler i¢cinF; nin her elemani ilkFi.; in her elemaninin kegmi mevcut

olacak (Yani betan farkli olacak) veﬂ F; O F olacak.

i=1

Teorem 3.1.13. 1- (X,K)JOb(PCHY) olsun. (X,K) nin diskre uzay! olmasi i¢in
gerek ve yetegart her XX icin K={[x], PX=[ @| xOX} olmahdir.

2- (X,K) nin indiskre uzayi! olmasi i¢in gerek vetgesart K=F(X) olmasidir.

Ispat: Teorem 2.4.4. den yararlanarak:
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1. e=(X,K)JOb(PCHY), c=(Y,LIJOb(PCHY) olsun. Eer f:X—Y bir fonksiyon
ise bu takdirde f, PCHY’de (X,K»(Y,L) donlsimune kaldirilabilir. YaniF OK
ise f(F)OL oldugu gosterilmelidiréKolsun.F =[x] veya [@, buradan fE )=[f(x)]

veya [@ dur. Dolayisiyla f¢ )L, yani f streklidir.

2. d=(X,K)OOb(PCHY), c=(Y,LJOb(PCHY) olsun. Eer f:Y—X bir fonksiyon
ise f kaldirilabilir. # L ise f(F )UK oldugunu gostermeliyiz. Hipotezden K=F(A)
idi. 0L olsun. Bu durumda ff )JF(X) olur. O halde f )OK dir.

Tanim 3.1.14.(X,C) precauchy uzayi olsun.

1) Her x,yOX igin (X,C) ninT,, (g-T,) olmasi i¢in gerek ve yetgart

[X] =~y Ox=y([x]n[ylOCUOx=y)dir.

2) Her x,yOX, U F(X) i¢in (X,C) ninT,, (g-Hausdorff) olmasi i¢in gerek ve yeter

sart  F~_[X], F~.[y] Ox=y (Fn [x]ve Fnly] Cde Ox=y)dir [22].

Onerme 3.1.15. (X,C) precauchy uzayi icinsagidaki 6zellikler dgrudur :

I ) Her x,yOX i¢in (X,C) ninT, (g-T, ) olmasi icin gerek ve yetgart (X, p.) nin

T, olmasidir.

I'l ) Her x,yOX, O F(X) i¢in (X,C) nin T,, ( g-Hausdorff ) olmasi i¢in gerek ve

yetersart (X, p.) nin T, olmasidir.

Onerme 3.1.16.( X,C) precauchy uzayT, dir ancak ve ancak, olmasidir.
Ispat: (X,C) T, ise T, oldugu agiktir.Simdi ( X,C) T, uzayi olsun veF ~_ [X]

ve F ~_[y] olsun. Boylece ~_’, C uzerinde bir gtlik bagintisi old@gundan

[X] ~.[lyl, x=Yy igerir. Buradan (X, C)T, dir.

g-T, ve g-Hausdorff 6zellikleri i¢in benzer sonugtenelde dgru degsildir. Asagidaki
ornekte (X,C) nin, df oldusu halde g-Hausdorff olmayabilegeosterilmitir.
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Ornek 3.1.17. X sonsuz bir cimle ve alLbX icin a# b olsun.

C={x] IxU X} O{ g=# veya 3 n [a] veyaH n [b] } olsun. #, X Uzerinde free
suzgeg dir. Acgikcasi C, X Uzerinde precauchy yagrd Herhangi bir x , 1 X icin
[X] n[y] OC ise [X]n [y] bir tek elemanla sabit slizgec Uretir. Bu y&izdx] = [y]
ise x =y dir. Bu (X,C) nin dF oldusunu ifade eder. Fakat g-Hausdorff giidir

cunki #rn[a] OC ve#'n[b] OC fakat a b dir.

3.2. Balangi¢ ( Initial) Precauchy Yapil
Bentley, Herrlich ve Robertson gibi topologlar PCHKategorisinin bglangic yapisi

olusumu altinda kapali oldwnu gdsterdiler. X bir cimleY(, K,) precauchy uzayi ve
{f,}, f,: X - (Y,,K,) cauchy dongiimlerinin bir ailesi olsun ve | cimlesi ile
gosterilsin. X Uzerindeki B&ngi¢ (initial) precauchy yapisi her bif, cauchy

donlsimine goére X Uzerindeki precauchy yapisinin enkdba€ nin

r={ f,:X - (Y,,K,)},, ailesine gore bgangic oldgu soylenebilir. Aagidaki

onerme bglangi¢ precauchy yapisinin belli 6zelliklerini vektedir.

Onerme 3.2.1.X bir cimle, (Y,K) precauchy uzayi v& X -(Y,K) cauchy dongiimd
olsun. Aagidakisart sglanirsa C, X Gizerinde bir Blangi¢c precauchy yapisidir [22].

LFUIR(X) icin #JC ancak ve ancal(F) O K olmasidir.

Ispat: Yukarda kisartin sglandgini kabul edelim. C’nin, X (izerinde precauchy
yapida oldgu ve f in cauchy dongimui old@gu agiktir. C, X lzerinde bir dier
precauchy yapisiysa yukaridajarti sglayacagindan 7 : (X,C') - (Y,K) cauchy
donsumu F U C isef (F) U K, #11 C dir. Buda gosteriyor ki cauchy dongiimi
icin C, X uzerinde en kaba precauchy yapidir. A&ksth { / }'e gore baglangi¢ olsun.
BoyleceF IC oldusundaf (F)UD dir. C ' ={ FF(¥)U K} olsun. C ' nin X lzerinde

precauchy yapisinda olgu ve f: (X,C' ") - (Y,K) cauchy doéngimi oldgu ispat
edilebilir. Fakat C, € C' balangicidir. Béylecg(F) L K ise #OC' ', ¥ 0OC dir.



32

Sonug 3.2.2.%, (Y,,K,), f, Onerme 3.2.1 deki gibi olsun. C=,, C,, C,’nin her
bir al icin { f,:X{Y,,K,)}'ya gore baglangic olmasi durumunda f{ : X-
(Y,,K,)} aor ‘yagbre bglangi¢ precauchy yapisindadir.

Aciklama. Onerme 3.2.1 ve sonug 3.2.2 den dolggi@laki gibi C balangic ( initial)
precauchy yapisini karakterize edebiliriz

OF L F(X) icin I C ancak ve ancakoOl icin f, ( F) O K, dir.

(X,C) p ozelligini sagladiginda her bir ¥,, K,) p 0zelligine sahiptir vep balangi¢

Ozelligi olarak adlandirilir.
Onerme 3.2.3c-precauchy ve cauchy olma o6zelliklerslamgic (initial) 6zellikleridir.

Ispat: (1) C, her bir {,,K ) nin c- precauchy uzay! olgu yerde {f,6 f,: X-
(Y,,K,)} a0 ya gore bglangi¢ (initial) olsun. Bazi XX i¢in ] C ve F ~_ [X]
olsun. Her birtl i¢in C 2Cq oldugundan® ~, [x] ve herbir f,, f, () ~ f, ([x])

cauchy dongumudar. Buf, (£ n [x])O K, ve Ol icin F n [x]COC, y1 belirtir, bu da

F N [x]O C oldysunu gosterir. Boylece (X,C) c- precauchy dir.

(2) Benzer olarak her bir Y[, K,) nin cauchy uzay! olgw her yerde (X,C) nin

cauchy uzay:i oldgu gdsterilebilir.

Onerme3.2.4.X de C,I" ayrilma noktalarinin oldiu her yerdel ={ f, 0Of  :X -

(Y,, K,)} .o, yYa gore bglangic iseT, balangi¢ 6zellgidir.
Ispat: Celiskiye disme yoluyla ispat edelim. [x}_[y] olsun ve x# y oldusunu kabul

edelim. ¢, nin her biradl icin T={ f,0Of,: X (Y, K,)} ya gére baangi¢ oldgu
yerde [X]~., [y] oldugu anlgilir. x #y vel, X de ayrilma noktasi olgundan

B0 | vardir dyleki f,(x)# f,(y) dir. [x] ~, [y] oldugundan f,([x) ~, f,([)
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dir. Fakat (Y;,K ;) f;(x)=f,(y) oldutundanT, dir. Bu bir celgkidir. Boylece (X,C)T,

dir. Buda 6nerme 3.2.4 Un ispatidir.

Yukaridaki 6nermede p. veq, yer deistirirse sonu¢ dgismez. Boylece gagidaki

sonucu elde ederiz.

Sonug 3.2.5I" 6nerme 3.2.4 deki gibi ise—T, ve q —Hausdorff 6zellikleri 3éangic
ozelligidir.

Onerme 3.26. C, {f,0Of,:X- (Y,,K,)},, Yya gore bglangic ise g,

{ f,0f, X=(Y,,q )},, Yagore X Uzerinde bangi¢ (initial) yakinsak yapidadir.

Ispat : FOF (X) , xOX ve C,, her bir {f Of :X-(Y,,K )} ya gore balangig

(initial) olsun.

F-x = Fnl[xOC
- Fn[x]OC, o0l

- f(Fn[X]) OK, @Ol

Oy
e f(F) > f (X wgnl

Bu g, nin X Uzerinde bir bgangi¢ (initial) yakinsak yapisi olgunu ispatlar.

Ormnek 3.2.7. X, = X, =R, H = %,lﬁnD N%veg:m E,OﬁnD N% olsun.
n (C %n (C

C,=K,={[0] n #H, F} O{[x] IXOR}ve C,=K,={[0] n G, F} O{[x] OIXOR},
F siuzgec olsunF 1 ([0] NH), ([0] n#) O [0] mevcut iseF pj 0 ve ¥ ([0]

pcz
NG), (0]nG) 0O [0] mevcut iseF — 0O dir. Fakat ([0]4) O ([0] nG) mevcut
ve [0] sit degildir. Simdi C = C, n C, ise C btun sabit ultra suizgeclerden ealen

meydana gelmektedir. Boylecp., R lzerinde b@angi¢ (initial) preyakinsak bir yapi

Pe
olmadgindan 7 &~ 0 dir.
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Fakat 0Ozel olarak cimle tek elemandan meydana sgelgagidaki sonucu elde

edebiliriz.

Onerme3.2.8.C, { f F: X -(Y,K) }ile baslangi¢ (initial) isep, { f G: X =(Y, p.)}

ya gore X Uzerinde Bangi¢ preyakinsak bir yapidadir.

. Pe P

Ispat: ¥ - x = FUC, ¥ ~;[X] = f(HOK, f(E) ~ f([X) = f(F) - f(X).Bu p,
nin X tzerinde bgangi¢ preyakinsak bir yapi olgunu gostermektedir.

Tanim 3.2.9.(Y,K) precauchy uzayl ve X1 Y olsun. i : X>Y donumi ne gore X

tzerinde C bgangi¢ (initial) yapisi X Uzerindealtuzay yapisiolarak adlandirilir ve

(X,C) ye, (Y,K) ninaltuzayidenir.
Asagidaki 6nerme altuzay yapisinin belli 6zelliklerugirmektedir.

Onerme 3.2.10.(Y,K) precauchy uzayl ve X1 Y olsun. C, X zerinde bir altuzay
yapisidir gerek ve yetgart C = { G LJF (X) I #LIK 6yle ki F, X tzerinde izi (trace)

ve G=2F,}, F,={FnX[FOF}

Ispat: C yukarda ki gibi tanimlanmiolsun. C nin X {izerinde preyakinsak bir yapi

oyle ki i(G) 2 i(¥) = ¥ olmas! i nin cauchy dégiimu oldgunu gosterir. C , i

cauchy donguimi ne gore X tzerinde birghr precauchy yapidadir. Fakat X tzerindeki

izile GO C DO0i(G)IKdr G=(i(G)), dolayi C<C' dir. Boylece C , X

Uzerinde altuzay yapidadir.



4. BOLUM
SABIT YAKINSAK SUZGEC UZAYI KATEGOR isSi

Bu bélimde sabit yakinsak stizge¢ uzayi kategoris{@on FCO) nun topolojik

kategori oldgu gosterildi. Ayrica p noktasindaT o, T, veT, ayrilma aksiyomlari

karakterize edildi.

4.1. Con FCO Topolojik Kategorisi

Teorem 4.1.1.4/ = Con FCO olsun. U : Con FCOSET topolojik fanktordur.

Ispat : Teorem 3.1.12 den ispat aciktir.

Teorem 4.1.2. ¥ ve G , A uzerinde slzgegcler olsungé& f : A - B fanktor ise

F(Fng) =1(P) n f(G) [23].
Tanim 4.1.3.(A,K)J Ob(ConFCO), (A,K) diskre ise K = { [a][]]: allA}yapidadir.
4.2. Noktada ayrilma aksiyomlari

X bir cimle ve ol X, X VpX de X in p wedge ¢arpimi olsun.

Tanim 4.2.1.p de Temel Eksen DOon&Imi (Principle p Axis Map):
AL XV X S X2 A (X)=(X, p), A (X)=(P, X),

p de Skewed Eksen Dongiimi (Skewedp Axis Map):
S, : XV, X = X%, x; - S, (x,)=(x, X) ve X, - S, (X,)=(P, X)

p de Katlama Donistimu (The Fold Map):
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O XV X - X, O,(x) =X, i=1,2 olarak tanimlanir [23] ve [20].

Ornek 4.2.2.X cuimlesi yerinelR reel sayilar cimlesini vp = 0 olarak alirsakp
de Temel Eksen DOnldsUimunin goruntisue y eksenlerinin birlgimi, Skewed

Eksen Dongimunidn goruntisy = x dogrusu vey ekseninin birlgimidir.

Tanim 4.2.3.(X T ) bir topolojik uzay vepl] X olsun.

(1) (X T ) uzayininp de Ty olmasi icin gerek ve yeteart her ¢¢ p icin p nin g yu
ihtiva etmeyen en az birfkomsuliggu veyaq nunp yi ihtiva etmeyen en az bir N
komsulugunun olmasidir.

(2)(X T ) uzayininp de T; olmasi igin gerek ve yetagart herq# p icin p nin ve q

nun N, ve Ny komsuluklari vardir, dyle ki 1 Npve pO Nq dur [19].

Teorem 4.2.4.(X T ) bir topolojik uzay vepll X olsun.

@ (X T ) uzayininp noktasindd olmasi igin gerek ve yeter sa¢tVp Xuzerinde

{ A, XV X - X? Oy XVX - (X,P(X)) } fonksiyonlari tarafindan gioulan
topolojinin diskre olmasidir.

2 (X T ) uzayininp noktasindd; olmasi igin gerek ve yeter saxt Vp Xuzerinde

{ S XV X - X2, 0,0 XV X - (X,P(X)) } fonksiyonlari tarafindan goulan
topolojinin diskre olmasidir [19].

U: U - SET topolojik fanktor X de &/ nin bir nesnesi v@ de U(X) = B nin bir
elemani olsun.

Tanim 4.25. (1) X in p de To uzayl olmasi icin gerek ve yetesart
{ A,:BVB - U(X*)=B*ve 0:BV,B ~ UDB= B} U-kaynainin balangic

kaldirmasinin diskre olmasidir. BuraBadiskre fanktordur [23] ve [20].

(2) X in pde T,' uzay! olmasi igin gerek ve yetgrt
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{ ld:BV,B - UXVX)=BVBve 0:BVB - UDB=B }U-kayneglnln
baglangic kaldirmasinin diskre olmasidir. BuradaV X wedge carpimidir. Yani

{ i, 1,:B - BVpB}U-kavsaglnln bitis kaldirmasidir. Burada 1,i i kanonik

donigimleri gostermektedir [23] ve [20].

(3) X in pde T, uzayi olmasi igin gerek ve yetgrt

{ S ‘BVYB - UQ¢)= B ve 0,:BVB - UDB= B} U-kayn&inin balangic

kaldirmasinin diskre olmasidir [23] ve [20]. Buradlav, X, U nin wedge carpimidir.

Uyari 4.2.6.{f: (AK) - (A;,K;) iOl } kaynagi baslangi¢ kaldirmadir ancak ve ancak
F 0K oldugunda tumi Ol igin f () OK  dir [23].

Uyari 4.2.7.p;, p2, Op, T; sirasiyla 1+p, p+1, 1+B VB - B m+m :B* V.B* - B
ile gosterilir. Burada 1B — B birim donigum, p: B —~ B p noktasi sabit dogim ve
T :B® - B i. izdGsim fonksiyonlardir (i=1,2)lA =p, =TS, A =p,, TS, =0,
oldugu kolayca gosterilebilir.Ave S nin balangi¢ kaldirmalarini gostermekle sirasiyla

(P, P,) ve (p,,0) nin balangi¢ kaldirmalarini géstermek aynidir [23].

Teorem 4.2.8.X =(B,K) ConFCO nun bir objesi olsy{B,K) p de T, dir = B deki

her farkh x ve p noktalari icifix] K veya[p]OK dir.

ispat: Kabul edelim ki X, p deToolsun. Yani 4.2.6, 4.2.7, 4.1.2, ve tanim 4.2.5,de
Wedge carpimindaki he¥ slizgeci ve Wedge carpimindaki herhangi z nokesi i

p,(F)OK, p,(F)OK ve O( F)=[x] veya[g]tur = F=[0O] veya[z] dir. Gostereqgz

ki B deki herx # p farkh x ve p noktasi icirix] UK ise[p], K da deildir.
Eger [p] K ise bu durumd& = [(p,x)] alalim.

p.(F) = [pl O K, dir ve O(F) =[(x,p)] tir. X , p deT, olduzundan

p,( dir ve O(F) =[(x,p)] tir. X, p deT, oldugundan
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F = [z] =[ (x,p)]dir . Bu isex # p oldugundan cekkidir. [p] O K dir.

Benzer olarak gosterilebilir ki herhangi# p icin [p] O K ise [x]O K dir.

Tersine olaraksartlarin sglandgini kabul edelim. X, p d&, oldusunu gostereggz.
Eger F, p,()0K, p, )0 K ve O(F) =[x] veya[¢] ise bu durumdaf = [(x,p)],
[(p.X)], [¢] ya dar OHxp)O(p,X)E, olduunu gérmek kolaydir. BizF = [(x,p)]

veya [@] oldugunu gostermeliyiz. Ber F = [(px)] ise bu durumda

p,(F)=[p]UK, p,(F)=[x]0 K olur ki buda kabulimizle ceir. Buradan & #

[(p.x)] dir. Eger ¥ =[x p)O(p. X)Eise bu taktirdep, (F) =[xO p|=Fx.380[ A ve
p,(®)=[p0 x]O[x ve sonug olarakx]OK ve [p]OK olur ki buda gelikidir.

Buradan# # Hx p) O ( p, X)Edir.

Simdi gosterelim ki# # {{x,p) 0 (p.x)Eve ¥ #[¢] olmak tzerer O Hx p) O (p. X)E
dir. Eger[q] 7 # Hx,p) 0 (p,x)Eise # 0 Hxp)Od(p,X)E olmasi igin = F=[(x,p)]
veya Hp,x)E olmasidir. Acik¢a gr F = [(X,p)] veya Hp,x)E ise
¢ 0 Hxp)O(p x)Edir.

Tersine olarak ger # O Hx p) O (p, X)E ve [¢] # F # Hx,p) O (p, X)E ise bu durumda
U] :{(x,p) ,(p,x)} ve U# @ olacaksekilde UOF vardir. {(x,p), (p.X)} 0 F ve F
stizgec oldgundanU n {(x,p) ,(p,x)} =(x,p veya p,Xolur ki bunlardaZ dadir. Bu
yuzden ¥ = [(x,p)] veya H{p,x)E dir. Yukarda ¢ # f{p,x)E oldugu gosterildi. Bu
sebeptenT:[(p] veya (F=gx,p)g dir. Benzer olarak gosterilebilir kp, ()UK,
p,(F)0 K O@)=[x] veya[q] sarti s&glanirsa = Hp,x)E veya [qg] dir. Bger &,
p(F)OK, p,(F)0 K, O@)=[p] veyd¢] sarti s@lanirsaF= [(p, p)] veya[q| dir.

Sonug olarakd™(p) = (p, p) olduzunda®= [(p, p)] = [2] dir.

Bu yiizden X p deT, dir.
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Teorem 4.2.9.ConFCO da ki tunmX =(B,K) objeleri p deT, dir.

Ispat: Kabul edelim ki X, p deT, olsun. X =(B,K) nin p deT, olmasi igin Wedge
carpimindaki herhangiF stizgeci ve Wedge carpimindaki herhangi z noktgisi i
OFOK OF0i g, k=12icini,=z ve O(F)=[x] veya [¢] = F=[z] veya
[¢]olmasidir. BF OK igin eger # 0 7,¢ ve O(F) =[x| veya[¢] ise bu taktirde
kolayca gosterilebilir kiF = f{x,p)g[ (p.x)] [O] veya# O {x,p) 0 (p.x)E dir. 0K,

F 0 1,F oldugundan® = {x,p)E veya[¢| olmalidir.

Benzer olarak, 0K igin # 07, ise bu durumdai,(x)=(p,x) oldugundan
F=Hpx)Eveya [@] dur. £, £,0K, K= (p,p) k=1 veya 2 i¢in gr # Ji % ve
0(F) =[p] veya[q] ise bu durumdal™(p)=(p,p) oldugundane = {p,p)E veya[q]

dur. Bu da ispati tamamlar. X , p dg dur.

Teorem 4.2.10. X = (B, K ) ConFCQ nun bir objesi olsu{B,K) p de T dir = B deki

her farkh x ve p noktalari icifix] OK veya[p]OK dir.

Ispat: Kabul edelim ki X, p deT, olsun. Yani 4.2.6, 4.2.8, 4.2.7 ve tanim 4.2.5 den
Wedge carpimindaki herhangsiizgeci ve wedge ¢arpimindaki herhangi z nok¢as) i
p(F)OK,O(F) =K , O(F) =[0(z)] veya[q] dir = #=[z] veya[q] dur. Bizx#p
ise  [XJ K oldugunu gostereggz. [x]0 K ise #=[(p,x)] dir. Dikkat edelim ki
p.(F)=[x]OK, O() =[x]OK dir. X, T, oldusundan¢ =[(p,x)] olup, buda ¢ejkidir.
Buradan [x]O K dir.

x #polmak Uzere ger [p] UK ise #=[(p,x)] dir. Acikca p,(#)=[p]OK ve

0(F) =[x]OK olur ki bu X in p deT, olduguyla celiir. Buradan[p] O K dir.Tersine
olarak, kabul edelim ki edelim kart sglansin®, p,(F)0K,0(F)0 K vel(F) =[X]

veya [¢] bu taktirde kolayca gosterilebilir ki#=Hx,p)E[(p.x)] [O] veya

¢ O Hx,p) 0 (p.x)E dir.
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Simdi  #=Hx,p)Eveya [¢ oldugunu gosterelim. #=[(p,x)] bu taktirde
p,(F)=[p]OK olur ki buda celkidir. Eger ¢=Hxp)0(p.x)E alirsak
p.(F)=[x0p| O[] ve buradan [p]OK dir, yine celgkidir.
[¢] 2 # # {{x,p) O (p,x)Eolacak sekilde eer 0O [Hx,p)0(p.X)Eise, bu durumda
Teorem 4.2.8 in ispatinda kullanilan ayni yaktda, ve kabuldenr = {{x,p)E veya
H{p. x)Edir. Buradan ¢ # [(p,x)] oldugundan# = {{x,p)E veya[¢] elde ederiz. Benzer
olarak ger ¥ =p,(F)0K,0F)0 K ve O(F) =[x] veya [¢] sartlar s@lansin bu
taktirde #=[(p.x)] veya[g|dur. Bzer #=p,(#)0K,0)0 K ve O(F)=[p] veya
[¢] sartlan sglaniyorsaF = [(p.p)] veya[q| dur.07(p)=(p,p) dir. Bu yiizden X, p

de T, dir.
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