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1

( ) p n
n

n p

f z z a z
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1. GİRİŞ 

En basit anlamda geometrik fonksiyonlar teorisinin araştırma konusu kompleks değerli 

fonksiyonların resim bölgelerine bakarak bu fonksiyonların analitik özelliklerini 

incelemektir. Görüntü kümeleri önemli özellikler taşıyan fonksiyonlar çeşitli sınıflara 

ayrılmıştır. Bilim adamlarının birçoğu da bu sınıflara ait bir çok kriter elde etmeye 

çalışmıştır. Bu sınıflardan en çok üzerinde durulan sınıflardan bazıları univalent, 

konveks, yıldızıl... vb. fonksiyonlardır. Analitik ve univalent fonksiyonlar, geometrik 

fonksiyonlar teorisinin en önemli ve ilgi çeken konularından birisidir. 

Analitik fonksiyonlar üzerindeki çalışmalar yaklaşık olarak son yüzyılda yoğun bir 

şekilde yapılmıştır. Bu çalışmalar çok çeşitlilik göstermekle birlikte analitik 

fonksiyonların alt sınıfları ile ilgilenilmiştir. Bazıları da alt sınıflara ait fonksiyonların 

çeşitli özelliklerini incelemiştir. 

Geometrik fonksiyonlar teorisi içinde ele alınan önemli problemlerden birisi de verilen 

bir analitik fonksiyonun konveks olup olmadığının araştırılmasıdır. Özellikle ters sınır 

değer problemlerinin çözümü, akışkanlar mekaniği, elektroteknik, nükleer fizik, 

univalentlik kriteri ve olasılık-istatistik gibi birçok alanda uygulaması olan konvekslik 

kriteri, bu alanda çalışmak isteyenler için bir ilham kaynağı olmuştur. 

Kompleks düzlemin basit bağlantılı bir has altkümesini birim diske konform tasvir eden 

bir dönüşümün varlığı Riemann dönüşüm teoremi ile anlaşılmıştır. Bu nedenle keyfi 

basit bağlantılı bölgeler üzerinde tanımlanan univalent fonksiyonlarla çalışmak yerine 

birim diskte tanımlanan univalent fonksiyonlarla çalışmak çok kez kolaylık sağlar. Bu 

yüzden bu alanda çalışma yapan birçok bilim adamı birim diskte tanımlanan 

fonksiyonları kullanmıştır. 

Univalent fonksiyonlar üzerindeki çalışmalar, 
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 : 1z z     

birim diskinde univalent ve (0) 0,f   (0) 1f    şartlarını sağlayan fonksiyonların 

oluşturduğu bir   sınıfı üzerinde yoğunlaşmıştır. 

1907 yılında Koebe, 2n   için   sınıfına ait 
2

( ) n
n

n

f z z a z




   tipindeki bir 

fonksiyonun resminin 
1

:
4

z z
  
 

 diskini içerdiği sonucuna varmıştır. Bir başka deyişle 

  birim diskinin f   altındaki görüntüsü olan kümenin sınırının orijine olan 

uzaklığının 1 4  ten küçük olamayacağını ispatlamıştır.  

İlerleyen zamanlarda matematikçiler f   fonksiyonunun modülünün büyümesiyle 

ilgili sabitler belirlemek üzerine yoğunlaşmıştır. Yarım yüzyılı aşkın bir süre sonra 

bulunan sonuçlar “Temel Univalent Fonksiyonlar Kuramı” olarak anılmaya başlanmış 

ve böylece tüm yalınkat fonksiyonlar sınıfı ile ilgili problemlere odaklanılmıştır. Bu 

kuramın gelişmesine yardımcı olan Riemann Dönüşüm Teoremi ve daha genel olarak 

konformal dönüşümler ile ilgili çalışmalar olmuştur. Herhangi bir fonksiyonun yalınkat 

veya p valent olması durumu, bu fonksiyonun davranışının belirlenmesinde oldukça 

önemli rol oynamaktadır. Bu nedenle bu fonksiyonlar için çeşitli kriterler elde edilmeye 

çalışılmıştır. 

1913 yılında Study, “Bir univalent dönüşümün birim disk üzerinde konveks olması” 

gerçeğini yani bu tür dönüşümlerin orijin merkezli 1 den küçük yarıçaplı her bir diski 

bir konveks bölge üzerine dönüştürdüğünü ifade etmiştir. 

1915 yılında Alexander, bir ( )f z  fonksiyonunu birim disk içine bire-bir olarak 

dönüştürmek için sık kullanılan klasik yöntemlerden daha fazla işlerliğe sahip olan bazı 

gerekli koşullar elde etmeyi amaçladığı bir çalışmasını yayınlamıştır. Ayrıca 1915 de 

Alexander ( )f z   ise ( )f z  fonksiyonunun   da univalent bir fonksiyon olduğunu 
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göstermiştir. Burada ,    da analitik,  ( ) 0f z   ve (0) 1f   şartını sağlayan 

2

( ) 1 n
n

n

f z a z




   şeklindeki fonksiyonların sınıfıdır. Noshiro ve Warshawski bu 

fonksiyonun daha genel bir hali olan ‘Konveks bir   bölgesinde  ( ) 0ie f z    ise 

( )f z  fonksiyonu   da univalenttir’ teoremini vermiştir. 

1916 yılında Bieberbach tarafından ileri sürülen z  olmak üzere f   fonksiyonu 

2

( ) n
n

n

f z z a z




   biçiminde bir Taylor açılımına sahipse 2,3,...n   için na n  

tahmini uzun yıllar matematikçiler tarafından ispatlanmaya çalışılmış ve 1984 yılına 

kadar bu tahmin sadece 1 2 3 4 5 6, , , , ,a a a a a a  katsayıları için sağlanabilirken 1985 yılında 

Brange’s tarafından tüm na  değerleri için ispatlanmıştır. Bu aşamalar aşağıdaki gibidir. 

2n   için   2 2a       Bieberbach (1916) 

3n   için   3 3a        Löwner (1923)  

4n   için   4 4a       Garabedian ve Schiffer (1955) 

5n   için   5 5a       Pederson ve Schiffer (1972) 

6n   için   6 6a      Pederson ve Ozawa (1968-1969) 

Tüm 'n ler için  na n     L. De Branges (1985)  

1985 yılında elde edilen bu çözüm univalent fonksiyonlar teorisini zenginleştirmiştir ve 

birçok yeni problemin ortaya çıkmasını sağlamıştır. 

Bieberbach tahmininin eşitlik hali, birim diski konformal olarak negatif reel ekseninden  

( , 1 4   aralığı çıkarılmış kompleks düzlem üzerine dönüştüren  2
( ) 1f z z z   

Koebe fonksiyonu için sağlanır. Birim diskin Koebe fonksiyonu altındaki resmine 
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univalentliği bozmadan herhangi bir açık küme ekleyemediğimizden bu fonksiyon   

de tanım kümesi en geniş fonksiyondur. 

Robertson 1936 yılında   mertebeli konveks ve   mertebeli yıldızıl fonksiyonlar 

kavramlarını tanımlamıştır. 

Bieberbach tahmininin Branges tarafından çözülmesine kadar problemin çözümü ile 

ilgilenen matematikçiler   sınıfının bazı alt sınıflarını tanımlamak suretiyle bu 

altsınıflara ait fonksiyonlarla ilgili çeşitli bağıntılar elde etmişlerdir. Bu alt sınıflardan 

en çok ilgi gören iki sınıf yıldızıl (starlike) ve konveks fonksiyonlardan oluşan alt 

sınıflardır. Bu alt sınıfların çoğu analitik ve geometrik olarak karakterize edilebilir. 

İlerleyen yıllardaki çalışmalara ışık tutan yıldızıl ve konveks fonksiyonlar arasındaki 

ilişki ilk kez Alexander tarafından verilmiştir. 

  yu bir 0z  noktasına göre yıldızıl bir bölgeye resmeden bir ( )f z  fonksiyonuna 0z  a 

göre yıldızıl bir fonksiyon denir. 0 0z   ise ( )f z  fonksiyonuna yıldızıl bir fonksiyon 

denir. Benzer şekilde   yu bir konveks bir bölgeye resmeden bir ( )f z  fonksiyonuna 

konveks bir fonksiyon denir. Yıldızıl fonksiyonların sınıfı *,  konveks fonksiyonların 

sınıfı ise   ile gösterilir. f   olması için gerek ve yeter şart *zf   olmasıdır. 

Nasr (1985) kompleks mertebeli yıldızıl fonksiyonlar için *( )b  sınıfını tanımlamıştır. 

Frasin and Darus (2001) analitik fonksiyonların ( )  sınıfını tanımlamış ve bu sınıfın 

bazı özelliklerini vermiştir. Frasin (2004) daha önce Darus ile çalıştığı ( )  sınıfına ait 

fonksiyonlar için yeni özellikler elde etmiştir. Shenan (2004) Salagean diferansiyel 

operatörüyle negatif katsayılı p  valent yıldızıl fonksiyonların bir alt sınıfı olan 

, ( , , )p
n r A B   sınıfını tanımlamıştır ve bu sınıfın birçok özelliğini incelemiştir. Frasin 

(2006)  0 1    tipli b  kompleks mertebeli analitik fonksiyonlar için yeni bir sınıf 

tanımlamıştır. *( )p   sınıfına ve  p   sınıfına ait bu fonksiyonlar için bir çok sonuç 
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elde etmiştir. Frasin (2007) analitik ve univalent fonksiyonlar için ( , )   sınıfını 

tanımlamış ve bu sınıflar için bazı özellikler elde etmiştir. Frasin (2008) analitik 

fonksiyonların yeni  , , ,p m    sınıfını tanımlamış, analitik ve univalent 

fonksiyonların önceden bilinen alt sınıflarla ilişkilerini araştırmıştır. 

İntegral operatörleri ile ilgili çalışmalar 1915 yılında Alexander tarafından başlatılmış 

ilerleyen zamanlarda bu operatörler genelleştirilmiş ve bu yeni operatörlerin yıldızıllığı, 

konveksliği, univalentliği gibi özellikler üzerinde çalışılmıştır. Bu çalışmalarda 

fonksiyonlar farklı sınıflardan seçilerek integral operatörleri için çeşitli sonuçlar elde 

edilmiştir.   

Şu anda genelleştirilerek üzerinde çalışılan integral operatörleri aşağıdaki gibidir; 

Alexander (1915) operatörü 

0

( )
[ ]( ) ,

z f t
A f z dt

t
   

Libera (1965) integral operatörü 

0

2
[ ]( ) ( ) ,

z

L f z f t dt
z

   

Bernardi (1969) integral operatörü 

1

0

1
[ ]( ) ( ) ,

z

L f z f t t dt
z


 

 
   

şeklindedir. Bu operatörlere uygun parametreler eklenerek daha genel halleri elde 
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edilmiş ve bu operatörlerin bazı özellikleri incelenmiştir. 

Libera (1967) ( )f z  fonksiyonu 1,  z z   olmak üzere orijinde basit bir sıfırı olan 

ve başka sıfırı olmayan   açık birim diskinde analitik olmak üzere 2 10 2t t     

şartıyla 

2

1

( )
0,

( )

t it
it

it
t

f re
e dt

f re


      1 2, ,r t t  

için f  fonksiyonunun   açık birim diskinde univalent olduğu sonucunu göstermiştir.  

Pfaltzgraff (1975) birim diskte analitik ve univalent 2
2( ) ...f z z a z    fonksiyonları 

için 
1

4
   şartını sağlayan   kompleks sayısı için 

0

( ) ( )
z

f z f w dw


 


  

integral operatörünün birim diskte univalent olduğunu göstermiştir. 

Chicra (1975) birim diskte analitik olan ve 
2

   şartını sağlayan bazı   ve 0 1   

şartını sağlayan bazı   değerleri için  

1 ( )
cos

( )
i zf z

e
f z

  
 

   
    

şartını sağlayan 2
2( ) ...f z z a z    fonksiyonlarının bir sınıfının univalentlik kriteri 

üzerine bir çalışma yapmıştır. Burada bu tipteki fonksiyonlar için belli bir şart 
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oluşturarak bu şartı sağlayan fonksiyonların birim diskte univalent olduğunu 

göstermiştir.  

 Miller (1978) yıldızıl integral operatörleri üzerine bir çalışma yapmıştır. Miller (1978) 

,  ,   ve        sabitlerinin uygun değerleri için *  kümesini yine *  a dönüştüren 

( ) ve ( )z z   analitik fonksiyonları üzerinde uygun sınırlamalarla 

1

1

0

( ) ( ) ( ) ...
( )

z

f f t t t dt z
z z



 


  


 
   
 







 
  

tipindeki integral operatörlerini tanımlamıştır. Parametreler üzerinde başka 

sınırlamalarla Miller (1978) *,  ,         kümelerini *  kümesine taşıyan 

dönüşümleri elde etmiştir. 

Breaz (2002)  , ,     ve  n  olmak üzere 

                                         
1

1

0

( )( )
( ) ...

nz
nf tf t

F z dt
t t

 
      

     

                                         
0

( ) ( )
( )

z f t g t
F z dt

t t

 


       
     

                                         
1

1

1 1

0

( )( )
( ) ...

nz
nf tf t

G z t dt
t t

  
 

             
  

ve 
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1

1

0

( ) ( )
( )

z f t g t
F z t dt

t t

  


  
              
   

integral operatörleri için univalentlik kriterleri elde etmiştir.  

Breaz (2008) , , : n
k nI     integral operatörünü 1 2, ,..., ,nf f f   

 1 2 0, ,..., ,n
n      n  and 0k  olmak üzere 

                      , , 1 2, ,..., ,k n nI f f f F     
1

1
1

0

( )( )
( ) ...

n
nz

k nD f tD f t
D F z dt

t t

    
   

   
  

şeklinde tanımlamıştır. Bu operatörün bazı özelliklerini incelemiştir. 

Breaz and Owa (2008) 0 1i   olmak üzere 

   1

1 2, ,..., 1

0

( ) ( ) ... ( ) n

n

z

nF z f t f t dt
 

       

integral operatörünü tanımlamış ve bu operatörün bazı özellikleri üzerinde çalışmıştır. 

Pescar (2000), Bulut (2008), Breaz (2009) ve Frasin (2010) bir takım integral 

operatörleri için yıldızıllık ve konvekslik kriterleri elde etmiştir. 

Frasin (2010) p valent fonksiyonların yeni genel integral operatörlerinin konvekslik 

mertebelerini elde etmiştir. 

Bizi bu çalışmayı yapmaya yönlendiren unsurların bazıları; 
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 p valent fonksiyonları içeren genel integral operatörlerinin konveksliği için yeter 

şartlara duyulan ihtiyacın ortaya çıkması, 

 Mevcut konvekslik kriterlerinin verilen bir p  valent fonksiyonun veya integral 

operatörünün konveksliğini test etmede yetersiz kalması, 

 Farklı fonksiyon sınıflarına ve farklı fonksiyon sınıflarına ait fonksiyonların 

konveksliği için konvekslik kriterlerine ihtiyaç duyulmasıdır. 

Sunulan bu tezde, analitik, p  valent fonksiyonlar ve genelleştirilmiş integral 

operatörleri için konvekslik kriterleri detaylı bir şekilde incelenmiştir. Çalışmamızın ilk 

kısmında p valent fonksiyonlardan oluşan iki tane genel integral operatörü için 

konvekslik kriterleri araştırıldı. İkinci kısmında da çalışılmış olup daha farklı ve yine 

p valent fonksiyonları barındıran genel integral operatörleri kullanılıp konvekslik 

kriteri üzerinde inceleme yapıldı. Üçüncü kısmında hem önceden tanımlanmış iki alt 

sınıfa ait fonksiyonların bazı özellikleri incelendi hem de içinde integral operatörlerini 

barındıran çok daha genel iki tane alt sınıf tanımlanıp bu alt sınıfların bazı özellikleri 

incelendi. Ayrıca negatif katsayılı p valent fonksiyonların tanımlamış olduğumuz yeni 

sınıfa ait olma şartı incelendi. 
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2. KURAMSAL TEMELLER 

2.1. Topolojik Kavramlar 

Tanım 2.1.1 (  komşuluğu): 0z   noktası verilsin.    0 0 0, :B z z z z      

kümesine 0z  noktasının   komşuluğu denir. 

Tanım 2.1.2 (İç Nokta): A   herhangi bir küme olsun. 0z A  noktası için 

 0 ,B z A   olacak şekilde bir 0   sayısı varsa 0z  noktasına A  kümesinin bir iç 

noktası denir. 

Tanım 2.1.3 (Açık Küme): Bir A   kümesi verilsin. Eğer A  kümesinin her noktası 

A  nın bir iç noktası ise A  kümesine açık küme denir. 

Tanım 2.1.4 (Kapalı Küme): A   olsun. A  kümesinin tümleyeni açık küme ise A  

kümesine kapalı küme denir. 

Tanım 2.1.5 (Eğri):  ,a b    olmak üzere sürekli bir 

 : ,a b   

fonksiyonuna   düzleminde eğri (çevre) denir.  a  ve  b  noktalarına da sırasıyla 

eğrinin başlangıç ve bitim noktaları adı verilir (Marsden 1973). 

Tanım 2.1.6 (Kapalı Eğri):  : ,a b   bir eğri olsun.    a b   ise   ya kapalı 

eğri denir (Ahlfors 1996). 
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Tanım 2.1.7 (Basit Kapalı Eğri):  : ,a b   bir eğri ve  1 2, ,t t a b  olsun. 1 2t t  

için    1 2t t   oluyorsa   ya basit eğri ya da Jordan eğrisi denir. Eğer   basit bir 

eğri ve    a b   ise   ya basit kapalı eğri denir. Bir   eğrisi verildiğinde    türevi 

var ve sürekli ise   ya diferansiyellenebilir eğri denir. Diferansiyellenebilir bir   eğrisi 

ve  ,t a b   için  ( ) 0t    ise   ya düzgün eğri denir. 

Tanım 2.1.8 (Bağlantılı Küme): Eğer 1 2 ,A A A   1A A Æ,  2A A Æ  ve 

1 2A A A  Æ  olacak şekilde 1A  ve 2A  gibi boş olmayan iki açık ve ayrık küme 

bulunamaz ise A   kümesine bağlantılıdır denir. Aksi halde A  ya bağlantısız küme 

denir. 

Tanım 2.1.9 (Bölge): Kompleks düzlemde açık ve bağlantılı olan bir kümeye   de bir 

bölge denir. 

2.2. Analitik Fonksiyonlar ve Bazı Alt Sınıfları 

Tanım 2.2.1 (Analitik Fonksiyon): ( )f z  kompleks değişkenli ve kompleks değerli 

fonksiyonu 0z   noktasının bir komşuluğunda tanımlı olsun. Eğer 

0

0

0

( ) ( )
lim
z z

f z f z

z z




 

limiti varsa, bu fonksiyona 0z  noktasında diferansiyellenebilirdir denir. Eğer ( )f z  

fonksiyonu 0z  noktasının bir komşuluğunda diferansiyellenebilirse, ( )f z  fonksiyonuna 

0z  noktasında analitik fonksiyon denir (Duren 1983).  

Örneğin 1( ) ,zf z e  2 ( ) sinf z z  ve 3( ) cosf z z  fonksiyonlarının her biri kompleks 

düzlemdeki her noktada analitiktir. 
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Tanım 2.2.2 (Univalent Fonksiyon): Kompleks düzlemin açık bir D  altkümesi 

üzerinde tanımlanmış bir ( )f z  fonksiyonu, kendi ( )f D  resmi üzerine 1–1 oluyorsa bu 

fonksiyona D  bölgesinde univalenttir denir. Bir başka deyişle 1 2,z z D  olmak üzere 

1 2( ) ( )f z f z  olması sadece ve sadece 1 2z z  olmasını gerektiriyorsa ( )f z  

fonksiyonuna D  bölgesinde univalent fonksiyon denir (Nehari 1952). Univalent 

fonksiyonlara tek katlı, yalınkat veya schlicht fonksiyon da denir. 

Tanım 2.2.3 (Normalleştirilmiş Analitik Fonksiyonların Sınıfı ): (0) (0) 1 0f f     

şartını sağlayan   üzerindeki herhangi bir f  holomorf fonksiyonuna normalize 

edilmiştir denir. 
2

( ) n
n

n

f z z a z




   formuna sahip ve   bölgesinde univalent olan 

normalleştirilmiş ( )f z  fonksiyonlarının sınıfı   sınıfı olarak adlandırılır (Goodman 

1983). 

( )f z  fonksiyonunun A  da univalent olması için gerek ve yeter şart 
1

( )f z
 

fonksiyonunun A  da univalent olmasıdır. ( )f z  fonksiyonu univalent ise ( ) 0f z  ’dır. 

Fakat tersi doğru değildir. 

Örneğin, 4( ) zf z e   fonksiyonu için 4( ) 4 0zf z e    ’dır, oysa 
4

i
   için 

1ie     olduğundan ( )f z  fonksiyonu  ’da 1-1 değildir. Yani univalent değildir. 

Tanım 2.2.4 ( p  valent fonksiyon):   bölgesinde 0( )f z w  denkleminin her 0w  için 

bu bölgede en fazla p  kökü ve bir 1w  içinde 1( )f z w  in tam olarak p  kökü varsa 

( )f z  fonksiyonuna   da p   valent fonksiyon denir. 

 Tanım 2.2.5 (Yıldızıl (Starlike) Bölge ): B    bir bölge ve y B  olsun. Eğer y  

noktasını B  bölgesinin herhangi bir x  noktasına birleştiren doğru parçası tamamen B  
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bölgesinin içinde kalıyorsa B  bölgesine y  noktasına göre yıldızıl (starlike) bölge denir 

(Goodman 1983). 

Daha açık bir ifadeyle B  bölgesinin her bir noktası y  noktasından görülebilir. Biz daha 

çok orijine göre yıldızıllık ile ilgileneceğiz. Bundan sonra yıldızıl dendiğinde orijine 

göre olduğunu anlayacağız. 

Tanım 2.2.6 (Yıldızıl Fonksiyon ): ( )f z   olsun. ( )f   orijine göre yıldızıl ise, bu 

( )f z  fonksiyonuna yıldızıl fonksiyon denir. Özel olarak, ( )f z  fonksiyonu   birim 

diskini yıldızıl bir kümeye resmediyorsa, ( )f z   fonksiyonuna yıldızıl fonksiyon denir. 

Eğer, ( )f   0w  noktasına göre yıldızıl ise o zaman 0w  noktasına bağlı yıldızıl bir 

fonksiyon olur. Örneğin; 
 2( )
1

z
k z

z



 Koebe fonksiyonu olmak üzere log ( )k z  

yıldızıl bir fonksiyondur (Duren and McLaughlin 1972).  

Tanım 2.2.7 (Yıldızıl Fonksiyonların Sınıfı ): ( ),f z    birim diskinde univalent bir 

fonksiyon (0) 0,f   (0) 0f    olsun. Eğer   da 

( )
,

( )

zf z

f z


 
  
 

 

oluyorsa ( )f z  fonksiyonuna  0 1    mertebeden yıldızıldır denir. (0) 0,f   

(0) 1f    olması ile birlikte   mertebeden yıldızıl fonksiyonların sınıfı *( )  ile 

gösterilir (Lehankani 1985). 

Tanım 2.2.8 (Konveks Bölge ): B  bir bölge olsun. B  deki her nokta çiftini birleştiren 

doğru parçası yine B  bölgesinde kalıyorsa B  ye konveks bölge denir (Goodman 1983). 
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Bir bölgenin konveks olması için gerek ve yeter şart her noktasına göre yıldızıl 

olmasıdır. 

Tanım 2.2.9 (Konveks Fonksiyon ): B  bir bölge, ( )f z  bu bölgede analitik bir 

fonksiyon olsun. ( )f B  konveks bir bölge ise, ( )f z  ye B  bölgesinde konveks 

fonksiyon denir (Goodman 1983). Ayrıca eğer bir f  fonksiyonu konveks bir kümeyi, 

konveks bir kümeye resmediyorsa f fonksiyonuna konveks fonksiyon denir.   sınıfına 

ait konveks fonksiyonların oluşturduğu kümeyi   ile göstereceğiz. 

Örneğin, ( )
1

z
f z

z



 ve 

1
( ) log

1

z
f z

z





 fonksiyonları konvekstir. 

 Tanım 2.2.10 (Konveks Fonksiyonların Sınıfı ): ( ),f z    birim diskinde univalent 

bir fonksiyon (0) 0,f   (0) 0f    olsun. Eğer   da 

( )
1 ,

( )

zf z

f z


 
    

 

oluyorsa ( )f z  fonksiyonuna  0 1    mertebeden konvekstir denir.   mertebeden 

konveks fonksiyonların sınıfı    ile gösterilir (Lehankani 1985). 

Konveks ve yıldızıl fonksiyonların arasındaki ilişki aşağıda verilmiştir; ‘‘ ( )f z  

fonksiyonunun   birim diskinde konveks olması için gerekli ve yeterli koşul ( )zf z  

nin  ’da yıldızıl olmasıdır.’’ 

0   için bu fonksiyonlar ilk kez Nevanlinne tarafından ispatlandı (Lehankani 1985). 

Bu sınıflar arasında *     şeklinde bir ilişki vardır. 
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Birim diski orijin noktasına göre yıldızıl bir bölgeye konform olarak dönüştüren 

fonksiyona yıldızıl fonksiyon, birim diski konveks bir bölgeye konform olarak 

dönüştüren fonksiyona da konveks fonksiyon denir (Goodman 1983). 

Tanım 2.2.11 ( p  valent Fonksiyon Sınıfı):  :  1z z  �   açık birim diskinde 

analitik olan  

                                               
1

( ) p n
n

n p

f z z a z


 

            1, 2,..., ,p                

fonksiyonuna p  valent fonksiyon denir ve genel olarak p  ile gösterilir. 

Bu fonksiyonlar bir başka şekilde aşağıdaki gibi ifade edilir. 

Tanım 2.2.12 :  :  1z z  �   açık birim diskinde analitik olan  

                                            ( ) ,p k
k

k p n

f z z a z


 

             , 1, 2,..., ,p n                

fonksiyonlarının sınıfı  ,p n  ile gösterilir. 

Tanım 2.2.13 ( p  valent Yıldızıl Fonksiyon): pf   fonksiyonu  

                                             
( )

,
( )

zf z

f z


 
  
 

              z   

 şartını sağlarsa  0 p    mertebeden p  valent yıldızıl fonksiyon denir. 
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  birim diskinde  0 p    mertebeden p  valent yıldızıl olan bütün 

fonksiyonların sınıfı *( )p   ile gösterilir. * *
1 ( ) ( )    olarak alınır. 

Tanım 2.2.14 ( p  valent Konveks Fonksiyon):  pf   fonksiyonu  

                                          
( )

1 ,
( )

zf z

f z


 
    

             z  

şartını sağlarsa f  ye  0 p    mertebeden p  valent konveks fonksiyon denir. 

  birim diskinde  0 p    mertebeden p  valent konveks olan bütün 

fonksiyonların sınıfı  p   ile gösterilir. 1( ) ( )    olarak alınır. 

Tanım 2.2.15: p  sınıfında 

1

( )
,

pz

f z 

   
 

     ,z  

şartını sağlayan ( )f z  fonksiyonlarına ( ),pR    0 p    sınıfındandır denir. 

1( ) ( )R R   olarak alınır. 

Tanım 2.2.16 (b  Kompleks Mertebeli p  valent Yıldızıl Fonksiyon): p  sınıfında 

1 ( )
,

( )

zf z
p p

b f z


  
     

  
       ,z  

şartını sağlayan ( , )pf b   fonksiyonlarına  0 p    tipli   0b b   
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kompleks mertebeli yıldızıl fonksiyon denir. 

Tanım 2.2.17 (b  Kompleks Mertebeli p  valent Konveks Fonksiyonlar): p  

sınıfında 

1 ( )
1 ,

( )

zf z
p p

b f z


  
        

       ,z  

şartını sağlayan ( , )pf b   fonksiyonlarına  0 p    tipli   0b b   

kompleks mertebeli konveks fonksiyon denir. 

Tanım 2.2.18 (  mertebeli  düzgün Yıldızıl Fonksiyonlar): f   

fonksiyonunun 0 1,   0 1,   z  ve 

( ) ( )
1 1 ,

( ) ( )

zf z zf z

f z f z
 


    

şartlarını sağlayan ( )f z  fonksiyonlarına  mertebeli  düzgün yıldızıl fonksiyonlar 

denir ve bu fonksiyonların oluşturduğu sınıf  ,MT    ile gösterilir. 

Tanım 2.2.19 ( p valent  mertebeli  düzgün Yıldızıl Fonksiyonlar): pf   

fonksiyonu  

                               
( ) ( )

( ) ( )

zf z zf z
p

f z f z
 

  
    
 

    0,  k z   

şartını sağlayan ( )f z  fonksiyonlarına p valent  mertebeli  düzgün yıldızıl 

fonksiyonlar denir ve bu fonksiyonların oluşturduğu sınıf  , ,MT p    olarak 
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gösterilir.  

Düzgün yıldızıl fonksiyonlar simetrik noktalara göre yıldızıl fonksiyonların bir alt 

sınıfıdır. 

Tanım 2.2.20 ( p  valent  mertebeli  düzgün Diferansiyel Operatörünü 

İçeren Yıldızıl Fonksiyonlar): pf   fonksiyonunun 0 ,p   0 ,p   z  ve 

her 1,2,...,i n  için 0 {0}il      olmak üzere 

   ( ) ( )
,

( ) ( )

i i

i i

l l

l l

z D f z z D f z
p p

D f z D f z
 

 
    

şartlarını sağlayan ( )f z  fonksiyonlarına p  valent  mertebeli  düzgün 

diferansiyel operatörlü yıldızıl fonksiyonlar denir ve bu fonksiyonların oluşturduğu sınıf 

 , ,MT p    olarak gösterilir. 

Sonuç 2.2.1. Tanım 2.2.20 de 1,2,...,i n  için 1 2 ... 0nl l l     ve 1p   alındığında 

Breaz (2008) ve Mohammed (2010)  tarafından çalışılan sınıf elde edilir. 

Tanım 2.2.21 ( p  valent Düzgün Konveks Fonksiyonlar): p  sınıfında 

                                             
( ) ( )

1
( ) ( )

zf z zf z

f z f z

  
     

     ,z  

şartını sağlayan pf   fonksiyonlarının sınıfına düzgün konveks fonksiyonların sınıfı 

denir. 
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Tanım 2.2.22 (   Mertebeli  düzgün Konveks Fonksiyon): f   fonksiyonunun 

eğer 0 1,   0,   z  ve 

( ) ( )
1 ,

( ) ( )

zf z zf z

f z f z
 

       
   

 

şartlarını sağlayan ( )f z  fonksiyonlarına  mertebeli  düzgün konveks 

fonksiyonlar denir ve bu fonksiyonların oluşturduğu sınıf  ,KD    ile gösterilir. 

Tanım 2.2.23 ( p  valent  mertebeli k  düzgün Konveks Fonksiyonlar): pf   

fonksiyonu 1 p    olmak üzere 

                                    
( ) ( )

1 1
( ) ( )

zf z zf z
k p

f z f z


  
        

    0,  k z   

şartlarını sağlayan ( )f z  fonksiyonlarına p  valent  mertebeli k  düzgün konveks 

fonksiyonlar denir ve bu fonksiyonların oluşturduğu sınıf  , ,KD p k  olarak 

adlandırılır. 

Tanım 2.2.24 ( p  valent    mertebeli  düzgün Salagean Operatörünü İçeren 

Konveks Fonksiyon): pf   fonksiyonunun eğer 0 ,p   0,   z  ve her 

1, 2,...,i n  için 0 {0}il      olmak üzere 

 
 

 
 

( ) ( )
1 1 ,

( ) ( )

i i

i i

l l

l l

z D f z z D f z
p

D f z D f z
 

  
       

  
 

 

şartlarını sağlayan ( )f z  fonksiyonlarına p valent  mertebeli  düzgün Salagean 
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operatörünü içeren konveks fonksiyonlar denir ve bu fonksiyonların oluşturduğu sınıf 

 , ,KD p    olsun. 

Tanım 2.2.25: f   fonksiyonunun  

                                                  
( )

1 ,
( )

zf z

f z


 
    

        ,z  1,   

şartlarını sağlayan if  fonksiyonları ( )  sınıfındadır denir.  

Tanım 2.2.26: pf   fonksiyonunun  

                                                   
( )

1 ,
( )

zf z

f z


 
    

              ,z  ,p   

şartlarını sağlayan if  fonksiyonları ( )p   sınıfındadır denir.  

Ayrıca 1( ) ( )    olsun.  

Sonuç 2.2.2: Bu sınıfta 1p   alınırsa Owa (2003), Breaz (2008), Uralegaddi (1994) ve 

Mohammed (2010) un çalıştığı sınıf elde edilir. 

Daha önce  *( , )p b   sınıfında 1p   ve 0   için    0b b   kompleks mertebeli 

yıldızıl fonksiyonların *( )p b  sınıfı Nasr and Aouf (1985) tarafından ve aynı sıralarda 

  0b b   kompleks mertebeli konveks fonksiyonların ( )p b  sınıfı Wiatrowski 

(1985) tarafından çalışıldı. 
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Tanım 2.2.27: 0 {0}k     olmak üzere   sınıfına ait fonksiyonlar için  

                                         0 ( ) ( )D f z f z  

                                         1 ( ) ( )D f z zf z  

   

                                       1( ) ( )k kD f z D D f z  

tipindeki operatöre Salagean türev operatörü denir ve kD  ile gösterilir.  

Ayrıca p  sınıfına ait fonksiyonlar için 0 {0}k     olmak üzere bir kD  

operatörü 

                                       0 ( ) ( )D f z f z  

                                       1 1
( ) ( )D f z zf z

p
  

   

                                       1( ) ( )k kD f z D D f z                                                          (2.1) 

şeklinde tanımlanır.  

kD  diferansiyel operatörü Shenan (2004) tarafından tanımlanmıştır. Bu operatörde 

1p   alındığında Salagean (1983) türev operatörü elde edilir. 
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Eğer pf   ise 

1

( ) ,
k

k p m
m

m p

m
D f z z a z

p



 

 
   

 
      1, 2,..., ,p      ,z  

pf T  ise 

1

( ) ,
k

k p m
m

m p

m
D f z z a z

p



 

 
   

 
      1, 2,..., ,p      ,z  

ve  ,f p n  ise 

( ) ,
k

k p j
j

j p n

j
D f z z a z

p



 

 
   

 
         , 1, 2,..., ,p n      ,z  

olur. 

Sonuç 2.2.3: Tanım 1.14 de 1,2,...,i n  için 1 2 ... 0nl l l     ve 1p   alındığında 

Shams (2004), Owa (2009), Aghalary et al. (1994) ve Mohammed (2010) tarafından 

çalışılan sınıf elde edilir. 

Tanım 2.2.28: pf   fonksiyonu [0, ),p    0 ,b   0 {0}k     için 

                             
 ( )1

,
( )

k

k

z D f z
p p

b D f z


  
       

  
  

       ,z                         (2.2) 

şartlarını sağlayan ( )f z  fonksiyonlarına   tipli b  kompleks mertebeli p  valent 
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yıldızıl fonksiyonlar denir ve bu fonksiyonların oluşturduğu sınıf , ( , )p k b   ile 

gösterilir. 

Tanım 2.2.29: pf   fonksiyonu [0, ),p    0 ,b   0 {0}k    için 

                       
 
 

( )1
1 ,

( )

k

k

z D f z
p p

b D f z


  
          

  

         ,z                    (2.3) 

şartlarını sağlayan ( )f z  fonksiyonlarına   tipli b  kompleks mertebeli p  valent 

konveks fonksiyonlar denir ve bu fonksiyonların oluşturduğu sınıf , ( , )p k b   ile 

gösterilir. 

Sonuç 2.2.4:  

(1) *
1,0 ( ,0) ( )b b   ve 1,1 1,0( , ) ( ,0) ( )b b b      (Frasin 2006). 

(2) *
1,0 ( , ) ( )b b    ve 1,1 1,0( , ) ( , ) ( )b b b      (Wiatrowski 1971). 

(3) 1, ( ,0) ( )k kb    (Salagean 1983). 

(4) 1,0 (cos , ) ( 2,  0 <1),ie  
            mertebeden   spirallike 

fonksiyonların sınıfı (Libera 1967). 

(5) 1,0 (cos , ) ( 2,  0 <1),ie  
            mertebeden   Robertson 

fonksiyonların sınıfı (Chicra 1975). 
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2.3 Analitik Fonksiyonlardan Oluşan Bazı İntegral Operatörleri 

Tanım 2.3.1: Kabul edelim ki n  için  1 2 0, ,..., ,n
nl l l l   1 2( , ,..., ) n

n       

1, 2,...,i n  için ,  ,  i i i pf g h   olsun. Aşağıdaki integral operatörlerini 1, 2,...,i n  ve 

(2.1) ile tanımlanan kD  operatörleri için ,  ,  i i i pf g h   olmak üzere  

 ,
, 1 2, ,..., :l n

n p n p pf f f     

                                 , 1
, 1 2 , , ,

10

( )
, ,..., ( ) ,

i
iz ln

l p i
n p n p n l p

i

D f t
f f f F z pt dt

t









 
   

 
            (2.4) 

ikinci olarak  

 ,
, 1 2, ,..., :l n

n p n p pg g g     

                           , 1
, 1 2 , , , 1

10

( )
, ,..., ( ) ,

i

ilz n
il p

n p n p n l p
i

D g t
g g g z pt dt

pt











 
    
 
 

               (2.5) 

ve son olarak 

     ,
, 1 2, ,..., : , ,l

n p nh h h p n p n     

                             1( ), 1
, 1 2 , , ,

10

, ,..., ( ) ,
l pi

i

z n
D h t tl p

n p n p n l
i

h h h z pt e dt









                     (2.6) 

integral operatörleri tanımlanır. 
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Sonuç 2.3.1: , , , ( )p n lF z  integral operatörü Saltık (2010) tarafından çalışılmıştır. Eğer 

1,2,...,i n  için 1 2 ... 0nl l l     alınırsa , , , ( )p n lF z  integral operatörü Frasin (2010) 

tarafından çalışılan ( )pF z  operatörüne dönüşür. (2.4) ile tanımlanan integral 

operatöründe 1p   alınırsa Breaz (2009) tarafından çalışılan ( )kD F z  integral operatörü 

elde edilir. (2.4) de 1p   ve 1 2 ... 0nl l l     alınırsa , , , ( )p n lF z  integral operatörü  

Breaz and Breaz (2002) ve Mohammed (2009) tarafından çalışılan ( )nF z  operatörü 

elde edilir. 1,p n   1 0l   ve 1   alınırsa Pescar et al. (2000), Breaz (2008), 

Mohammed (2009) tarafından çalışılan ( )( )I f z  operatörü elde edilir. ( )( )I f z  

integral operatörü 1 [0,1]    özel durumu Miller et al. (1978) tarafından çalışıldı. 

(2.4)’de 1,p n   1 0l   ve 1 1   alırsak Alexander (1915) in ( )( )I f z  integral 

operatörü elde edilir. 

Sonuç 2.3.2: , , , ( )p n l z  integral operatörü Saltık (2010) tarafından çalışılmıştır. Eğer 

1,2,...,i n  için 1 2 ... 0nl l l     alınırsa , , , ( )p n l z  integral operatörü Frasin (2010) 

tarafından çalışılan ( )p z  fonksiyonuna dönüşür. (2.5) integral operatöründe 1p   ve 

1 2 ... 0nl l l     alınırsa , , , ( )p n l z  integral operatörü Breaz (2008) ve Mohammed 

(2009) tarafından çalışılan 
1 2, ,..., ( )

n
z    operatörüne dönüşür. Eğer (2.5) de 1,p n   

1 0l   ve 1   alırsak Pfaltzgraff (1975), Breaz (2008), Mohammed (2009) ve Kim et 

al. (1972) tarafından çalışılan ( )G z  integral operatörü elde edilir. 

Sonuç 2.3.3: Eğer 1, 2,...,i n  için 1p   ve 1 2 ... 0nl l l     alınırsa , , , ( )p n l z  

integral operatörü Frasin (2010) tarafından çalışılan ( )pF z  operatörüne dönüşür. 

Lemma 2.3.1 (Genelleştirilmiş Schwarz Lemma): 

,f   :R z z R     diskinde analitik ve  M  sabit olmak üzere ( )f z M  olsun. 
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Eğer ,f  0z   için fonksiyonu m ’den daha büyük mertebeden (katlılıkları dahil) bir 

tek sıfıra sahipse bu durumda 

( ) ,
m

m

M
f z z

R
   Rz                                            (1.7) 

eşitsizliği  gerçekleşir. Eşitlik sadece    olmak üzere ( )
mi

m

M
f z e z

R
  fonksiyonu 

sağlanır (Ponussamy and Silverman 2006). 

Tanım 2.3.2: Eğer ( )nF z  integral operatörü 0 1,   0,   z  ve her 1, 2,...,i n  

için 

 
 

 
 

( ) ( )
1 ,

( ) ( )

n n

n n

z F z z F z

F z F z
 

       
   

 

şartlarını sağlayan if  fonksiyonları  1 2, , , ,...,n nKDF       sınıfındadır denir.  

A. Mohammed (2.4) ün özel hali olan  
1 2, ,...,

10

( ) ( ) i

n

z n

i
i

F z f t dt


  


   operatörünü 

kullanarak aşağıdaki sınıfı tanımlamıştır. 

Tanım 2.3.3: Eğer 
1 2, ,..., ( )

n
F z    integral operatörü 0 1,   0,   z  ve  

 
 

 
 

1 2 1 2

1 2 1 2

, ,..., , ,...,

, ,..., , ,...,

( ) ( )
1 ,

( ) ( )

n n

n n

z F z z F z

F z F z

     

     

 
  
     

  
 

 

şartlarını sağlayan her 1,2,...,i n  için if  fonksiyonları  
1 2, ,..., 1 2, , , ,...,

n nKDF         
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sınıfındadır denir.  

(2.4), (2.5) eşitlikleri ve Tanım 2.2.24 kullanılarak ( , , )KD p    nün yeni iki sınıfını 

aşağıdaki gibi tanımladık. 

Tanım 2.3.4: Eğer (2.4) ile tanımlanan , , , ( )p n lF z  integral operatörünün 0 ,p   

0,   z  ve her 1,2,...,i n  için 0 {0}il      olmak üzere 

 
 

 
 

, , , , , ,

, , , , , ,

( ) ( )
1 1 ,

( ) ( )

i i

i i

l l
p n l p n l

l l
p n l p n l

z D F z z D F z
p

D F z D F z

 

 

 
  
       

  
 

 

şartlarını sağlayan her 1,2,...,i n  için if  fonksiyonları  , , 1 2, , , ,...,p n l nKDF       

sınıfındadır denir.  

Tanım 2.3.5: Eğer (2.5) ile tanımlanan , , , ( )p n l z  integral operatörünün 0 ,p   

0,   z  ve her 1, 2,...,i n  için 0 {0}il      olmak üzere 

 
 

 
 

, , , , , ,

, , , , , ,

( ) ( )
1 1 ,

( ) ( )

i i

i i

l l
p n l p n l

l l
p n l p n l

z D z z D z
p

D z D z

 

 

 
  
       

  
 

 

 
 

şartlarını sağlayan her 1,2,...,i n  için if  fonksiyonları  , , 1 2, , , ,...,p n l nKD       

sınıfındadır denir.  

Çalışmamızda , , , ( ),p n lF z  , , , ( )p n l z  ve , , , ( )p n l z  integral operatörlerinin farklı sınıflar 

üzerindeki konvekslik mertebeleri verilmiştir ve , , , ( )p n lF z  ile  , , , ( )p n l z  operatörlerini 
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içeren yeni iki sınıf tanımlanmıştır. Ayrıca negatif katsayılı fonksiyonlar için bir kısım 

kriterler elde edilmiştir. 
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3. MATERYAL ve YÖNTEM 

3.1. Bazı İntegral Operatörleri İçin Konvekslik Şartları 

Teorem 3.1.1: Kabul edelim ki ,i    1,...,i n  ve 0i   olsun. Her  1,...,i n  

için if   olduğunu varsayalım. Buradan 
1 2, ,..., n

F    integral operatörü konvekstir 

(Breaz and Owa 2008). 

Teorem 3.1.2: Kabul edelim ki ,i    1,...,i n  ve 0i   olsun. Her  1,...,i n  

için   ,i if   0 1i   olduğunu varsayalım. Bu şartlar altında 
1 2, ,..., n

F    integral 

operatörü   
1

0 1 1 1
n

i i
i

 


     olmak üzere  
1

1 1
n

i i
i

 


   mertebeden konvekstir 

(Breaz and Owa 2008). 

Teorem 3.1.3: Kabul edelim ki ,i    1,...,i n  ve 0i   olsun. Her  1,...,i n  

için ( )if KD   olduğunu varsayalım. Bu şartlar altında 
1 2, ,..., n

F    integral operatörü 

1

1 0
n

i
i




   olmak üzere  
1

1
n

i
i




  mertebeden konvekstir  (Breaz and Owa 2008).                           

Breaz (2008) ( )b  sınıfına ait fonksiyonları içeren integral operatörü için bir çalışma 

yapmıştır. Bu çalışmaları 0i   için 

                                     1

1 2, ,..., 1

0

( ) ( ) ... ( ) n

n

z

nF z f t f t dt
 

                                              (3.2) 

biçiminde tanımlamıştır. 
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Teorem 3.1.4: Kabul edelim ki her  1,...,i n  için ( ),if b  0i  , 0 1,   

 0b   ve 

 
1

0 1 1 1
n

i
i

 


     

olsun. Buradan 

 
1

1 1
n

i
i

  


    

için 
1 2, ,..., ( )

n
F b     olur (Breaz 2008).  

Bulut (2008) her  1,...,i n  için if   ve 0i   şartıyla (3.2) integral operatörleri 

üzerinde çalışma yapmıştır ve bu çalışmalarında Breaz (2008) in makalesindeki Teorem 

2.1 ve Teorem 2.3 ü genelleştirmiştir. Bu teoremler aşağıdaki gibidir. 

Teorem 3.1.5: Kabul edelim ki her  1,...,i n  için ( ),
iif b  0 1,i    0b   

ve 1 i n   için 0i   olsun. Eğer  

 
1

0 1 1 1
n

i i
i

 


     

olursa  
1

1 1
n

i i
i

 


    şartıyla 
1 2, ,..., ( )

n
F b      olur (Bulut 2008).   

Breaz (2009) (3.1) integral operatörü  0,1 


 ve 0k   olmak üzere Salagean (1983) 

tarafından tanımlanan 
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1 ( )
( ) :  ,  

( )

k

k k

D f z
f z

D f z
 

          
   

 
    




 mertebeden k  yıldızıl fonksiyonların sınıfı üzerinde bazı çalışmalar yapmıştır. 

Breaz (2009) bu sınıfı daha da genişleterek bazı analitik fonksiyonlar için yeni bir 

integral operatörü tanımlamıştır ve bu sınıftan seçtiği fonksiyonlara bir takım şartlar 

yükleyerek (3.1) integral operatörünün ( )k 


 sınıfında olmasını garanti eden bazı şartlar 

araştırmıştır.  

Breaz (2009) Kompleks mertebeli analitik fonksiyonları kapsayan (3.2) integral 

operatörleri için bazı özellikleri elde etmiştir. Bu çalışmalar aşağıdaki gibidir. 

Teorem 3.1.6: Kabul edelim ki  1,...,i n  için 0i   ve 

1

0 1 1
n

i
i




    

olsun. Ayrıca 1,...,i n  için (1 )if b   ve  0b   olsun. Buradan 
1

1
n

i
i

 


   

olmak üzere ( )nF b  olur (Breaz 2009). 

Teorem 3.1.7: Kabul edelim ki  1,...,i n  için ( )if b  ve  0b   olsun. 

Buradan  
1

1
n

i
i

 


    ve  
1

0 1 1
n

i
i




    olmak üzere 
1 2, ,..., ( )

n
F b     olur (Breaz 

2009). 

Frasin (2010) p valent fonksiyonların yeni genel integral operatörlerinin konvekslik 

mertebelerini elde etmiştir. Frasin (2010) 0,i   1 i p    olmak üzere 
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1

1 1

0

( )( )
( ) ...

nz
p n

p p p

f tf t
F z pt dt

t t


       
     

ve 

1

1 1
1 1

0

( )( )
( ) ...

nz
p n

p p p

f tf t
G z pt dt

pt pt

 


 

   
    

   
  

integral operatörleri üzerinde çalışmıştır. İlk çalışmasında pF  operatörü için p  valent 

konvekslik şartı elde etmiştir. 

Teorem 3.1.8: Kabul edelim ki  1,...,i n  için 0,i   1 ,i p    0ik   ve 

( , , )i i if MT p k  olsun. Eğer   
1

0
n

i i
i

p p p 


     olursa buradan pF  integral 

operatörü  
1

n

i i
i

p p 


   mertebeden p  valent konvekstir (Frasin 2010). 

Teorem 3.1.9: Kabul edelim ki  1,...,i n  için 0,i   1 ,i p    0ik   ve 

( , , )i i if KD p k  olsun. Eğer  
1

0
n

i i
i

p p p 


     olursa buradan pG  integral 

operatörü  
1

n

i i
i

p p 


   mertebeden p  valent konvekstir (Frasin 2010). 

Lupaş (2009) ( , )f p n  fonksiyonunu içeren yeni bir sınıf olan Salagean türev 

operatörünü içeren  , , ,p m    sınıfını tanımlamıştır.  

Tanım 3.1.10: Eğer , ,p n   0 ,m   0,    0,1   için  



 

 

33

1 ( )

( )

m p

p m

D f z z
p p

z D f z




  

   
 

                                 (1.8) 

şartları sağlanırsa ( , )f p n  fonksiyonu   , , ,p m    sınıfına aittir denir. 

Sonuç 3.1.1:  

 , , ,p m    ailesi bazı iyi bilinen sınıfları da içeren analitik ve univalent olan 

sınıfları kapsayan analitik fonksiyonların yeni bir sınıfıdır. Örneğin 

  *1,0,1, ( ),     1,1,1, ( ),     ,0,0, ( ),pp R   

 1,0,0, ( ).R   Bir diğer altsınıf Frasin and Darus (2001) tarafından tanımlanan 

 1,0, 2, ( )    ve Frasin and Jahangiri (2008) tarafından tanımlanan 

 1,0, , ( , )      özel sınıflarıdır.  

Frasin (2010) ( ) 1 1
( )

z
f z

f z




     
 

 şartını sağlayan 1,2,...,i n  için sırasıyla if  ve 

f  fonksiyonları için 

1

10

( ) i
z n

i

i

f t
dt

t





 
 
 

  ve  ( )

0

z
f tte dt



  integral operatörlerinin 

konvekslik mertebelerini elde etmiştir. Bu sonuç aşağıdaki gibidir. 

Teorem 3.1.11: Kabul edelim ki her 1,2,...,i n  için 0 1,   1   ve if   

fonksiyonu  ,   sınıfına ait olsun. Eğer  ( )  , 1 ;  zif z M M    olursa 

1

10

( ) i
z n

i

i

f t
dt

t





 
 
 

  integral operatörü her 1, 2,...,i n  için  0 ,i     

  1

1

1
2 1 1

n

i i

M 






     
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ve 

  1

1

1
1 2 1

n

i i

M  






     

olmak üzere ( )  sınıfına aittir (Frasin 2010). 

Teorem 3.1.12: Kabul edelim ki her 1, 2,...,i n  için 0 1,   1   ve f   

fonksiyonu  ,   sınıfına ait olsun. Eğer  ( ) , 1 ;  zif z M M    olursa 

 ( )

0

z
f tte dt



  integral operatörü ,   
 

1

2 1M 



 

 ve  

  1 2 1M        

olmak üzere ( )  sınıfına aittir (Frasin 2010). 

3.2. İntegral Operatörlerinin Bazı Sınıflara Ait Olma Şartları 

Breaz (2008) * ( )b  sınıfına ait aşağıdaki integral operatörü için bir çalışma yapmıştır. 

Bu çalışmalarda  ( )nF z  operatörünü 0i   olmak üzere 

                                      
1

1

0

( )( )
( ) ...

nz
n

n

f tf t
F z dt

t t

 
      

                                              (3.1) 

biçiminde tanımlamıştır. 

Teorem 3.2.1: Kabul edelim ki her  1,...,i n  için 0i  , 0 1   şartıyla   bir reel 

sayı ve  
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 
1

0 1 1 1
n

i
i

 


     

olsun. Eğer her  1,...,i n  için * ( ),if b   0b   alınırsa 

                                                            
1

1 1
n

i
i

  


    

 için ( )nF b  olur (Breaz 2008). 

Bulut (2008) her  1,...,i n  için if   ve 0i   alırsak (3.1) integral operatörleri 

üzerinde çalışma yapmıştır ve bu çalışmalarında Breaz (2008) in makalesindeki Teorem 

2.1 genelleştirmiştir. Bu teorem aşağıdaki gibidir. 

Teorem 3.2.2: Kabul edelim ki her  1,...,i n  için * ( ),
iif b  0 1,i    0b   

ve 1 i n   için 0i   olsun. Eğer  

 
1

0 1 1 1
n

i i
i

 


     

olursa  
1

1 1
n

i i
i

 


     şartıyla ( )nF b  olur (Bulut 2008).  

 Teorem 3.2.3: Kabul edelim ki her  1, 2,...,i n  için ,i   0,i   if   ve 

( )

( )
i

i
i

f z
M

f z


  olsun. Eğer  ,i i if MT    ise  

1

1 1
n

i i i i
i

M   


    olmak üzere 

( )nF   olur (Mohammed 2010). 
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Teorem 3.2.4: Kabul edelim ki her  1, 2,...,i n  için 0,i   0i   özelliği ile 

0 1i   ve 0i   olmak üzere  ,i i if KD    olsun. Eğer  
1

0 1 1
n

i i
i

 


    ise 

1 2, ,..., ( )
n

F z    integral operatörü  
1

1 1
n

i i
i

  


    mertebeden konvekstir (Mohammed 

2010). 

3.3. Negatif Katsayılı Fonksiyonları İçeren İntegral Operatörleri İçin Bazı Şartlar 

Teorem 3.3.1: Kabul edelim ki her 1,2,...,i n  için if T  olsun. Buradan 

 1 2, , , ,...,i n nf KDF       olması için gerek ve yeter şart  

   ,
2

1
,

2

1 1
1

1

i m in
m

i
m i

m

m a

a

 











   
   
   





  

olmasıdır (Mohammed 2010). 

Teorem 3.3.2: Kabul edelim ki her 1,2,...,i n  için if T  olsun. Buradan 

 
1 2, ,..., 1 2, , , ,...,

ni nf KDF         olması için gerek ve yeter şart 

   ,
2

1
,

2

1 1
1

1

i m in
m

i
m i

m

m m a

ma

 











   
   
   





 

olmasıdır (Mohammed 2010). 
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4. ARAŞTIRMA BULGULARI ve UYGULAMALAR 

4.1. , , , ( )p n lF z  Operatörünün ( , )p b   Konveks Olmasının Yeterli Şartları 

Teorem 4.1.1: Kabul edelim ki her 1, 2,...,i n  için  1 2 0, ,... ,n
nl l l l   

 1 2, ,..., ,n
n       0 ,i p    0b   ve *

, ( , )
ii p l if b   olsun. Ayrıca 

 
1

0
n

i i
i

p p p 


     

eşitsizliği sağlansın. Bu durumda 

 
1

n

i i
i

p p  


    

olmak üzere  (2.4) ile tanımlanan , , , ( )p n lF z  integral operatörü ( , )p b   sınıfındadır. 

İspat: (2.4) tanımından , , , ( )p n l pF z   elde edilir. Diğer taraftan 

                                      1
, , ,

1

( )
( )

i
iln

p i
p n l p

i

D f z
F z pz

z








    
 

                                         (4.1) 

olduğunu görmek kolaydır. (4.1) in her iki tarafının logaritmasını alıp z  ile çarparsak  

                              
 
 

 , , ,

1
, , ,

( )( )
1

( )( )

i

i

ln
ip n l

i l
i i

p n l

z D f zz F z
p p

D f zF z








 
       
 

                           (4.2) 
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olur. Buradan (4.2) nin her iki tarafını 
1

b
 ile çarparsak 

 
 

 , , ,

1 1
, , ,

( )( )1 1
1

( )( )

i

i

ln n
ip n l

i il
i ii

p n l

z D f zz F z
p p p p

b b D f zF z





 
 

    
                   

   

elde edilir. Aynı zamanda her iki tarafa p  ilave edersek 

 
 

 , , ,

1 1
, , ,

( )( )1 1
1

( )( )

i

i

ln n
ip n l

i il
i ii

p n l

z D f zz F z
p p p p p p

b b D f zF z





 
 

    
                     

            (4.3) 

eşitliği elde edilir. Sonuç olarak (4.3) eşitliğinin reel kısmı  

     

 
 

 

, , ,

, , ,

1 1

( )1
1

( )

( )1

( )

i

i

p n l

p n l

ln n
i

i il
i ii

z F z
p p

b F z

z D f z
p p p p

b D f z





 
 

  
           

  
         
  

  

 

                            (4.4) 

olarak bulunur. (2.2) ve (4.4) ten 1,2,...,i n  için , ( , )
ii p l if b   olduğundan  

 
 

 , , ,

1
, , ,

( )1
1

( )

n
p n l

i i
i

p n l

z F z
p p p p

b F z





 


  
              

  

yazılır. Buna göre , , , ( )p n lF z  fonksiyonu,  
1

n

i i
i

p p 


   tipte ve  0b   
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kompleks mertebeden p valent konvekstir. Yani , , , ( )p n lF z  operatörü ( , )p b   

sınıfındadır. Dolayısıyla teoremin ispatı tamamlanmıştır. 

Sonuç 4.1.1:  

(1) Teorem 4.1.1 de 1,2,...,i n  için 1p   ve 0il   alırsak, Bulut (2008) deki Teorem 

1 elde edilir. 

(2) Teorem 4.1.1 de 1,2,...,i n  için 1,p   i   ve 0il   alırsak, Breaz (2008) deki 

Teorem 1 elde edilir. 

(3) Teorem 4.1.1 de 1,2,...,i n  için 1,p   i   ve 0il   alırsak, Breaz (2009) daki 

Teorem 1 elde edilir. 

Teorem 4.1.1 de 1,p n   1 0,l   1   ve 1f f  alırsak Sonuç 4.1.2 elde edilir. 

Sonuç 4.1.2: Kabul edelim ki 0,   0 1   olmak üzere   bir reel sayı ve 

* ( )f b  olsun. Eğer  0 1 1 1      ise 
0

( )z f t

t


 
 
   integral operatörü birim diskte 

 1 1     tipte  0b   kompleks mertebeden konvekstir. 

Teorem 4.1.1 de 1,p   cos ib e   ve 1,2,...,i n  için 0il   alırsak Sonuç 4.1.3 elde 

edilir. 

Sonuç 4.1.3: Kabul edelim ki  1 2, ,..., ,n
n        0b   ve 1,2,...,i n  için 

*
,iif     2,  0 1i      olsun. Ayrıca 

 
1

0 1 1 1
n

i i
i

 


     
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olsun. Bu durumda ( )nF z  integral operatörü  

 
1

1 1
n

i i
i

  


    

olmak üzere 
  2,  0 1i      sınıfındadır. 

4.2. , , , ( )p n l z  Operatörünün ( , )p b   Sınıfı Üzerinde Konveks Olmasının Yeterli 

Şartları 

Teorem 4.2.1: Kabul edelim ki 1,2,..., ,i n   1 2 0, ,..., ,n
nl l l l   

 1 2, ,..., ,n
n       0 ,i p    0b   ve , ( , )

ii p l ig b   olsun. Ayrıca 

 
1

0
n

i i
i

p p p 


     

eşitsizliği sağlansın. Buradan 

 
1

n

i i
i

p p  


    

olmak üzere (2.5) ile tanımlanan , , , ( )p n l z  integral operatörünün ( , )p b   sınıfında 

olduğu görülür. 

İspat: (2.5) den , , , ( )p n l pz    olur. Diğer taraftan 
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 1

, , , 1
1

( )
( )

i

iln
ip

p n l p
i

D g t
z pt

pt









 
    
 
 

                                     (4.5) 

olur. (4.5) in her iki tarafının logaritmasını alıp Teorem 4.1.1 in ispatındaki işlemlerin 

benzerlerini yaparsak 

                           
 
 

 
 

, , ,

1
, , ,

( )( )
1 1

( ) ( )

i

i

ln
ip n l

i
li

p n l i

z D g zz
p p

z D g z








 
        
 





                      (4.6) 

olur. (4.6) nın her iki tarafını 
1

b
 ile çarparsak 

 
 

 
 

, , ,

1 1
, , ,

( )( )1 1
1 1

( ) ( )

i

i

ln n
ip n l

i i
li i

p n l i

D g zz z
p p p p p p

b bz D g z





 
 

    
                       

 



 

elde edilir. Bu ifadenin her iki tarafının reel kısmını alırsak 

 
 

 
 

, , ,

, , ,

1 1

( )1
1

( )

( )1
1

( )

i

i

p n l

p n l

ln n
i

i i
li i

i

z z
p p

b z

D g z
p p p p

b D g z





 
 

  
           

  
            

  

 




                     (4.7) 

1, 2,...,i n  olmak üzere , ( , )
ii p l ig b  olduğu için (2.3) ve (4.7) den  
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 
 

 , , ,

1
, , ,

( )1
1

( )

n
p n l

i i
i

p n l

z z
p p p p

b z





 


  
              





 

olur. Buradan , , , ( )p n l z  integral operatörü 

 
1

n

i i
i

p p 


   

tipli b   0b   kompleks mertebeden p  valent konvekstir. 

Sonuç 4.2.1:  

(1) Teorem 4.2.1 de 1,2,...,i n  için 1p   ve 0il   alırsak Bulut (2008) deki Teorem 

3 elde edilir.  

(2) Teorem 4.2.1 de 1,2,...,i n  için 1,p   i   ve 0il   alırsak Breaz (2008) deki 

Teorem 3 elde edilir. 

(3) Teorem 4.2.1 de 1,2,...,i n  için 1,p   0i   ve 0il   alırsak Breaz (2009) deki 

Teorem 2 elde edilir.  

Teorem 4.2.1 de 1,p n   0,il   1   ve 1g g  alırsak Sonuç 4.2.2 elde edilir. 

Buna göre; 

Sonuç 4.2.2: Kabul edelim ki 0,   0 1   olmak üzere   bir reel sayı ve 

( )g b  olsun. Eğer  0 1 1 1      ise  
0

( )
z

g t dt
  integral operatörü birim 

diskte  1 1     tipli ve b   0b   kompleks mertebeden konvekstir. 
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Teorem 4.2.1 de 1,2,...,i n  için 1,p   cos ib e   ve 0il   alalım. Buna göre; 

Sonuç 4.2.3: Kabul edelim ki  0 ,b    1 2, ,..., n
n       ve 1, 2,...,i n  için 

i
ig 

  2,  0 1i      olsun. Bu durumda   
1

0 1 1 1
n

i i
i

 


     eşitsizliği 

elde edilir. 

Buna göre 1, ,0, ( )n z  integral operatörü 

 
1

1 1
n

i i
i

  


    

olmak üzere 
  2,  0 1i      sınıfındadır. 

4.3. , , , ( )p n lF z  Operatörünün  , , ,p m    Sınıfı Üzerinde Konveks Olmasının 

Yeterli Şartları  

Teorem 4.3.1: Kabul edelim ki her 1,2,...,i n  için  1 2 0, ,..., ,n
nl l l l   

 1 2, ,..., ,n
n       0 ,p   0   ve  ,if p n  fonksiyonu  , , ,ip l    

sınıfına ait olsun. Eğer ( ) ,il
iD f z M   1 ;  M z   için  

 

 

integral operatörü  

 

1
, , ,

10

( )
( )

i
iz ln

p i
p n l p

i

D f t
F z pt dt

t








 
  

 

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  1

1

2 1 1
n

i
i

p M   



      

ve  

  1

1

1 2 1
n

i
i

p p M    



      
  

olmak üzere ( )p   sınıfındadır. 

İspat:  ( ) , , ,i if z p l    olmak üzere  

1
, , ,

10

( )
( )

i
iz ln

p i
p n l p

i

D f t
F z pt dt

t








 
  

 
  

olmak üzere , , , ( )p n lF z  fonksiyonunu tanımlayalım. Diğer taraftan  

                                        1
, , ,

1

( )
( )

i
iln

p i
p n l p

i

D f z
F z pz

z








    
 

                                  (4.8) 

olduğunu görmek kolaydır. (4.8) eşitliğinin her iki tarafının logaritmasını alıp z  ile 

çarparsak  

 
 

 , , ,

1
, , ,

( )( )
1

( )( )

i

i

ln
ip n l

i l
i i

p n l

z D f zz F z
p p

D f zF z








 
       
 

                                 (4.9) 

eşitliği elde edilir. Buradan (4.9) ve    1 ( ) ( )i il l
i ip D f z z D f z   eşitliklerinden  



 

 

45

 
 

1
, , ,

1
, , ,

( ) ( )
1 1

( )( )

i

i

ln
p n l i

i l
i i

p n l

z F z D f z
p p

D f zF z










  
       

  

                                 
11

1

( ) ( )
1

( )

i i

i

l lpn
i i

i lp p
i i

D f z D f zz
p

z D f z z

 






        
                    (4.10) 

olur. Her 1,2,...,i n  için ( ) ,  ( 1 ,  )il
iD f z M M z    olmak üzere Genelleştirilmiş 

Schwarz Lemma yardımıyla 

( )i
pl

iD f z M z  

elde edilir. Buradan (4.10) dan 

 
 

1
, , , 1

1
, , ,

( ) ( )
1 1

( )( )

i

i

l pn
p n l i

i lp
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p n l

z F z D f z z
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z D f zF z
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








            
                    (4.11) 

elde edilir. (4.11) ve (1.8) den  
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z D f z
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
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


 



              


 

                               1

1

2 1
n

i
i

p p M   



    



 

 

46

                             p    

bulunur. Böylece ispat tamamlanmış olur. 

Sonuç 4.3.1: Kabul edelim ki her 1, 2,...,i n  için  1 2 0, ,..., ,n
nl l l l   

 1 2, ,..., ,n
n       0 ,p   0   ve  ,if p n  fonksiyonu  , , ,ip l    

sınıfına ait olsun. Eğer ( ) ,il
iD f z M   1 ;  ,M z  , , , ( )p n lF z  integral operatörü  

  1
1

1

2 1

n

i
i p M 


 



   

  

olmak üzere birim diskte konvekstir. 

Her 1, 2,...,i n  için Teorem 4.3.1 de 1,p   0il   alınırsa Sonuç 4.3.2 elde edilir. 

Sonuç 4.3.2: Kabul edelim ki her 1, 2,...,i n  için  1 2, ,..., ,n
n      0,   

0 1   ve  ,   sınıfına ait  f n  olsun. Eğer ( ) ,if z M   1;  M z   

ise her 1, 2,...,i n  için   1

1

2 1 1
n

i
i

M   



      olmak üzere   

  1

1

1 2 1
n

i
i

M    



       

ise birim diskte 1, ,0, ( ) ( )nF z   olur. 

Sonuç 4.3.2 de  1n   alınırsa Sonuç 4.3.3 elde edilir. 
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Sonuç 4.3.3: Kabul edelim ki ,   0,   0 1   ve  ,   sınıfına ait 

f   olsun. Eğer ( ) ,f z M   1 ;  M z   ise   12 1 1M         olmak 

üzere  

  11 2 1M           

ise birim diskte 1,1,0, ( ) ( )F z   olur. 

Her 1, 2,...,i n  için Teorem 4.3.1 de 1,p   0,il   1   alınırsa Sonuç 4.3.4 elde 

edilir. 

Sonuç 4.3.4: Kabul edelim ki her 1, 2,...,i n  için  1 2, ,..., ,n
n       0 1   ve 

 *   sınıfına ait  if n  olsun. Her 1,2,...,i n  için  
1

3 1
n

i
i

 


   olmak üzere 

 
1

1 3
n

i
i

  


    

ise birim diskte 1, ,0, ( ) ( )nF z   olur. 

Sonuç 4.3.4 de 1,n   
1

3
   ve 0   alınırsa Sonuç 4.3.5 elde edilir. 

Sonuç 4.3.5: Kabul edelim ki f   fonksiyonu birim diskte yıldızıl olsun. Eğer 

( ) ,f z M   1 ;  M z   ise 1,1,0,1 3 ( )F z  integral operatörü birim diskte konvekstir.  
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Sonuç 4.3.1: Her 1,2,...,i n  için Teorem 3.1.1 de 1,p   0,il   i  yerine 
1

i
 alınırsa 

Frasin (2010) da Teorem 2.1 elde edilir. 

4.4. , , , ( )p n l z  Operatörünün  , , ,p m    Sınıfı Üzerinde Konveks Olmasının 

Yeterli Şartları 

Teorem 4.4.1: Kabul edelim ki her 1,2,...,i n  için  1 2 0, ,..., ,n
nl l l l  ,n   

0 ,p   0   ve  ,ih p n  fonksiyonu  , , ,ip l    sınıfına ait olsun. Eğer 

( ) ,il
iD h z M   1 ;  M z   ise 

 2( (1 ) ) ( 1)

p

n p p M p M





   
 olmak üzere 

1( )1
, , ,

10

( ) ,
l pi

i

z n
D h t tp

p n l
i

z pt e dt








     

integral operatörü  2( (1 ) ) ( 1)p n p p M p M         için ( )p   sınıfındadır. 

İspat:  , , ,i ih p l    için (2.6) integral operatörünü tanımlayalım. Buradan 

 
 

   , , ,

1
1

, , ,

( )( ) ( )
1 1

( )

i i
l ln

ip n l i
p p

i
p n l

z D h zz z D h z
p p z

z zz





 


  
             





               (4.12) 

olur.    1 ( ) ( )i il l
i ip D h z z D h z   ve (4.12) den 
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 
 

 

 

, , ,

, , ,

1

1

1

1

( )
1

( )

( ) ( )
1

( ) ( ) ( )
1

( )

i i

i i i

i

p n l

p n l

l ln
i i

p p
i

l l lpn
i i i

lp p p
i i

z z
p

z

D h z D h z
p p z

z z

D h z D h z D h zz
p p

z D h z z z





 














 



 
   

 
             









 

elde edilir. Genelleştirilmiş Schwarz Lemmasından 

( )il
i
p

D h z
M

z
       z  

ve sonuç olarak 

 
 

 

, , ,

, , ,

1

1

( )
1

( )

( )
1

( )

i

i

p n l

p n l

l pn
i

lp
i i

z z
p

z

D h z z
p M p M

z D h z













 



             





                (4.13) 

olur. (4.13) den  
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 
 

 

 

, , ,

, , ,

1

1

2

( )
1

( )

( )
1

( )

( (1 ) ) ( 1)

i

i

p n l

p n l

l pn
i

lp
i i

z z
p

z

D h z z
p p p M p M

z D h z

n p p M p M

p












 








 



                   

    

 







 

bulunur. Buradan ispat tamamlanmış olur. 

Her 1,2,...,i n  için Teorem 4.4.1 de 0,il   0   alınırsa Sonuç 4.4.1 elde edilir. 

Sonuç 4.4.1: Kabul edelim ki her 1,2,...,i n  için ,n   0 p   ve  ,ih p n  

fonksiyonu  pR   sınıfına ait olsun. Eğer ( ) ,ih z M   1 ;  M z   ise  

 2 (1 ) ( 1)n p p p M p       olmak üzere 

 2 (1 ) ( 1)p n p p p M         

için , ,0, ( ) ( )p n pz   ’dır.   

Teorem 4.4.1 de 1,n   1 0,l l   1p   alınırsa Sonuç 4.4.2 elde edilir. 

Sonuç 4.4.2: Kabul edelim ki ,   0,   0 1   ve h  fonksiyonu  ,   

sınıfına ait olsun. Eğer ( ) ,h z M   1 ;  M z   ise  2 1M     olmak üzere 
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 1 2 M       

için  ( )
1,1,0,

0

( )
z

h tz e dt


    integral operatörü birim diskte ( )  sınıfına aittir. 

Her 1,2,...,i n  için Teorem 4.4.1 de 1,p   0,il   1   alınırsa Sonuç 4.4.3 elde 

edilir. 

Sonuç 4.4.3: Kabul edelim ki her 1,2,...,i n  için ,n   0 1   ve  ih n  

fonksiyonu  *   sınıfına ait olsun. Eğer ( ) ,ih z M   1 ;  M z   ise 

 
1

2n M






 olmak üzere 

 1 2n M      

için 1, ,0, ( ) ( )n z   ’dir. 

Sonuç 4.4.3 de 0,   1M n   ve 1 2   alınırsa Sonuç 4.4.4 elde edilir. 

Sonuç 4.4.4: Kabul edelim ki h  birim diskte yıldızıl olsun. Eğer ( ) 1,h z   

  z ise 1,1,0,1 2 ( )z  integral operatörü birim diskte konvekstir. 
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4.5. , , , ( )p n lF z  İntegral Operatörü İçin Bazı Yeterli Şartlar 

Teorem 4.5.1: Kabul edelim ki her 1,2,...,i n  için  1 2 0, ,..., ,n
nl l l l   

 1 2, ,..., ,n
n       0 ,i p   0 i p   ve i pf   olsun. Eğer 

 ( )

( )

i

i

l
i

il
i

D f z
M

D f z


  ve ( , , )i i if MT p    olursa  

1
, , ,

10

( )
( ) ,

i
iz ln

p i
p n l p

i

D f t
F z pt dt

t








 
  

 
  

integral operatörü 

 
1

,
n

i i i i
i

p M p   


    

olmak üzere ( )p   sınıfındadır. 

İspat: (2.4) eşitliğinden , , , ( )p n l pF z   olduğunu görüyoruz. Diğer taraftan  

                                             1
, , ,

1

( )
( ) ,

i
iln

p i
p n l p

i

D f z
F z pz

z








    
 

                               (4.14) 

olduğunu görmek kolaydır. (4.14) ün her iki tarafının logaritmasını alıp z  ile çarparsak  

 

 

 
 

 , , ,

1
, , ,

( )( )
1 ,

( )( )

i

i

ln
ip n l

i l
i i

p n l

z D f zz F z
p p

D f zF z








 
       
 


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elde edilir. Her iki tarafın reel kısmını alırsak  

 
 

 , , ,

1
, , ,

( )( )
1 ,

( )( )

i

i

ln
ip n l

i l
i i

p n l

z D f zz F z
p p

D f zF z








   
           

      

  

elde edilir. Buradan w w   olduğu için  

 
 

 , , ,

1
, , ,

( )( )
1 ,

( )( )

i

i

ln
ip n l

i l
i i

p n l

z D f zz F z
p p

D f zF z








  
      

  
  

olur. Ayrıca her 1,2,...,i n  için ( , , )i i if MT p    olduğundan  

        

 
 

 

 

, , ,

1
, , ,

1 1

( )( )
1 ,

( )( )

( )
                                   ,

( )

i

i

i

i

ln
ip n l

i i i l
i i

p n l

ln n
i

i i i i il
i ii

z D f zz F z
p p

D f zF z

z D f z
p p

D f z





  

    



 

  
      

  


  



 

                      (4.15)  

elde edilir. Ayrıca 
 ( )

( )

i

i

l
i

il
i

D f z
M

D f z


  ve (4.15) eşitsizliklerinden 

 
 

 , , ,

1 1 1
, , ,

( )
1 ,

( )

                                   

n n n
p n l

i i i i i i i i i i
i i i

p n l

z F z
M p p p M p

F z





       
  

 
         

  
    
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elde edilir. Buradan , , , ( ) ( ),p n l pF z    
1

n

i i i i
i

p M p   


    olur. 

Sonuç 4.5.1: Teorem 4.5.1 de her 1,2,...,i n  için 1p   ve 0il   alırsak Mohammed 

(2010) daki Teorem 1 elde edilir.  

Teorem 4.5.1 de 1p   alırsak Sonuç 4.5.2 elde edilir. 

Sonuç 4.5.2: Kabul edelim ki her 1, 2,...,i n  için  1 2 0, ,..., ,n
nl l l l   

 1 2, ,..., ,n
n       0 1,i   0 1i   ve if   olsun. Eğer 

 ( )

( )

i

i

l
i

il
i

D f z
M

D f z


  

ve  (1, , )i i if MT    olursa  

1, , ,
10

( )
( ) ,

i
iz ln

i
n l

i

D f t
F z dt

t






 
  

 
  

integral operatörü 

 
1

1 1,
n

i i i i
i

M   


    

olmak üzere ( )  sınıfındadır. 

Teorem 4.5.1 de 1,p n   1 0,l   1 ,   1 ,   1 ,   1M M  ve 1f f  alırsak 

Sonuç 4.5.3 elde edilir. 

Sonuç 4.5.3: Kabul edelim ki ,   0 1,   0 1   ve f   olsun. Eğer 
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( )

( )

f z
M

f z


  ve (1, , )f MT    olursa 

0

( )z f t
dt

t


 
 
   integral operatörü 

 1 1M      olmak üzere ( )  sınıfındadır. 

4.6. , , , ( )p n l z  İntegral Operatörü İçin Bazı Yeterli Şartlar 

 Teorem 4.6.1: Kabul edelim ki her 1,2,...,i n  için  1 2 0, ,..., ,n
nl l l l   

 1 2, ,..., ,n
n       0,i   0i   özelliği ile birlikte 0 i p   ve 

( , , )i i ig KD p    olsun. Ayrıca  
1

0
n

i i
i

p p 


    olursa  

 1
, , , 1

10

( )
( ) ,

i

ilz n
ip

p n l p
i

D g t
z pt dt

pt









 
   
 
 

  

integral operatörü 

 
1

,
n

i i
i

p p  


    

mertebeden konvekstir. 

İspat: (2.5) eşitliğinden , , , ( )p n l pz    olduğunu görüyoruz. Diğer taraftan  

   1
, , , 1

1

( )
( ) ,

i

iln
ip

p n l p
i

D g z
z pz

pz









 
    
 
 

                            (4.16) 
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olduğunu görmek kolaydır. (4.16) nın her iki tarafının logaritmasını alıp z  ile çarparsak  

 
 

 
 

, , ,

1
, , ,

( )( )
1 1 ,

( ) ( )

i

i

ln
ip n l

i
li

p n l i

z D g zz z
p p

z D g z








 
        
 





 

elde edilir. Her iki tarafın reel kısmını alırsak  

 
 

 
 

, , ,

1 1
, , ,

( )( )
1 1 ,

( ) ( )

i

i

ln n
ip n l

i i
li i

p n l i

z D g zz z
p p

z D g z





 
 

   
            

       

 



 

olur. Buradan her 1,2,...,i n  için ( , , )i i ig KD p    olduğu için  

 
 

 
 

, , ,

1 1
, , ,

( )( )
1 1 ,

( ) ( )

i

i

ln n
ip n l

i i i i
li i

p n l i

z D g zz z
p p p

z D g z





   
 

   
                   

 



 

bulunur. Ayrıca 
 
 

( )
1 0

( )

i

i

l
i

i i
l

i

z D g z
p

D g z
 


  


 olduğundan 

 
 

 , , ,

1
, , ,

( )
1 ,

( )

n
p n l

i i
i

p n l

z z
p p

z





 


 
      

  





 

olur. Buradan , , , ( )p n l z  integral operatörünün  
1

n

i i
i

p p  


    mertebeden  

p valent konvekstir. 
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Sonuç 4.6.1: Teorem 4.6.1 de her 1, 2,...,i n  için 1,p   0il   ve i ig f  alınırsa 

Mohammed (2010) daki Teorem 2 elde edilir.  

Teorem 4.6.1 de 1p   alırsak Sonuç 4.6.1 elde edilir. 

Sonuç 4.6.2: Kabul edelim ki her 1,2,...,i n  için  1 2 0, ,..., ,n
nl l l l   

 1 2, ,..., ,n
n       0,i   0 1i   özelliği ile birlikte 0i   ve 

(1, , )i i ig KD    olsun. Ayrıca  
1

0 1 1
n

i i
i

 


    olmak üzere 

 1, , ,
10

( ) ( )
i

i

z n
l

n l i
i

z D g t dt





   
 

  integral operatörü  
1

1 1
n

i i
i

  


    mertebeden 

konvekstir. 

Teorem 4.6.1 de 1,p n   1 0,l   1 ,   1 ,   1   ve 1g g  alırsak Sonuç 

4.6.3 elde edilir. 

Sonuç 4.6.3: Kabul edelim ki 0,   0   özelliği ile birlikte 0 1   ve 

(1, , )g KD    olsun. Ayrıca  0 1 1     olmak üzere  1,1,0,

0

( ) ( )
z

z g t dt


    

integral operatörü  1 1      mertebeden konvekstir. 

4.7.  , , 1 2, , , ,...,i p n l nf KDF       Analitik Fonksiyonlarının Ailesi İçin Gerekli ve 

Yeterli Şartlar 

Bu bölümde  , , 1 2, , , ,...,i p n l nf KDF       fonksiyonlarının ailesi için bazı şartlar 

verilecektir. İstediğimiz sonucun ispatını vermeden önce ispatımız için gerekli olan 
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 
 

, , ,

, , ,

( )

( )

p n l

p n l

z F z

F z








 ifadesini hesaplayacağız. 

(2.4) eşitliğinden 

  1
, , ,

1

( )
( ) ,

i
iln

p i
p n l p

i

D f z
F z pz

z








    
 

                             (4.17) 

olduğunu görmek kolaydır. (4.17) nin her iki tarafının logaritmasını alıp z  ile çarparsak  

    
 
 

 , , ,

1
, , ,

( )( )
1 ,

( )( )

i

i

ln
ip n l

i l
i i

p n l

z D f zz F z
p p

D f zF z








 
       
 

  

elde edilir. Ayrıca ,
1

( )
i

i

l

l p m
i m i

m p

m
D f z z a z

p



 

 
   

 
  olduğundan 

  1 1
,

1

( )
i

i

l

l p m
i m i

m p

m
D f z pz ma z

p


 

 

     
 

   ve 

 
 

 

,
, , , 1

1
, , ,

,
1

,
1

1

,

( )
1 ,

( )

                                  =

1

i

i

i

i

l

p m
m in

p n l m p
i l

i p m
p n l

m i
m p

l

m p
m in

m p
i l

i m
m i

m
pz ma z

z F z p
p p

mF z pz a z
p

m
m p a z

p

m
a z

p











 



 




 

 

  
   

              

 
 

 
 

  
 









1

,
p

m p



 

 
 
 
 
 
  


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olur. 

Teorem 4.7.1: Kabul edelim ki her 1, 2,...,i n  için i pf T  olsun. Buradan 

 , , 1 2, , , ,...,i p n l nf KDF       olması için gerek ve yeter şart 

   ,
1

1

,
1

1

1

i

i

l

i m in
m p

l
i

m i
m p

m
m p a

p
p

m
a

p

 




 



 

  
   

            





                     (4.18) 

olmasıdır. 

İspat: İlk olarak 

 
 

 
 

   
 

, , , , , , , , ,

, , , , , , , , ,

( ) ( ) ( )
1 1 1 1 ,

( ) ( ) ( )

p n l p n l p n l

p n l p n l p n l

z F z z F z z F z
p p

F z F z F z

  

  

 
   
         

    

 

olduğunu biliyoruz. (4.17) den  
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   
 

 
 

 
 

,
, , , 1

1
, , ,

,
1

,
1

( )
1 1 1 ,

( ) 1

                                               1

1

i

i

i

l

m p
m in

p n l m p
i l

i m p
p n l

m i
m p

l
m p

i m i
m p

m
m p a z

z F z p
p

mF z a z
p

m
m p a z

p

m
p





  







 

 

 




 

  
   

                

 
 

  











 
 

1

,
1

,
1

1

,
1

,

                                               1 ,

1

i

i

i

n

l
i m p

m i
m p

l

i m in
m p

l
i

m i
m p

a z

m
m p a

p

m
a

p




 

 



 



 

 
 
 
      
  

  
            









 

elde edilir. Eğer (4.18) eşitliği sağlanırsa yukarıdaki ifade p   ile sınırlanır ve 

dolayısıyla 

 
 

 
 

, , , , , ,

, , , , , ,

( ) ( )
1 1 ,

( ) ( )

p n l p n l

p n l p n l

z F z z F z
p

F z F z

 

 

 
  
       

   

 

olur. Bu eşitsizlik 

 
 

 
 

, , , , , ,

, , , , , ,

( ) ( )
1 1 ,

( ) ( )

p n l p n l

p n l p n l

z F z z F z
p

F z F z

 

 

 
  
         
 

 

ifadesine eşittir. Buradan her 1, 2,...,i n  için  , , 1 2, , , ,...,i p n l nf KDF       olduğu 

görülür. 

Tersine her 1,2,...,i n  için  , , 1 2, , , ,...,i p n l nf KDF       olsun ve (4.18) ifadesini 
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ispatlayalım. Eğer her 1,2,...,i n  için  , , 1 2, , , ,...,i p n l nf KDF       ve z  bir reel 

sayı ise (2.4) ve (4.17) den 

   , ,
1 1

1 1

, ,
1 1

,

1 1

                                        

i i

i i

l l

m p m p
m i m in n

m p m p
i il l

i im p m p
m i m i
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m m
m p a z m p a z

p p
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m m
a z a z

p p

   

 
 

   

   

   

      
       

                              

 
 

 
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1
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,
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1

i

i

l
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m p
i l

i m p
m i

m p
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m p a z

p

m
a z

p

  




 
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 

  
  

           





 

elde edilir. Bu ifade 
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 
 

   

   

   

      
       

                              

 
 

 
 

eşitsizliğine eşittir. Yukarıdaki eşitsizlik 

   ,
1
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,
1

1

,

1

i

i

l

m p
i m in

m p

l
i m p

m i
m p

m
m p a z

p
p

m
a z

p

 





 

 

 

  
   

            





 

ifadesine dönüştürülür ve reel eksen boyunca 1z   alırsak bizim için gerekli sonuç 

olan 
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ifadesi elde edilir. 

Sonuç 4.7.1: Teorem 4.7.1 de her 1, 2,...,i n  için 1p   ve 0il   alırsak Mohammed 

2010 daki Teorem 3 elde edilir. 

Teorem 4.7.1 de 1p   alırsak Sonuç 4.7.2 elde edilir. 

Sonuç 4.7.2: Kabul edelim ki her 1, 2,...,i n  için if T  olsun. Buradan 

 1, , 1 2, , , ,...,i n l nf KDF       olması için gerek ve yeter şart 

    

 

,
2

1
,

2

1 1
1

1

i

i

l

i m in
m

li
m i

m

m m a

m a

 











   
   
   





 

olmasıdır. 

Teorem 4.7.1 de 1,p n   0,il   1f f  ve 1   alırsak Sonuç 4.7.3 elde edilir. 

Sonuç 4.7.3: Kabul edelim ki f T  olsun. Buradan  1,1,0 , ,f KDF     olması için 

gerek ve yeter şart 
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l
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  
   

            





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   ,1
2

,1
2

1 1
1

1

m
m

m
m

m a

a

 









 
 






 

olmasıdır. 

4.8.  , , 1 2, , , ,...,i p n l ng KD        Analitik Fonksiyonlarının Ailesi İçin Gerekli ve 

Yeterli Şartlar 

Bu bölümde  , , 1 2, , , ,...,i p n l ng KD        fonksiyonlarının ailesi için bazı şartlar 

verilecektir. İstediğimiz sonucun ispatını vermeden önce ispatımız için gerekli olan  

 
 

, , ,

, , ,

( )

( )

p n l

p n l

z z

z












 ifadesini hesaplayacağız. 

(2.5) eşitliğinden 

   1
, , , 1

1

( )
( ) ,

i

iln
ip

p n l p
i

D g z
z pz

pz









 
    
 
 

                         (4.19) 

olduğunu görmek kolaydır. (4.19) un her iki tarafının logaritmasını alıp z  ile çarparsak  

 
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i
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        
 





 



 

 

64

elde edilir. Ayrıca ,
1
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l
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m
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

 
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 
  olduğundan 
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1
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m
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
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
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 




 



  
     

               
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,
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m p
m i

m p

m
ma z

p




 

 
 
 
        



 (4.20) 

olur. 

Teorem 4.8.1: Kabul edelim ki her 1, 2,...,i n  için i pg T  olsun. Buradan 

 , , 1 2, , , ,...,i p n l ng KD        olması için gerek ve yeter şart 
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1
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m i
m p

m
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



 



 

  
   

            





                          (4.21) 

olmasıdır. 
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İspat: İlk olarak 

 
 

 
 

   
 
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    

  

  
 

olduğunu biliyoruz. (4.20) den  
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







 

elde edilir. Eğer (4.21) eşitliği sağlanırsa yukarıdaki ifade p   ile sınırlanır ve 

dolayısıyla 
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olur. Bu eşitsizlikten 
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 
 
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 

 
 

bulunur. Buradan her 1,2,...,i n  için  , , 1 2, , , ,...,i p n l ng KD        olduğu görülür. 

Tersine her 1, 2,...,i n  için  , , 1 2, , , ,...,i p n l ng KD        olsun ve (4.11) ifadesini 

ispatlayalım. Eğer her 1, 2,...,i n  için  , , 1 2, , , ,...,i p n l ng KD        ve z  bir reel 

sayı ise (2.5) ve (4.20) den 
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elde edilir. Bu ifade 
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eşitsizliğine eşittir. Yukarıdaki eşitsizlik 
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ifadesine dönüştürülür ve reel eksen boyunca 1z   alırsak bizim için gerekli sonuç 

olan 
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ifadesi elde edilir. 

Sonuç 4.8.1: Teorem 3.4.1 de her 1,2,...,i n  için 1p   ve 0il   alırsak Mohammed 

2010 daki Teorem 3 elde edilir.  

Teorem 4.8.1 de 1p   alırsak Sonuç 4.8.2 elde edilir. 

Sonuç 4.8.2: Kabul edelim ki her 1,2,...,i n  için ig T  olsun. Buradan 

 1, , 1 2, , , ,...,i n l ng KD        olması için gerek ve yeter şart 
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olmasıdır. 
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Teorem 4.8.1 de 1,p n   1 0,l   1   ve 1g g  alırsak Sonuç 4.8.3 elde edilir. 

Sonuç 4.8.3: Kabul edelim ki g T  olsun. Buradan  1,1,0 , ,g KD      olması için 

gerek ve yeter şart  
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olmasıdır. 
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5. TARTIŞMA ve SONUÇ 

Univalent fonksiyonlar kavramı verilerek   birim diskinde analitik, univalent ve 

normalize edilmiş fonksiyonların   ile gösterilen sınıfına ait fonksiyonlarla ilgili bazı 

özellikler incelendi. Analitik fonksiyonların çeşitli alt sınıflarına ait p  valent 

fonksiyonlardan oluşan integral operatörleri için bazı konvekslik şartları elde edildi ve 

bu şartlar elde edilirken iki teoremin ispatında p  valent fonksiyonlar için elde edilmiş 

bazı eşitsizlikler kullanıldı. p  valent fonksiyonlar için yeni sınıflar tanımlandı. 

Üzerinde çalışmış olduğumuz integral operatörlerinin bu sınıflarda olma kriterleri elde 

edildi. 
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