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SIMGELER DiZiNi

Analitik fonksiyonlar sinifi

p € N olmak iizere |z| <1 birim diskinde analitik olan

f(z2)=2"+ z a,2" seklindeki fonksiyonlar smifi

n=p+l1
peN olmak {izere |Z| <1 birim diskinde analitik
f(z)=2"+ Z akzk seklindeki fonksiyonlar sinifi

k=p+n
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Kompleks sayilar kiimesi

Konveks fonksiyonlar sinifi

A, smifina ait p —kath konveks fonksiyonlar sinifi

a mertebeli p —katl yildizil fonksiyonlar sinifi
a mertebeli p —kath konveks fonksiyonlar sinifi

Salagean operatorii (e N)

Koebe fonksiyonu
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U ’da univalent ve analitik olan fonksiyonlar sinifi
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1. GIRIS

En basit anlamda geometrik fonksiyonlar teorisinin arastirma konusu kompleks degerli
fonksiyonlarin resim bolgelerine bakarak bu fonksiyonlarin analitik 6zelliklerini
incelemektir. Gorlintii kiimeleri 6nemli 6zellikler tasiyan fonksiyonlar gesitli siniflara
ayrilmistir. Bilim adamlarinin bircogu da bu siniflara ait bir ¢ok kriter elde etmeye
calismistir. Bu smiflardan en cok iizerinde durulan simiflardan bazilar1 univalent,
konveks, yildizil... vb. fonksiyonlardir. Analitik ve univalent fonksiyonlar, geometrik

fonksiyonlar teorisinin en 6nemli ve ilgi ¢eken konularindan birisidir.

Analitik fonksiyonlar {izerindeki ¢aligmalar yaklasik olarak son ylizyillda yogun bir
sekilde yapilmistir. Bu c¢alismalar ¢ok cesitlilik gostermekle birlikte analitik
fonksiyonlarin alt siniflari ile ilgilenilmistir. Bazilar1 da alt siniflara ait fonksiyonlarin

¢esitli 6zelliklerini incelemistir.

Geometrik fonksiyonlar teorisi i¢inde ele alinan 6nemli problemlerden birisi de verilen
bir analitik fonksiyonun konveks olup olmadiginin arastirilmasidir. Ozellikle ters sinir
deger problemlerinin ¢6ziimii, akiskanlar mekanigi, elektroteknik, niikleer fizik,
univalentlik kriteri ve olasilik-istatistik gibi bir¢ok alanda uygulamasi olan konvekslik

kriteri, bu alanda ¢alismak isteyenler i¢in bir ilham kaynagi olmustur.

Kompleks diizlemin basit baglantili bir has altkiimesini birim diske konform tasvir eden
bir donilisiimiin varligi Riemann doniisiim teoremi ile anlagilmistir. Bu nedenle keyfi
basit baglantili bolgeler iizerinde tanimlanan univalent fonksiyonlarla ¢alismak yerine
birim diskte tanimlanan univalent fonksiyonlarla ¢alismak ¢ok kez kolaylik saglar. Bu
ylizden bu alanda calisma yapan birgok bilim adami birim diskte tanimlanan

fonksiyonlart kullanmigtir.

Univalent fonksiyonlar {izerindeki ¢aligmalar,



U={ZE(C:|Z|<1}

birim diskinde univalent ve f(0)=0, f’(0)#1 sartlarim saglayan fonksiyonlarin

olusturdugu bir S sinifi lizerinde yogunlagmuistir.

1907 yilinda Koebe, n=2 i¢in S smifina ait f(z)=z+ Z a,z" tipindeki bir

n=2
. . | . ) .
fonksiyonun resminin { Z: |Z| < 2 diskini igerdigi sonucuna varmistir. Bir baska deyisle

U birim diskinin f € S altindaki goriintiisii olan kiimenin sinirinin orijine olan

uzakliginin 1/4 ten kiigiik olamayacagini ispatlamustir.

Ilerleyen zamanlarda matematikciler f € S fonksiyonunun modiiliiniin biiyiimesiyle
ilgili sabitler belirlemek iizerine yogunlagmistir. Yarim yiizyili agkin bir siire sonra
bulunan sonuglar “Temel Univalent Fonksiyonlar Kurami” olarak anilmaya baslanmis
ve boylece tiim yalinkat fonksiyonlar sinifi ile ilgili problemlere odaklanilmistir. Bu
kuramin gelismesine yardimei olan Riemann Doniisiim Teoremi ve daha genel olarak
konformal doniisiimler ile ilgili ¢aligmalar olmustur. Herhangi bir fonksiyonun yalinkat

veya p—valent olmasi durumu, bu fonksiyonun davranisinin belirlenmesinde oldukga

onemli rol oynamaktadir. Bu nedenle bu fonksiyonlar i¢in ¢esitli kriterler elde edilmeye

calisilmigtir.

1913 yilinda Study, “Bir univalent doniisiimiin birim disk {izerinde konveks olmasi1”
gercegini yani bu tiir doniisiimlerin orijin merkezli 1 den kiigiik yarigapli her bir diski

bir konveks bolge iizerine doniistlirdiigiinii ifade etmistir.

1915 yilinda Alexander, bir f(z) fonksiyonunu birim disk igine bire-bir olarak
doniistiirmek i¢in sik kullanilan klasik yontemlerden daha fazla islerlige sahip olan bazi
gerekli kosullar elde etmeyi amacgladigi bir calismasini yayimlamistir. Ayrica 1915 de

Alexander f'(z)eP ise f(z) fonksiyonunun U da univalent bir fonksiyon oldugunu



gostermistir. Burada P, U da analitik, R{f(z)}>0 ve f(0)=1 sartim saglayan
f(Z)zl-i—ZanZ” seklindeki fonksiyonlarin smifidir. Noshiro ve Warshawski bu
n=2

fonksiyonun daha genel bir hali olan ‘Konveks bir U bdlgesinde R{e" f'(2)} >0 ise

f(z) fonksiyonu U da univalenttir’ teoremini vermistir.

1916 yilinda Bieberbach tarafindan ileri siiriilen z € U olmak ilizere f € S fonksiyonu

f(z)=z+ Z:anzn biciminde bir Taylor acilimima sahipse n=2,3,... icin |an| <n
n=2

tahmini uzun yillar matematikgiler tarafindan ispatlanmaya c¢aligilmis ve 1984 yilina

kadar bu tahmin sadece a,,a,,a,,a,,a5,a, katsayilar1 i¢in saglanabilirken 1985 yilinda

Brange’s tarafindan tiim a, degerleri i¢in ispatlanmistir. Bu agamalar asagidaki gibidir.

n=2 i¢in |a2| <2 Bieberbach (1916)

n=3 icin |a3| <3  Lowner (1923)

n=4 icin |a,[<4  Garabedian ve Schiffer (1955)
n=>5 igin |a5| <5 Pederson ve Schiffer (1972)
n=6 igin |a;|<6  Pederson ve Ozawa (1968-1969)

Tim n'ler i¢in |an| <n L. De Branges (1985)

1985 yilinda elde edilen bu ¢6ziim univalent fonksiyonlar teorisini zenginlestirmistir ve

bir¢ok yeni problemin ortaya ¢ikmasini saglamistir.

Bieberbach tahmininin esitlik hali, birim diski konformal olarak negatif reel ekseninden
(—o0,—1/4] araligi ¢ikarilmis kompleks diizlem iizerine doniistiren f(z)= Z/ (1—2)2

Koebe fonksiyonu i¢in saglanir. Birim diskin Koebe fonksiyonu altindaki resmine



univalentligi bozmadan herhangi bir acik kiime ekleyemedigimizden bu fonksiyon S

de tanim kiimesi en genis fonksiyondur.

Robertson 1936 yilinda o mertebeli konveks ve « mertebeli yildizil fonksiyonlar

kavramlarini tanimlamistir.

Bieberbach tahmininin Branges tarafindan ¢oziilmesine kadar problemin ¢dziimii ile
ilgilenen matematikgiler S siifinin bazi alt smiflarin1 tanimlamak suretiyle bu
altsiniflara ait fonksiyonlarla ilgili ¢esitli bagintilar elde etmislerdir. Bu alt siniflardan
en cok ilgi goren iki sinif yildizil (starlike) ve konveks fonksiyonlardan olusan alt
simiflardir. Bu alt siniflarin ¢ogu analitik ve geometrik olarak karakterize edilebilir.
flerleyen yillardaki galigmalara 151k tutan yildizil ve konveks fonksiyonlar arasindaki

iliski ilk kez Alexander tarafindan verilmistir.

U yu bir z, noktasina gore yildizil bir bolgeye resmeden bir f(z) fonksiyonuna z, a
gore yildizil bir fonksiyon denir. z, =0 ise f(z) fonksiyonuna yildizil bir fonksiyon
denir. Benzer sekilde U yu bir konveks bir bolgeye resmeden bir f(z) fonksiyonuna
konveks bir fonksiyon denir. Yildizil fonksiyonlarin smifi S”, konveks fonksiyonlarin

siifi ise C ile gosterilir. f € C olmasi icin gerek ve yeter sart zf' € S olmasidir.

Nasr (1985) kompleks mertebeli yildizil fonksiyonlar i¢in S”(b) sinifin1 tammlamistir.
Frasin and Darus (2001) analitik fonksiyonlarin B(er) smifini tanimlamis ve bu siifin
bazi 6zelliklerini vermistir. Frasin (2004) daha 6nce Darus ile ¢alistigt B(er) sinifina ait

fonksiyonlar i¢in yeni 6zellikler elde etmistir. Shenan (2004) Salagean diferansiyel

operatoriiyle negatif katsayili p—valent yildizil fonksiyonlarin bir alt smifi olan

S (A,B,a) smifim tanimlamistir ve bu sinifin birgok dzelligini incelemistir. Frasin
(2006) « ( 0<a< 1) tipli b kompleks mertebeli analitik fonksiyonlar i¢in yeni bir sinif

tanimlamistir. Sp*(a) sinifina ve C, (a) siifina ait bu fonksiyonlar i¢in bir ¢ok sonug



elde etmistir. Frasin (2007) analitik ve univalent fonksiyonlar i¢in B(u,«) sinifim
tanimlamis ve bu smiflar i¢in baz1 6zellikler elde etmistir. Frasin (2008) analitik

fonksiyonlarin yeni BS( p,m, y,a) simifint  tanimlamig, analitik ve univalent

fonksiyonlarin 6nceden bilinen alt siniflarla iligkilerini aragtirmistir.

Integral operatorleri ile ilgili calismalar 1915 yilinda Alexander tarafindan baslatilmus
ilerleyen zamanlarda bu operatorler genellestirilmis ve bu yeni operatorlerin yildizilligi,
konveksligi, univalentligi gibi 06zellikler {izerinde c¢alisilmigtir. Bu c¢aligmalarda
fonksiyonlar farkli siniflardan secilerek integral operatorleri icin gesitli sonuglar elde

edilmistir.
Su anda genellestirilerek iizerinde ¢alisilan integral operatorleri asagidaki gibidir;

Alexander (1915) operatdrii
¢ f(t
A= [t
0
Libera (1965) integral operatorii
2 z
L 1) =] foet,
z 0
Bernardi (1969) integral operatorii
1+ | _
Ly[f](z):z—/j f (O dt,
0

seklindedir. Bu operatorlere uygun parametreler eklenerek daha genel halleri elde



edilmis ve bu operatorlerin bazi 6zellikleri incelenmistir.

Libera (1967) f(z) fonksiyonu |Z| <1, Ze U olmak iizere orijinde basit bir sifir1 olan

ve baska sifirt olmayan U agik birim diskinde analitik olmak tizere 0<t, -t <27

sartiyla

5} f/(reit) )
———e"dt=0, Vrt.t,
. f(re")

icin f fonksiyonunun U agik birim diskinde univalent oldugu sonucunu goéstermistir.
Pfaltzgraff (1975) birim diskte analitik ve univalent f(z)=2z+a,z’+... fonksiyonlari
.5 1 = .
1¢in ‘ﬂ,‘ SZ sartin1 saglayan A kompleks sayis1 igin
fj(z)=j f'(w)* dw
0
integral operatoriiniin birim diskte univalent oldugunu gostermistir.

Chicra (1975) birim diskte analitik olan ve |02| <% sartin1 saglayan bazi ¢ ve 0<1<1

sartin saglayan bazi A degerleri i¢in

iR{eid HZf—(Z)} > lcosa
f'(z)

sartim saglayan f(z)=z+a,z’ +... fonksiyonlarmin bir smifinin univalentlik kriteri

lizerine bir ¢aligma yapmistir. Burada bu tipteki fonksiyonlar igin belli bir sart



olusturarak bu sartt saglayan fonksiyonlarin birim diskte wunivalent oldugunu

gostermistir.
Miller (1978) yildizil integral operatorleri lizerine bir ¢alisma yapmustir. Miller (1978)

&, B, 7 ve & sabitlerinin uygun degerleri i¢in S* kiimesini yine S a ddniistiiren

@(z) ve ¢(z) analitik fonksiyonlari lizerinde uygun sinirlamalarla

VB

— ﬂ~+7 ( a S5-1 _
H(f)= —Z%(Z)!f (H)e(t)tdt Z+..

tipindeki integral operatorlerini tanimlamistir. Parametreler iizerinde bagka
siirlamalarla Miller (1978) C, S'xC, CxC kiimelerini S kiimesine tastyan

doniigiimleri elde etmistir.

Breaz (2002) «,f,y € C ve neN olmak iizere

_i(fo) (oY
F(z)_'o[( t j( t J dt

z @ B
o-fm)

<

= Z -1 w ) & “
co-{ e (10] (4]

Ve



z « B 7
- (1) (42 w
0
integral operatorleri i¢in univalentlik kriterleri elde etmistir.

Breaz  (2008) lnt A" = A integral ~ operatoriinii f,f,,..f,eA,

A=(4,24,...A4,)eNy, neN and k € N, olmak iizere

Ik,/l,n(fl’fp---a fn)=F, D¥F(z) = I[D f(t)] [Mj ndt

seklinde tanimlamistir. Bu operatoriin bazi 6zelliklerini incelemistir.

Breaz and Owa (2008) 0 < ¢; <1 olmak iizere

Fre (D)= j O] [fO]" dt

integral operatdriinii tanimlamis ve bu operatdriin baz1 6zellikleri {izerinde ¢aligmistir.

Pescar (2000), Bulut (2008), Breaz (2009) ve Frasin (2010) bir takim integral

operatorleri icin yildizillik ve konvekslik kriterleri elde etmistir.

Frasin (2010) p—valent fonksiyonlarin yeni genel integral operatorlerinin konvekslik

mertebelerini elde etmistir.

Bizi bu ¢alismay1 yapmaya yonlendiren unsurlarin bazilari;



* p-—valent fonksiyonlar1 igeren genel integral operatorlerinin konveksligi i¢in yeter

sartlara duyulan ihtiyacin ortaya ¢ikmast,

* Mevcut konvekslik kriterlerinin verilen bir p—valent fonksiyonun veya integral

operatoriiniin konveksligini test etmede yetersiz kalmasi,

» Farkli fonksiyon smiflarina ve farkli fonksiyon siniflarmma ait fonksiyonlarin

konveksligi icin konvekslik kriterlerine ihtiya¢ duyulmasidir.

Sunulan bu tezde, analitik, p—valent fonksiyonlar ve genellestirilmis integral
operatorleri i¢in konvekslik kriterleri detayli bir sekilde incelenmistir. Calismamizin ilk
kisminda p—valent fonksiyonlardan olusan iki tane genel integral operatdrii igin
konvekslik kriterleri arastirildi. Ikinci kisminda da ¢alisilmis olup daha farkli ve yine
p—valent fonksiyonlar1 barindiran genel integral operatorleri kullanilip konvekslik
kriteri iizerinde inceleme yapildi. Ugiincii kisminda hem &nceden tanimlanmis iki alt
sinifa ait fonksiyonlarin bazi1 6zellikleri incelendi hem de i¢inde integral operatdrlerini
barindiran ¢ok daha genel iki tane alt sinif tanimlanip bu alt siniflarin bazi1 6zellikleri

incelendi. Ayrica negatif katsayili p —valent fonksiyonlarin tanimlamis oldugumuz yeni

sinifa ait olma sart1 incelendi.
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2. KURAMSAL TEMELLER

2.1. Topolojik Kavramlar

Tanim 2.1.1 (¢ — komsulugu): z, € C noktas: verilsin. B(z,,&)= {ZO eC:|z-1z)|< g}

kiimesine z, noktasinin & —komsulugu denir.

Tamm 2.1.2 (I¢ Nokta): Ac C herhangi bir kiime olsun. z, € A noktasi igin
B(z,.¢) = A olacak sekilde bir £ >0 sayisi varsa z, noktasina A kiimesinin bir i¢

noktasi denir.

Tanim 2.1.3 (Acik Kiime): Bir Ac C kiimesi verilsin. Eger A kiimesinin her noktas1

A nin bir i¢ noktasi ise A kiimesine ag¢ik kiime denir.

Tanim 2.1.4 (Kapah Kiime): Ac C olsun. A kiimesinin tiimleyeni agik kiime ise A

kiimesine kapal1 kiime denir.

Tamm 2.1.5 (Egri): [a,b]c R olmak iizere siirekli bir

y:[ab]>C

fonksiyonuna C diizleminde egri (gevre) denir. y(a) ve y(b) noktalarina da sirasiyla

egrinin baslangi¢ ve bitim noktalar1 ad1 verilir (Marsden 1973).

Tamm 2.1.6 (Kapah Egri): y:[a,b] > C bir egri olsun. y(a)=y(b) ise y ya kapal

egri denir (Ahlfors 1996).
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Tamm 2.1.7 (Basit Kapal Egri): y:[a,b] > C bir egri ve t,t, €[a,b] olsun. t =t,
igin y(t)=y(t,) oluyorsa y ya basit egri ya da Jordan egrisi denir. Eger y basit bir
egri ve ;/(a) = ;/(b) ise ¥ ya basit kapali egri denir. Bir y egrisi verildiginde y' tlirevi
var ve stirekli ise y ya diferansiyellenebilir egri denir. Diferansiyellenebilir bir 7 egrisi

ve Vte [a,b] icin y'(t)#0 ise y ya diizgiin egri denir.

Tanim 2.1.8 (Baglantih Kiime): Eger Ac AUA, AnA =0, AnA #0 ve
ANA NA #o olacak sekilde A ve A, gibi bos olmayan iki agik ve ayrik kiime

bulunamaz ise Ac C kiimesine baglantilidir denir. Aksi halde A ya baglantisiz kiime

denir.

Tamm 2.1.9 (Bolge): Kompleks diizlemde agik ve baglantili olan bir kiimeye C de bir
bolge denir.

2.2. Analitik Fonksiyonlar ve Baz1 Alt Simiflar

Tamm 2.2.1 (Analitik Fonksiyon): f(z) kompleks degiskenli ve kompleks degerli

fonksiyonu z, € C noktasinin bir komsulugunda tanimli olsun. Eger

i f@= )

11, Z— ZO

limiti varsa, bu fonksiyona z, noktasinda diferansiyellenebilirdir denir. Eger f(z)
fonksiyonu z, noktasinin bir komsulugunda diferansiyellenebilirse, f(z) fonksiyonuna

Z, noktasinda analitik fonksiyon denir (Duren 1983).

Ornegin f (z)=¢€’, f,(z)=sinz ve f,(z)=cosz fonksiyonlarmin her biri kompleks

diizlemdeki her noktada analitiktir.
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Tamim 2.2.2 (Univalent Fonksiyon): Kompleks diizlemin agik bir D altkiimesi

tizerinde tanimlanmig bir f(z) fonksiyonu, kendi f (D) resmi tizerine 1-1 oluyorsa bu
fonksiyona D boélgesinde univalenttir denir. Bir bagka deyisle z,,z, e D olmak lizere
f(z,)=f(z,) olmasi sadece ve sadece z,=2z, olmasmi gerektiriyorsa f(2)

fonksiyonuna D bolgesinde univalent fonksiyon denir (Nehari 1952). Univalent

fonksiyonlara tek katli, yalinkat veya schlicht fonksiyon da denir.

Tamm 2.2.3 (Normallestirilmis Analitik Fonksiyonlarin Simfi): f(0)= f'(0)-1=0

sartini saglayan U {izerindeki herhangi bir f holomorf fonksiyonuna normalize

edilmistir denir. f(z)= Z+Zan2” formuna sahip ve U bolgesinde univalent olan
n=2

normallestirilmis f(z) fonksiyonlarimin smifi S siifi olarak adlandirilir (Goodman

1983).

f(z) fonksiyonunun A da univalent olmasi igin gerek ve yeter sart %
A
fonksiyonunun A da univalent olmasidir. f(z) fonksiyonu univalent ise f'(z)= 0 dir.

Fakat tersi dogru degildir.

Ormnegin, f(z)=e""* fonksiyonu icin f'(z)=4ze** =0 dir, oysa ii eU i¢in

e =—1 oldugundan f(z) fonksiyonu U ’da 1-1 degildir. Yani univalent degildir.

Tamm 2.2.4 ( p—valent fonksiyon): U bélgesinde f(z)=w, denkleminin her w, i¢in
bu bolgede en fazla p kokil ve bir w, iginde f(z)=w, in tam olarak p koki varsa

f(z) fonksiyonuna U da p— valent fonksiyon denir.

Tanim 2.2.5 (Yildizil (Starlike) Bolge ): B < C bir bolge ve yeB olsun. Eger y

noktasint B bdlgesinin herhangi bir X noktasina birlestiren dogru parcasi tamamen B
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bdlgesinin i¢inde kaliyorsa B bolgesine y noktasina gore yildizil (starlike) bolge denir

(Goodman 1983).

Daha agik bir ifadeyle B bdlgesinin her bir noktas1 y noktasindan goriilebilir. Biz daha

cok orijine gore yildizillik ile ilgilenecegiz. Bundan sonra yildizil dendiginde orijine

gore oldugunu anlayacagiz.
Tamim 2.2.6 (Yildizil Fonksiyon ): f(z)e S olsun. f(U) orijine gore yildizil ise, bu

f(z) fonksiyonuna yildiz1l fonksiyon denir. Ozel olarak, f(z) fonksiyonu U birim

diskini yildizil bir kiimeye resmediyorsa, f(z) fonksiyonuna yildizil fonksiyon denir.

Eger, f(U) w, noktasina goére yildizil ise o zaman W, noktasina bagl yildizil bir

fonksiyon olur. Ornegin; Kk(z)= Koebe fonksiyonu olmak tizere logk’'(z)

(1-2)

yildizil bir fonksiyondur (Duren and McLaughlin 1972).

Tamm 2.2.7 (Yildizil Fonksiyonlarm Sinifi ): f(z), U birim diskinde univalent bir
fonksiyon f(0)=0, f'(0)#0 olsun. Eger U da

%{w} >a,
f(2)

oluyorsa f(z) fonksiyonuna « (0 <a< 1) mertebeden yildizildir denir. f(0)=0,

f'(0)=1 olmas1 ile birlikte o mertebeden yildizil fonksiyonlarin sinifi S () ile

gosterilir (Lehankani 1985).

Tanim 2.2.8 (Konveks Bolge ): B bir bolge olsun. B deki her nokta ¢iftini birlestiren
dogru parcasi yine B bolgesinde kaliyorsa B ye konveks bolge denir (Goodman 1983).
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Bir bolgenin konveks olmasi icin gerek ve yeter sart her noktasina goére yildizil

olmasidir.

Tamm 2.2.9 (Konveks Fonksiyon ): B bir bolge, f(z) bu bolgede analitik bir
fonksiyon olsun. f(B) konveks bir bolge ise, f(z) ye B bdlgesinde konveks
fonksiyon denir (Goodman 1983). Ayrica eger bir f fonksiyonu konveks bir kiimeyi,

konveks bir kiimeye resmediyorsa f fonksiyonuna konveks fonksiyon denir. S sinifina

ait konveks fonksiyonlarin olusturdugu kiimeyi C ile gosterecegiz.

Ixz fonksiyonlar1 konvekstir.

Ornegin, f(Z)zli ve f(z)=log "
—Z

Tamim 2.2.10 (Konveks Fonksiyonlarmm Smifi ): f(z), U birim diskinde univalent

bir fonksiyon f(0)=0, f'(0)#0 olsun. Eger U da

SR{H o ”(Z)} > a,
f'(z)

oluyorsa f(z) fonksiyonuna « (0 <a< 1) mertebeden konvekstir denir. & mertebeden

konveks fonksiyonlarin sinifi C (a) ile gosterilir (Lehankani 1985).

Konveks ve yildizil fonksiyonlarin arasindaki iliski asagida verilmistir; ¢ f(2)
fonksiyonunun U birim diskinde konveks olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul zf'(z)

nin U ’da yildizil olmasidir.”’

a =0 icin bu fonksiyonlar ilk kez Nevanlinne tarafindan ispatlandi (Lehankani 1985).

Bu siniflar arasinda C = S” < S seklinde bir iliski vardir.
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Birim diski orijin noktasina gore yildizil bir bolgeye konform olarak doniistiiren
fonksiyona yildizil fonksiyon, birim diski konveks bir bolgeye konform olarak

doniistiiren fonksiyona da konveks fonksiyon denir (Goodman 1983).

Tamm 2.2.11 ( p—valent Fonksiyon Simifi): U= {z eC: |Z| < 1} acik birim diskinde

analitik olan

f(z)=z"+ Zm: az" (peN={12,.}),

n=p+l1
fonksiyonuna p —valent fonksiyon denir ve genel olarak A, ile gosterilir.
Bu fonksiyonlar bir bagka sekilde asagidaki gibi ifade edilir.

Tamm 2.2.12 : U= {Z eC: |Z| < 1} acik birim diskinde analitik olan

f(z2)=2"+ i a z", (p,neNz{l,z,...,}),

k=p+n
fonksiyonlarinin sinifi .A( p, n) ile gosterilir.

Tanim 2.2.13 ( p —valent Yildizil Fonksiyon): f € A fonksiyonu

%{&}>a, (ZEU)
f(z)

sartin1 saglarsa (0 < a < p) mertebeden p —valent yildizil fonksiyon denir.
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U birim diskinde a(0<a<p) mertebeden p-valent yildiz1il olan biitiin

fonksiyonlarn smfi S’ (@) ile gosterilir. S (a) =S () olarak alinur.

Tamim 2.2.14 ( p—valent Konveks Fonksiyon): f .4 fonksiyonu

fR{l+Zf”(Z)}>a, (zel)
f'(2)

sartin1 saglarsa f ye a (O <a< p) mertebeden p —valent konveks fonksiyon denir.

U birim diskinde @(0<a<p) mertebeden p-—valent konveks olan biitin

fonksiyonlarin smifi C, (a) ile gosterilir. C () = C(a) olarak alinir.

Tamm 2.2.15:; .Ap sinifinda

YR{ f’(z)}>a, (zel),

z!

sartini saglayan f(z) fonksiyonlarma R (@), « (0 <a< p) siifindandir denir.

R (a) = R(a) olarak alinir.

Tamm 2.2.16 (b Kompleks Mertebeli p —valent Yildiz1l Fonksiyon): A, sinifinda

1(#'(»)
m{mb(—f(z) pj}xx, (zel),

sartini  saglayan f e S, (b,a) fonksiyonlarma « (0 <a< p) tipli b (b eC- {0})
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kompleks mertebeli yildizil fonksiyon denir.

Tamm 2.2.17 (b Kompleks Mertebeli p—valent Konveks Fonksiyonlar): Ap

siifinda

1 2t"(2)
iR{erb(lJr—f,(Z) pJ}>a, (ZGL{),

sartim1 saglayan f eC (b,a) fonksiyonlarma «(0<a<p) tipli b (b eC- {0})

kompleks mertebeli konveks fonksiyon denir.

Tanim 2.2.18 (f—mertebeli 1 —diizgiin Yildiz1l Fonksiyonlar): feA

fonksiyonunun 0< S<1, 0< u<l1, zeU ve

2t'(z)
f(2)

7f'(2)
STON

5

1‘<ﬂ

sartlarini saglayan f(z) fonksiyonlarina £ —mertebeli x—diizgiin yildizil fonksiyonlar

denir ve bu fonksiyonlarin olusturdugu sinif MT ( P, ,u) ile gosterilir.

Tamm 2.2.19 (p—valent 3 —mertebeli 1 —diizgiin Yildiz1l Fonksiyonlar): f e A

fonksiyonu

zf'(2)
”‘(m‘f’]”

zf'(2)
m—p‘ (kZO,ZEU)

sartin1 saglayan f(z) fonksiyonlarina p-—valent f—mertebeli g —diizgin yildizil

fonksiyonlar denir ve bu fonksiyonlarin olusturdugu simf MT(p,ﬂ,,u) olarak
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gosterilir.

Diizgiin yildizil fonksiyonlar simetrik noktalara gore yildizil fonksiyonlarin bir alt

smifidir.

Tanim 2.2.20 (p-valent [ —mertebeli y—diizgiin Diferansiyel Operatoriinii

iceren Yildizil Fonksiyonlar): f € A, fonksiyonunun 0<S<p, 0<u<p, zeU ve

her i=12,..,n igin |, e N, =NuU{0} olmak iizere

(D' f(z))' (D' f(z))'

i P o

sartlarin1  saglayan f(z) fonksiyonlarma p-—valent f—mertebeli p—diizgin
diferansiyel operatorlii yildizil fonksiyonlar denir ve bu fonksiyonlarin olusturdugu sinif

MT (p, 8, 1) olarak gosterilir.

Sonug 2.2.1. Tanim 2.2.20 de i=1,2,..,n i¢in |, =1, =...=1, =0 ve p=1 alindiginda
Breaz (2008) ve Mohammed (2010) tarafindan c¢aligilan sinif elde edilir.

Tamm 2.2.21 ( p —valent Diizgiin Konveks Fonksiyonlar): A smifinda

9{(1+Zf:'(Z)J2|Zf:'(Z)| (zeU),
f'z) )| f'(2) |

sartim1 saglayan f € A  fonksiyonlarmin smifina diizgiin konveks fonksiyonlarin simifi

denir.
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Tanmim 2.2.22 (S Mertebeli u—diizgiin Konveks Fonksiyon): f € .4 fonksiyonunun
eger 0< <1, u>0, zeU ve

ﬂ%{l%r&}z,u
f(2)

sartlarm1  saglayan f(z) fonksiyonlarina [ —mertebeli g —diizgin konveks

2f"(2)

Ny
t'(2)

fonksiyonlar denir ve bu fonksiyonlarin olusturdugu sinif KD ( B, ,u) ile gosterilir.

Tamim 2.2.23 (p—valent S —mertebeli k — diizgiin Konveks Fonksiyonlar): f e A

fonksiyonu —1< f < p olmak iizere

2t"(z2) 2t"(z2)
SR@+—FGT ﬂ]zkb+77§i p‘(kZO,ZEU)

sartlarin1 saglayan f(z) fonksiyonlarna p—valent £ —mertebeli k — diizgiin konveks
fonksiyonlar denir ve bu fonksiyonlarin olusturdugu simif KD( p, S, k) olarak

adlandirlir.

Tamim 2.2.24 (p—valent 5 — mertebeli 1 —diizgiin Salagean Operatériinii iceren

Konveks Fonksiyon): f e A, fonksiyonunun eger 0< g <p, u>0, zeU ve her

i1=1,2,..,ni¢in |, e N, =NU {0} olmak iizere

h "
R 1+M > ul|l+

(D' f () (D" (2)

Z<D|i_f(2))ﬂ_p+ﬁ

sartlarin1 saglayan f(z) fonksiyonlarina p—valent f—mertebeli u—diizgiin Salagean
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operatoriinii igeren konveks fonksiyonlar denir ve bu fonksiyonlarin olusturdugu sinif

KD( p,ﬂ,,u) olsun.

Tamim 2.2.25: f € A fonksiyonunun

] zf"(2)
R{1+—f'(z)}<7’ (zeU), y>1,

sartlarini saglayan f, fonksiyonlart N'(y) sinifindadir denir.

Tamm 2.2.26: f € A fonksiyonunun

f”
9%{1+Zf’((zz))}<;/, (zeU), y>p,

sartlarini saglayan f, fonksiyonlar1 N (y) smifindadir denir.

Ayrica N, (y) =N (¥) olsun.

Sonug 2.2.2: Bu simifta p=1 alinirsa Owa (2003), Breaz (2008), Uralegaddi (1994) ve

Mohammed (2010) un c¢alistig1 sinif elde edilir.

Daha o6nce Sp*(b,a) smifinda p=1ve o =0 i¢in b(b eC- {0}) kompleks mertebeli
yildizil fonksiyonlarin Sp*(b) sinifi Nasr and Aouf (1985) tarafindan ve ayni siralarda

b(be(C—{O}) kompleks mertebeli konveks fonksiyonlarm C,(b) smfi Wiatrowski

(1985) tarafindan ¢alisildi.
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Tamm 2.2.27: k e N, = NU{0} olmak iizere A sinifina ait fonksiyonlar i¢in
D°f(z)= f(2)

D'f(z)=1zf'(2)

D*f(z)=D(D"'f(2))

tipindeki operatore Salagean tiirev operatorii denir ve D* ile gosterilir.

Ayrica A, simifina ait fonksiyonlar i¢in ke Ny =NuU{0} olmak {izere bir D"

operatoru

D°f(z)= f(2)

D'f(2) :lzf "(2)
p

D*f(2)=D(D""f(2)) (2.1)
seklinde tanimlanir.

D* diferansiyel operatorii Shenan (2004) tarafindan tanimlanmistir. Bu operatorde

p =1 alindiginda Salagean (1983) tiirev operatorii elde edilir.
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Eger f e A ise

- k
D¥f(z)=z"+ Z (%] a z", (peN:{l,z,...,}), (zeU),

m=p+

f eTp ise

w k
D¥f(z)=12" - Z (mj a z", (peN:{l,Z,...,}), (zeU),

m=p+1 p

ve f e A(p,n) ise

0

D“f(2)=2"+ )| (%) a,z', (p.neN={12..}), (zeU),

j=p+n
olur.
Sonu¢ 2.2.3: Tanim 1.14 de i=12,..,n icin |, =1, =...=1 =0 ve p=1 alindiginda

Shams (2004), Owa (2009), Aghalary et al. (1994) ve Mohammed (2010) tarafindan

calisilan smif elde edilir.

Tamm 2.2.28: f € A fonksiyonu a €[0, p), be C —{0} , ke N, =NuU{0} i¢in

2(D"f(2))

1
+E T(Z)—p >a, (ZEU), (2-2)

sartlarim1 saglayan f(z) fonksiyonlarina « tipli b kompleks mertebeli p—valent
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yildizil fonksiyonlar denir ve bu fonksiyonlarin olusturdugu sinif S, (b,a) ile

gosterilir.

Tamm 2.2.29: f € A fonksiyonu a €[0, p), be C- {0} , ke N, =NuU{0}i¢in

Dkf [/
R p+l l+w—p >a, (zell), (2.3)

(D*f(2))

sartlarim1 saglayan f(z) fonksiyonlarina o« tipli b kompleks mertebeli p—valent

konveks fonksiyonlar denir ve bu fonksiyonlarin olusturdugu smif C,,(b,a) ile

gosterilir.
Sonug 2.2.4:

(1) §,(b,0)= S.(b) ve S,,(b,a)=C ,(b,0)=C,(b) (Frasin 2006).
(2) S (b,a)= S, (b) ve S,,(b,a)=C ,(b,a)=C,(b) (Wiatrowski 1971).
(3) S (b,0) =S, () (Salagean 1983).

(4)S, ,(cos Ae )= S! (|ﬂ| <72, 0< a<l), a mertebeden A — spirallike

fonksiyonlarin sinifi (Libera 1967).

(5)Co(cos A6, @) =Co(|A| < 7/2, 0<a<l), a mertebeden 1 —Robertson

fonksiyonlarin sinifi (Chicra 1975).
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2.3 Analitik Fonksiyonlardan Olusan Bazi integral Operatorleri

Tamm 2.3.1: Kabul edelim ki neN igin | =(I,1,,...1,)eN;, 6=(6,6,,....6,) e R]

i=12,..ni¢in f, g;, h €A, olsun. Asagidaki integral operatorlerini i=1,2,.

(2.1) ile tanimlanan D operatorleri igin f,, g;, h € A, olmak iizere

T2 (f, fpes £,) 1A > A

p p

Z ~ n Dli f t S
Ir::(; ( fl’ fZ""’ fn): Fp,n,l,&(z) :J. ptp lH(t—pl()] dta
0 i=1

ikinci olarak

jr::(; (gl’ gZ""’ gn) = gp,n,hg(z) :'[ pt pilH T
0 i=1

ve son olarak

Ve (h,h,,.h ) A(p,n) —> A(p,n)

n,p

‘ n li p1 A
)}nl’»; (hla hz,..., hn ) = Hp,n,l,l(z) :I ptP—IH[eD by (0)/t :| dt,
0

i=1

integral operatorleri tanimlanir.

.,n ve

(2.4)

(2.6)
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Sonu¢ 2.3.1: F, ,(z) integral operatorii Saltik (2010) tarafindan calisilmistir. Eger
i=12,..,n igin |, =1, =...=1 =0 alnirsa F, ,(z) integral operatorii Frasin (2010)
tarafindan ¢alisilan F (z) operatorine doniigir. (2.4) ile tammlanan integral
operatoriinde p =1 alinirsa Breaz (2009) tarafindan galisilan D*F(z) integral operatorii
elde edilir. (2.4) de p=1 ve |, =1,=...=1 =0 almirsa F , (z) integral operatdrii
Breaz and Breaz (2002) ve Mohammed (2009) tarafindan ¢alisilan F, (z) operatorii
elde edilir. p=n=1, |,=0 ve 8 =0 almirsa Pescar et al. (2000), Breaz (2008),
Mohammed (2009) tarafindan ¢alisilan 1,(f)(z) operatorii elde edilir. 1,(f)(2)
integral operatorii 0, =0 €[0,1] 6zel durumu Miller et al. (1978) tarafindan calisild.
(24)yde p=n=1, |,=0 ve o =1 alirsak Alexander (1915) in I(f)(z) integral

operatorii elde edilir.

Sonu¢ 2.3.2: G, () integral operatdrii Saltik (2010) tarafindan calisilmistir. Eger
i=12,..n igin |, =1,=..=1 =0 almrsa G, ;(z) integral operatdrii Frasin (2010)
tarafindan ¢aligilan G,(z) fonksiyonuna doniisir. (2.5) integral operatoriinde p=1 ve
l,=1,=..=1,=0 alinwrsa G, (z) integral operatdrii Breaz (2008) ve Mohammed

1

(2009) tarafindan galisilan G

sy sy

|, =0 ve u = u alirsak Pfaltzgraff (1975), Breaz (2008), Mohammed (2009) ve Kim et

(z) operatoriine doniislir. Eger (2.5) de p=n=1,

al. (1972) tarafindan ¢alisilan G(z) integral operatorii elde edilir.

Sonu¢ 2.3.3: Eger i=12,..,n igin p=1 ve |, =l,=..=1 =0 almrsa H_ ,(z)

integral operatorii Frasin (2010) tarafindan ¢alisilan F(z) operatorine donisiir.

Lemma 2.3.1 (Genellestirilmis Schwarz Lemma):

f, Ug={zeC:|z]<R} diskinde analitik ve M sabit olmak iizere | f(z)|<M olsun.
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Eger f, z=0 i¢in fonksiyonu m ’den daha biiyiilk mertebeden (katliliklar1 dahil) bir

tek sifira sahipse bu durumda

|f(z)|s%|zm, zeU, (1.7)

esitsizligi gerceklesir. Esitlik sadece @ € R olmak iizere f(z)=¢" %|Z|m fonksiyonu

saglanir (Ponussamy and Silverman 2006).

Tamm 2.3.2: Eger F,(z) integral operatori 0< <1, ©>0, zeU veher i=1,2,...,n

i¢in

(F.(2)) (F.(2))

sartlarini saglayan f, fonksiyonlar1 KDF, ( B, 1,0,,0,,...,0, ) sinifindadir denir.

n

A. Mohammed (2.4) iin 6zel hali olan F(sl,az,...,(sn(z):IH(fi'(t))&idt operatdriinii

o i=1

kullanarak asagidaki sinifi tanimlamstir.

,,,,,

" 14

. 1+2(F§1,5Z ,,,,, 5n(z)? 2Nz(gﬁz ,,,,, 5n(z)? )
(Fsis, @) ‘(Fglﬁz ,,,,, 5 () ‘

2

sartlarini saglayan her i =1,2,...,n i¢in f; fonksiyonlar1 KDF; ; . (B.1,6,,6,,....6,)
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siifindadir denir.

(2.4), (2.5) esitlikleri ve Tanim 2.2.24 kullanilarak KD(p, £, 1) niin yeni iki smifin

asagidaki gibi tanimladik.

Tamm 2.3.4: Eger (2.4) ile tanimlanan F, , ;(z) integral operatoriiniin 0< S <p,

1420, zeU veher i=12,..,n i¢in |, e N, =NU{0} olmak iizere

sl z(Dli Fp,n,|,5(z)) s i+ Z(D'i Fp,n,l,a(Z)? _ol+ s,

(D! Fp,n,.,g(Z))' (D'F,p14(2)

sartlarmi saglayan her i=1,2,..,n igin f fonksiyonlart KDF,  (/,,6,,6,,....6,)

siifindadir denir.

Tamm 2.3.5: Eger (2.5) ile tamimlanan G, 5(z) integral operatdriiniin 0< < p,

u#20, zeU veher i=1,2,..,n igin . e N, =N U {0} olmak iizere

z ( Dli gp,n,l,ﬁ(z))”

z(Dligp,n,.,g(z))” ) ol s

R+ —t2 U 1+
(D"G,,.5(2) (DG,01(2)

sartlarmi saglayan her i=1,2,..,n igin f, fonksiyonlart KDG, (8,1,6,,6,,....6,)

siifindadir denir.

Caliymamizda F,, (2), G,,,5(2) ve H,,, ,(2) integral operatorlerinin farkli siniflar

tizerindeki konvekslik mertebeleri verilmistir ve F, | ;(2) ile G, () operatorlerini
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igeren yeni iki simif tanmimlanmustir. Ayrica negatif katsayili fonksiyonlar i¢in bir kisim

kriterler elde edilmistir.
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3. MATERYAL ve YONTEM

3.1. Baz1 Integral Operatérleri icin Konvekslik Sartlar

Teorem 3.1.1: Kabul edelim ki ¢; €R, ie{l,..,n} ve & >0 olsun. Her ie{l,...,n}

icin f,eC oldufunu varsayalim. Buradan F, integral operatorii konvekstir

..... a,

(Breaz and Owa 2008).

Teorem 3.1.2: Kabul edelim ki ¢; €R, ie{l,..,n} ve & >0 olsun. Her ie{l,...,n}

igin f,eC(f), 0<f <1 oldugunu varsayahm. Bu sartlar altinda F, integral

1500 5oyl

operatorii 0 < Zn: (B —1)+1<1 olmak iizere Zn: (B —1)+1 mertebeden konvekstir

i=l1 i=1

(Breaz and Owa 2008).

Teorem 3.1.3: Kabul edelim ki ¢; €R, ie{l,..,n} ve & >0 olsun. Her ie{l,...,n}

icin f, € KD(«r) oldugunu varsayalim. Bu sartlar altinda F, integral operatorii

o),0 s Ol

n n

1- > o, >0 olmak iizere 1-— Z o, mertebeden konvekstir (Breaz and Owa 2008).
i=1 i=1

Breaz (2008) C,(b) smifina ait fonksiyonlar igeren integral operatérii igin bir caligma

yapmistir. Bu ¢alismalar1 ¢; >0 i¢in

e @ = [[HO] [ £/ O] dt (3.2)

bi¢iminde tanimlamaistir.
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Teorem 3.1.4: Kabul edelim ki her ie{l,..,n} i¢in f eC,(b), & >0, 0<a<l,

beC-{0} ve

OS(a—l)Zn:ai+l<l

i=1

olsun. Buradan

5:(05-1)%%“

~€C,(b) olur (Breaz 2008).

1,0, ...,

Bulut (2008) her ie {l,...,n} icin f.e A ve ¢, >0 sartiyla (3.2) integral operatdrleri

izerinde ¢alisma yapmistir ve bu ¢aligmalarinda Breaz (2008) in makalesindeki Teorem

2.1 ve Teorem 2.3 1i genellestirmistir. Bu teoremler asagidaki gibidir.

Teorem 3.1.5: Kabul edelim ki her ie{l,...,n} igin f e C,(b), 0<pB <1, be Cc-{o}

ve 1<i<n i¢in ¢ >0 olsun. Eger

olursa A =1+ Zai (,B - 1) sartiyla F € C,(b) olur (Bulut 2008).

I Q4,0 5.5,
i=1

Breaz (2009) (3.1) integral operatdrii Se [0,1) ve k € N, olmak tizere Salagean (1983)

tarafindan tanimlanan
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@@%:{fef4:m{92319}>5,z6U}
D"f(z)

5 mertebeden k —yildizil fonksiyonlarin smifi iizerinde bazi galismalar yaprustir.
Breaz (2009) bu sinifi daha da genisleterek bazi analitik fonksiyonlar i¢in yeni bir

integral operatdrii tanimlamistir ve bu siniftan segtigi fonksiyonlara bir takim sartlar
yiikleyerek (3.1) integral operatoriiniin S, (6) siifinda olmasini garanti eden bazi sartlar

arastirmigtir.

Breaz (2009) Kompleks mertebeli analitik fonksiyonlar1 kapsayan (3.2) integral

operatorleri i¢in bazi 6zellikleri elde etmistir. Bu caligmalar agsagidaki gibidir.

Teorem 3.1.6: Kabul edelim ki i € {1,...,n} i¢in ¢; >0 ve

0<1-Y <1

i=l

olsun. Ayrica i=1,..,n i¢in f,eS(-b) ve beC—{0} olsun. Buradan y =1-) ¢,

i=1

olmak iizere F € C,(b) olur (Breaz 2009).

Teorem 3.1.7: Kabul edelim ki ie{l,..,n} igin f eC(b) ve beC—-{0} olsun.

Buradan 7 =1—Zai ve 0 Sl—Zai <1 olmak tzere F, , . €C (b) olur (Breaz
i=l i=1

2009).

Frasin (2010) p—valent fonksiyonlarin yeni genel integral operatorlerinin konvekslik

mertebelerini elde etmistir. Frasin (2010) ¢, >0, —1< S < p olmak iizere
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Fp(z)=£ pt?’ (%) (%} Lt

Ve

fopn [ FOY) (O

integral operatorleri {izerinde ¢alismustir. Ik ¢alismasinda F, operatoril i¢in p —valent

konvekslik sart1 elde etmistir.

Teorem 3.1.8: Kabul edelim ki ie{l..,n} i¢in ¢ >0, -1<B <p, k>0 ve

f, e MT(p,S..k;) olsun. Eger 0< p+Z:05i (ﬂ, - p) < p olursa buradan F, integral

I i=1
operatorii p+ z o, ( B - p) mertebeden p —valent konvekstir (Frasin 2010).

i=1

Teorem 3.1.9: Kabul edelim ki ie{l,..,n} i¢in ¢ >0, -1<B <p, k>0 ve

f, e KD(p,S,k;) olsun. Eger 0< p+Z:()ti (,HI - p) < p olursa buradan G, integral

i=1

operatdrii P+ Y. a; (/B — p) mertebeden p—valent konvekstir (Frasin 2010).

i=1

Lupas (2009) f . A(p,n) fonksiyonunu igeren yeni bir sinif olan Salagean tiirev

operatoriinii iceren BS( p,m, i, a) sinifin1 tamimlamistir.

Tamm 3.1.10: Eger p,neN, meNuU{0}, #>0, a<[0,1) i¢in
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m+1 p H
|D f(z)( z J_p<

B P=a (18)

sartlar1 saglanirsa f € A(p,n) fonksiyonu BS ( p,m, ,u,a) sinifina aittir denir.
Sonug 3.1.1:

BS ( p,m, y,a) ailesi baz1 iyi bilinen siniflar1 da iceren analitik ve univalent olan
siiflart  kapsayan  analitik  fonksiyonlarm  yeni bir  smifidir.  Ornegin
BS(1,0,1,a) =S (a), BS(1,1,1,a)=C(a), BS(p,0,0,a)=R (a),

( ) R(«). Bir diger altsinif Frasin and Darus (2001) tarafindan tanimlanan
BS (1, 0, 2,a) =B(a) ve Frasin and Jahangiri (2008) tarafindan tanimlanan
(1,0, s @)

BS (1,0, u,a) = B(u, ) 6zel siniflaridir.

Frasin (2010) <1-a sartin1 saglayan i=1,2,...,n icin swrasiyla f, ve

f'(z)[%j -1

ﬁ. h : .
f fonksiyonlar1 igin IH( ft(t)j j tem) integral operatorlerinin
0

0 i=l1

konvekslik mertebelerini elde etmistir. Bu sonug asagidaki gibidir.

Teorem 3.1.11: Kabul edelim ki her i=1,2,..,n i¢in O<a<l, u>1 ve feA

fonksiyonu B(u,a) smfina ait olsun. Eger |f(z2)|<M ,(M>1;zeU) olursa

1
J‘H(@jﬂ dt integral operatdrii her i =1,2,...,n i¢in B € C—{0},

0 i=1
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Ve

olmak tlizere C(J) smifina aittir (Frasin 2010).

Teorem 3.1.12: Kabul edelim ki her i=1,2,..,n i¢in O<a<l, u>1 ve feA

fonksiyonu B(u,c) smifina ait olsun. Eger |f,(z)|<M, (M 21;zeU) olursa

(&

(tem) )7dt integral operatorii y € C,

O C——y N

< mmwr ¥

s=1-]y|((2-a)M* +1)
olmak tizere C(J) smifina aittir (Frasin 2010).

3.2. Integral Operatérlerinin Bazi Simiflara Ait Olma Sartlan

Breaz (2008) S, (b) smifina ait asagidaki integral operatérii igin bir calisma yapmustir.

Bu ¢aligmalarda F (z) operatoriinii ¢; >0 olmak tlizere

Fn(z):j( flt(t)] [ f”t(t)j dt 3.1)

biciminde tanimlamstir.

Teorem 3.2.1: Kabul edelim ki her i €{1,...,n} igin ¢; >0, 0<a <1 sartiyla a bir reel

sayl1 ve
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OS(a—l)Zn:ai+1<1

i=1

olsun. Eger her i {l,...,n} i¢in f, €S, (b), be C—{0} alimrsa

o=(a-1)> o +1
i=1
icin F, € S_(b) olur (Breaz 2008).

Bulut (2008) her ie{l,..,n} i¢in f e A ve @ >0 alirsak (3.1) integral operatorleri

tizerinde ¢alisma yapmustir ve bu ¢aligmalarinda Breaz (2008) in makalesindeki Teorem

2.1 genellestirmistir. Bu teorem asagidaki gibidir.

Teorem 3.2.2: Kabul edelim ki her i e{l,..,n} i¢in f e S;i (b), 0< B <1, beC—{0}

ve 1<i<n i¢in &, >0 olsun. Eger
0<1+ Y o (B -1)<I
i=1

olursa Q=1+ o, (B —1) sartiyla F, € S,(b) olur (Bulut 2008).

i=1

Teorem 3.2.3: Kabul edelim ki her i={1,2,..,n} i¢in §eR, 6>0, feA ve

f(2)

fi(2)

F e N(p) olur (Mohammed 2010).

<M, olsun. Eger f e MT(x,p) ise pzznlﬁiﬂi(uiMi+l)+l olmak iizere
i=1
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Teorem 3.2.4: Kabul edelim ki her i={1,2,..,n} igin & >0, B >0 ozelligi ile

0< B <1 ve g >0 olmak iizere f, € KD(z,/4) olsun. Eger O<Z§i(l—ﬂi)sl ise

i=1

i=1

3.3. Negatif Katsayih Fonksiyonlar1 iceren integral Operatérleri i¢cin Baz1 Sartlar

Teorem 3.3.1: Kabul edelim ki her i=L2,.,n i¢in f €T olsun. Buradan

f. € KDF, (B, 1,6,,6,,...,5,) olmasi igin gerek ve yeter sart

s Up

olmasidir (Mohammed 2010).

Teorem 3.3.2: Kabul edelim ki her i=L2,.,n i¢in f €T olsun. Buradan

f, e KDF; s (/. 11,6,,6,,...,6,) olmasi igin gerek ve yeter sart

n

dom(m-1)(u+1)a,,

olmasidir (Mohammed 2010).
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4. ARASTIRMA BULGULARI ve UYGULAMALAR

4.1. F, ., ;(z) Operatoriiniin C,(b,7) Konveks Olmasinin Yeterli Sartlar:

Teorem 4.1.1: Kabul edelim ki her i=12,.,n i¢in I=(l,l,,..1)eNg,

5=(6,,6,,....6,)eR], 0<¢a, <p, beC—{0} ve f, eS;’,i (b,,) olsun. Ayrica

Oézn:é‘i(ai—p)+p< p
i=I

esitsizligi saglansin. Bu durumda

y=>.
i=1

S (i —p)+p
olmak lizere (2.4) ile tammmlanan F , ;(2) integral operatérii C, (b,y) smifindadir.

Ispat: (2.4) tanimindan Fonis(2) € A, elde edilir. Diger taraftan

' n I %
(Fp,n,l,o‘(z)) = pZ p_ln(mj (41)

oldugunu gérmek kolaydir. (4.1) in her iki tarafinin logaritmasini alip z ile ¢arparsak

14+ Z(Fp,n,|,5(z)) _p= \ S M_ P (4.2)

' - [ i
(Fp,n,l,ﬁ(z)) = D fI(Z)
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olur. Buradan (4.2) nin her iki tarafim % ile ¢arparsak

l l+w_

b (Fp,n,l,é(z))’

n Dlif.' n
PI=2.9 p+ w—p -p).3

b D'f,(2)

elde edilir. Ayn1 zamanda her iki tarafa p ilave edersek

i 2(Fs@) : 1| 2(D") @ :
p| 14 T o NS pe| e p | |- PG4 (43)
U (R @) R

esitligi elde edilir. Sonug olarak (4.3) esitliginin reel kismi

R p+l 1+w_

P
b (Fp,n,l,é(z))

(4.4)
" 1| z(0" ) @

=) oN —|—— - o,
; i p+b Dlifi(z) Y p; |+p

olarak bulunur. (2.2) ve (4.4) ten i=1,2,...,n i¢in f; €S, (b,) olduundan

R p +l 1+Z(FL’5(Z)?”_
(Fp,n,l,b‘(z)) =l

yazilir. Buna gore F, , ;(z) fonksiyonu, 25' (ai - p)+ p tipte ve be (C—{O}

i=1
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kompleks mertebeden p-—valent konvekstir. Yani F | ;(z) operatorii C,(b,y)

sinifindadir. Dolayisiyla teoremin ispat1 tamamlanmustir.
Sonug 4.1.1:

(1) Teorem 4.1.1 de i=1,2,...,n igin p=1 ve |, =0 alirsak, Bulut (2008) deki Teorem
1 elde edilir.

(2) Teorem 4.1.1 de i=1,2,...,n igin p=1, &, =0 ve |. =0 alirsak, Breaz (2008) deki
Teorem 1 elde edilir.

(3) Teorem 4.1.1 de i=1,2,...,n i¢in p=1, &, =0 ve |. =0 alirsak, Breaz (2009) daki

Teorem 1 elde edilir.

Teorem4.1.1de p=n=1, |, =0, 6,=0 ve f =1f alirsak Sonug 4.1.2 elde edilir.

Sonu¢ 4.1.2: Kabul edelim ki 6>0, 0<a <1 olmak iizere « bir reel say1 ve

7 o
f €S, (b) olsun. Eger 0<S(ar—1)+1<1 ise j(@} integral operatorii birim diskte

0

&(a—1)+1 tipte b e C—{0} kompleks mertebeden konvekstir.

Teorem 4.1.1 de p=1, b=cosie” ve i=1,2,....n igin l. =0 alirsak Sonug 4.1.3 elde

edilir.

Sonug 4.1.3: Kabul edelim ki 6 =(4,,6,,...6,)eR], beC—{0} ve i=1,2,..,n i¢in

f.eS, , (JA|<z/2, 0<a; <1) olsun. Ayrica

0<Y 8 (a5 -1)+1<1

i=1
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olsun. Bu durumda F (z) integral operatorii

olmak tizere Cf (|/1| <2, 0<a; < 1) smifindadir.

4.2. G,,,5(2) Operatériiniin C,(b,77) Simfi Uzerinde Konveks Olmasiin Yeterli
Sartlari
Teorem  4.2.1: Kabul edelim ki i=1,2,..n, I=(1.1,,....1,) e Ny,

5=(6,,6,,...6,)eR], 0<a; < p, beC—{0} ve g, eC,, (b,e) olsun. Ayrica

Oézn:@(ai—p)+p< p
i=l

esitsizligi saglansin. Buradan

olmak {izere (2.5) ile tamimlanan G (z) integral operatriinin C,(b,77) simfinda

p.n,l,&6
oldugu goriiliir.

Ispat: (2.5) den G (z) € A, olur. Diger taraftan

p.n,l.o
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G

" [ (D'g ()
g;;,n,l,&(z)z ptp_lH M

i=1 pt*

(4.5)

olur. (4.5) in her iki tarafinin logaritmasini alip Teorem 4.1.1 in ispatindaki islemlerin

benzerlerini yaparsak

"

(gp,n,l,é(z))

) | . "
ooy 20 @
(gp,n,l,é(z)) =

(D'g,) (@)

1+ p (4.6)

olur. (4.6) nin her iki tarafim % ile carparsak

"

" i - n
p-l-l 1+M_p =Z§I p_}_% 1+M_p _pzé]‘i‘p
(gp,n,l,(s(z)) =1 (Dligi) (Z) i=1

elde edilir. Bu ifadenin her iki tarafinin reel kismini alirsak

"

1 1+ z (gp,n,l,é(z))

(gp,n,l,é(z)),

4.7)
:ZH:E.ER p+% 1+M— plp— pzn:d +p
i=1 (Dligi) (2) i=1

i=1,2,...,n olmak iizere g; € C,, (b, ;) oldugu i¢in (2.3) ve (4.7) den
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4

(gp,n,l,a(z)) =1

olur. Buradan G, , 5(2) integral operatorii

n

2.6 (@ -p)+p

i=1
tipli b (b eC- {O}) kompleks mertebeden p —valent konvekstir.

Sonuc¢ 4.2.1:

(1) Teorem4.2.1de i=12,...,n i¢in p=1 ve |, =0 alirsak Bulut (2008) deki Teorem

3 elde edilir.
(2) Teorem4.2.1de i=1,2,...,nicin p=1, o, =0 ve |, =0 alirsak Breaz (2008) deki

Teorem 3 elde edilir.

(3) Teorem4.2.1de i=12,..,n i¢in p=1, ¢, =0 ve |. =0 alirsak Breaz (2009) deki

Teorem 2 elde edilir.

Teorem 4.2.1 de p=n=1 | =0, 6,=0 ve ¢g,=0g alirsak Sonug¢ 4.2.2 elde edilir.

Buna gore;

Sonu¢ 4.2.2: Kabul edelim ki 6>0, 0<a <1 olmak iizere a bir reel say1 ve

geC,(b) olsun. Eger 0<5(a—1)+1<1 ise |(g '(t))6 dt integral operatorii birim

O Ly N

diskte &(a—1)+1 tipli ve b (b e C—-{0}) kompleks mertebeden konvekstir.
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Teorem4.2.1de i=1,2,...,n i¢in p=1, b=cos1e” ve |, =0 alalim. Buna gore;

Sonug 4.2.3: Kabul edelim ki be C—{0}, §=(5,,6,,....6,)eR] ve i=12,..,n i¢in

-

1l
—_

g,eC’ (|/1| <r[2,0< ¢, < 1) olsun. Bu durumda 0<) & (¢ —1)+1<1 esitsizligi

elde edilir.

Buna gore G, ;(z) integral operatorii

olmak tizere C,f (|/1| <r/2,0< ¢, < 1) smifindadr.

4.3. F ., ,(2) Operatoriiniin BS(p,m,z,«) Smfi Uzerinde Konveks Olmasmim

Yeterli Sartlar:

Teorem 4.3.1: Kabul edelim ki her i=12,..,n i¢in I=(1,l,,..l)eNg,
5=(6,,6,,...6,)eR], 0<a<p, =0 ve f e A(p,n) fonksiyonu BS(p,l;,u a)

sinifina ait olsun. Eger ‘D" fi(Z)‘ <M, (M >1;ze€ U) icin

Fonss (@)= H[w] a

i=1

integral operatorii
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M-

Il
—_

5[ (2p-a)M*" +1]<1
ve

= p{l—Zé((zp—a)M“ﬂ)}

i=1
olmak tizere C, (/) siufindadir.

Ispat: f.(2)e BS(p,l,, u,a) olmak iizere

Fonns@= [P0 (M] !

p
0 i=1 t

olmak tizere F, , ;(z) fonksiyonunu tanimlayalim. Diger taraftan

! T i f K
(Fonis(2)) = pz* H(wj (4.8)

P
i1 z

oldugunu goérmek kolaydir. (4.8) esitliginin her iki tarafinin logaritmasini alip z ile

carparsak

' - i l; _
(Fp,n,l,ﬁ(z)) = D fI(Z)

esitligi elde edilir. Buradan (4.9) ve p(D""'f,(2))=2z(D" fi(z))' esitliklerinden
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z ( Fp,n,l,&(z))” _

——p|< pid{
(Fp,n,l,b‘(z)) =l

D'f,(2)

1+
D" f,(2)

)

n ‘D'i“fi(z) 22 YDt
Sp;é‘.[‘ mn (thi(z)j‘ w ‘ +1J (4.10)

olur. Her i=1,2,...,n igin ‘D" fi(z)‘ <M, (M >1, zeU) olmak ilizere Genellestirilmis

Schwarz Lemma yardimiyla
D" f(2)| <M|zf°

elde edilir. Buradan (4.10) dan

(Fp,n,l,o‘(z)), =

, 2(Fpp1s(@) )< p¥s UDLH fi(Z)( " Jy

- 2 (D@

M*”HJ 4.11)

elde edilir. (4.11) ve (1.8) den

4

z ( Fp,n,l,b‘(z))
( Fp,n,l,b‘(z))l

n |D'i“fi(z) 2" )
S";&‘m 2 [D“fxz)j P

1+ p

+ pJM”‘HJ

n

<pY 5 ((2p-a)M* " +1)

i=1
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=p-p
bulunur. Bdylece ispat tamamlanmis olur.

Sonu¢ 4.3.1: Kabul edelim ki her i=12..,n i¢in I=(l,l,,..1)eNy,
5=(6,,6,,....6,)eR], 0<a<p, 20 ve f e A(p,n) fonksiyonu BS(p,l;,x a)

sinifina ait olsun. Eger ‘D" fi(z)‘ <M, (M 21;z€eU), F,,;(2) integral operatdrii

a 1
20 Tapamr 1]

olmak tzere birim diskte konvekstir.

Her i=1,2,...,n i¢in Teorem 4.3.1 de p=1, |, =0 aliirsa Sonug 4.3.2 elde edilir.

Sonu¢ 4.3.2: Kabul edelim ki her i=12,..,n igin 6§=(5,6,,...6,)eR], u>0,

0<a <1 ve BS(u,a) smfina ait f eA(n) olsun. Eger |fi(z)|£M, (M>1;ze0)

ise her i =1,2,...,n i¢in Zn:5| I:(Z—OC)M #-l +1] <1 olmak iizere

i=l

ise birim diskte F, , ;(z2) € C(f) olur.

Sonug 4.3.2 de n=1 almirsa Sonug 4.3.3 elde edilir.
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Sonu¢ 4.3.3: Kabul edelim ki §eR*, x>0, 0<a<l ve BS(u,«) smfina ait
f e A olsun. Eger |f(Z)|SM, (M ZI;ZEU) ise 5[(2—0{)M”’1+1]31 olmak

lizere
B=1-5[(2-a)M*" +1]
ise birim diskte F,, ;(z) € C(f) olur.

Her i=1,2,...,n icin Teorem 4.3.1 de p=1, |. =0, x=1 almrsa Sonug 4.3.4 elde

edilir.

Sonug 4.3.4: Kabul edelim ki her i =1,2,...,n i¢in 6 = (51,52,...,5n) eR", 0<a<l ve

S (a) sinifina ait f, € A(n) olsun. Her i =1,2,...,n i¢in Zn:é', (3—a) <1 olmak tlizere

i=l

ise birim diskte F , ;(z) € C(p) olur.

Sonu¢ 4.3.4de n=1, o =§ ve a =0 alinirsa Sonug 4.3.5 elde edilir.

Sonu¢ 4.3.5: Kabul edelim ki f €. A fonksiyonu birim diskte yildizil olsun. Eger

|f(2)|<M, (M21;2eU) ise F,,,,(2) integral operatorii birim diskte konvekstir.
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Sonug 4.3.1: Her i=1,2,...,n i¢in Teorem 3.1.1 de p=1, |. =0, o, yerine € alinirsa

Frasin (2010) da Teorem 2.1 elde edilir.

4.4. H, ., ,(2) Operatoriiniin BS ( p,m, u, a) Smifi Uzerinde Konveks Olmasinin

Yeterli Sartlar:

Teorem 4.4.1: Kabul edelim ki her i=12,..,n i¢in I=(1,l,,...1,)eNy, 1eR],

IER R

0<a<p, #=0 ve h eA(p,n) fonksiyonu BS(p,l,,x,) smifina ait olsun. Eger

‘D'ihi(z)‘gM, (M>1;zelU)ise A< . P olmak iizere
n((p* +(1-a)pM* +(p-DM)

0

i=1
integral operatérii = p—An {( p’+(1—a)p)M* +(p-1HM } icin C,(f) smnifindadir.
Ispat: h € BS ( P, L, u, a) icin (2.6) integral operatoriinii tanimlayalim. Buradan

14

n Z(Hp,n,l,i(z)) _
(Hp,n,l,/l(z))' = Zp

| 2(D'h(2))

-1

I
ZP

(4.12)

olur. p(D"'h)(2)=2(D'h,(2)) ve (4.12) den
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1+ z (Hp,n,l,i(z)y _

(P, @)

n |i+1h_ Iih-
g;{p 2@ (|2 ZL(Z)}Izl

n |D'i+1hi(z) 2 Y|p'h@| . \|D"h@
q[;h 7! [D'ihi<z>)\ 2| U

elde edilir. Genellestirilmis Schwarz Lemmasindan

‘msm (zeU)

Zp

ve sonug olarak

n

1+ z (Hp,n,l,i(z)?
(Hp,n,l,ﬂ,(z)>

n |D'i“hi(z) A
</I[;[p‘ Zp [DI'hI(Z)j

(4.13)

M“+(pl)Mﬂ

olur. (4.13) den
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n

n z (”—lp,n,l,}L (Z)?
(Hp,n,l,ﬂ,(z)>

n |Uﬂnu) 2 )
Sl ; p[‘ Zp (thi(z)] p

<an{(p*+(1-a)pM* +(p-DM |
=p-p

+pJM”+(p1)M

bulunur. Buradan ispat tamamlanmais olur.

Her i=1,2,...,n i¢in Teorem 4.4.1 de |, =0, x =0 alinirsa Sonug 4.4.1 elde edilir.

Sonug 4.4.1: Kabul edelim ki her i=1,2,...,n i¢cin AeR}, 0<a<p ve h e A( p,n)
fonksiyonu R, (a) smifina ait olsun. Eger |hi(z)|s M, (M 21;z EU) ise

;tn( P’ +(—a)p+(p-1)M ) < p olmak lizere
B=p-in(p*+(1-a)p+(p-DM)

i¢in ‘H, ,,(2) e C,(B) dur.

Teorem4.4.1de n=1, |, =1=0, p=1 alinirsa Sonug 4.4.2 elde edilir.

Sonug 4.4.2: Kabul edelimki AeR", ©#>0, 0<a <1 ve he A fonksiyonu B(u,a)

sinifina ait olsun. Eger |h(z)| <M, (M >1; zeU) ise 2(2—a)M* <1 olmak iizere
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B=1-A(2-a)M*
i¢in H,,,,(2)= j(eh(” )idt integral operatorii birim diskte C(f) sinifina aittir.
0

Her i=1,2,...,n icin Teorem 4.4.1 de p=1, |. =0, x=1 almirsa Sonug 4.4.3 elde

edilir.

Sonug 4.4.3: Kabul edelim ki her i=1,2,...,n i¢gin LeR], 0<a<l ve h e.A(n)
fonksiyonu S"(ar) smifina ait olsun. Eger |h(z)|<M, (M=1;zeU) ise

A< ; olmak tuzere

n(2—a)M
B=1-n(2-a)M
igin H, ,,(2) € C(B) dir.
Sonu¢ 4.4.3de @ =0, M =n=1 ve A =1/2 alinirsa Sonug 4.4.4 elde edilir.

Sonu¢ 4.4.4: Kabul edelim ki he. A birim diskte yildizil olsun. Eger |h(z)|£1,

(zeU)ise H,,,,,(2) integral operatdrii birim diskte konvekstir.
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4.5. F, 152 Integral Operatorii icin Baz1 Yeterli Sartlar

Teorem 4.5.1: Kabul edelim ki her i=12,..,n i¢in I=(1,l,,..I)eNg,

5=(6,,6,,...6,)eR], 0<y<p, 0<pB<p ve feA olsun. Eger

(0" f,@)

D" f.(2) <M; ve f; e MT(p, 5, 1) olursa
1 I Z

L (DY)
Fp,n,l,b‘(z) =J- ptp IH[t—pl()j dt,
0

i=1

integral operatorii

n

n=>Y 6B (p+uM)+Dp,

i=1

olmak tizere N o (77) siufindadir.

Ispat: (2.4) esitliginden F s(2) € A, oldugunu gériiyoruz. Diger taraftan

p.n,l

(Fp,n,l,g(Z))' = pzplﬁ(wj (4.14)

P
i1 A

oldugunu gérmek kolaydir. (4.14) iin her iki tarafinin logaritmasini alip z ile garparsak

i=1 I Dli fi(z) ,

1+ —=
(Fp,n,l,ﬁ(z))
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elde edilir. Her 1ki tarafin reel kismini alirsak

SR 1+ Z(Fp,n,l,é(z)? Iidm Z(sii:i(z)) . p + p,
(Fp,n,l,o‘(z)) =l i(Z)

elde edilir. Buradan Rw < |W| oldugu i¢in

2(Fs@) | o |2(D'f,@)

ARG
(Fp,n,l,b‘(z)) = i(Z)

Ril+ - p|+ p,

olur. Ayrica her i =1,2,...,n i¢in f. e MT(p, £, 1) oldugundan

z ( Fp,n,l,&(z))”
(Fp,n,l,b‘(z))l =l

R+

(4.15)

(D" ,2)
elde edilir. Ayrica T() <M, ve (4.15) esitsizliklerinden
1 i z
Z(Fp,n,l,6(z)) L 4

Ml <G AM,+ YOS 4P = Y8 (P 4M,)+ P,

(Fp,n,l,a(z)) = =
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elde edilir. Buradan F, , ;(2)e N (1), = Zé‘lﬁl (p+4M,)+p olur.

i=1

Sonug 4.5.1: Teorem 4.5.1 de her i=1,2,...,n i¢in p=1 ve |. =0 alirsak Mohammed
(2010) daki Teorem 1 elde edilir.

Teorem 4.5.1 de p =1 alirsak Sonug 4.5.2 elde edilir.

Sonu¢ 4.5.2: Kabul edelim ki her i=12..,n i¢in I=(l,l,,..1)eNy,

(0" f,@)

5:(6‘],52,...,5H)GR2, Ogﬂi<1, O<ﬂ| <1 ve fiEA Olsun. Eger T()<Mi
1 I Z

ve f,.eMT(LS,u) olursa

t

i=1

Fl,n,l,()‘(z)zj ” [M]dt,

integral operatorii

n é}lgi(l+ﬂiMi)+1=

Il
i N

olmak iizere N (77) smifindadir.

Teorem 4.5.1de p=n=1, |,=0, 6,=0, uy=p, f=0, M;=M ve f =1 alirsak
Sonug 4.5.3 elde edilir.

Sonu¢ 4.5.3: Kabul edelim ki §eR", 0<u<l, 0<pB<1 ve fe A olsun. Eger
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f'(2)
f(2)

17 =380(1+uM)+1 olmak iizere N (77) smifindadur.

Z o
<M ve feMT@B,u) olursa j (@j dt  integral
0

4.6. G, ;(2) Integral Operatorii i¢in Bazi Yeterli Sartlar

Teorem 4.6.1: Kabul edelim ki her i=12,..,n i¢in I=(l,1,,.

operatori

n
.,In)eNO,

5=(6,,6,,....6,)eR], >0, B >0 ozelligi ile birlikte 0<f<p ve

g, € KD(p, B, ;) olsun. Ayrica O<Z§i(p—ﬁi)s p olursa

i=1

: el (e |

gp,n,l,&(z) = .[ pt p—lH _1

dt,
0 i=1 pt P

integral operatorii

mertebeden konvekstir.
Ispat: (2.5) esitliginden Gpni1s(2) € A, oldugunu goriiyoruz. Diger taraftan

S

(4.16)
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oldugunu gérmek kolaydir. (4.16) nin her iki tarafinin logaritmasini alip z ile ¢arparsak

. z(gp,n,.ﬁ(z)?" B z(D'igi(z>? olen
(Goris(@) ™ (D"g,(2))
elde edilir. Her iki tarafin reel kismini alirsak
§ n b . " n
R 1+—Z(gp’“"’5(z)? =D 6% 1+—Z(D g'(z)? -pY.5+p,
(Goris@) | (D'g,(2))

olur. Buradan her i =1,2,...,n i¢in g, € KD(p, £, 1) oldugu i¢in

D'i . " )
m_ p +ﬂi — pZé‘l + p,
(P'a:(@)

z (gp,n,l,é(z))”
(gp,n,l,é(z))’

N1+ >>6 | w|l+
i=1

2(D'g,(2))

bulunur. Ayrica |1 + ;
(D'g,(2))

— p|> 0 oldugundan

ER 1+Z(gp,n,l,5(z)? >p_zn:5i(p_ﬂi)’
(gp,n,l,o‘(z)) =1

olur. Buradan G, ;(2) integral operatdriiniin o= p— > 6, (p— /) mertebeden

i=1

p —valent konvekstir.
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Sonu¢ 4.6.1: Teorem 4.6.1 de her i=12,..,n i¢cin p=1, L. =0 ve g, ="f alinrsa
Mohammed (2010) daki Teorem 2 elde edilir.

Teorem 4.6.1 de p =1 alirsak Sonug 4.6.1 elde edilir.

Sonu¢ 4.6.2: Kabul edelim ki her i=12..,n igin I=(l,l,,..1)eNy,

5=(6,,6,,....6,)eRl, >0, 0<pB <1 Oozelligi ile birlikte B>0 ve

n

0, € KD(L, B, 1) olsun. Ayrica 0<> 6(1-5)<1 olmak flizere

i=1
S

dt integral operatori o=1- Zé‘l (1-5) mertebeden

i=1

gl,n,l,&(z) = jlﬂ[[( D' g (t))'j

o0 i=l

konvekstir.

Teorem 4.6.1 de p=n=1, |,=0, 6,=0, w=u, B = ve g,=0 alirsak Sonug
4.6.3 elde edilir.

Sonu¢ 4.6.3: Kabul edelim ki u#>0, A>0 ozelligi ile birlikte 0< <1 ve

geKD(L,A,u) olsun. Ayrica 0<&(1-B)<1 olmak iizere G, ,,(2)=[(g'())’ dt
0
integral operatorii o =1-6(1- ) mertebeden konvekstir.

4.7.f, e KDF (B, ,6,,6,,...,6,) Analitik Fonksiyonlarmmn Ailesi i¢in Gerekli ve

Yeterli Sartlar

Bu bolimde f, € KDF,  (B,u.6,,6,,....6,) fonksiyonlarmm ailesi i¢in bazi sartlar

-5 Uy

verilecektir. Istedigimiz sonucun ispatin1 vermeden 6nce ispatimiz igin gerekli olan



z ( Fp,n,l,(S (Z))”

( Fp,n,l,b‘(z))’

ifadesini hesaplayacagiz.

(2.4) esitliginden
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(Fp,n,l,a(z)), = pz plﬁ(MJ ’

i=1

Zp

(4.17)

oldugunu gérmek kolaydir. (4.17) nin her iki tarafinin logaritmasini alip z ile ¢arparsak

1+ ,
(Fp,n,l,o‘(z))
elde edilir. Ayrica
l
(Dli fi(z))' =pz* - z [m] ma,,;
m=p+l p ’
1+ Z(Fp,n,l,a‘(z)?" _ p _
(Fp,n,l,é(z))

z ( Fp,n,l,o‘(z))

"

o0

D' f(2)=2"- )]

m=p+1

m-1

|

. 5 Z(D:‘ fi(z))
i=1 D" fi(2)

m

p

’

b

Ii
J am,izm

2™ ve
_ ) Ii
RN (r;] ma,, 2"
5. m:;:—l :
=1 pzp_ z (mj amizm
p) o

oldugundan
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olur.

Teorem 4.7.1: Kabul edelim ki her i=1,2,..,n icin f €T  olsun. Buradan

f, e KDF, (S, 1,6,,8,,..:,5

n) olmasi i¢in gerek ve yeter sart

<p-p (4.18)

olmasidir.

Ispat: 1k olarak

n Z(Fp,n,l,(s(z))” < (,Ll-i-l) 1+ Z(Fp,n,l,ﬁ(z))” _ p ’

(Fonrs @) (Fons @) (Fons (@)

oldugunu biliyoruz. (4.17) den



(u+1)|1+

Z(Fp,n,l,é'(z))” _ p :(IIJ+1)

( Fp,n,l,a‘(z))
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m=p+ p
AR :
1- — | a,;z""
> o™ (m- )

m=p+1 p
|
= m)\ m-p
1- — | la_ ||z
=B el
ié‘l(m (m_p)aml
m=p+1 p
. B
0 m !
1- — | a_;
i Zp:1 pj

elde edilir. Eger (4.18) esitligi saglanirsa yukaridaki ifade p— /g ile sinirlanir ve

dolayisiyla

M|+

olur. Bu esitsizlik

ifadesine esittir. Buradan her i=1,2,...,n i¢in f. € KDF, ., (ﬂ, H,0,,0,,...,

goriliir.

R 1+

z ( I:p,n,l,é (Z))
( I:p,n,l,b‘ (Z))’

14

z ( Fp,n,l,é‘(z))”

( Fp,n,l,b‘(z))l

p|l—R{1+

2

M+

14

z ( Fp,n,l,o‘(z))

( I:p,n,l,5 (Z))'

Tersine her i=1,2,..,n igin f e KDF, (f,1,6,,6,.,...5,

z ( I:p,n,l,é (Z))"
( I:p,n,l,b‘ (Z))’

—-p

<P,

+ 5,

0,

n

oldugu
) oldug

) olsun ve (4.18) ifadesini
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ispatlayalm. Eger her i=1,2,..,n i¢in f e KDF , (f,1,6,,5,,....6,) ve z bir reel

say1 ise (2.4) ve (4.17) den

i I ] " I
| 2 (?j (m=p)ayz™"| |, | 2 (m (m-p)a, 2"’
p_zé] m=p+1 ) Zﬂzé‘, m=p+1 ) +ﬂ,
m=p-+1 i | m=p+1 p ’
- | _
(5[0
Zﬂzé‘, m=p+1 ri ) +ﬂ,
- -y (mj a 2"’
m=p+1 p ’
elde edilir. Bu ifade
- I 7 . m I 7
“ 215'”(} (m=p)anz™ | Zf‘(p] (m-p)ay, 2"
m=p+ + m=p+ <p-— ,
; . (m ' - i=1 = (m ' _ P/
1= > = | az™" - > | = | apz™®
L m=p+1 p i m=p+1 p ' i

esitsizligine esittir. Yukaridaki esitsizlik

| 2 (0] G- phae
Z;, m=p+1 - |i <p-45,
" 1- —la, z""
- Ef)e

ifadesine dontistiiriiliir ve reel eksen boyunca z — 1" alirsak bizim icin gerekli sonug

olan
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Zza(“;j (u+1)(m=p)a,

ifadesi elde edilir.

Sonug 4.7.1: Teorem 4.7.1 de her i=1,2,...,n igin p=1 ve |, =0 alirsak Mohammed
2010 daki Teorem 3 elde edilir.

Teorem 4.7.1 de p =1 alirsak Sonug 4.7.2 elde edilir.

Sonu¢ 4.7.2: Kabul edelim ki her i=L2,.,n i¢in f €T olsun. Buradan

f. e KDF

Ln,l n

(B, 1,6,,6,,...,6,) olmasi igin gerek ve yeter sart

olmasidir.

Teorem4.7.1de p=n=1, |, =0, f =f ve 8, =0 alirsak Sonug 4.7.3 elde edilir.

Sonug 4.7.3: Kabul edelim ki f €T olsun. Buradan f e KDF,,,(f,4,5) olmast igin

gerek ve yeter sart
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olmasidir.

4.8. 9, €KDG, (B, 1,6,,6,,...,6,) Analitik Fonksiyonlarmn Ailesi i¢in Gerekli ve

Yeterli Sartlar

Bu bolimde g, € KDG,,, (8,4,6,,6,,....6,) fonksiyonlarmmn ailesi i¢in bazi sartlar

U

verilecektir. Istedigimiz sonucun ispatin1 vermeden &nce ispatimiz igin gerekli olan

z (gp,n,l,d(z))”
(gp,n,l,()‘(z))’

ifadesini hesaplayacagiz.

(2.5) esitliginden

G

' n DIi : ’
(gp,n,l,é(z)) = pzp—ll_[ (gi))

, 4.19
i-1 pz°! ( )

oldugunu gérmek kolaydir. (4.19) un her iki tarafinin logaritmasini alip z ile ¢arparsak

Aops) =na‘.z(Li(z))”_

1+ ’ : ’
(gp,n,l,a(z)) =1 (D'igi(z))

p+1|,
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h
elde edilir. Ayrica D'g.(z)=2"- Z (%} a, ;"

m=p+l1

(D"gi)r(z)z pzP - i (%J ma,,,z"",

m=p+1

(©af @=p(p-12" 3 (7] (-2 e

m=p+1 p

" — p-l_ N m Ii _ M-l
+2(gp,n,l,5(z)) o p(p-1)z Z[ jm(m 1)a,;z

p — 5 m=p+1

P

' - I
(gp,n,l,é(z)) = pzp—l_ Z (m] mam,iszl

m=p+1 p

olur.

oldugundan

-p+1

-

(4.20)

Teorem 4.8.1: Kabul edelim ki her i=1,2,...n igin gieTp olsun. Buradan

290U

9, €KDG, (8, 1,6,,6,,...,6,) olmasi igin gerek ve yeter sart

olmasidir.

(4.21)
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Ispat: Ik olarak
z (gp,n,l,a‘(z))" _
(gp,n,l,ﬁ(z))'

"

,U 1 n z (gp,n,l,a‘(z))
(gp,n,l,é(z))l

2

—ER[HM}S(;HI) +

(gp,n,l,5 (Z))’

oldugunu biliyoruz. (4.20) den

(ﬂ"l‘l) 1+ Z(gpsnylvg(z)? p (/J+1) ié‘l m=p+1 p II ,
(Gonrs(D) - p- > (mj ma,, 2" "
B m=p-+1 p _
- | _
| 2 a0 mme e
S(ﬂ-l—l) m=p+l1 p |i ,
i= = m m—
1 p_ z [J m‘am|HZ| °
L m=p+1 p i
— | -
n z é‘l(mj m(m_p)aml
<(ur))y|mE APl ,
- p— Z (mJ maml
L m=p+1 p B

elde edilir. Eger (4.21) esitligi saglanirsa yukaridaki ifade p— /g ile sinirlanir ve

dolayisiyla

"

z (gp,n,l,()‘(z))

M+ ,
(gp,n,l,6(z))

—R 1+Z(QL’()(Z))'" < _ﬂ’
(gp,n,l,ﬁ(z))

olur. Bu esitsizlikten
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! l+w =y 1+Z(QL’5(Z))”— p|+ /.

(Gpras@) (Gonrs @)

bulunur. Buradan her i =1,2,...,n i¢in g, e KDG, | (S, 11,8,,6,,...,6, ) oldugu goriiliir.

n

Tersine her i=1,2,..,n i¢in g, € KDG, (ﬂ,,u,c?l,éz,. 0, ) olsun ve (4.11) ifadesini

s Uy

ispatlayalm. Eger her i=1,2,...n i¢in g, e KDG,  (B.u.6,,6,,....,6,) ve z bir reel

n

say1 ise (2.5) ve (4.20) den

B l; ] . I 7
P L e W 1 ) LR
p_zal m=p+1 - |i Z/J Zé‘. m=p+1 - |i +ﬂ,

- p- >, (m} ma,, ,z"" - p— >, (mj ma,,,z""
L m=p-+1 p , i L m=p-+1 p ’ i
_ Ii _
P (mj m(m-p)a,,z""
Zﬂzé} m=p-+1 pw : 3
= p- > [mj ma, z""
m=p+1 p i
elde edilir. Bu ifade
- Ii _ - Ii -
Z m=p+1 |i n m=p+1 . < p—ﬂ,

esitsizligine esittir. Yukaridaki esitsizlik
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i 2 [mjh (u+1)m(m-p)a, 2"
=53 (mji ma, ;2"

m=p+1 p

1l
—_

ifadesine dontistiiriiliir ve reel eksen boyunca z — 1" alirsak bizim igin gerekli sonug

olan

ifadesi elde edilir.

Sonug 4.8.1: Teorem 3.4.1 de her i=1,2,...,n i¢in p=1 ve |. =0 alirsak Mohammed
2010 daki Teorem 3 elde edilir.

Teorem 4.8.1 de p =1 alirsak Sonug 4.8.2 elde edilir.

Sonu¢ 4.8.2: Kabul edelim ki her i=12,..n i¢in @, €T olsun. Buradan

9, € KDG, ., (B, 1,6,,6,,...,5,) olmast igin gerek ve yeter sart

5 Uh

olmasidir.
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Teorem4.8.1de p=n=1, |, =0, 6, =9 ve g, =0 alirsak Sonug 4.8.3 elde edilir.

Sonug 4.8.3: Kabul edelim ki g €T olsun. Buradan g € KDG (8, 4,6) olmasi igin

gerek ve yeter sart

olmasidir.
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5. TARTISMA ve SONUC

Univalent fonksiyonlar kavrami verilerek U birim diskinde analitik, univalent ve
normalize edilmis fonksiyonlarin S ile gosterilen sinifina ait fonksiyonlarla ilgili bazi
ozellikler incelendi. Analitik fonksiyonlarin ¢esitli alt siniflarina ait p—valent
fonksiyonlardan olusan integral operatorleri i¢cin baz1 konvekslik sartlar1 elde edildi ve
bu sartlar elde edilirken iki teoremin ispatinda p —valent fonksiyonlar i¢in elde edilmis
bazi esitsizlikler kullanildi. p-—valent fonksiyonlar i¢in yeni smiflar tanimlandi.

Uzerinde calismis oldugumuz integral operatdrlerinin bu siniflarda olma kriterleri elde

edildi.
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