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OZET
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Matematik Anabilim Dali

Danisman: Dog. Dr. Tamer UGUR

Bu ¢alismada bir Wallman tip kompaktlastirma olan Fan-Gottesman kompaktlastirmasi
incelendi ve bu kompaktlastirma metodunun submaximal ve spectral uzaylarla iliskisi
arastirlldi.  Ayrica bu kompaktlastirma Kategori ve Approximating Teorisine
uygulanarak c¢esitli sonuglar elde edildi.

2011, 48 sayfa
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ABSTRACT

Ph. D. Thesis

ON THE WALLMAN TYPE COMPACTIFICATIONS

Ceren Sultan ELMALI

Atatiirk University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Tamer UGUR
In this study, it is investigated Fan-Gottesman compactification being a Wallman-type
compactification and it is examinated the relation of this compactification method with
the submaximal space and the spectral space. Also it is obtain some results by applying
this compactification to category theory and approximating theory.
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SIMGELER DiZIiNi

F nin Boolean kombinasyonlarinin olugturdugu kiimenin minimal

elemanlan

T, - kompaktlastirmasinin tabani
F nin elemanlarmin Boolean kombinasyonu

X in T, - kompaktlastirmasi
X in Fan-Gottesman kompaktlagtirmasi
Approximating ailesi

X uzaymin objeleri T, uzaylar olan kategorisi

1
X =T, (X) doniisimii
& nin tim maximal centered sistemlerinin kiimesi

X in Wallman kompaktlastirmasi
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1. GIRIS

Topolojik uzaylarin genislemesi olarak da adlandirilan kompaktlastirma kavrami ilk
olarak 1924 yilinda Tietze’nin makalesinde kullandig1 tek nokta kompaktlastirmasi
tanimu ile literatiire girmistir. Ayn1 yillarda Alexandroff ve Urysohn kompaktlastirmayz,
sayilabilir kompakt uzaylarin genislemesi olarak diisiinmiisler, fakat daha sonraki

yillarda bu diisiince de de§ismistir.

1930°da Tychonoff’un tam regiiler uzaylar1 karakterize eden “Tam regiiler uzaylar

kapali birim aralik olan [0,1] ‘nin  kopyalarinin ¢arpimimna gomiilebilir” teoremi

kompaktlagtirma metodlarinin 6zelliklede Stone-Cech kompaktlagtirmasinin ortaya
c¢ikmasina sebep olmustur. Bu teoremden hareketle 1937°de E. Cech ve M.H. Stone
topolojik ve cebirsel olarak onemli yayinlar yaparak Stone-Cech kompaktlagtirmasinin
temelini attilar. Stone c¢aligmalarinda Boolean cebiri ve oOzellikle de Boolean
halkalarinin uygulamalarin1 kullaniyordu. Ayni yillarda Henri Cartan filtre ve
ultrafiltreler kavramlarmin literatiire girmesini saglayarak farkli kompaktlagtirma

tiirlerinin ortaya ¢ikmasina sebep oldu.

Wallman (1938), T, uzaylarinin kapali kiimeleri icin bir taban elde ederek bu taban

yardimiyla kendi adim tasiyan kompaktlastirmay1 gelistirdi. Burada bahsedilen tabanin

elemanlar: birer ultrafiltre olarak da g6z 6niine alinabilir.

Hewitt (1948) idealler ve filtreler arasinda bir bag kurarak (Hewitt genislemeside
denilen) Hewitt realkompaktlastirmasin1 gelistirdi. Ayn1 yillarda Nachbin’de benzer
caligmalar yapti ancak Hewitt’ten sonra yayinlandigr i¢in baz1 kaynaklarda bu

kompaktlastirmaya Hewitt-Nachbin kompaktlagtirmasi ad1 verilir.

Samuel (1948) uniform uzaylarin 6zel olarak da topolojik gruplarin kompaktlastirilmasi

lizerine caligmalar yapti.



Freudenthal (1952) vyine topolojik gruplarin kompaktlastirilmasinda kullanilan
geometrik ve cebirsel bir baska metot ortaya koydu. Ayni yil Ky Fan ve Noel
Gottesman (1952) yeni bir kompaktlagtirma metodu gelistirdiler. Onlarin metodu
Wallman’nin kullandig1 metoda benziyordu ancak calistiklar1 uzay regiilerdi ve taban
elemanlar1 da agik kiimelerdi. Daha sonralart bu kompaktlastirma Fan-Gottesman

kompaktlagtirmasi olarak adlandirildi.

Frink (1964) tam regiiler uzaylarin normal tabanla karakterize edilebilecegini gostererek

yeni kompaktlastirma metotlarinin 6niinii agt.

Ayrica kompaktlagtirma konusu ile ilgili olarak Myskis (1949), Kelley (1955), Wagner
(1957) ve Kowalsky (1961) da ¢esitli ¢aligmalar yapmistir. Daha sonralari bu konu
Loeb (1969), Biles (1970), Ul’janov (1977) gibi bir¢cok matematik¢i tarafindan

calisiimustir.

Wu ve Wang-Hong (2004) tarafindan filtreler ve aglar vasitasiyla bir kompaktlastirma
elde edilmis ve bu kompaktlastirmanin Stone-Cech ve Wallman kompaktlastirmalari

arasindaki iliski incelenmistir.

Gilinlimiizde kompaktlastirmanin ¢esitli konularla iligkisi ¢alisilmaktadir. 2004 ve 2006
yillar1 arasinda Belaid ve Echi tarafindan farkli kompaktlastirma tiirleri ile spectral

uzaylar  arasindaki  iliski  incelendi. = Alexandroff  kompaktlastirmasi, T,

kompaktlastirmas: ve Wallman kompaktlastirmalarin spectral olmasina bagli olarak A-

spectral, H-spectral ve W-spectral tanimlar1 verilerek bu uzaylar karakterize edildi.

Yine ayni yillarda Belaid ve Echi kategoriler vasitasiyla tanim ve deger kiimesinin
Wallman kompaktlagtirmasit oldugu dontisiimlerle ilgilendiler. Bu doniisiimlerin hangi

sartlar altinda homeomorfizmlere genisleyebilecegini arastirdilar.



Ralph Kopperman ve Richard Wilson (2008) tarafindan T, uzaymm Wallman
kompaktlastirmasinin sonlu T, uzaylarinin ve siirekli doniisiimlerin invers limitlerinin

kapali noktalariin kiimesi oldugu gosterildi.

Bu c¢alismanin ilk kisminda kompaktlagtirma, spectral uzaylar, submaximal uzaylar,
kategori teorisi ve approximating teori ile ilgili bazi tanimlar ve 6n bilgiler sunuluyor.
Ikinci kisminda konuyla ilgili kullanilan teoremler, &nermeler ve lemmalardan
bahsediliyor. Son kisminda da Wallman tipli kompaktlastirmalardan olan Fan-
Gottesman kompaktlagtirmasinin spectral uzaylar, submaximal uzaylarla iliskisi
incelenmis ve bu kompaktlagtirma metodu kategori teori ve approximating teoriye

uygulanarak yeni tanimlar ve teoremler elde edilmistir.



2. KURAMSAL TEMELLER

Bu boliimde sonraki boliimlerde kullanilacak olan temel tanim ve kavramlar verilmistir.
Bu boliim genel kavramlar ve kompaktlastirma basliklar1 altinda iki alt bdliime
ayrilmistir. Birinci boliimde bu ¢aligmada yer alan genel topolojinin bazi temel tanim ve
kavramlarindan bahsedilmistir. ikinci boliimde ise kompaktlastirma tanimi verilerek bu

calismada yer alan kompaktlastirma tiirlerine deginilmistir.

2.1. Genel Kavramlar

Tamim 2.1.1 (Filtre): X bir kiime olsun. Asagidaki 6zellikleri saglayan bir
F < P(X)altailesine X iizerinde bir filtre denir.

1-)YDeF

2-)T, T,eFicin TNT,eF

3-)T,eFve T,cT'ise T'eF dir (Willard 1970).

Tamim 2.1.2 (Zayif-Kuvvetli Filtre): X iizerinde F,F, filtreleri verilsin. Eger F, c F,

ise F,, F, den daha kaba ya da F,,F, ’den daha incedir denir (Willard 1970).

Tanmm 2.1.3 (Ultra filtre): F, X {lizerinde bir filtre olsun. Eger X {izerinde kesin
olarak F ’den daha kuvvetli bagka bir filtre yoksa F ’ye ultra filtre denir (Willard
1970).

Tamim 2.1.4 (Yonlendirilmis kiime): Bir A kiimesi lizerinde asagidaki 6zellikleri
saglayan bir '<' bagmtisina yonlendirme bagimtisi ve iizerinde bdyle bir baginti
tanimlanmis kiimeye de yonlendirilmis kiime denir.

1-)VAeAigin A< A
2-)VA, A, e Aigin A, <4, ve 4, < 4, ise A, < A, tiir.



3 )VA, AL €A ve 4 <A, ve A, <A, olacak sekilde en az bir 4, € A vardir (Willard
1970).

Lemma 2.1.5 (Alexandre Alt Taban Lemmasi): (X , z') bir topolojik uzay ve & ailesi

de, 7 topolojisinin herhangi bir alt tabani olsun. Bu takdirde (X,r) uzayinin bir

kompakt uzay olmasi i¢in gerek ve yeter sart X kiimesinin, & alt tabaninin bazi
elemanlarindan olusan, her ortiisiinden sonlu bir alt ortiiniin segilebilmesidir (Yiksel

2006).

Tamm 2.1.6 (Zincir): (X, <) kismi sirali bir kiime ve Ac X olsun. Eger A kiimesi

tam sirali ise A kiimesine X kiimesi iginde bir zincir denir (Ergun 2006).

Lemma 2.1.7 (Zorn Lemmasi): Bos olmayan ve her zinciri bir {ist sinira sahip olan

kismi siral1 bir kiimenin bir maximal eleman1 vardir (Ergun 2006).

Tamm 2.1.8 (Sonlu Karaktere Sahip Aile): Asagidaki 6zellikleri saglayan kiimeler
ailesi 3 ’ye sonlu karaktere sahip aile denir.
1-) Her A€ 3 igin, A’nin her sonlu alt kiimesi 3 ’ye ait olmalidir.

2-) Verilen bir A kiimesinin her sonlu alt kiimesi 3 ’ye aitse A’da J ’ye aittir.

~

Sonlu karaktere sahip bir kiimeler ailesi 3 asagidaki 6zellikleri saglar.

[ard)

1-) Her A€ 3 igin, A’nin her sonlu veya sonsuz alt kiimesi 3 ’ye aittir.

2-) Icerme ile kismi sirali olan J nin elemanlarinin her zincirinin birlesimi de J’ye

aittir. Boylece Zorn Lemmasindan 3 en az bir maximal eleman igerir (Ergun 2006).

Lemma 2.1.9 (Teichmuller-Tukey Lemmasi): Sonlu karaktere sahip kiimelerin her

bos olmayan sinifi bir maximal elemana sahiptir (Ergun 2006).



Tamim 2.1.10 (Nearly Closed-Neredeyse Kapali): Bir X uzaymmn N alt kiimesini

gbz Oniine alalim. N nin her ¢ acgik ortisii ve X in her X noktasi igin

(V,AN)< |J &, olacak sekilde Snm sonlu bir kiimesid, vexin V, komsulugu

é‘xi €dy

varsa, N ye neredeyse kapali (nearly closed) denir (Herrlich 1993).

Tamm 2.1.11 (Specialization Order-Ozel Siralama): Bir (X,r) topolojik uzaymin

specialization order1, ‘X<, y olmasi i¢gin gerek ve yeter sart X ecl ({y}) olmasidir’
seklinde tanimlanan yansima ve gegisme Ozelliklerini saglayan bagintidir. Bu calismada

X< y<:>XeCI({y}) ifadesi kisaca (J/ x)={ye X:y< x}ile, y< x< yecl({x})

ifadesi de (X T) ={ye X :x<, vy} ile gosterilecektir (Kopperman and Wilson 1997).

Tamm 2.1.12 (Irreducible-Sadelestirilemez): (X,7) bir topolojik uzay ve Cc X

kapal1 bir alt kiimesi olsun. C iki kapali kiimenin birlesimi olarak yazilamiyor veya
buna denk olarak her bos olmayan agik kiimesi yogun kiime oluyorsa C ye irreducible

(sadelestirilemez) kiime denir (Dummit and Foote 2004).

Tamm 2.1.13 (Generic-Genelleyici Nokta): (X,z) bir topolojik uzay ve pde bu

uzayda bir nokta olsun. p nin kapanigi uzayin tamamina esitse, diger bir deyisle

p, X de yogunsa p ’ye generic nokta denir (Mumford 1999).

Tamm 2.1.14 (Sober Uzay): Her bos olmayan irreducible kapali kiime bir tek noktanin
kapanisi ise bu uzaya sober uzay denir (Vickers 1989).

Tanim 2.1.15 (Lokal Kapah Kiime): X Dbir topolojik uzay ve S < X olsun.V, nS,
V,’in kapali bir alt kiimesi olacak sekilde S ’nin her X noktasi bir V, komsuluguna

sahipse S ’ye lokal kapali1 denir.



Diger bir deyisle S ’nin lokal kapali olmasi i¢in gerek ve yeter sart X ’in O agik
kiimesi ve F kapali kiimesi icin S =ONF olmasidir (Belaid and Echi 2004a).

Tamm 2.1.16 (Giiclii Olarak Yogun Kiime): X bir topolojik uzay ve S < X olsun.
Eger S, X in lokal kapali her alt kiimesi ile kesisiyorsa S’ye X ’de gii¢lii olarak

yogundur denir (Belaid and Echi 2004b).

Tamm 2.1.17 (Inceltilmis): (X,7)bir topolojik uzay, U ve 1V de X in iki Srtiisii olsun.

Eger U nun her U elemani i¢in U V' olacak sekilde bir V' € V varsa, bu U ortiisiine
V nin bir inceltilmisi denir ve U = V' seklinde yazilir (Biilbiil 2004).

Tamm 2.1.18 (Star Inceltilmis): (X,7)bir topolojik uzay, U ve V de X in iki ortiisii

olsun. Her V €V i¢in 5t(V,V) € U, olacak sekilde U, €U varsa V' ye T nun star

inceltilmisi denir. Burada
st(v,v) = U{W EV:WNV + 0}

seklinde tanimlanir (Hart et al. 2004).

Tamm 2.1.19 (Normal Ortii): (X,7) bir topolojik uzay ve U da X in agik bir ortiisii

olsun. V; =U ve her bir V,, , V,,_; in star inceltilmisi olacak sekilde X in agik

ortlilerinin Vy, V4, ... dizisi varsa U ya X in normal ortiisii denir (Hart et al. 2004).

Tamim 2.1.20 (Boolean Kombinasyonu): Bir kiimenin kiimelerdeki arakesit, birlesim
ve tiimleyen islemleri uygulanarak elde edilen kiimeler ailesine Boolean kombinasyonu

denir (Huntington 2008).



Tammm 2.1.21 (Bir Halkanin Spectrumu veya Prime Spectrumu): R birimli

degismeli bir halka olsun. Rnin asal ideallerinin kiimesine R nin spectrumu veya

prime specturumu denir ve Spec(9R)ile gosterilir (Dummit and Foote 2004).
Tamm 2.1.22 (Zariski Topolojisi): R nin bir  ideali i¢in, Spec(R)iizerindeki topoloji
Z(I)={C e Spec(R): 1 gC}

kapali kiimeleriyle tanimlanir ve Spec(SR) iizerindeki Zariski topolojisi diye

adlandirilir.

Tanimdan SpeC(iR) deki bir tek nokta kiimesi olan {P} nin kapanig1 P yiiceren R nin

tiim asal ideallerinden olusur. Ozellikle SpeC(‘J{) deki bir P noktasinin Zariski

topolojide kapali olmasi igin gerek ve yeter sart bir asal ideal olan P nin R nin baska
higbir asal idealinde bulunmamasidir. Yani; P nin maximal ideal olmasidir (Dummit

and Foote 2004).

Tanmm 2.1.23 (Quasihomeomorfizm): q:Y —>Z bir siirekli doniisiimii,
O(Z) den O(Y) ye (burada O(Y),Y nin tim agiklarimin kiimesidir) U —q™ (U)
seklindeki doniisiim bir bijeksiyon ise q’ya quasihomeomorfizm denir (Belaid and Echi

2004a)

Tamm 2.1.24 (Quasi-Hausdorff): X bir topolojik uzay ve (¥ x)~({ y)=@ olacak

sekilde X in birbirinden farkli her X,y elemanlar icin xeU vey eV olacak sekilde

X in ayrik ve agik U ve V kiimeleri varsa X e quasi-Hausdorff uzay denir (Hochster
1969).



Tamm 2.1.25 (Normal uzay): (X,z) bir topolojik uzay ve F,,F, 'de X in kapali alt

kiimeleri olsun. K, cU veF, cV,U NV =0 olacak sekilde U ve V agiklar1 varsa bu

uzaya normal uzay adi verilir (Lipschut 1965).

Tamim 2.1.26 (ICO, ICC, ICOC, Co-P): X bir topolojik uzay ve U ’da X * in bir alt
kiimesi olsun.

(1) Eger X in her kompakt agik alt kiimesi O igin, ONU kompaktsa, U ’ya arakesit
kompakt agik (intersection compact open) veya ICO denir.

(2) Eger X in her kompakt kapali alt kiimesi O i¢in, O NU kompaktsa, U ’ya arakesit
kompakt kapali (intersection compact closed) veya ICC denir.

(3) U, ICO ve ICC ise U ’ya arakesit kompakt agik kapali (intersection compact open
closed) veya ICOC denir.

(4) P bir 6zellik olsun. Eger X —U bu 6zelligi saglarsa, U ’ya co-P denir (Belaid et al.
2004).

2.2. Kompaktlastirma

Kompaktlastirma kavraminin altinda yatan temel diisiince uzayin genislemesidir.

Tamm 2.2.1 (Uzaym Genislemesi): (X,7), (Y,7') topolojik uzaylar ve AcY alt
kiimesi Y de yogun olsun. Eger (X,7)dan (A 7,)’ya bir homeomorfizm varsa,

(Y,7'") uzayma (X,7) uzaymn bir geniglemesi denir. (Y,7") genislemeye

T, - genislemesi denir< (Y, 7') T, -uzay1 ise

Burada T, ayirma aksiyomlarindan herhangi birisini gostermektedir.
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Verilen bir topolojik uzay bazi hallerde kompakt olmayabilir. Bu takdirde verilen uzay,

kompakt bir uzayin yogun bir alt uzayina homeomorf kilmabilir (Y1ldiz 2005).

Tamm 2.2.2 (Kompaktlastirma): (X,7) topolojik uzay1 ve bir (Y,z’)kompakt uzay:

verilsin. Eger X uzayi, Y kompakt uzayinin yogun bir alt uzayma homeomorf ise Y

uzayina X uzayinin bir kompaktlastirmasi veya kompaktlamasi denir (Yildiz 2005).

Bir X kompakt uzayinin kompaktlastirmasi X, Y de kapali ve yogun oldugu i¢in

kendisidir.

Ornek 2.2.3: (R,U) alisilmis topolojik uzayinda X = (0,1) alt uzayr kompakt degildir.

Fakat Y =[0,1] uzayr kompakttir. Ayrica X <Y ve cIX =Y oldugundan X uzay:

kendisine homeomorftur. Bu durumda Y uzayr X ’in bir kompaktlagtirmasidir (Yildiz
2005).

Ornek 2.2.4:R°® uzayindaki Xy -diizlemine (0, 0,0) noktasinda teget olan

(0,0,l) merkezli 1 yarigaph
S? ={(x, y,z)eR®:x* +y? +(z—1)2 :1}

kiiresi gbz Oniine alinsin. Bu kiirenin kuzey kutbu z = (0, 0, 2) noktasidir. C diizleminin

her bir P(a,b,0) noktasmi S* kiiresinin kuzey kutbuna birlestiren d dogrusunu
diisiinelim. Bu dogrunun denklemi
2—1

y_<£7¢
b 2
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olur ve asagidaki sekilde goriildiigii gibi S? kiiresini bir Q(«, B,7) noktasinda keser.

Sekil 2.1 Diizlemin Alexandroff kompaktlastirmasi

Su halde
a_B_277y
a b 2
esitlikleri dogrudur. Buradan a:2_a ve b :i bulunur.
2—y 2—y
Buradan da eger u=a+ibdenirse,
.M+ F)
(2-7)

elde edilir. Ote yandan Q(«, 3, 7 ) noktasinin

x2+y2+(z—l)2 =0
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kiire denklemini de sagladig1 hesaba katilirsa

=57

2—y

ya da
8
2—y=

4+|u |2

olur. Bunlardan sonuncusu kullanilarak
4a 4b 2 ( a’ +b? )

o= , = e =
4+a’+b? p aral+b? ) T Aral4b?
bulunur.

Simdi R* diizleminden S? kiiresi igine, her P (X, y) e R*i¢in

4x 4y 2(x2+y2)
f(P(x, = , )
( (x y)) Q A+X2+y° A+ xXP 4y A4 xP+y?

seklinde f ‘R? »S? —{(0, 0,2)} tanimli bir f fonksiyonunu diistinelim. Bu

fonksiyonun birebir ve 6rten oldugu kolayca elde edilebilecegi gibi yukaridaki sekilden

de acikca goriilebilir. Su halde fonksiyonun tersi vardir ve o da

f*:5-{(0,0,2)} >R* f*(Q(xy.2))= P(—Z—J
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olur. f fonksiyonu ile tersinin siirekli oldugunu gérebilmek igin énce R? diizleminden

R uzayma

4x

4 2(x* +y?
mv fz(X,Y)_—y fi(x,y)= ( )

f,(xy)= = , =— -~/
1(xY) 4+ X2 +y° A4+ %2 +y?

fonksiyonlarin1 tanimlayalim. Bu fonksiyonlar siireklidirler. Siirekli fonksiyonlarin

bileskesi siirekli oldugundan f fonksiyonu siireklidir. Benzer sekilde tersi de siirekli

olur ve dolayistyla f fonksiyonu bir topolojik es yap1 dontistimiidiir (Kilig 2002).

Goriildiigii  gibi  kiire, diizlemin bir kompaktlastirmasidir. Ozel olarak bu
kompaktlastirmaya Aleksandroff veya tek nokta kompaktlastirmasi adi verilir. Ayrica
C kompleks sayilar kiimesinin Aleksandroff kompaktlastirmast Riemann kiiresi veya
genisletilmis kompleks diizlem diye adlandirilir. Benzer olarak R ’nin tek nokta

kompaktlastirmas1 ¢emberdir. Ayrica R*’iin tek nokta kompaktlastirmasi da

$* =RR* U{oo} yani;
S = {(x Y, 2,t) X +y? + 2% +t? =1}
denklemiyle verilen uzaydir (Kauffman 1986).

2.2.1. Wallman Kompaktlastirmasi

Wallman kompaktlagtirmasi  yukarida  belirtilen  6zelliklere sahip X in
kompaktlastirmasini elde etmek i¢in kullanilabilen bir metoddur. 1960 larda bilinen tiim
kompaktlagtirmalarin ayni zamanda Wallman kompaktlastirmas1 yardimiyla da elde
edilebilecegi gosterilmistir. Ancak 1977°de Uljanov Wallman kompaktlastirmasi
olmayan bir uzay ve bu uzaymm Wallman kompaktlastirmasiyla elde edilmeyen

Hausdorff bir kompaktlastirmasinin 6rnegini vermistir.
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Wallman kompaktlastirmasinin tarifinde bir topolojik uzayin kapali kiimeleri igin

alttaban kavrami kullanilir.

Tamim 2.2.5 (Taban): X bir topolojik uzay ve £, X in kapal alt kiimelerinin bir
ailesi olmak tiizere eger X in her bir kapali alt kiimesi, £ nin bazi alt ailelerinin

arakesiti ise veya buna denk olarak X in her bir G kapali alt kiimesi ve

X —G nin herbir X noktast i¢in X¢ B ve G c Bolacak sekilde bir Be B varsa f

ailesine kapali kiimeler i¢in bir taban denir (Hart et al.2004).

Tamim 2.2.6 (Alt taban): Bir X topolojik uzaymin kapali alt kiimelerinin & ailesini
g0z Oniine alalim. Eger & nin sonlu alt ailelerinin herhangi birlesimlerinin olusturdugu
aile X in kapali kiimeleri i¢in bir taban teskil ediyorsa & ye X in kapali alt kiimeleri
i¢in bir alt tabandir denir (Hart et al.2004).

Tamm 2.2.7 (Centered Sistem): & nin X in kapali alt kiimeleri ig¢in bir alt taban

oldugunu farz edelim. g, & nin bir alt ailesi olmak tizere @ nun her sonlu

{Sl, S,,..., Sn} alt ailesi i¢in;

NS, N...nS, #J

ise ¢ ya & nin centered sistemi denir (Hart et al.2004).

Bu durumda Alexandre alt taban Lemmasindan X in kompakt olmasi i¢in gerek ve
yeter sart & nin her bir centered sisteminin bos olmayan arakesite sahip olmas1 gerektigi

gortliir.

X bir topolojik uzay ve &, X in kapali alt kiimeleri i¢in bir alt taban olsun. Wallman
kompaktlagtirmasinin temel fikri, & nin her bir centered sisteminin arakesitinin bos

olmamasini saglamaktir. Ne zaman & nin bir centered sistemi bos arakesite sahip olur o
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zaman X uzayina yeni bir nokta eklenerek bu onlenir. Daha dogru bir tanim soyledir:
Teichmuller-Tukey Lemmasindan & nin her bir centered sistemi bir maximal centered
sistemde bulunur. § nin tiim maximal centered sistemlerinin kiimesi w(X,&) ile
gosterilsin. w(X,8) Wallman kompaktlastirmasini olusturan kiimedir. Bu kiimenin

elemanlart &,7,,... gibi kiigiik Yunan harfleriyle gosterilecektir. & de ki her bir S

icin, w(X, &) nin $* alt kiimesi
S*={few(X §):5S€k}
olarak tanimlanir. w(X, &) de bir topoloji, kapali kiimeler icin bir alt taban olarak
s*={5%5¢ 5§}
tanimlanir.

Boylece w(X,&) nin bir G alt kiimesinin kapali olmas: igin gerek ve yeter sart & ¢ G
olacak sekilde w(X,8) de bulunan her bir ¢ igin, G<=S US, U...uS~ Ve
(i=12,...,n i¢in) £¢S," olacak sekilde § de S,S,,...S, nin var olmasidir. § deki tiim
S.,S,,...5, ler igcin §,NS,N...NS, #CJ olmast igin gerek ve yeter sartin

n

S, NS, M...NS,” # & olmast w(X,S) nin en 6nemli dzelligidir.

w(X,8) nin kompakth@  Alexander alt taban Lemmasi yardimiyla
gosterilebilir. 9" m & m bir centered sistemi oldugunu farz edelim. @  m maximal
oldugunu kabul edebiliriz. w(X,§) nin yukarida bahsedilen o6zelliginden

o= {S = go*} ailesinin & nin maximal centered sistemi oldugu goriiliir. Sonug olarak

¢, ¢ daki her bir kiimeye ait olan w(X, &) nin bir noktasidir. Buradan ﬂp* = dir.

Boylece w(X,8) kompakttir.
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e: X = w(X,§) ye topolojik embedding (gémiilme)

e(x)={5E85:xE 5}

olarak tanimlansin. Burada & nin {izerinde herhangi bir kisitlamaya gerek yoktur.

Herhangi bir xe X i¢in e(X) ailesinin maximal centered system olmasi gerckmez. e

bir doniisiim bile olsa embedding olmas1 gerekmez.

Tamim 2.2.8 (Disjunctive): Eger & nin her bir S eleman1 ve X ¢ S olacak sekilde X in
herbir X noktas: icin XxeT < X —S olacak sekilde & de bir T varsa & alt tabanina

disjunctive denir (Frink 1964).

X in & alt tabani disjunctive ise X uzayr w(X,8) gibi T, dir ve e bir gdmiilmedir.

Boylece bir disjunctive alt taban & igin w(X,8) X in bir kompatlastirmasidir. Ustelik,
§* i § nin w(X,$) deki kapanisiyla uyumlu oldugu gosterilebilir.

Genel olarak w(X,8) kompaktlastirmasinin Hausdorff olmasi gerekmez. Simdi

w(X,&) nin Hausdorff olmasi i¢in gerekli sartlar su sekilde verilebilir.

Tammm 2.2.9 (Ring): Bir X kiimesinin alt kiimelerinin £l ailesinin her sonlu

{U,,U,,...,U,} alt ailesi sonlu arakesit ve birlesim altinda kapaliysa 2 ya ring adi

n

verilir (Frink 1964).

X topolojik uzaymin kapali alt kiimelerinin & alt tabaninin bir ring oldugu kabul

edilsin. & nin ring 6zelliginden dolay1 kapali kiimeler i¢in bir taban oldugu agiktir.

Tammm 2.2.10 (Normal Taban): & nin her ayrik A Beleman: igin
AND=0, BNC=Jve CuUD=X olacak sekilde & nin C ve D elemanlar1 varsa &

ailesine normaldir denir (Hart et al. 2004).
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Tamm 2.2.11 (Wallman tabami): X topolojik uzaymnin kapali alt kiimelerinin f

taban1 (1) ring, (2) disjunctive ve (3) normal ise £ ya Wallman tabani denir. £,

Wallman tabani ise, W( X, ) da Wallman kompaktlastirmasi olarak adlandirilir.

(1), (2) ve (3) ile verilen ozellikler W(X p ) uzayinin kompakt ve Hausdorff bir uzay

oldugunu belirtir. Aym1 zamanda £ mnin ring 6zelligi f nin maximal centered

sistemlerinin ultra filtreler oldugunu gosterir (Hart et al. 2004).
2.2.2. Fan —Gottesman Kompaktlastirmasi

X bir regiiler uzay ve S da X deki agik kiimelerin bir sinifi olsun. B nin asagidaki ii¢
ozelligi saglasin;

1-) ABepise AnBepg

2-) Aepise X—clAep

3-) X in herhangi bir U aggi ve clAcU olacak sekilde her Ae g icin
clAc B ccIBcU olan bir Be g vardur.

Ky Fan ve Noel Gottesman bu o6zellikleri saglayan £ y1 normal taban olarak
adlandiriyorlar. Normal tabana sahip, regiiler X uzayr goz Oniine alimsin. B da bir

zincir (chain) ailesi sonlu sayida A kiimesi i¢in;

clA NclA, NclA, ... clA =D

olacak sekilde £ nin bos olmayan kiimeler ailesidir. Zorn Lemmasindan £ daki her
zincir ailesi en az bir maksimal zincir ailesinde bulunur. Maksimal zincir ailelerini

X,y ,.. harfleriyle ve A daki tiim maksimal zincir ailelerinin olusturdugu kiime

(X, )* ile gosterilsin. VA e S igin
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r(A):{x*e(X,,B)*:Bex* ve cIBcA}

olsun. g = {T(A) tAe ,B} kiimesi agik kiimelerin bir tabani olarak alinarak (X : ﬂ)* mn

topolojisi tanimlanir. (X, ﬁ)*kompakt ve Hausdorff bir uzaydir. Bu uzaya X in Fan-

Gottesman kompaktlastirmasi denir (Fan and Gottesman 1952).

Uzaym bir taban yardimiyla kompaktlastirmasinin elde edildigi kompaktlastirma tiiriine
Wallman tip kompaktlastirma denir. Fan-Gottesman kompaktlagtirmasida bir taban
yardimiyla elde edildigi i¢in bu kompaktlagtirmanin bir Wallman tip kompaktlastirma
oldugu bilinir (Njastad 1965).

2.2.3. T,-Kompaktlastirmasi

1969 yilinda Herrlich asagidaki insay1 gergeklestirmistir.
X bir T, uzay olsun. I'(X), X iizerinde asagidaki sartlar saglayan tiim F filtrelerinin

kiimesi olsun.
1-) F filtresi X ’de yakinsak degildir.

2-) X ’in her sonlu agik ortiisii F filtresinin bazi elemanlarini igersin.

Q( X ) , F( X ) in minimal elemanlarinin kiimesi olsun ve asagidaki tanimlar verilsin.
1-) X, =X UQ(X)
2-) A,=AU{F:FeQ(X) veAcF}

B, ={A,: A X inagik bir alt kiimesi} ailesi X,

- lizerindeki 7, topolojisi igin bir
tabandir. (X\:,,r;) bu tabanla birlikte kompakt bir uzaydir ve bu uzaya X ’in T,

kompaktlastirmasi ad1 verilir. Ozel olarak B, X ile gdsterilir (Herrlich 1969).
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Herrlich yaptig1 insa ile uzay ic¢in bir taban elde etip bu taban yardimiyla uzayn

kompaktlastirmasini elde ettiginden T, kompaktlastirmasida bir Wallman tip

kompaktlagtirmadir.
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3. MATERYAL ve YONTEM

Bu boliimde submaximal uzaylar, spectral uzaylar, kategori teorisi ve approximating
teori ile 1ilgili Onbilgiler ve bu konularla ilgili bu c¢alismada da kullanilan bazi

sonuglardan bahsedilecektir.

3.1. Submaximal ve Spectral Uzaylar

Tammm 3.1.1 (Submaksimal Uzay): (X,7) bir topolojik uzay olsun. Eger X ‘in her

yogun alt kiimesi agiksa, X uzayina submaksimal uzay denir (Bourbaki 1966).

Submaximal uzaylar igin en basit ornek alisilmis topolojiyle

X = {% ‘ne N} U {0} uzayidir.

Onerme 3.1.2: X bir topolojik uzay olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler denktir.
(i) X bir submaximal uzaydir.

(if) Her S < X igin, cl, S —S kapalidur.

(iif) Her S < X igin, cl, S —S kapali ve diskrettir (Bezhanishvili et al. 2005).

Onerme 3.1.3: (X,7) kompakt submaximal bir uzay olsun. Bu durumda cl, S-S,

X in her alt kiimesi i¢in sonludur.

Ispat: Onerme 3.1.2 den, cl, S—S diskret rolatif topolojiyle kapali kiime oldugu igin,

kompakttir ve boylece sonludur (Adams et al. 2008).
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Onerme 3.1.4: (X,7) sonlu sayida yigilma noktasina sahip olan bir topolojik uzay

olsun. X kiimesinin her bir yigilma noktasmnmn kiimesi kapaliysa, bu durumda (X,7)

bir submaximal uzaydir.

Ispat: S, X ’in bir alt kiimesi Y ’de X in yigilma noktalarmin kiimesi olsun. Bu
durumda kapal tek nokta kiimelerinin sonlu birlesimi olan cl,S—S <Y dir ve Onerme

3.1.2 den X bir submaximal uzaydir (Adams et al. 2008).

Tammm 3.1.5 (Spectral Uzay): Uzerindeki Zariski topolojisiyle bir halkaya veya
halkanin prime specturumuna homeomorf olan topolojik uzaya spectral uzay denir

(Dummit and Foote 2004).

M. Hochster spectral uzaylar1 asagidaki gibi karakterize etmistir.

X topolojik uzaymin spectral olmasi igin gerek ve yeter sart agsagidaki aksiyomlari
saglamasidir.

(i) X in her bos olmayan irreducible her kapali altkiimesi bir tek noktanin kapanisgidir.
Yani; X generic noktaya sahiptir. Diger bir deyisle soberdir.

(i) X kompakttir.

(111) Kompakt agik kiimeler X in bir tabanini olusturur.

(iv) X in kompakt agik kiimelerinin ailesi sonlu arakesit altinda kapalidir (Hochster
1969).

Belaid ve Echi, Hochster’in karakterizasyonundan faydalanarak up-spectral ve down-

spectral tanimlarini asagidaki gibi verdiler.

Tamim 3.1.6 (Up-Spectral Uzay): Spectral uzayimn kompakthik ((ii) aksiyomu) harig

diger aksiyomlarini saglayan uzaya up-spectral uzay denir.

Tammm 3.1.7 (Down-Spectral Uzay):: Spectral uzayin (i) aksiyomu hari¢ diger
aksiyomlarini saglayan uzaya down-spectral uzay denir (Belaid and Echi 2004b)
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Uzayin kompaktlagtirmasimin spectral olmasma baghi olarak asagidaki tanimlar

verilmistir.

Tamm 3.1.8 (A-spectral Uzay): (X,7) topolojik uzaynin Alexandroff (tek-nokta)

kompaktlastirmasi spectral ise, bu uzaya A-spectral uzay denir (Belaid et al. 2004).

Tamm 3.1.9. (H-spectral): (X,r) topolojik uzaymim T, - kompaktlastirmas: spectral

ise, bu uzaya H-spectral uzay denir (Belaid 2006).

Tammm 3.1.10 (W-spectral Uzay): (X,T) topolojik  uzaymin ~ Wallman

kompaktlagtirmasi spectral ise bu uzaya W-spectral uzay denir (Belaid 2006).

Onerme 3.1.11: X, her xeXve her Fg(xT)nQ(X) icin (Yx)n({F)=2
olacak sekilde bir T, uzay olsun. X, H-spectral ise, bu durumda asagidaki 6zellikler

saglanir.

1) Eger C, B,X in kompakt acik kiimesi ise, C X, X in nearly-closed kiimesidir.

2) Nearly-closed ve agik kiimeler X in bir tabanin1 olusturur.

3) UV UwV =X olacak sekilde X in iki agik alt kiimesi olsun. Bu durumda,

N cU ve NUV =X olacak sekilde X in agik bir nearly-closed kiimesi vardir.

Ispat: 1) C, B, X in kompakt acik kiimesi olsun. U ve V, X in iki agik kiimesi olmak
lizere C=U_ UV, oldugu farz edilsin. N, UUV nin bir agik ortiisii ve
xeX—(UuV) olsun. B X spectral oldugu i¢in quasi-Hausdorff tur. Her bir
FeQ(X)n(U,wV,) icin Feg(xT) dur. Boylece (¥ x)n(¥ F)= olur. Buradan

XxeW, ve F eW,, olacak sekilde W;F

(F)w (xFw Ve WF*W ayrik ve acik kiimeleri vardir.

*

Bu durumda NU{W, :FeQ(X)n (U, UV, )l UL wV, m agik bir ortiisiidir.
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U, wV, kompakt oldugu igin bu rtiiniin N’ u{W* We, We - Wi W} olacak sekilde

FRw? T TRw?

E

1!

E

e Fo € Q(X)m(U:V wv,, ) ve N'cN sonlu alt &rtisii vardir. Buradan

C,n(UwV)c | JC olacak sekilde cx=ﬁ(w(;ﬂwmx), X in agk bir
i=1

CeN’

komsulugudur. Boylece C X =U UV nearly-closed bir kiimedir.

2) W, X in bir agigt W, da S, X in bir ag1g1 olsun. Kompakt agik kiimeler g, X in bir

tabanin1 olusturdugu igin W, :UCi, B, X in kompakt bir kiimesidir. Boylece

iel

W =W "X = U(Ci N X) dir. (1) den (Ci N X) nearly-closeddir. O halde nearly-

iel

closed ve agik kiimeler X in bir tabanini olusturur.

ULV =X,U, WV, = X olduguigin g X -V, cU_ olur. B X -V, kompakttir.

Diger taraftan 3,X spectraldir. Bu durumda S,X -V, | JC cU,, olacak sekilde

Ced

£,X in kompakt agik kiimelerinin ¢ sonlu kiimesi vardir. Boylece U CuwV, =B X

Ced

olur. N=X mUC olsun. NUV =X olur ve (1) den N nin agik nearly-closed bir

Ced

kiime oldugu anlagilir (Belaid 2006).

Uyar13.1.12: X bir T, uzay1 ise, her X X ve her F ¢(x 1) igin, (Y x) (¥ F) =@ dur

(Belaid 2006).

Tamm 3.1.13: iki kompakt acik kiimenin arakesiti kompakt ise, bu uzaya semi-spectral

uzay denir.

Bir uzay semi-spectral ise asagidaki dzellikler saglanir.

a) X in kapali co-1CO alt kiimelerinin herhangi sonlu birlesimi co-ICO dur.
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b) X in kapali, kompakt ve co-ICO alt kiimelerinin herhangi sonlu birlesimi kapali,
kompakt ve co-1CO alt kiimedir.

¢) X in kompakt a¢ik kiimesinin tiimleyeni co-1CO dur.

d) X in kompakt agik kiimesinin tiimleyeni ile co-ICO kiimesinin birlesimi co-ICO dur
(Hoschter 1969).

Onerme 3.1.14: X kompakt acik kiimelerin bir tabanina sahip bir semi-spectral uzay ve
C 'de X in bos olmayan bir alt kiimesi olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler denktir.

1. C , X in kapali kompakt co-ICOC alt kiimesidir.

2. C , X in kapali kompakt ve co-1CO alt kiimesidir.

3. C, X de kapalidir ve C=U m(X —V) olacak sekilde X in kompakt agik iki alt

kiimesi olan U ve V vardir (Echi and Gargouri 2004).

3.2. Kategori Teori

Kategori teori ikili islem, grup, topolojik uzaylar gibi matematiksel objeler arasindaki
doniistimlerin koleksiyonunun cebirsel ozelliklerini formiilize eden matematigin bir

brangidir.

Tamm 3.2.1 (Kategori): K bir sinif olsun. K 'nin bir kategori olmasi i¢in K ’daki tlim
nesnelerin (obje) sinifi Ob(K) , herhangi iki nesne arasindaki doniistimlerin (morfizm)
kiimesi, tiim morfizmlerin sinifi MOF(K) verilmeli ve ayrica verilen iki doniisiim i¢in

bunlarin bileskesi tanimlanmalidir. Bu bileske ayn1 zamanda asagidaki sartlar

saglamalidir.

1. K’daki her A nesnesi i¢in I,:A— A birim doniisiimii var ve her f:A—B
dontistimii igin fol,=f veher g:B— A doniisiimii igin |, g =g olmalidir.
2. f:A—>B,g:B—>C,h:C— D olmak iizere bileske "o" islemi birlesme 6zelligine

sahip olmalidir. Yani; h o(g of ) = (h og ) o f olmalidur.
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K ’daki herhangi iki nesne arasindaki morfizmlerin kiimesi
K (A B)=Hom(AB)= { f: f:A— B donusiim}
bileskeside
o:K(AB)xK(B,C)—>K(AC)
(f,g)—>o(f,g)=gof
Seklindedir (Maclane 1986).

Ornek 3.2.2: K nmn objeleri A,B,C,... kiimeler, morfizmleri fonksiyonlar ve bileske
islemi olarak da fonksiyonlarin bileskesini alinsin.

1. vV AeK icin I,:A>A birim fonksiyonu vardir. Ayrica
Vf:A—Bveg:B— Afonksiyonlartigin I,o f =f, gel, =0 seklindedir.
2. f:A—>B, g:B—>C, h:C — D olmak iizere fonksiyonlarda

ho(gef)=(hog)ef

birlesme 6zelligi vardir. Dolayisiyla K bir kategoridir. K = SET olarak gosterilir.

Ornek 3.2.3: K nm objeleri (X,7),(Y,5),(Z,0),... topolojik uzaylar, morfizmleri
f :(X,r)—>(Y,5) stirekli fonksiyonlar ve bileske islemi olarak da fonksiyonlarin

bileskesi olsun.

1. 1, :(X,7)—(X,7) olacak sekilde birim fonksiyonu vardir ve bu birim fonksiyon
sireklidir. Ayrica her  f:(X,7)—>(Y,5) igin fol,=f ve her sirekli
9:(Y,8)—>(X,7) fonksiyonu i¢in I, og=g dir.

2. f:(X,7)>(Y,6),9:(Y,6)>(Z,0) ve h:(Z,06)—>(W,u) olmak iizere f,g,h
fonksiyonlar1 siirekli olup bunlarmn bileskesi olan ho(ge f)=(hog)e f da siirekli ve

esittir.

Dolayisiyla K bir kategoridir. Bu kategoriye biitiin topolojik uzaylarin kategorisi denir

ve K=TOP seklinde gosterilir.
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Objeleri objelere ve morfizmleri morfizmlere doniistiiren kategoriler arasindaki
fonksiyonlar fanktor (functor) diye adlandirilir kovaryant ve kontravaryant olmak iizere

iki gesittir.

Tamm 3.2.4 (Kovaryant Fanktor-Functor): K, K’ iki kategori olsun. K daki her A
objesi, K’ niin her F(A) objesi ve K’nmn her f:A—>B morfizmi igin,
F(f)=F(A)—>F(B), K’ niin bir morfizmi oluyorsa ve

1. VAeOb(K) icinF(1,)= lea)
2. f:A—>B ve g:B—C, K nin iki morfizmi ise F(go f)zF(g)oF(f)

sartlarin1 sagliyorsa F : K — K’ ne bir kovaryant fanktor denir (Mitchell 1965).

Ornek 3.2.5:U :TOP — SET, U (X,r)z X seklinde tanimlanan U bir fanktordiir.
Gergekten U :TOP — SET, U (X,z‘): X ve f :(X,r)—)(Y,é) morfizmi igin

U(f)=f:X —>Y olarak tanimlandigini goz dniine alirsak;

nu (I(x,r)): Iu(x,r) = Iy
2)U(ge f)=Ug U =gefdir

Boylece U bir fanktordur. Bu fanktora forgetful (unutkan) fanktor denir.

Diger matematiksel yapilar gibi, kategoriler arasindaki yapiyr koruyan dontisiimler de

vardir.

Tamim 3.2.6. (Kontravaryant Fanktor): K, K’ iki kategori olsun. K daki her A
objesini, K' de F(A) objesine doniistiren ve K nmn her f:A—>B morfizmi i¢in,
asagidaki sartlar saglaniyorsa F: K — K’ doniisiimiine kontravaryant fanktor denir.

1. VA€Ob(K) iginF(1,)=1,,
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2. f:A—>B ve g:B—C, K nin iki morfizmi ise F(gof):F(g)oF(f) olacak

sekilde F ( f ) F (B) —->F (A) morfizmi vardir (Mitchell 1965).

Tamm 3.2.7 (Dogal Doniisiim): K, K’ iki kategori, F ve G de K dan K’ ne iki

fanktor olsunlar. Eger her AeOb(K) i¢in «,:F(A)—>G(A) ve her f:A—>B
doniisimii i¢in G(f)ea, =azoF(f) oluyorsa a:F —>G doniisiimiine dogal

dontisiim denir (Maclane 1986).

Tammm 3.2.8 (Alt Kategori): Bir K kategorisinin C alt kategorisi, K ’nin bazi
morfizmlerini, bu morfizmlerin tanim ve deger kiimelerinin bazi1 objelerini iceren ve
icerdigi her bir obje i¢in 0zdeslik morfizmini igeren ve igerdigi her morfizm igin

bileskelerini de igeren bir koleksiyondur (Mitchell 1965).

Tammm 3.2.9 (Refleksiyon): C alt kategorisinde K kategorisinin X objesinin

refleksiyonu, f:X —Z, K nin Z objesi i¢ine herhangi bir morfizmi, f =gor olan
K nin bir tek g morfizmini saglayacak sekilde r: X —Y morfizmiyle birlikte K nin

Y objesidir.

F, C’den X ’e bir déniisiim olsun. K daki refleksiyonu Y =F (X)), Fyi bir fanktor
yapan “reflektor” denilen morfizmlere genisleyebilir (Maclane 1986).

Objeleri T, uzaylar olan tiim topolojik uzaylar ailesinin alt kategorisi de TOPR ile

gosterilir. Tiim TOP kategoriler TOP un reflektif alt kategorileridir. Her X topolojik

uzay1 i¢in evrensel bir T, uzayr vardir. Bunu T, (X) ile gosteriyoruz. X —T. (X)

eslemesi TOP dan TOP, ye bir fanktordiir. Bu fanktor T, ile gosterilir.
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X bir topolojik uzay ve ~ da X iizerinde x~y<cl, {x}=cl,{y} seklinde
tanimlanan bir denklik bagmtisi olsun. Burada cl, {x} ile {x} kiimesinin X deki
kapanigi kastedilmektedir. X/~ boliim uzayr bir T, uzaydir. Bu denklik bagintisi
yardimiyla bolim uzay: elde etme islemi 6zel olarak X in T, dzdeslemesi olarak da
adlandinlir. Ty (X)=X/~ oldugu agiktir. To(X), T, refleksiyon olarak adlandirilir.
X den, T, refleksiyon olan T,(X) e kanonik olarak iizerine ddniisiimii s, ile

gosterelim. g, in lizerine bir quasihomeomorfizm oldugu aciktir. q: X —Y doniisiimii

stirekli ise, asagidaki diyagram degismelidir.

X g > Y
Hy Hy
T.
T,(X) +(9) » T, (Y)

Sekil 3.1 T, refleksiyonunun insaasi

T,, TOP dan kendisi {izerine bir kovaryant fanktor tanimlar. Boylece regiiler ve T,
olan bir uzay elde ederiz, aym1 zamanda regiiler ve T, dir. ki refleksiyonun birlesimi de

bir T, refleksiyondur.

Tamm 3.2.10 (Epimorfizm): o : A— B bir morfizm olmak iizere deger kiimesi A olan
f,g morfizmlerinin tiim ciftleri i¢in fa =ga iken f =goluyorsa a ya epimorfizm

denir.

Eger r morfizmi C de epimorfizm ise K ya C de epireflektif ve F ye de

epirefleksiyon denir (Maclane 1986).
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Tanim 3.2.11 (Monomorfizm): & : A— B bir morfizm olmak iizere deger kiimesi A
olan f,g morfizmlerinin tim giftleri i¢in af =ag iken f =goluyorsa a ya

monomorfizm denir.

Eger r morfizmi C de monomorfizm ise, K ya C de monoreflektif ve F ye de

monorefleksiyon denir.

Eger K hem epireflektif hem de monoreflektif ise, K ya bireflektif ve F ye de
birefleksiyon denir (Maclane 1986).

3.3. Approximating Teori

Tamm 3.3.1 (invers-Ters Sistem): Topolojik uzaylarm X, ailesi ve A ydnlendirilmis
kiimesini goz Oniine alalim. A, A, 1" € A i¢in A < A" < A" olmak {izere

1. AeAicin p,, =1,

2. A=A =<A"GIn Py oP,,. =P,

Sartlarini saglayan p,, : X, — X, siirekli doniigiimleri ile A yonlendirilmis kiimesi bu
topolojik uzaylarin invers sistemini olusturur.(X,, p,,,A) seklinde gosterilir (Hart et

al. 2004).

Tamm 3.3.2 (Invers Limit): (X, p,,,A) invers sisteminin invers limiti <A i¢in

P (Xy)=x, olacak sekilde x=x, noktalarindan olusan X =]]X, carpim

AeA

uzayinin alt uzayidir. Yani;
im (X, ={(%)y 1= 5= = Py (%))}
dir. Budurumda AeA i¢in p,: X = X, iz disimi p,, o p, = p, 'nii saglar (Hart et

al. 2004).
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Tamim 3.3.3 (Approximate Limit): Bir approximate invers sistemi asagidaki sartlari

saglayan maximal eleman1 olmayan yoOnlendirilmis sirali kiimesi (A,-<), bir topolojik
uzay X,,VieAigin A, eN(X,)ve her bir A1<A' igin p,, X, — X, siirekli
doniisiimlerinden olusur. X={X,,2,,p,,, A} ile gosterilir.

1. VAieAicn p,, =1,

2.V, A" e igin ASA <A = (P P Por ) <,

3.V, A, Ve, VpeN(X,) vedl2Aicin 3y<A<A"= (P P Pip ) <

4. YieA, VpeN(X,), 2 A e VA2 iy Q(l,{pM,‘l(U):U & o} nin bir

inceltilmisidir.

Burada g, =%Ave her bir ¢, , ¢, , in star inceltilmisi olacak sekilde X in agik
ortillerinin bir g, ¢,,...dizisi varsa X in 2 agik Ortiisii bir normal Ortlidiir denir.

N( X ) ile gosterilir. Dolayisiyla N( X, ) , X, nin normal ortiilerinin kiimesidir.

Ayrica f,g: X —Y iki dontigim ve A eN(Y) olsun. (f,g) <2 gosterimi her Xe X
icin {f (x),9 (x)} c U olacak sekilde U €2l vardir anlaminda kullanilacaktir (Hart et
al. 2004).

Tamm 3.3.4 (Approximating-Yaklasim Ailesi): (X,7) topolojik uzay: verilsin. X

i¢in bir approximating ailesi agagidaki sartlar1 saglayan 7 nun sonlu alt kiimelerinin bir
IF koleksiyonudur.

1. F, c bagmtisiyla yonlendirilmistir.

2. |JF, (X,7) icin bir tabandr.

Bir invers sistem tanimlamak icin F kullanilacaktir. F eF icin, X iizerinde

X~ Y <:>(VT € F)(X eT <y eT) seklinde bir ~_ bagmtis1 tanimlansin. Bu
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durumda ~. bagntisi bir denklik bagmtisidir ve bu bagintinin olusturdugu denklik

siniflar1 ' nin elemanlarinin minimal bos olmayan Boolean kombinasyonlaridir.

X ve X: kiimeleri F nin elemanlarinin tiim Boolean kombinasyonlari olan B(F)

kiimesinin minimal elemanlarinin olusturdugu <A (F) kiimesidir. F ile olusturulmus

kiimelerin halkas1 olan ER(F) g0z Oniine alinsin. Yani; F yi i¢eren, sonlu arakesit ve

birlesme islemine gore kapali olan X in altkiimelerinin en kiiglik kolleksiyonudur.

F sonlu oldugundan ER(F), X izerinde bir topolojidir ve SR(F)Q B(F)mr dur.
Genellikle  {r'[U]:Ueé&}=R(F) iken {z'[U]:Uez.}=B(F)nzdur

(Kopperman and Wilson 2009).

Tamm 3.3.5 (T, -taban ve Normallesmis Taban): Bir topoloji icin C tabani

(1) Her CeB(C)kapali ve x¢C olmak iizere Cc| JF vexg| JF olacak sekilde
sonlu bos olmayan F — C varsa, T, -tabandir.

(2) C,DeB (U F) kapali ve ayrik olmak lizere
G, HcF, CclJG, Dc|JH igin | JH ve [ JG kiimeleri ayrik olacak sekilde F € F

varsa, normallesmis tabandir (Kopperman and Wilson 2009).

Tamm 3.3.6 (T, ve T, Approximating Ailesi): Bir approximating ailesi F

(1) UIF T, -tabansa, T,-approximating ailesidir.

(2) UIF normallesmis ve T, -tabansa, T,- approximating ailesidir (Kopperman and
Wilson 2009).

Lemma 3.3.7: Bir X uzay i¢in F, T,- approximating ailesi ise z:X —F(X)

doniisimii X i, ,u(IF(X))e doniistiiriir ve ,u(IF(X)) X in T, kompaktlastirmasidir

(Kopperman and Wilson 2009).
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Lemma 3.3.8:Bir 7 topolojisinin taban1 T, olmasi i¢in gerek ve yeter sart

(X , T)topoloj ik uzaymin T, olmasidir (Kopperman and Wilson 2009).
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4. ARASTIRMA BULGULARI

4.1.Fan-Gottesman Kompaktlastirmasinin Ultrafiltreler Yardimyla Elde Edilisi

Tamm 4.1.1: X bir T, uzay ve FX, X deki tiim kapal1 ultrafiltrelerin ailesi olsun. Her
O c X agik alt kiimesi i¢in

0" ={GeFX:clOeG)
seklinde tanimlansin. ® = {O* 10, X in agik altkiimesi} olsun. @, FX iizerindeki
topolojinin bir tabanidir. FX, X in Fan-Gottesman kompaktlastirmasidir.
Diger taraftan her D < X kapali alt kiimesi i¢in D” < FX

D' ={GeFX:DeG}

seklinde tanimlanir.

Asagidaki 6zellikler bizim i¢in oldukc¢a faydalidir.

(1) U < X acik bir altkiime ise, bu durumda FX —U" =(FX —U) olur.

(2) D<= X kapali bir altkiime ise, bu durumda FX —D" =(FX — D)*olur.

(3) U, ve U,, X de agik altkiimeler olmak iizere

esitlikleri vardir.

G,, X e yakinsak bir kapali ultra filtre olmak iizere f, (X):G ile tanimlanan

X

fy : X — FX doniisiimii g6z oniine alinsin. Bu durumda asagidaki dzellikler saglanir.

(1) U =X agik bir altkiime ise, f, (U)=U" dur. Ozellikle f, (X), FX de yogundur.
(2) f, sureklidir ve X in FX 'de bir gomiilmesi olmasi i¢in gerek ve yeter sart X in

T, uzay olmasidir.
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(3) U, ve U,, X de agik altkiimeler olmak iizere f, (U, nU,)= f, (U,) f, (U,) dir.

(4) FX kompakt T, uzaydir.

T,uzaylar i¢cin F, = f, oz, olarak tanimlansin. g, tzerine bir quasihomeomorfizm
oldugundan T, uzaylar igin FGX, FX olarak tanimlanabilir. T, uzaylar i¢in de asagidaki

ozellikler dogrudur.

Onerme 4.1.2: X bir T, uzay olsun. Asagidaki 6zellikler saglanir.
(1) Her U c X agik altkiimesi igin F, (U ) — U elde edilir.
(2) Her C < X kapal1 altkiimesi igin F, (C)  Celde edilir.

(3) U agik ve C kapali bir kiime olmak iizere U "C = olmasi i¢in gerek ve yeter

sart U"NC™ = olmasidir.

Teorem 4.1.3: X bir T, uzay olsun.
(1) U < X agik bir altkiimesi olsun. U kompakt ise, bu durumda U” = F, (U )dur.

(2) V < X kapali bir altkiimesi olsun. V kompakt ise, bu durumda V™ =F, (V)dir.

Ispat: V < X kapali bir altkiime olsun Onerme 4.1.2 den F, (V )<V elde edilir.
G eV olsun. Bu durumda G =V olacak sekilde G € G vardir. V nin kompakthigindan
V-G kompakttir. Boylece ﬂ{H m(V —G): He é} 3%
olur. XEﬂ{H N(V-G):H eé} olsun, bu durumda G=F,(x) dir. Buradan
GeF, (V) eldeedilir. V' c F, (V) oldugundan V" =F, (V) dir.

Simdi UcX in ag¢ik bir altkime oldugu farz edilsin. G U olsun.
{H:HeG}#@ oldugundan dolayr xe(){H:H eG| olur. Buradan G=F, (x)

oldugu gbriiliir Onerme 4.1.2 den U™ = F, (U ) dur.
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4.2. Fan-Gottesman Kompaktlastirmasi ile Submaximal Uzaylar Arasindaki liski

Teorem 4.2.1: (X , r) topolojik uzayinin Fan-Gottesman kompaktlastirmasi FX olmak

lizere asagidaki ifadeler denktir.
(i) FX submaximal uzaydir.

(i) FX sonlu sayida y1gilma noktasina sahiptir.

Ispat: (ii)= (i) FX in sonlu sayida yigilma noktasina sahip oldugu farz edilsin. FX

Hausdorff oldugu icin her bir tek nokta kiimesi kapalidir. Onerme 3.1.2 den

FX submaximaldir.

(i)=(ii) FX 1n sonsuz sayida yigilma noktasina sahip oldugu farz edilsin. FX

Hausdorff oldugu i¢in, y1§ilma noktalarinin kiimesinin sonsuz bir diskret alt kiimesi D
g0z Oniline alinsin. Bu durumda FX —-D, FX da yogundur. Ancak FX —D agik
degildir. FX kompakt ve D diskret oldugu igin D, FX —D de bir y1gilma noktasina
sahiptir. Bu da FX 1n submaximal olmasiyla ¢eligir. O halde FX sonlu sayida yigilma

noktasina sahiptir (Elmali ve Ugur 2010).

4.3. Fan-Gottesman Kompaktlastirmas ile Spectral Uzaylar Arasindaki iliski

Tamm 4.3.1: X bir T, uzay olsun. Bu uzaym Fan-Gottesman kompaktlastirmasi

spectral uzay ise, bu uzaya F-spectral denir (Elmali ve Ugur 2010).

Teorem 4.3.2: X bir T, uzay olsun. Bu durumda X in F-spectral olmast i¢in gerek ve
yeter sart X in her bir ayrik ve agik G, H kiimeleri i¢in GcU ve H nU =< olacak

sekilde bir U (clopen) agik-kapali kiimesi vardir.
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Ispat:(=) Eger GNH =@ ise, bu durumda (X -G)uU(X—H)=X dir. Onerme
3.1.11 ve Uyar1 3.1.12 den K g(X —G) VeKu(X —G)z X olacak sekilde bir agik
nearly-closed kiimesi vardir. Boylece G g(X —K) ve Gm(X —K)=@ olur. Diger

taraftan X~ ve X Hausdorff oldugundan, (X — K) acik-kapali1 kiimesi elde edilir.

(<:) 7/={U* U, X in agik-kapali kﬁmesi} kiimesini goz Oniine alinsin. V, X in agik
kiimesi ve xeV™ olsun. xeV ise, bu durumda {x} kapaldi. X bir T, uzay
oldugundan T, ve regiilerdir. Bu durumda {X}gU <V olacak sekilde U clopen

kiimesi vardir. Boylece U™ <V~ olacak sekilde x in U” agik-kapali komsulugu vardar.

Q(X), FX in minimal elemanlarinin sinifi olmak tizere X:SRGV*GQ(X) olsun.
peFX-U" icin GNH = olacak sekilde GeR ve H € p vardir. Béylece G cU

ve Ge ( X-U p) olacak sekilde X in U clopen kiimesi vardir. Bu durumda
{(X —Up)* cpeFX —V*}, FX-V" m bir agk ortisidir. FX -V~ kompakt
oldugundan FX -V" = U{FX -U pe I} olacak sekilde
[(x-U,) s pe PX =V"}nin sonlu bir koleksiyonu vardir.Uy, =(){U, : pe I olsun.

U, <V~ olacak sekilde R nin U, clopen komsulugu vardir. Boylece y, FX 1n bir

tabanidir. ¥ nin her bir elemani clopen oldugu i¢in y, sonlu arakesit altinda kapal1 olan

kompakt kiimelerin tabanidir. FX soberdir ve buradan da spectral oldugu sdylenir

(Elmali ve Ugur 2010).

Teorem 4.3.3: X bir topolojik uzay olsun. Asagidaki ifadeler denktir.

1. X, F-spectraldir.

2. X asagidaki ozellikleri saglar.

i. X up-spectraldir.

ii. X in kompakt kapali her alt kiimesi C i¢in C < D olacak sekilde X in kompakt

kapali ve co-ICO bir D alt kiimesi vardir.
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Ispat: (1)=(2) X bir spectral uzay oldugundan asagidaki sartlar1 sagladig1 agiktur.

a) X sonlu arakesit altinda kapali olan kompakt agik kiimelerin bir tabanina sahiptir.

b) X soberdir.

F-spectral olma 6zelligi up spectral olma 6zelliklerinden birini gerektirir. Simdi diger

sart gosterilsin. C, X ’in kompakt kapali bir alt kiimesi olsun. Bu durumda Oc X -C

olacak sekilde X in co-kompakt ICOC agik alt kiimesi O vardir. D=X-0 X ’in
kompakt kapali ve co-1CO alt kiimesidir ve C < D dir.

(2):>(1) C, X ’in kompakt kapali bir alt kiimesi olsun. Bu durumda C — D olacak

sekilde X ’in kompakt kapali ve co-1ICO bir D alt kiimesi vardir. Onerme 3.1.14 den
O=X-D ICOC dur. Boylece X—-D,0c X—-C sartiz1 saglayan X ’in agik co-
kompakt ICOC alt kiimesidir. Boylece X , F-spectraldir (Elmali ve Ugur 2010).

4.4. Fan-Gottesman Kompaktlastirmasinin Kategori Teorisine Uygulamasi

Tammm 4.4.1: X bir topolojik uzay ve. Cc X olsun. C, X in her bir agik alt

kiimesiyle kesisiyorsa, C ye acik olarak yogundur denir.

Tamm 4.4.2: q: X —Y siirekli doniisiimii gdz Sniine alinsin. q(X), Y de acik olarak

yogun ise, q Yya Fan-Gottesman morphism, kisaca FG-morphism denir. Burada X in

topolojisi q nun ters goriintiisii vasitasiyla dogrulmus topolojidir.

Teorem 4.4.3:

(1) iki FG-morphisminin bileskesi yine bir FG-morphismdir.
(2) g: X =Y bir FG-morfizmve X T, , ise qinjektiftir.
(3) g: X —>Y bir FG-morfizmve Y T, , ise q lizerinedir.

(4) q: X =Y bir FG-morfizmve X T, , Y T, ,ise g bir homeomorfizmdir.
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Ispat: Oncelikle (1) gosterilsin. p: X =Y, q:Y —>Z iki FG-morfizm olsun. X in
topolojisinin ~ Z 'nin agiklarnin  qo p vasitasiyla ters goriintiilerinin  alinarak

olusturuldugu aciktir.

A,Z nin bir agik kiimesi olsun. q_l(A), Y de agik oldugu igin, p(x)mq‘l(A);t@

dur. Boylece ANq ( p ( X )) # & dur. Buradan go p nun FG-morfizm oldugu goriiliir.

(2) x, vex,, q(x)=0(x,) olacak sekilde X in iki noktast olsun. X, # X, 0ldugu farz
edilsin. Bu durumda X, T, oldugundan, x, €U,x, U olacak sekilde X ’in bir U
agtk alt kiimesi vardir. g~ (H)=U olacak sekilde Y nin bir Hagik alt kiimesi

oldugundan, q(x)eH veq(x,)eH scklinde bir ifade elde edilir ki bu miimkiin

degildir. Dolayisiyla q injektiftir.

(3) y eY olsun. Bu durumda {y}, Y nin lokal kapal1 alt kiimesidir. q(X), Y de giiclii
bir sekilde (strongly) yogun oldugundan {y}nq(X)=& olur. Bu durumda

yeq ( X )dir ve boylece  tlizerine bir doniisiimdiir.

(4) gnun bir homeomorfizm oldugu (2)ve(3)ten kolayca gdriiliir.

Bu teoremden hareketle asagidaki 6nerme elde edilir.

Onerme 4.4.4: f:X Y ve g:Y — Z iki siirekli doniisiim olsun.
1. go f ve g doniisimleri FG-morfizm ise, f de bir FG-morfizmdir.
2. gof donligimii bir FG-morfizm ve f de bir quasihomeomorfizm ise, g bir

homeomorfizmdir.
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Tamm 4.4.5: f, oq=F (q)o f, olacak sekilde F (q): FX — FY siirekli bir dontisiimii

varsa, T, uzaylar arasindaki q: X —Y siirekli doniisiimiine FG-genisleme denir.

Teorem 4.4.6: X, Y iki T, uzay ve q: X —Y bir FG-morfizm olsun. Bu durumda q

bir homeomorfizm olan FG-genislemeye sahiptir.

Ispat: T, (q)o,uX =p,°Q oldugundan, T, (q)o,uX bir  FG-morfizmdir. g,
quasihomeomorfizm oldugundan Onerme 4.4.4 den T, (q) bir FG-morfizmdir. Boylece
Teorem 443 den  T,(q)bir  homeomorfizmdir. ~ Buradan  T,(q),

F (T3 (q)) homeomorfizm olan kanonik bir FG-genislemeye sahiptir. Boylece asagidaki

diyagram degismelidir.
T
T,(X) :(9) > T,(Y)
fTs(X) fT3(Y)

F (Ta (q))

F(T,(X))=FGX » F(T,(Y))=FGY

Sekil 4.1 FG-genislemeye sahip olan FG-morfizmler

FG(q)= F(Tg(q)) gosterilsin, diyagramdan FG(q) nun gnun homeomorfizm olan

bir FG-genislemesi oldugu agiktir.

Tamm 4.4.7: X bir T, uzay ve Y ’de X ’in alt kiimesi olsun. F(TS(X)): FGX ve

F(T3 (Y )) = FGY olmak iizere eger FGY, FGX ’e homeomorf ise, Y ’ye X ’in Fan-

Gottesman gereni denir. ( FG -geren)

Eger i:Y — X kanonik gémiilmesi, FG(i) homeomorfizm olacak sekilde bir , FG

genislemeye sahipse , Y ’ye X ’ in giiglii Fan-Gottesman gereni denir (SFG -geren).

Bir sFG-gerenin FG -geren oldugu agiktir.
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Teorem 4.4.8: X ,Y iki T, uzay ve q: X —Y bir siirekli déniisiim olsun. Bu durumda

asagidakiler denktir.

I. g bir homeomorfizm olan FG -genislemeye sahiptir.
ii. q(X), Y ‘nin bir SFG -gerenidir ve X ‘in topolojisi Y ’nin agiklarinin q altindaki

ters goriintiileridir.

Ispat: (i)=(ii) Oncelikle X ‘in topolojisinin Y ’nin agiklarnmn q altindaki ters
goriintileri oldugu gosterilsin. U, X ’in agik bir alt kiimesi olsun. FG(q) bir
homeomorfizm oldugundan FG (q)[U*] =V, FY ’nin kapali bir alt kiimesidir.

G=F™" (V) olsun.U=q* (G) oldugu ispatlansin.

a) xeU olsun. Bu durumda F,(x)eF, (U)cU” dir.  Bdylece
R (a(x)) eV olacak sekilde FG(q)[Fy(x)]eFG(q)[U"|=V elde edilir. Buradan

q(x)e R, (V)=G elde edilir. O halde xeq™*(G) dir.

b) Tersine xeq™(G) olsun. Bu durumda q(x)eR*(V) olur. Bu
(K °q)(x)€V oldugu anlamindadir. Bdylece FG(q)[F>< (x)] eV = FG(q)[U*] olur.
FG(q) bir bijeksiyon oldugu igin Fy (x)eU” dir. O halde xeF,*(U")=U dur.

Boylece U = q_l(G) oldugu, bir bagka deyisle X ‘in topolojisinin Y ’nin agiklarmin g

altindaki ters goriintiileri oldugu ispatlanir.

Ikinci olarak q(X)' in Y ‘nin bir SFG -gereni oldugunu gésterilsin.(i) ye gore q ile
olusturulan @, :X —>q(X) doniisimi bir FG -morfizmdir. Bdylece q,.

homeomorfizm olan F(q,) FG -genislemesine sahiptir. Buradan asagidaki

diyagramlarin degismeli oldugu goriiliir.
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q
X " »q(X) X »q(X)
F, Fq(x) F, F,
FG
FGX (@) » FGQ(X) Fox—FS(a) , Fay

Sekil 4.2 FG -morfizmlerin degismeli diyagramlari

j:q(X)—)Y bir kanonik gomiilme olsun. Asagidaki diyagramin degismeli oldugu

agiktir. J
q(X) —> Y
I:X I:Y
FG(q)-(FG(q)) =,
Fq(X) » FGY

Sekil 4.3 q(X)'in Y ‘nin bir SFG -gereni oldugunu gosteren diyagram

Boylece j bir FG -genislemesi  olarak  bir  homeomorfizm  olan

FG(q)o(FG(q))_lzld ye sahiptir. Bu q(X)'in Y nin bir SFG-gereni oldugu

anlamindadir.

(ii) = (I) q ile olusturulan ¢, : X — q(X) doniistimii bir FG -morfizmdir. Boylece
q,, homeomorfizm olan F(q,), FG -genislemesine sahiptir. Diger taraftan

j:q(X)—>Y homeomorfizm olan bir FG -genislemeye sahiptir. Bu durumda

asagidaki diyagramin degismeli oldugu agiktir.

X ;q(X) »Y

Fy F

FGX Fla) » FGq(X) F() > FGY

Sekil 4.4 FG -morfizmlerinin degismeli diyagramlarinin birlikte diistiniillmesi
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Boylece F(j)oF(q,), bir homeomorfizmolan q: X —Y ‘nin bir FG -genislemesidir.

Teorem 4.4.9: X ve Y, Tychonoff uzaylar olmak iizere f:X —Y doniisiimii i¢in
asagidaki ifadeler denktir:
(1) F(f)[FX—=X], FY -Y de bulunur.

(2) Asagidaki diyagram saglanir.

X px
f F(f)
Y > FY

fY

Sekil 4.5 F ( f ) icin degismeli bir diyagram

Ispat:(1)=(2) F(f)oh=1f,og olacak sekildle h:Z—>FX ve g:Z-Y
doniigiimleri goz oniine alnsm. f, og[Z], FY de bulundugu ve F(f)de
FX—X 'i FY-Y gonderdigi i¢in h[Z], X de bulunur. Bu durumda

I (Z) =h (Z) olarak tanimlanan | :Z — X doniistimii diyagramin saglandigin1 gosterir.

(2) = (l) FX den bir peleman segilsin ve F ( f )( p) =y'ninY ’nin bir elemani
oldugu farz edilsin. h, {p} yi FX ’e gomen ve g’de, p'yi F(f)(p) ye gotiren {p}
alt uzayindan bir doniisim olsun. Boylece h= f ol olacak sekilde | :{p} ->X

doniisiimii vardir. Bu durumda F(f)oh=f, og dir. Bdylece p, X ’e aittir.



43

4.5. Fan-Gottesman Kompaktlastirmasimin Approximating Teoriye Uygulamasi

Teorem45.1: 3, C= US sonlu arakesit ve birlesim altinda kapali olacak sekilde X
uzayr i¢in bir T,-approximating ailesi olsun. FX, C ile eslenen Fan-Gottesman

kompaktlastirmasi olsun. Bu durumda ,u(S‘f (X )) , FX ‘e homeomorftur.

Ispat: Inverse limit olarak, Sg(X) , Fe3 ve VeF olmak iizere p.™ I:]Z'F [V]]

seklindeki tiim kiimelerin olusturdugu ilk topoloji icin bir tabana sahiptir. Ayni
zamanda herhangi bir zeJ3°(X), B(C)‘de M, ile gosterilen bir filtre tanimlar.
Burada 3F 3 i¢in M, ={AeB(C):Ax."[{z}]} seklindedir. Mc(X), B(C)
iizerindeki filtrelerin kiimesini gostersin. M, ‘nin B(C) iizerinde bir ultrafiltre
oldugunu gérmek kolaydir ve J° (X) den M. (X)’e tammli olan z —> M, ddniisiimii
injektiftir. Ayrica bu doniisiim her F €3 i¢in her ultrafiltre B(F) nin bir minimal
elemanini igermek zorunda oldugundan surjektiftir. M (X )= {M ,ize 3 (X )} uzay1
iizerinde  asagidaki  gibi  bir  topoloji  tammlansin. M. (X)  uzayi

H*={M,:H eM, nC} seklindeki kiimeleri taban kabul etsin. Bdylece I taban ile

uyan Fan-Gottesman kompaktlastirmasi tiim kapali ultrafiltrelerin olusturdugu M, (X)

uzayinin alt kiimesidir.

Boylece H“ seklindeki kiimeler Fan-Gottesman kompaktlastirmasi igin bir taban teskil

ederler. H eF olmak iizere p. [z, [H]] seklindeki kiimeler de 3 (X) igin bir

taban olusturur. M, e H™ olmas1 igin gerek ve yeter sart H € M, olmasidir. Bu da

ancak H o7, *[ p. (z) Jolmasi veya buna denk olarak ze p.™ |:7rF [H]] olmast ile
¢

miimkiindiir. Bdylece 3°(X)’den FX’e, x— M, doniisiimii bir homeomorfizm

belirtir.
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Geriye 3° (X )nln kapal1 noktalarinin, kapal1 kiimelerin tabanina sahip M (X) deki

ultra filtrelerle eslendigini gostermek kalir.

UeM, (X) kapali kiimelerin bir tabanina sahip ise, M. (X) in kapali bir noktasi

oldugu ve 3¢ ( X) in invers limiti oldugu agiktir. Tersine (e M, (X) kapal1 bir nokta
olsun. ¢ninX de kapali kiimelerin bir tabanina sahip oldugu gosterilmelidir.
K,MC(X) de kapali bir nokta oldugu icin ve topolojinin tanimindan (= x olacak
sekilde her ke MC(X) icin (eV" ve xeV" olacak sekilde V' < MC(X) acik alt
kiimesi vardir. Boylece her (#x icin C, ¢ k olacak sekilde C, e { kapali kiimesi
vardir. Bdylece {D:D e ( ve D kapah} < x kiimesiyle olusturulan 7 filtresi elde edilir.

h tek bir ultra filtrede bulunur. Simdi #=U oldugu iddia edilsin ve ¢ nin kapali

kiimelerin bir tabanina sahip oldugu gosterilsin. Tersini farz edilsin. H ¢V olacak

sekilde her He# i¢in V el vardir. Bu durumda {H—V:H eh} sonlu arakesit

ozelligine sahip Boolean kombinasyonlarinin ailesidir ve bdylece bir (e M. (X) de

bulunur ve ¢ # x dir. Bu durumda % < x bir geliskidir.
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5. TARTISMA ve SONUCLAR

Bu boliimde bu ¢alismada elde edilen bazi sonuglar verilecektir.

Sonug¢ 5.1: (X,r) topolojik uzaymnin Fan-Gottesman kompaktlagtirmasi sonlu sayida

yigilma noktasina sahipse submaximal oldugu Teorem 4.2.1 den gortiliir.

Sonu¢ 5.2: Tanim 4.3.1 de verilen F-spectral uzaylar Teorem 4.3.2 ile karakterize
edilebilir.

Sonug 5.3: F-spectral uzaylar ile up-spectral uzaylar arasindaki iliski Teorem 4.3.3 ile

verilebilir.

Sonu¢ 5.4: Agik olarak yogun olma tanimindan faydalanilarak Tanim 4.4.2 de verilen
FG-morfizm dedigimiz doniisiimler tanimlanarak, bu doniisiimlerin Teorem 4.4.3 ve

Onerme 4.4.4 deki 6zellikleri elde edilebilir.

Sonu¢ 5.5: Kategori teorisi yardimiyla tanim ve deger kiimesinin Fan-Gottesman
kompaktlagtirmalar1 oldugu doniisiimlerle ilgilenildi. Ayrica bu doniisiimlerin hangi
sartlar altinda homeomorfizmlere genisleyebilecegi arastirilarak Teorem 4.4.6 ve

Teorem 4.4.8 elde edildi.

Sonug 5.6: Bir X topolojik uzaymnin T, -approximating ailesi yardimu ile elde ettigimiz

inverse limitin Fan-Gottesman kompaktlastirmasina denk oldugu Teorem 4.5.1 de elde
edildi.
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