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KISA OZET

Bu tezde zaman skalasinda Kranoselskii’nin sabit nokta teoremi kullanilarak nétral gecikmeli

dinamik denklemlerin salinimsiz ¢6ziimlerinin varligi incelendi.

Birinci boliimde konu i¢in gerekli temel kavramlar ve zaman skalasinda tiirev ve integralle

ilgili tanim ve teoremler verildi.

Ikinci boliimde, zaman skalasinda birinci mertebeden

[x()+ pO)x(g@)]* + f (1. x(h(1))) =0

notral dinamik denklemin salinimsiz ¢oziimlerin varligini arastiran makale incelendi [3].

Ugi’mcﬁ boliimde, zaman skalasinda ikinci mertebeden

[x(t)+ pO)x(z, (D] +q,()x(5,1) - 4, ()x(2, (1)) = e(t)
notral gecikmeli dinamik denklemin salinimsiz ¢oziimlerin varligim arastiran makale

incelendi [4].

Son olarak dordiincii boliimde, birinci ve ikinci mertebeden nétral gecikmeli dinamik

denklemlerle ilgili baz1 uygulamalar verilmistir.

Anahtar kelimeler: Kranoselskii sabit nokta teoremi; zaman skalasi; notral dinamik

denklem; notral gecikmeli dinamik denklem.
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ABSTRACT

In this thesis, we investigate existence of nonoscillatory solutions to neutral delay dynamic

equations on time scales.

In the first chapter, the basic notations which we need in investigations have been given and
definition and theorems concern with the concept of derivative and integral on time scale are

given.

In the second chapter, we will show the existence of nonoscillatory solutions to the first order

neutral equation of the form

[x()+ p(t)x(g@))]* + f (1. x(h(0))) =0

on a time scale T [3].

In the third chapter, we will show the existence of nonoscillatory solutions to the second-order

neutral equation of the form

[x())+ p)x(z, (D] +q,0)x(7,(1)) = g, () x(7, (1)) = e(t)

on a time scale T [4].

Finally, in the fourth chapter, some applications are given about first and second order neutral

delay dynamic equations.

Keywords: Kranoselskii‘s fixed point theorem, time scale, neutral dynamic equation, neutral

delay dynamic equation
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GIRIS

Zaman skalas1 teorisi ilk kez Steven Hilger’in 1988’deki doktora tezinde siirekli
ortamdaki ve ayrik ortamdaki olaylarin analizini birlestirmek i¢in ortaya atilmistir. Bu
yeni fikir uygulamali bilimlerde bir ¢ok alanda kendini gostermektedir. Bu alanlardan

biriside zaman skalasinda dinamik denklemlerdir.

Diferensiyel denklemlerle ilgili bir¢ok sonu¢ W. Kelley ve A. Peterson tarafindan fark
denklemlere cok kolay bir sekilde taginabilmesine ragmen diger bazi sonuclar icin bu
cok zor olabilir. Zaman skalasindaki dinamik denklemler calismasi iste bu zorluklar
ortadan kaldirmistir ve matematik¢ileri hem diferensiyel denklemler hem de fark

denklemler icin sonuclar iki kere ispat etme zahmetinden kurtarmastir.

Zaman skalasini basit bir sekilde ifade edecek olursak reel sayilarin bos olmayan keyfi
kapali bir altkiimesidir. Eger zaman skalasi olarak reel sayilar1 alirsak o zaman
karsimiza adi diferensiyel denklemler c¢ikar. Eger tam sayilarn alirsak karsimiza fark
denklemler ¢ikar. Bununla birlikte bagka zaman skalalar1 icin karsimiza ¢ok farkl

sonuglarda ortaya ¢ikar.

Son zamanlarda {iizerinde bir¢ok caligmalar [1,2,5,6] yapilan bu konu uygulama
alanlarinda biiyiik bir potansiyele sahiptir. Ornegin bir bocek tiiriine ait olan
popiilasyonu modelleyebiliriz. Bu tiire ait yasam siiresi bir birim zaman olsun. Ayrica
bu tiir 6lmeden hemen 6nce yumurtlasin ve iki birim zaman sonra yavrular yumurtadan
ciksin. Boylece ortiismeyen bir popiilasyon ortaya c¢ikar. Bu ise kapali araliklarin bir

birlesimidir. Bu problem ileriki boliimlerde ¢oziilecektir.



Biz bu tezde zaman skalasinda bazi dinamik denklemlerin salimmsiz ¢dziimlerinin

varligi ile ilgilenecegiz.

Tezin birinci boliimiinde zaman skalasi ile ilgili temel tanim ve kavramlar verilmis ve

f:T—R fonksiyonu i¢in delta tiirev, carpma ve bdlme kurali tanitilmis, integral ve

stireklilikle ilgili tanim ve teoremlere yer verilmistir.

Tezin ikinci bolimiinde ise birinci mertebeden

[x()+ p)x(g)]" + f (1. x(h(1))) =0 (1.1)

formundaki notral dinamik denklemin salinimsiz ¢oziimlerin varligini1 aragtiran makale

incelenmistir. [3]
Tezin tigiincii boliimiinde ise ikinci mertebeden
[x(t)+ pOx(z, ] +4,0)x(7,(1)) — g, ()x(2,(1)) = e(t) (1.2)

formundaki notral gecikmeli dinamik denklemin salinimsiz ¢oziimlerin varligim

arastiran makale incelenmistir. [4]

Tezin dordiincii boliimiinde ise zaman skalasinda dinamik denklemlerle ilgili 6rnek ve

uygulamalara yer verilmigtir.



1. BOLUM

1.1 TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Zaman skalasini basit bir sekilde ifade edecek olursak reel sayilarin bos olmayan keyfi

bir kapal1 altkiimesidir. Zaman skalasina reel sayilar, tam sayilar, dogal sayilar negatif

olmayan tamsayailar, [0,2] U [4,7] kapal1 araliklarin birlesimi ve [0,1] U N kiimesi 6rnek

olarak verilebilir. Rasyonel sayilar, irrasyonel sayilar, kompleks sayilar ve (0,1)agik

aralig1 ise zaman skalasi olmayan kiimelerdir.

Bu tez calismasinda zaman skalas1 T sembolii ile gosterilecektir.

Zaman skalasi, ilk kez ayrik ve siirekli ortamlardaki analizi birlestirmek icin Stefan

Hilger tarafindan 1988’de ortaya atilmistir. Gergekten de ilerleyen boliimlerde T

iizerinde tammli bir f fonksiyonun f* delta tiirevi reel sayilar ve tam sayilar icin

asagidaki gibi tanimlanacaktir:

(i) Eger T=R ise f*=f" adi tiirev

(ii) Eger T=7Z ise f*=Af, ileri fark operatorii
olarak tanimlanir.

Tamm 1.1.1 T bir zaman skalasi olsun. Bir te T igin
ileri sigrama operatorii o: T — T

o) =inf{se T:s >t}



geri sigrama operatorii p: T —> T

p(t)=sup{se T:s<t}
seklinde tanmimlanir.

o(t)>t 1ise t noktasina sagda sacihmh nokta, p(r)<t ise ¢ noktasina solda

sacilimli nokta denir. Ayni anda solda ve sagda sacilimli noktaya ise izole edilmis

nokta denir. t<supT ve o(f)=t iset noktasina sagda yogun nokta, r>inf T ve
p(t)=t ise t noktasina solda yogun nokta denir. Ayn: anda solda yogun ve sagda

yogun noktaya ise yogun nokta denir. (Bakiniz Tablo 1.1 ve Sekil 1.1)

Tablo 1.1 Noktalarin siniflandirilmasi

t sagdan saciliml ot)>1
t sagda yogun o(t)=t
t soldan sacilimli p(r) <t
t solda yogun p)=t
t izole edilmis p)y<t<o(t)
tyogun pD)=1=0()

t, sagda ve solda yogun nokta

- . t, solda yogun ve sagdan sac¢ilimli nokta
iz
' . t, soldan sag¢ilimli ve sagda yogun nokta
5
' ' ’ t, sagdan ve soldan sa¢ilimli nokta
by

(f, yogun nokta ve ¢, izole edilmis nokta)

Sekil 1.1 Noktalarin sematik siiflandirilmasi



Ayrica f: T —[0,00) cekirdek fonksiyonu

Uit)y=o()—t
seklinde tanimlanir.

Tanimdan herhangi bir te T i¢in p(f)e T ve o(t)e T oldugu agiktir. Simdi T zaman
skalasindan tiiretilen T* kiimesini tanimlayalim. Eger T sola sa¢cilimli m maksimum

degerine sahip ise o zaman T* =T —{m}. Diger durumlarda ise T* =T . Ozetlersek;

T\(p(supT),supT] ; supT <oo
T =
T ; sup T =oo

seklindedir. Ayrica f: T — R bir fonksiyonise f?:T — R fonksiyonu her r€ T igin
() = (foo) (1)

seklinde tanimlanir.

Ornek 1.1.2 Farkli zaman skalalari icin ¢ekirdek fonksiyonunun nasil degistigini

gorelim:
(i) T =R alirsak, herhangi bir 7€ R i¢in
o(t)=inf{se R:s>t}=inf(t,) =1,
p(t):=sup{se R:s<t}=sup(—oo,t)=t.
Boylece her € R noktasi yogundur. Dolayisiyla her € Rigin
u()=0.
(i) T =Z alirsak, herhangi bir 7€ Z igin

o)=inf{se Z:s>t}=inf(t+1,t+2,t+3,...)=t+1,



p(t)=sup{se Z:s<t}=sup{..,t=3,t-2,t—1}=t—-1.

Boylece p(t)<t<o(t) oldugundan her te Z noktasi izole edilmistir. Dolayisiyla her

te Z igin
Ut)y=oc@)—t=t+1-t=1.

(iii) T={/n:ne N} w{0} alirsak, herhangi bir 7€ T igin

o(t)=o(n)=inf{se T:s>Vn}=inf{Vn+1L,Vn+2,. . =Jn+1=v>+1,

p(t)=p(x/;)=sup{se ']I‘:s<x/;}:sup{...,\/n—Z,\/n—l}:x/n—l :Vt2—1

olur. Boylece p(t)<t<o(t) oldugundan her te T noktasi izole edilmistir.

Dolayisiyla her te T igin
U@t) =~ +1—t

elde edilir. Cekirdek fonksiyonu zaman skalasinda ¢ok 6nemli bir role sahiptir. Bir¢ok

formiil, x(¢) carpanini igeren terimlere sahiptir. Bu formiillerden bir tanesi de Riccati

denklemidir. Genel zaman skalasinda skaler Riccati denklemi [1]’de asagidaki formda

verilmistir.

2

A < _
RNy

Bu denklemde T =R alinirsa adi Riccati diferansiyel denklemini

- +q(t)+Lz2 =0
p(t)

elde ederiz. T =Z alinirsa Riccati fark denklemini



2
2 +q)+

p)+z
elde ederiz. T zaman skalasinda [a,b] araligim
[a,b]={te T:a<t<b}

seklinde tanimlayacagiz. Diger acik ve yar1 acik araliklarda benzer sekilde tanimlanir.

Ayrica b solda yogun nokta ise [a,b]* =[a,b] ve b soldan sag¢ilimli nokta ise

[a,b]" =[a,b) =[a, p(b)] elde edilir.
1.2 ZAMAN SKALASINDA TUREV

Tammm 1.2.1 f:T — R bir fonksiyon ve 7€ T* olsun. Herhangi bir pozitif &£ sayisi

icin ¢’nin bir N komsulugunda her s€ N icin
[f o) -F©)]-fr0lo®-s]|<elow -

sartim1 saglayan f*(t) sayisina f fonksiyonun ¢ noktasindaki delta tiirevi denir.
Ayrica her te T* icin f*(tf) mevcutsa f fonksiyonuna delta tiirevlenebilir denir.

f*:T — R fonksiyonuna ise f fonksiyonunun T* iizerindeki delta tiirevi denir.

Ornek 1.2.2

(i) f:T—>R fonksiyonu her te T icin a@e R sabit say1 olmak iizere f(t)=a

seklinde tammlansin. f“(¢) =0 oldugunda herhangi bir pozitif £ sayist icin,
Lf (e~ f(9)]-0[o(t)-5] =|a—a| =0<e|o(t) -

sartt her se T icin saglanir.

(ii) f:T —>R fonksiyonu her te T i¢in f(f)=t seklinde tanimlansin. O zaman

f2(t) =1 olur. Ciinkii herhangi bir pozitif £ sayis1 igin,



Lf ()~ f(9]-1[o@)~s]|=|ot)-s-(0(t)-35)|=0< £|o(t) |
sartt her se T icin saglanir.

Teorem 1.2.3 f:T — R bir fonksiyon ve € T* olsun. O zaman ;

(i) f, tnoktasinda tiirevlenebilir ise 0 zaman f, ¢ noktasinda siireklidir.
(ii) f, ¢ noktasinda siirekli ve ¢ noktasi sagdan sacilimli ise o zaman f, ¢ noktasinda

tiirevlenebilirdir ve bu durumda

_ flo@)-f@)

At
) o

olur.

(iii) # noktas1 sagda yogun ise o zaman f, ¢ noktasinda tiirevlenebilirdir ancak ve

ancak

o FO= ()
st r—s

limiti mevcuttur. Bu durumda

fle)-f@)

A1) =i
PO w0

iv) f, t noktasinda tiirevlenebilir ise 0 zaman

fle@®)=fO)+ fAOu@).

Ispat: (i) f,t noktasinda siirekli ve ¢ noktas: saga dagilmis olsun. £e (0,1) ve

g*=g[1+\ fA(t)\+2ﬂ(t)T olsun. O zaman & € (0,1) olur. Tamm 1.2.1den ¢

noktasinin 6yle bir N komsulugu vardir ki her se U i¢in
[f@@en-f©)]-fr0lo®-s]|<elow 4.

Boylece her se NN (r—¢&",t+&") igin



[FO=f6)|=[{fee-F©)-F®]ow-s5])
~{ 1@~ f@O-u@f O} =5 £ )
<&'lo)—s|+e u)+ |t—s||f0)
<¢ [,u(t)+|t—s| +y(t)+‘fA(t)H
<¢' [1+\fA(t)\ + 2ﬂ(t)] =¢.
O halde f fonksiyonu ¢ noktasinda siireklidir.

(ii) f, t noktasinda siirekli ve 7 noktasi sagdan sacilimli olsun. Siireklilikten

lim L@ = f() _ fle®)-f{O) _ fle®) - f{)
s> o(t)—s o(t)—t 1(1) '

Boylece verilen £ > 0 sayis1 i¢in, ¢ noktasinin 6yle bir N komsulugu vardir ki her

se N icin

o)~ 1) _flem)-fo)|_,
ot)-s uo |

elde edilir. Bu esitsizligi |0'(t) - s| ile carparsak

[f(a(r))—f@)]—%[o(z)—s] < e|o() -]

esitsizligi elde edilir. Boylece bu esitsizlikten

flo@®)-f@®)

A1) =1i
PO w0

sonucu elde edilmis olur ki bu ispati tamamlar.
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(iii) £, 7 noktasinda tiirevlenebilir ve ¢ noktasi sagda yogun olsun. € >0 sayisi verilsin.
/, t noktasinda tiirevlenebilir oldugundan ¢ noktasinin bir N komsulugu vardir dyle ki

her se N icin
[f @)= f)]-r O] -s] <elo@) -
esitsizligi saglanir. o(f) =t oldugundan
[f @@= f©]-r O =s]sel—s

esitsizligi elde edilir. Buradan da her se N, s #¢ i¢in

<€

‘f(t) FG) _ pay

elde edilir. Sonug olarak

0 = lim L D=L )
— =

denklemi elde edilir.

(iv) f fonksiyonu ¢ noktasinda tiirevlenebilir olsun. Eger o(t)=¢ ise o zaman

M(t) =0 olur. O halde

flo@)=f@)=f@O)+u@)f )

ile istenen kolayca elde edilir. Diger taraftan o(¢) >t ise o zaman (ii)’den

flo@®)-f@)

flo@)=f()+u@)
(1)

= f@)+u@) fo )

elde edilir. Bu ise ispat1 tamamlar.
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Ornek 1.2.4 f“(¢) tiirevini baz1 zaman skalas1 6rnekleri icin inceleyelim:

(i) T=R alalimve f:R — R fonksiyonu € R noktasinda delta tiirevlenebilir olsun.

i D= F(®)

limiti mevcutsa f fonksiyonunun ¢ noktasinda tiirevlenebilir oldugunu
s—t r—s

ve bu limitin f'(¢) ile gosterildigini tiirevin tanmimindan biliyoruz. O halde Teorem 1.2.3

(iii) sikkindan

=1

£y tim LD =S )
st t —S
elde edilir. Boylece T=R ise f*(t)= f'(t) olur.

(ii) T=Z ve f:Z— R, te Z noktasinda delta tiirevlenebilir olsun. O zaman

flo@)-f@) _ fE+D-f@)
(1) 1

fin = = ft+D)— f()=Af (1)

elde edilir ki bu bilinen ileri fark operatoriinden baskas1 degildir.

(iii) T={n:ne N}U{0} ve f:Z - R, re Z noktasinda delta tiirevlenebilir olsun.

O zaman
= L@O=f@O _ D@
(1) P +1-t
elde edilir.

Teorem 1.2.5 f,g:T — R fonksiyonlar1 € T* noktasinda tiirevlenebilir olsun. O

Zzaman

(i) f+g:T >R, te T" noktasinda tiirevlenebilirdir ve

(f+g) ()= m)+g* ).
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(ii) Herhangi bir o sabiti igin,

(af) ) =af ).

(iii) fg: T — R, t noktasinda tiirevlenebilirdir ve
(£2)" O =F" g+ fo®)g* ()= FNg" 1)+ f*()g(o(t)).
iv) f(t)f(o(t))#0 ise % , t noktasinda tiirevlenebilirdir ve

(gj O OB
f f@Of (@)
f

(v) g(t)g(o(t))#0 ise —, t noktasinda tiirevlenebilirdir ve
8

(fj =L 8O- F ")

g g(Hg(o(1))

Ispat: Kabul edelim ki f,g:T —R fonksiyonlari te T* noktasinda delta
tiirevlenebilir olsun.

(i) £>0 olsun. O halde ¢’nin 6yle N, ve N, komsuluklart vardir 6yle ki her se N,

icin
@)= F )= @) (0 =s)| <o s
ve her se N, icin
5@~ 29~ W) (o) -5) < Jon) 4.

N =N,NN, alalim. O zaman her se N i¢in
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(f+2) @) —(F+8) )~ F D+8* D) (oW ~s)
=|r (@)1= 0 (0()-5)+ 26N~ g()- g D)) =5)

<| @)= F()= £ O (00)=5) +|g(0@) - g(5)- 8" D) (1))

<Llo@)-s|+E|ot) - s| = £|or) 4.
2 2
Boylece f + g, 1'de tiirevlenebilir ve (f + g)A = f*+g" saglanir.

(iili) £€(0,1) olsun. & = 8[1+|f(t)|+|g(0(t))|+‘gA(t)H_1 seklinde tanimlansin. O

zaman & € (0,1) olur. Boylece ¢’nin dyle N, ve N, komsuluklari vardir 6yle ki her

s€ N, igin

@)= 1= @) (00 -s)|< T low

ve her se N, igin

§(@W)=8(5)=8")(00)=5)| < T [o ()~
ve Teorem 1.2.3 (i)’den her se N, igin

|fO—fs)|<é€

olur. N=N,NN,NN, ve se N olsun. O zaman

(f2) (@) =(f2) )= F* @)+ fDg* ) ](a()->)
=[ fle@-f5)-F* 0 (at)-s5)]2(0(t)
+[ gl -g(s)-g* D) (o) -s) | f@®)

+[ g0 -g()=g* D) (o) =s) [ f ()= )]



+(a0)=s)g* O[f ()= fO)]
<&'|o(t)-s||g(c@)|+& |o() - 5||f 1)+ €€ |ot) = 5|+ £ |o() - 5|* ()]
=& |o0) = || [s @)+ f O]+ & +[g* 0]

<&'lo || |g(e@)]+| W] +1+[g* || = "o ) -3].
Boylece ¢ noktasinda (fg)" (1) = f2g° + fg" esitligi saglanur.

f

(iv) —, t noktasinda tiirevlenebilir olsun.
8

FA NN G L
L o=rol ] osro s

g4 (1) A 1
— 4+ ) —
g g(o(1)) J ()g(G(t))

_[f0e®- et
g g(o(n)

=—f®

Teorem 1.2.6 o bir sabit ve me N olsun.

(i) f fonksiyonu f(¢)=(t—a)" seklinde tanimlansin. O zaman
A “ v m—1-y
ffm=>Y (e-a) (t-a)" .
v=0

(ii) g fonksiyonu g(t) =

m

olmak tizere

m—

gt ==Y 1

= (on-a)" (1-a)

v+l 7

14

seklinde tanimlansin. O zaman (t—a)(o()—a) #0
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Ispat: (i) Bu formulii timevarim yontemiyle ispat edelim. Eger m=1 ise o zaman
f(t)=t—a olur. Ornek 1.2.2 (i), (ii) ve Teorem 1.2.5 (i)’den f*(t) =1 buluruz. Simdi
kabul edelim ki f(¢)=(t—)" i¢in

m—1

=X (cy-a) (t-a)""

v=0

saglansin. F(t)=(t—-a)"" =(t—a)f(t) fonksiyonunu tanimlayalim. Teorem 1.2.5

(iii)’teki ¢arpim kuralim1 kullanirsak
FAt) = fle)+(t-a) f* (1)

= ((Cf(t) —a)" +(1-a) mz_‘i (c)-a) (t- a)m_l_vj

v=0

_ ((G(I) _a)" +g(g([) ~a)’ (t—a)m_vj

—_

=S (ct)-a) (i-a)"

v

-V

Il
(=)

Boylece tiimevarim yonteminden istenen sonug elde edilir.

(i) g(r)=

1 1
— = i¢in, Teorem 1.2.5 (iv)’ii uygularsak (1—a)(o()—a)#0
(t—a)"  f(1)

olmak tizere

2@

SO 0o

—

3

m—1-v

(c)-a) (t-a)

(t-a)" (ct)-a)"

m—1 1
T(-a)" (c-a)"
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Ornek 1.2.7 T herhangi bir zaman skalasi olsun. f:T — R fonksiyonu her 7€ T igin

(i) f()=t" ise

A= Zl“ o)t =t+0o(1)

v=0
2t ; T=R

=<2t+1 ; T=Z

Vit +1+t 3 T={Jn:ne N}u{0}.

(i) f(1)=(t-1)" ise

A=Y (e@0-1y.(1-1)"
= (1=1)* +(0@) =D (1=1)+(c(1) 1)’

3(r-1)° : T=R
=437 =3¢ +1 : T=%

26> =3t +4+~ +1(1=3) ; T={/n:ne N}u{0}.

(iii) f(2) =% ise

1
A
f=——o
fo@® Py
—tlz ; T=R
1
R r=z
1
- . T ={Jn:neNyu{0}.
Nt +1
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| .
(iv) — ’ nin tiirevini bulalim.
t

. 1 t+0o(t)
A
g (t)=- =
go(t)“ (1) o
2
_t_3 N T:R
2t+1
e —— :Z
2 (t+1)
P+ ' '

Tamm 1.2.8 (Yiiksek mertebeden tiirevler) f:T — R bir fonksiyon olsun.
AT =(T")K iizerinde tiirevlenebilir olsun. O zaman £*: T — R’ya ikinci

mertebeden delta tiirevi denir. Benzer sekilde n. mertebeden f* : T¥ — R delta
tiirevleri de tamimlanabilir. Son olarak te T icin o>(t) = o(o(t)) ve p*(t) = p(p(1))

seklinde tanimlansin. Benzer sekilde ne N i¢in o"(f) ve p"(¢) tanimlanabilir. Ayrica

P'O=0"®)=t, f* =f ve T =T.

Ornek 1.2.9 Genelde f ve g iki kez tiirevlenebilir olsalar bile fg iki kez tiirevlenebilir

olmayabilir. f ve g iki kez tiirevlenebilir ve f ¢ tiirevlenebilir olsun.
A (e
(fg) =r'g+f7g"
oldugu bilindigine gore
AA . A
(fe)" =(fs+r°g")
— fAAg +fA"gA +f0'AgA +fo"gAA

=g+ (7 f7) gt + F g
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Burada £ yerine f2°, f° yerine f™ ve f° vyerine f° kullanildi. Bundan sonra da bu

gosterimleri kullanacagiz. n. mertebeden tiirev i¢in ise Leibniz formiiliinii kullanacagiz.

Teorem 1.2.10 S,E"), k kez 6 ve n - k kez A’y1 igeren bir kiime olsun. Eger her A€ S,E")

icin f* mevcutsa o zaman her ne N icin

(fe)" = n { Z,)fA}g“ : @2.1)

Ispat: Tiimevarim yontemiyle ispat edelim. n =1 icin Ornek 1.2.9’dan (2.1) dogrudur.
(n=0 i¢in ZAE @ f* = f kabul edelim. Béylece n=0 icin de (2.1) saglanir.) Simdi

kabul edelim ki her ne N igin

(fg)A":i{ ()fA}gAk

saglansin. O zaman delta tiirevinin ¢arpma ve toplama kurallarini kullanirsak

oz
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Boylece tiimevarim yonteminden istenen sonug elde edilir.

Ornek 1.2.11 (i) T =R ise 0 zaman her Ae S icin f* = £ olur. Burada f, f

fonksiyonunun n. mertebeden tiirevini gostermektedir.

oldugundan

Ae SL”’ Aes!” Aes

olur. Boylece

o3[z 3

k=0\ Acs!

elde edilir ki bu analizdeki Leibniz formiiludiir.

(i) T=Z ise o zaman her AeS" icin f*=A"*f olur. Burada A"f, f

fonksiyonunun n. mertebeden fark operatoriinii gostermektedir.

)

s

oldugundan

S e g atgeaty (s

Aes™ Aes™ Aes™

elde edilir. Boylece

Z{Zf } = (Z EF(E+ kA g (1)

k=0 AES k=l

olur ki bu fark denklemlerdeki Leibniz formuliidiir.
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Ornek 1.2.12 1 >0 ve T=hZ ={hk :ke Z}olsun. te T igin
ot)=inf{se T:s>t}=inf{r+nh:ne N} =r+h,
p(t)=sup{seT:s<t}=sup{t—nh:ne N}=t—h.

Boylece her te T noktasi izole edilmis noktadir ve her t€ T ig¢in

Ut)=0(t)—t=t+h—t=h

olur. Yani u(t) fonksiyonu sabit bir fonksiyondur. Ayrica f:T — R fonksiyonunun

birinci ve ikinci mertebeden delta tiirevi, her 7€ T igin

FO@O)-f@) _ f+)—f@®)
L(1) h ’

fin=

fia@)- @)
()

0=

_ a0
h

fa+2h) = fa+h) _ fa+h)=fQ@)
h h
h

_ S22 - fa+h) - fa+h)+ fQ@)
n’ '

seklindedir. Benzer sekilde f (¢)’ yi hesaplamak ¢ok uzun bir yontem olur. Baska bir

yaklagimla bu fonksiyonu hesaplayalim. ik nce dikkat edilirse
o"(t)=t+nhve p"(t)=t—nh, Vne N,

oldugu hemen goriiliir.
Simdi bir A, operatorii, I birim operatdr olmak iizere A, =%(0'—I ) seklinde

tanimlansin. Binom teoreminden
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i(:}kb"k ~(a+b)"

k=0

oldugunu biliyoruz. A, operatdriiniin n. kuvvetini bulmak i¢in bu teoremi kullanirsak

A? =%(a_z) :hiz(zja e

k=0

elde edilir. Bu operatére f fonksiyonunu uygulayalim. Boylece

=3[} e )

T ek

elde edilir ki bu f fonksiyonunun n. mertebeden delta tiirevidir.

Ornek 1.2.13 a,b >0 olsun ve

P.,= ﬁ[k(a+b),k(a+b)+a]
k=0

zaman skalasini géz oniine alalim. O zaman

t ;L€ O[k(a+b),k(a+b)+a]
o(r) = .
t+b ; te U{k(a+b)+a}
0 ; te 0[k(a+b),k(a+b)+a]
(1) = -

b ; te O{k(a+b)+a}

elde edilir. (Bakinmiz Sekil 1.2)
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o't
3a+2b
2a+2b — °
2a+b T+
a+b — °
a -
A W— I W— [ — >
0 a a+b 2a+b  2a+2b 3a+2b t

Sekil 1.2 P, icin ileri sicrama operatorii

Ornek 1.2.14 Farz edelim ki bir tiire ait yasam siiresi bir birim zaman olsun. Ayrica bu
tiir 6lmeden hemen Once yumurtlasin ve iki birim zaman sonra yavrular yumurtadan

ciksin. Boylece zaman skalasi denklemi asagidaki gibi olur.
P, =U[3k.3k+1].
R )
Bu zaman skalasi i¢in ¢ekirdek fonksiyonu asagidaki gibi olur:

0 ; te O[3k,3k+1]

k=0

2 ;e J{B3k+1}
k=0

() =
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I3
E L] . L] L] . L] L] . . L] . . L]
,»Egg ® & & & #F B B F & F R R R R R RN
F

Seldl 1.3 Bazt Zaman Skalas1 Ornekleri

Ornek 1.2.15 ¢ >1 olsun.
q° ::{q" ke Z} ve q_z:: q° u{o}
Burada zaman skalasi olarak T = q_z alalim. O zaman V¢e T igin

G(t) :lnf{q” ne [m+1’oo)} :qm‘H :qqm :qt,

] it am
p(t)=sup{q" :ne (—o,m-11}=q""=q"'q =

uny=o@)—r=(qg-1)t

olur. O halde 0 noktast sagda yogun nokta, diger noktalar ise izole edilmis noktalardir.

f:T — R fonksiyonu i¢in

fin =

fleO) = /() _fan=1®) o 1\
(1) (gDt

veE

i OO

s—0 s—0 Ky

740 =i LO=S0)

Simdi f fonksiyonunun ¢ # 0 noktasindaki ikinci mertebeden tiirevine bakalim.
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P O R0
p(t)

_ fAan-£40)
(g—1)1

f@’n-fg)  flgn—-f@)
q(g—1t (g—Dt
(g=1)1

_ f(g°D)— f(g)—qf (gt) +qf (¢)
q(q—1)2 t

_f@D-flag+D+af &)
q(q —1)2 t?

Ornek 1.2.16 T=N; = {n2 i ne NO} zaman skalasini diisiinelim.

6(n2)=inf{se N; :s>n2} =inf{(n+1)2 ‘ne NO} =(n+1)2,
p(n?) :sup{se N; :s< nz} :sup{(n—l)2 ‘ne NO} =(n-1)",

un*)y=on*)—n’ =(n+1)2 —n*=2n+1.

O halde re T igin o(t)=(r +1)2, p6)=(r —1)2 ve u(t)=1+2t elde edilir.

Boylece her 1€ T noktasi izole edilmis noktadir. Ayrica f : T — R fonksiyonu i¢in

fin =

fom-ro_T(Nr+1))-ro
(t) 1+ 24t ’

Yte T

elde edilir.



Tablo 1.2 Zaman skalasi 6rnekleri

T (1) o(1) p(1)
R 0 t t

Y4 1 t+1 r—1
hZ h t+h t—h
" | (g-1)t qt tlq
NG | 2ve+1 | (Vr+1) | (Ne-1)

1.3. ZAMAN SKALASINDA INTEGRAL

Integrallenebilir fonksiyonlarm siniflarin1 tanimlamadan once asagidaki iki kavramin

tanimini verelim.

Tammm 1.3.1 f:T — R fonksiyonunun T ’deki biitiin sagda yogun noktalarda sag

limiti var ve biitiin solda yogun noktalarda sol limiti var ise f fonksiyonuna diizenli

(regulated) fonksiyon denir.

Tanmm 1.3.2 f:T — R fonksiyonunun T ’deki biitiin sagda yogun noktalarda siirekli
ve biitiin solda yogun noktalarda sol limiti var ise f fonksiyonuna rd-siirekli denir. Bu

tezde f:T — R rd-siirekli fonksiyonlarinin kiimesi

Crd = Crd (T) = Crd (T’ R)

ile gosterilecektir. Tiirevlenebilir ve tiirevi rd-siirekli f: T — R fonksiyonlarin

kiimesi ise

Cid = Cid (T)= Crld (T’ R)

seklinde gosterilecektir.

Teorem 1.3.3 f: T — R fonksiyonu i¢in

(i) f fonksiyonu siirekli ise o zaman f fonksiyonu rd-siireklidir.
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(ii) f fonksiyonu rd-siirekli ise 0 zaman f fonksiyonu da diizenlidir.
(iii) Sicrama operatorii o rd-siireklidir.
(iv) f fonksiyonu diizenli ve rd-siirekli ise o zaman f° fonksiyonu da diizenli ve rd-

suireklidir.

(v) f fonksiyonu siirekli olsun. g: T — R fonksiyonu diizenli veya rd-siirekli ise fog

fonksiyonu da diizenli veya rd-siireklidir.

Tammm 1.3.4 f:T — R siirekli fonksiyonu

(i) D c T* olmak iizere, T*\ D sayilabilirdir.
(ii)) D kiimesi, T ’nin sagdan sacilimli 6gelerinin hicbirini icermez.
(ili) f fonksiyonu her re D igin tiirevlenebilir ise f fonksiyonuna D tiirevlenebilme

bolgesi ile birlikte 6nceden tiirevlenebilir denir.

Ornek 1.3.5 T:=P,, olsun. f:T — R fonksiyonu

0 ; re Ur,[3k,3k+1]
f)=
t-3k—1 ; te[3k+1,3k+2],ke N,

seklinde tanimlansin. (Bakiniz Sekil 1.2). O zaman D tiirevlenebilme bolgesi

D=T\|J{3k+1}

k=0

ile birlikte f fonksiyonu 6nceden tiirevlenebilirdir.
Teorem 1.3.6 Kompakt bir aralikta her diizenli fonksiyon siirlidir.
Ispat: Kabul edelim ki f :[a,b] — R fonksiyonu sinirsiz olsun. O halde Vne N igin

A, elab] > |f@)|>n.

Ayrica {1, :ne N} C[a,b] oldugundan yakinsak bir {tnk} " alt dizisi vardir. Bu ise

ke

bazi t, € [a,b] i¢in
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(2.2)

demektir. T kapali ve {z, :ne N} oldugundan ¢, T *dir. (2.2)’den ¢, izole edilemez ve

ya listten ya da alttan #,’a yaklasan bir alt dizisi vardir. Her iki durumda da lim f (¢)

sonlu olmak zorundadir. Bu ise kabuliimiizle ¢elisir.

11,

Teorem 1.3.7 (Orta Deger Teoremi) f ve g, T iizerinde tanimh reel degerli

fonksiyonlar ve D iizerinde dnceden tiirevlenebilir olsunlar. O zaman

[FA 0| < g% (@), Vie D ise |f(s)= f(r)|< g(s)—g(r),Vr,se T,r<s

Ispat: r,se T ver<s olsun. [r,s)\D={t, :ne N} seklinde gosterilsin. £>0 olsun.

Simdi tiimevarim ilkesini kullanarak, her 7€ [r, s] icin

S@: |fO-f)|< g(t)—g(r)+8(t—r+22_"j

1, <t
esitsizliginin saglandigini gosterelim.

I. S(r) ciimlesi dogrudur. Ciinkii

|f(r)—f(r)|=0< g(t)—g(r)+€(t—r+22_”]

IL. ¢ sagdan sacilimli ve S(7)ctimlesi dogru olsun. O zaman t€ D igin

£ (o@)= FO)|=|f O+ 1) £ )= f ()

<p@)| >0+ f 0= f )

Su(t)gA(t>+g(r)—g<r>+s(t—r+22‘"

1,<t

= g(G(t))—g(r)+s(t—r+ Z 2—nj

t,<o(t)

|
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<g(0'(t))—g(r)+8(6(t)—r+ > 2]

t,<o(t)

Boylece S(o(t)) ciimlesi dogrudur.

III. Kabul edelim ki S(¢) ciimlesi dogru ve f#s noktast sagda yogun olsun. Bu

takdirde iki farkli durum s6z konusudur: r€ D ve t¢ D. Simdi kabul edelim ki te D

olsun. O zaman f ve g, ¢ noktasinda tiirevlenebilirdir ve bdylece ¢’nin bir U

komsulugu vardir 6yle ki her 7€ U icin

lF (= f@- 0 (-7) s§|z—r :
[s-5@ =g W) (-0 < Ji~7
olur. Boylece her 7€ N icin
If(t)—f(f)lSﬂﬁ(t)hﬂk—d
g -2 -g* () (z-1)[2 —§|t—2'|

elde edilir. O halde her 7€ N N(t,0) igin

O = f| | @)= FO+|f@) - ()

< [‘fg)hﬂh—fﬁ +| (@O = f(r)

S[‘gA(t)‘JrﬂV—THg(t)—g(r)+€(t—r+22—"J

1,<t

= gA(t)(T—t)+§(T—t)+g(t)—g(r)+8(t—r)+€[22_"j
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< g(T)—g(t)+§|t—T|+§(Z‘—t)+g(t)—g(r)+€(t—r)+€[22_"j

1, <t

:g(f)_g(t)+€[t—r+22—nj

t,<t

olur. Boylece S(7) ciimlesi dogrudur. Ikinci durum icin t¢ D olsun. O zaman bazi
me N igin t=¢, olur. f ve g Onceden tiirevlenebilir oldugundan her ikisi de

stireklidir ve bdylece #’nin bir N komsulugu vardir 6yle ki her 7e N i¢in

F(@)— £ ) sgz-m

gD —g|< 2™
2
olur. Bu yiizden her 7€ N i¢in
g0 —g|< 2™
2
veE
|f @)= f|<|f @)= O+ F )= £ ()

sgz-m+g(¢)—g(r)+g(t—r+22-"j

1, <t

S%Z‘m+g(f)+§2_m —g(r)+€(f—r+z2_"j

1,<t

=g2™" +g(T)—g(r)+8[T—r+z2_"J

t,<t

Sg(r)—g(r)+€(r—r+22‘")

1,<tT
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elde edilir. Boylece her 7€ N N (t,) igin S(7) climlesi dogrudur.

IV. Simdi 7 solda yogun ve S(7) climlesi her 7 <t icin dogru olsun. O zaman

lim|f(2)— f(r)| < lim{g(z')—g(r)+€(f—r+ 22-"}

t,<T

< lim{g(r)—g(r)+8(f—r+22—nj}

t,<t

oldugundan S(7) climlesi dogrudur.

Onerme 1.3.8 Kabul edelim ki f ve g, D tiirevlenebilme bélgesi ile birlikte 6nceden

tiirevlenebilir olsun.

(i) Eger N kiimesi r,se€ T son noktalariyla birlikte kompakt bir aralik ise 0 zaman

|f ()= f ()| S{ sup ‘fA(t)‘}|S_r|

teU*ND

(ii) Her 7e D icin f*()=0 ise o zaman f sabit bir fonksiyondur.
(iii) Her 7€ D icin f*(t)=g"(t) ise o zaman her te T icin g(t)= f(¢)+C . Burada

C bir sabit sayidir.

Ispat: Kabul edelim ki f fonksiyonu, D ile birlikte 6nceden tiirevlenebilir olsun.
r<s olacak sekilde r,se T alalim. re T icin g(¢) fonksiyonunu asagidaki gibi

tanimlayalim:

g() :={ sup \fA(f)\}(t—r)'
ze[r.s]"nD
O zaman her t€[r,s]" N D icin

gA(t)iz{ [SU]E ‘fA(z')‘}z‘fA(t)‘.
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Teorem 1.3.7°den her t€ [r,s] igin

g—g(r 2| f@)—f(r)

olur . Buradan

If(s)—f(r)lSg(s)—g(r)=g(s)={ sup \fA(T)\}(s—r)

7e[r,s]"nD
elde edilir. Boylece istenen elde edilmis olur.

Teorem 1.3.9 f diizenli olsun. O zaman D tiirevlenebilme bolgesinde 6nceden

tiirevlenebilir bir F fonksiyonu vardir dyle ki her te D igin
F(1)=f@).

Tamm 1.3.10 Kabul edelim ki f:T — R fonksiyonu diizenli olsun. Teorem 1.3.9’daki
gibi herhangi bir F fonksiyonuna f fonksiyonunun 6n antitiirevi denir. Bir f diizenli

fonksiyonunun belirsiz integralini agsagidaki gibi tanimlariz:
j FOA=F{)+C

Burada C bir sabit sayr ve F fonksiyonu f fonksiyonunun 6n antitiirevidir. Cauchy

integralini de asagidaki gibi tamimlayalim: Her r,s€ T icin

[ foA()=F@)-F).
Ayricaher re T" i¢in
j f(OAt=F@)+C
ise F: T — R fonksiyonuna f :T — R fonksiyonunun antitiirevi denir.

Ornek 1.3.11 Eger T =Z ise a #1 bir sabit say1 olmak iizere,

Ia'A(t)
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belirsiz integralini hesaplayalim.

a + C elde edilir.

oldugundan I a'A(t)=
a—1
Teorem 1.3.12 Her rd-siirekli fonksiyon bir antitiireve sahiptir. Ozel olarak #,€ T ise o

zaman re€ T igin

F(t)= j f(T)AT

Iy
seklinde tanimlanan F fonksiyonu f fonksiyonunun bir antitiirevidir.

Ispat: Kabul edelim ki f fonksiyonu rd-siirekli bir fonksiyon olsun. Teorem 1.3.3

(ii)’den f fonksiyonu diizenli bir fonksiyondur. F bir fonksiyon olsun. Teorem

1.3.9’dan biliyoruz ki bu F fonksiyonu D tiirevlenebilme bolgesi olmak iizere, her

te D icin,
Fi(t)=f(@)

sartin1 saglar ve F fonksiyonu D tiirevlenebilme bolgesi ile dnceden tiirevlenebilirdir.

Simdi her e T" i¢in

FAt)=f(@)

sartinin saglandiginm gosterelim. (Bu elbette T*\ D ’deki biitiin noktalar1 da kapsar). O

halde e T\ D alalim. O zaman ¢ sagda yogundur ¢iinkii Tanim 1.3.4 (ii)’den T*\ D

herhangi bir saga dagilmis nokta icermez. f rd-siirekli oldugundan ¢ noktasinda da
stireklidir. £ >0 olsun. O zaman ¢ noktasinin bir N komsulugu vardir 6yle ki Vse N

icin |f(s)— f(1)| < € elde edilir.
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Ayrica 7€ T igin, h(7):=F(7)— f(t)(7—1,) fonksiyonunu tamimlayalim. O zaman h

fonksiyonu, D tiirevlenebilme bolgesi ile onceden tiirevlenebilirdir. Buradan Vze T

i¢in,
W (z)=F*(r)=f(O=f(7)-f ()
olur. Boylece her s€e DNU igin,
h(s)=|f()-f<e
elde edilir. Buradan da

sup ‘hA(s)‘ <e

se DNU

elde edilir. Dolayisiyla Onerme 1.3.8°’den re N igin,

[F@6)= F(r)= f@)t=n)|=[ne)+ f@) (t=1,) =)+ F0) (r=1,) |- F@) (t=7)

= |n(®) = h(r)

={ sup ‘hA (s)‘}|t—r|

se DNU

<& |t - r| .
Sonug olarak F*(t)= f(t) ve F fonksiyonu ¢ noktasinda tiirevlenebilirdir.

Teorem 1.3.13 fe C vete T" ise 0 zaman

o(t)

[ r@oac=pof

Ispat: Teorem 1.3.12’ den f ’nin bir F antitiirevi vardir ve

o(t)

[ F@AT=F(o@)-F(1)=u®F* (t)=u@®f @)

t
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Teorem 1.3.14 f* >0 ise o zaman f azalmayandir.

Ispat: [a,b] iizerinde f*>0 ve s,te T olsun. a <s<t<b kabul edelim. O zaman

fF@W=f)+[ A @AT2 f(5)
Teorem 1.3.15 a,b,ce T, e R ve f,ge C,, ise 0 zaman

W) [[fO)+g]ar=] FOA(1)+ [ g)Az,
(ii) j (af)(t)Az:aj F(OAL
(i) [ F()At=—[ f (DAL

(iv) T fOAr= j f(OAr+ i f(OAL

W) [ o) )Ar=(fg)(b)~(fz)(a)=| f* g DAL
W) [ Fg 0Ar=(fg)(b)-(f2)(a)=[ f* (g(a(t)AL

(vii) j f(t)At =0;

(viii) [a,b) iizerinde | f (t)| < g(t) ise 0 zaman

f ()AL

< }g(t)At;
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b
(ix) Her a<t<bi¢in, f(¢)=0 ise o zaman J-f(t)At >0.

a

Ispat: (i) f ve g fonksiyonu rd-siirekli oldugundan Teorem 2.3.12°den F ve G

seklinde antitiirevlere sahiptir. F +G, f + g ’nin antitiirevi olmak iizere, Teorem 1.2.5

(i)’den
[(f +8)®A=(F+G)(b)~(F +G)(a)
= F(b)—F(a)+G(b)-G(a)
= j FOA+ j g(DAL.
(iv) [ f08=F®)-Fa)

=F(c)-F(a)+F(b)—F(c)

c b
= j FOA+ j F(HAL.
(v) fg, f°g"*+ f*g nin antitiirevi oldugundan

T + £8) ()8 = () (5)— (fe) ).

a

(i) sikkindan istenen elde edilir. Burada (v) ve (vi) siklarina kismi integrasyon denir.

Teorem 1.3.16 a,be T vef e C,, olsun.

(i) Eger T =R ise 0 zaman
j F(HAL = j f)dt .

(ii) [a,b] aralig1 sadece izole noktalari igeriyorsa o zaman



36

S MOF@) 5 a<b
If(t)Ar: 0  a=b
Y HOF@) 5 a>b

seklindedir.

(iii) 2 >0 olmak ilizere, T =hZ ={hk : ke Z} ise 0 zaman

S fkioh ; a<b

k=alh

[rnac=10 . a=b

S fkidh 5 a>b

k=b/h
seklindedir.
(iv) T =Z ise o zaman

7w s oa<b

[rmar=40 . a=b

a-1

L@ 5 a>b

seklindedir.
Ispat: (i) Ornek 1.2.4’ten agiktur.

(ii) [a,b]| araligindaki her nokta izole oldugundan dolayi, [a,b] aralifi sadece sonlu

sayida nokta icerir. Kabul edelim ki a <b ve [a,b] = {to,tl,...,tn} olsun. Burada
a=t,<t <t,<..<t =b

Teorem 1.2.15 (iv)’ten
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[roa=5 1 ron
= __1 (J') f(At

=> u(t) f(t) ( Teorem3.2.13ten )

=S wr s,

tefa,b)

a>b ise o zaman a <b i¢in yapilanlar ve Teorem 1.3.15 (iii) kullanilarak istenen elde
edilir. a=>b ise o zaman Teorem 1.3.15 (vii)’den jb f(@®)At =0 elde edilir. (iii) ve (iv)

(i1)’nin 6zel durumlaridir.

Tanmm 1.3.17 ae T, supT = ve [a,oo) araliginda f, rd-siirekli ise genellestirilmis

integrali
2 b
[ f@ar=1im [ f)ar

seklinde tanimlanir. Bu limit varsa genellestirilmis integral yakinsaktir. Eger limit yoksa

o zaman genellestirilmis integral iraksaktir.

Tanmm 1.3.18 7,,7,€ T igin [T,,00) ={re T:t 2T} ve [T,.T,], ={re T:T,<1<T}

olsun. C([To,oo)T ,]R), [%,m)T ‘den R ’ye biitiin siirekli fonksiyonlarin1 gostersin.

BC[TO,oo)1r :={x:xe C([Y}),oo)T,]R), sup |x(t)|<oo}

IE[T(]’OO)T

seklinde tanimlansin. (BC T, oo)1r ,

.||)uzay1, x||: sup |x(t)| normuyla bir Banach
(7o),

te| 1,0 I

uzayidir.
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Tanmm 1.3.19 X < BC [To,oo)T olmak iizere, herhangi bir £ >0 i¢in,

Vxe X, 3T e[T,), > |x@t)-x(t,)|<e Vi.1,e[T},),
sartlarini sagliyorsa X kiimesine diizgiin Cauchy denir.

Tamm 1.3.20 Herhangi bir £ >0 icin, Vxe X ve f,,t,€ [a,b]1r oldugunda en az bir
0>0 vardir oyle ki |1f1 —t2|<5 iken |x(t1)—x(t2)|<€§art1n1 sagliyorsa X kiimesine

[a,b]T iizerinde es-siirekli denir.

Lemma 1.3.21 X c BC[T;,e)_ smurh ve diizgiin Cauchy olsun. V7, € [T;,)_ igin

X, [7}),7“1]1r iizerinde es-siirekli ise 0 zaman X kiimesine relatif kompakt denir.

Lemma 1.3.22 (Kranoselskii’nin sabit nokta teoremi) Q bir Banach uzay1 ve X
kiimesi € Banach uzaymm smrli, konveks ve kapali altkiimesi olsun. Ayrica

U,S: X — Q operatorleri asagidaki kosullar1 saglasin.

(1) Vx,ye X i¢in Ux+ Sye X
(i1) U daralma doniisiimii

(ii1) S tam siirekli
O zaman U +S§, X kiimesinde bir sabit noktaya sahiptir.

Lemma 1.3.23 Q bir Banach uzay1 ve X kiimesi Q Banach uzayinin sinirli, konveks ve

kapal1 altkiimesi olsun. Ayrica U,S : X — Q operatorleri asagidaki kosullar1 saglasin.

(1) Vxe X i¢in Sxe X

(i1) S tam siirekli

O zaman S, X kiimesinde bir sabit noktaya sahiptir.

Tamm 1.3.24 (Notral ve gecikmeli diferensiyel denklemler)

a,x"(t)+ax"(t—7)+byx'(t)+bx'(t—7)+cyx(t) +c,x(t—7) = f(x) denkleminde
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i) a,#20 ve a, #0 yada

i) a,=0, a, =0, b, #0 ve b, #0 ise notral diferensiyel denklem,

i) a, #0 ve a, =0 ise b, #0 veya ¢, #0 yada

iv) a,=0, a,=0, by#0, b,=0, ¢, #0 ise gecikmeli diferensiyel denklem

olarak tanimlanir.



2. BOLUM
ZAMAN SKALASINDA BiRiINCi MERTEBEDEN NOTRAL
DINAMIK DENKLEMLERDE SALINIMSIZ COZUMLERININ
VARLIGI

2.1. (1.1) Notral Dinamik Denkleminin Salimmsiz Coziimlerinin Varhgi

Bu boliimde Z.-Q.Zhu ve Q.-R.Wang’in keyfi bir T zaman skalasi {izerinde,

[x()+ pt)x(g )] + f (1. x(h())) =0 (1.1)

formundaki nétral dinamik denklemin salinimsiz ¢oziimlerinin varligini inceleyen

makale incelenmistir [3]. Bu boliimden sonra (1.1) denklemi i¢in asagidaki sartlarin

saglandigini kabul edelim.
(H1) g,he C,(T,T), g(t)<t, }i_}rgg(t) = oo, }i_r)gh(t) =oo ve bir {c,}, , dizisi vardir
Oyle ki limc¢, =0 ve g(c,,,) =c,.
(H2) pe C,(T,R) ve |p,| <1 olacak sekilde bir p, sabiti vardir dyle ki lim p(1) = p, .
(H3) fe C(TxR,R), f(t,x) fonksiyonu x’e gbre azalmayan te T ve x#0 icin
xf (£,x)>0.
Bu boliimden itibaren

2(t) = x(t)+ p()x(g(®)) (2.1)

notasyonunu kullanacagiz.
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Teorem 2.1.1 x(¢), (1.1)’in belli bir yerden sonra pozitif olan ¢dziimii olsun. O zaman

ya limx(t)=a >0 yada limx(¢) =0 olur.

Ispat: Kabul edelim ki x(¢), (1.1)’in belli bir yerden sonra pozitif olan ¢ziimii olsun.
(H1) ve (H2) kabuliinii g6z 6niine alalim. Bdylece her te [Tl,oo)T i¢in x(h(r))>0,
x(g(®)>0 ve |p(t)| < p, olacak sekilde T, T ve |p0| < p, <1 vardir. O zaman (2.1)
denklemini (1.1) denkleminde yerine yazarsak z*(f)=—f (¢,x(h(r))) elde edilir. (H3)
kabuliinden x(h(r)) pozitif oldugundan f(t,x(h(t))) fonksiyonu da pozitiftir.

Dolayisiyla z*(r) <0 olur. Yani z(¢), [T},0)_ iizerinde azalandir.

Simdi belli bir yerden sonra z(z) 20 oldugunu gosterelim: Aksini kabul edelim. Yani

limz(r)<0 ya da limz(t)=—c olsun. Oyleyse en az bir 7, >T, vardir dyle ki

te[T,,00), igin x(t)<—p(t)x(g(t)) < px(g(t)) olur. (H1) kabuliinden her k >k,
icin ¢, 27T, olacak sekilde baz1 k, pozitif tamsayisin1 dyle secebiliriz ki herhangi bir

k2k,+1 icin

x(e, )< plx(g (e )) = pix(c,)< Plzx(g (Ck—l)) =p’x(c,)

<..< plk_k‘]x(g (Ck0+1)) = plk_k(’x(ck0 )

Boylece 0< p, <1 oldugundan limx(ck) =0 elde edilir. (3.1)’den }imz(ck) =0 elde
edilir ki bu da limz(f)<0 ya da limz(t) =—o olmasi ile celisir. Boylece b sonlu

olmak iizere lim z(¢) =b =0 oldugunu gostermis olduk.

t—o0

x(t) ’nin sinirlt oldugunu gosterelim: x(¢) sinirli olmasin. O halde limtk =oo olacak

—o0

sekilde bir {z,} dizisi vardir 8yle ki x(#,)=max x(s) ve limx(z,)=co olur. g(t)<¢

ty<s<ty k—o0

ve z(t)=x(t,)+p(t)x(g(t))=(1=|p(t,)])x(r,) oldugundan ve ayrca (H2)
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kabuliinii de goz Oniine alirsak }imz(tk)zoo elde edilir. Bu ise limz(r)=b>0 (b

sonlu) olmast ile celisir. Boylece x(z) sinirli olur.

Simdi kabul edelim ki limsup x(#) =x ve liminf x(#) = x olsun.

t—o0

0<p,<lise b=x+ p,x ve b<x+ p,x olur. Buda x <x demektir. O halde X = x
—1<p,<0ise b=2X+ p,X ve b < x+ p,x olur. Buda x <x demektir. O halde x = x

Sonug olarak lim x(#) vardir ve limx(¢) =b/1+ p, elde edilir. Boylece ispat biter.

Teorem 2.1.2 (1.1) denklemi limx(t)=a >0 olacak sekilde belli bir yerden sonra

pozitif bir x(¢) ¢dziimiine sahiptir ancak ve ancak pozitif bir K sabiti vardir dyle ki

Tf(s,K)As<oo (2.2)

sart1 saglanir.
Ispat: Kabul edelim ki x(¢), (1.1) denkleminin belli bir yerden sonra pozitif olan
¢cOziimii ve limx(¢) =a >0 olsun. O zaman
lim z(r) = lim [ x(1) + p()x(8(1))]

=a+1im p(t)x(g(1))

=a+pa=(1+p,)a
ve en az bir T,€ T vardir ki 1€ [T;,00)_ icin x(h(t))=a/2 olur. (1.1) denkleminden
A =—f (t,x(h(t))) oldugunu biliyoruz. Bu esitligi 7 ’den 7’ye integre edersek

t

z)-z(T) = —jf (s,x(h(s)))As

.

elde edilir. Bu esitligin sol taraft sonlu oldugundan



43

If(s,x(h(s)))As < oo

elde edilir. (H3) kabuliinden f(s,x) fonksiyonu ikinci degiskene gore azalmayandir.
Yani a/2<x(h(t)) iken f(a/2)< f(x(h(r))) oldugundan j:f(s,a/2)<oo oldugu

goriiliir ve boylece istenen elde edilmis olur.

Diger taraftan bazi pozitif K sabiti i¢in (2.2) saglansin. O halde ortaya iki durum c¢ikar.

0< p, <1 durumu: p,<p, <(1+4p,)/5<1 olacak sekilde bir p, sayisi alalim. O

-1
zaman p, > Sp;

olur. lim p(t) = p, ve (2.2)’yi dikkate alirsak yeterince biiyiik dyle

T, T segebiliriz ki

5p,—1

TS p®)<p <l, te [To’°°)1r (2.3)
Ve
jf(s,K)Asg%. (2.4)

Ustelik (H1) kabuliinden 7, >7T; olacak sekilde 6yle T,€ T vardir ki € [T,,)_ icin
g()=T, ve h(t)=T, saglanir. BC[TO,oo)T Banach uzaymi Tanim 1.3.18’teki gibi

tanimlayalim ve X kiimesini

X ={xe BC([T,, ), :§Sx(t)s K}

seklinde tanimlayalim. X kiimesinin tanimindan X kiimesi BC [To,oo)T uzayinin sinirh

ve kapali altkiimesidir. Simdi X kiimesinin konveks oldugunu gosterelim. x,ye X ve

ae[0,1] olsun. O zaman gs x(t) <K ve gs y(t) < K olur. Boylece
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gﬁax+(l—a)ySK

oldugundan ax+(1—a)ye X olur. Boylece X kiimesi konvekstir. (H3) kabuliinden f
fonksiyonu ikinci degiskene gore azalmayan oldugundan herhangi bir xe X ig¢in

x(h(t)) £ K iken

f(tx(h®))< F(,K),  1e[T,,e).. (2.5)
Simdi U,S: X — BC [%,m)T operatorlerini agagidaki gibi tanimlayalim.

o pox(e(n) ¢ relf ],
(2.6)

- pox(e(n) + relne],

(Ux)(r)=

3_K+I:f(s,x(h(s)))m ; 1e[T,T],
(53 ()= (2.7

SEa[ F(sxln(s)as 5 re[Te),

(1) Her x,ye X icin Ux+Sye X oldugunu gosterelim: Herhangi bir x,ye X icin
K/2<x<K ve K/2<y<K oldugunu biliyoruz. (2.3)’ii dikkate alirsak, herhangi

bir x,ye X ve te [Tp°°)T icin

(Ux)(t)+ (Sy)(t) =M—p(t)x(g (t))+J-twf (s, y(h(s)))As

4 _le
_3(1+p1)K >£
4 T2

Diger taraftan (2.3) ve (2.5)’ten
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(1+p1)K_p(l‘)K+(1—pl)K

3
(Ux)(t)+(Sy)(t)S 1 5 2

S3(1+p1)K_5p1—1x£+(1—p1)K
4 4 2 8

=K

elde edilir.

Benzer sekilde herhangi bir x,ye X ve t€[T,.T;]. icin K/2<(Ux)(1)+(Sy)(H) <K

oldugu da gosterilebilir. Boylece her x, ye X i¢in Ux+ Sye X olur.

(i) U operatoriiniin daralma doniistimii oldugunu gosterelim. x, ye X olsun. Ger¢ekten

te[T,.T}], icin

()= ()| =|p®) x(g (1)) =¥(e (1)) ]| < p, sup [x)= )

[Ty 20)p

vete [Tp°°)T icin

()= () 0| =|p®[x(2 (1) -y(2 ()] P sup |x)- @)

1€[Ty o)y
Boylece ||Ux - Uy|| <p ||x - y|| olur. O halde U daralma doniisiimii olur.
(ii1) S ‘nin tam siirekli doniisiim oldugunu gosterelim. (2.4), (2.5) ve (2.7)’den

3K (I_Pl)K

(Sx)(t)Z%ve(Sx)(t)ST+ DSk L rel),

olur. Boylece §, X ‘ten X ’e bir doniisiim olur.

Ikinci olarak S doniigiimiiniin = siirekliligini gosterelim. x € X ven—> iken

xn—x||—>0 olsun. O zaman herhangi bir te [To,oo) icin, xe X ve n—o iken

T

|xn () —x(t)| — 0 olur. Sonug olarak € [T},e0), igin,

n— oo iken |£(t,x, (h(1)) = f (£.x(h()))| > 0 2.8)
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elde edilir. (2.5)’den

£ (1.5, (k) = £ (.2 ()| < (2.5, (B@))|+[£ (1.5 (D))

< f(LK)+f(t,K)<2f(t,K) (2.9)
sonucu gikar. Diger taraftan (2.7)’den t € [T;,T; ], icin

=)

(52, @ =(Sx)@)| <[ | £ (5., ()= £ (5,x(h(s)))|As (2.10)

L

ve 1€ [T;,00)  icin

(5%,) 0= (8x) @] < [| £ (5.2, (7())) = £ (5, x((5)) )| As 2.11)
Boylece (2.10) ve(2.11)’1 bir arada degerlendirirsek

[, =S| < [|£ (5%, (h(s))) = £ (s, x(h(s)))| As (2.12)

elde edilir. Ayrica zaman skalasinda integraller i¢in Lebesque Dominated yakinsaklik

teoreminin saglandigini biliyoruz [1]. O zaman (2.8), (2.9) ve (2.12)’yi dikkate alirsak
n — oo iken H(an ) () —(Sx) (t)” — 0 elde edilir. O halde S, X iizerinde siireklidir.

Son olarak SX doniistimiiniin relatif kompakt oldugunu gosterelim. Bunun icin Lemma
1.3.21°daki kosullarin saglandigin1 gostermek yeterlidir. X kiimesinin tanimindan SX
doniisiimiiniin sinirh oldugu aciktir. Diizgiin Cauchy oldugunu gosterelim:

>0 i¢in 6yle T, € [T;,e0) . alahm ki

[£(s.K)As<o0

)

olsun. Herhangi bir xe X ve ,,t, € [T}, ), igin

(%) (2,) = (Sx) (¢,)] < 2¢
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olur. Boylece SX doniisimii Diizgiin Cauchy olur. Simdi de SX doniisiimiiniin

herhangi bir 7, € [T, e0),. igin [T;,T,], iizerinde es-siirekli oldugunu gosterelim:

Genelligi bozmaksizin 7} <7, alalim. Herhangi bir xe X ve 1,,1, € [TO,Tl]T icin
(%) (1) = (Sx) (1,)| =0

1,1, € [Tsz]T icin

|(8x) (1) = (Sx) (2] =

Tf (s’x(h(s>))As—Tf(s,x(h<s)))As

<

]%f(s,K)As

Simdi herhangi bir £>0 i¢in, 36 >0 ve #,,1,€[7,.T,]  iken |t,—1,[|< & oldugunda her
xe X igin ‘(Sx)(tl)—(Sx)(tz)‘ <& olur ki bu da SX es-siirekli demektir. Boylece SX

relatif kompakttir.

[7,.T,], tizerinde herhangi bir 7, €[T},e) ve en az bir xe X i¢in (U+S)x=x

saglanir. Boylece

3(1+ p,) K r
x(t):M—p(t)x(g(t))ﬁf(s,x(h(s)))As, te[T,),

t

olur. Bu da x(¢), (1.1) denkleminin belli bir yerden sonra pozitif olan ¢6ziimii demektir.
Ustelik  limz(r)=3(1+ p,)K/4 oldugundan limx(t)=3(1+p,)K/(4+4p,) olur.

Burada dikkat edilirse xe X icin, x(z) belli bir yerden sonra pozitiftir.

—1< p, <0 durumu: —p, < p, <(1-4p,)/5<1 olacak sekilde p, sayisim secelim. O
zaman p,<(1-5p,)/4 olur. (2.2) ve limp(t)=p, oldugunu goz oniine alirsak

yeterince bilyiik 7, € T segebiliriz 6yle ki (2.4) saglanir ve ayrica
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SpiT_lﬁ—p(t)Spl <, te[T,,»), (2.13)

T, >T, olacak sekilde dyle bir 7€ T alalim ki t€[T},00) icin g(t)2T,, h(t) 2T,
olsun. BC [To,oo)T Banach uzayimni ve bu uzayin X altkiimesini 0 < p, <1 durumundaki

gibi tanimlayalim. U ve § operatorlerini

—3’jpl—p<z)x(g(Tl))  te[T T,
(Ux) (1) = 3K

~= 7 p0x(g (1) re[Te],

STK+J':f(s,x(h(s)))As , 1e[T,.T],
(Sx) () = |

3TK+J':of(s,x(h(s)))As ; 1e[T},00].

seklinde tanimlayalim. Simdi Vx,ye X icin Ux+ Sye X oldugunu gosterelim. (2.13)

ve (2.4)’1 gbz Oniine alirsak x,ye X vete [Tl,oo)T icin

w3)0+(59) @ =Py () o] 1 (s (o)) s

>

3(1—]91)K+(5p1—1)x£:(5—]91)K ZE
4 4 2 8 2

veE
3(1-p)K 1-
(Ux) 0 +(Sy) () S =— === pOK +—

olur. Boylece her x,ye X i¢cin Ux+Sye X olur. Kalan kissm 0< p, <1 durumuna

benzer sekilde ispat edilir. Boylece Lemma 1.3.22°den 6yle bir xe X vardir ki

=)

31+ p) K
x(t):%—p(t)x(g(t))ﬁf(s,x(h(s)))As, te[T,),
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olur. Buda x(#), (1.1) denkleminin belli bir yerden sonra pozitif olan ¢6ziimii demektir.

Ustelik limz(r) =3(1- p,) K /4 oldugundan limx(t)=3(1—p,)K/(4+4p,) olur.

Teorem 2.1.3 T, >0 olsun. p(ne *" <—e™, 1€[T;,0), ve

Pl el 2O i
;ff(s’h(s)JASSt+g(t)’ te[T,, )1r

olacak sekilde 7,€ T var ise o zaman (1.1) denklemi lim x(#) =0 olacak sekilde belli
t—o0

bir yerden sonra pozitif olan bir x(¢) ¢6ziimiine sahiptir.

ispat: T, >T, olacak sekilde dyle bir 7€ T alalm ki te [Tl,oo)1r icin g(t)=T,,
h(t) 2T, olsun. BC [To,oo)1r Banach uzaymi Tanim 1.3.18’teki gibi tanimlayalim. X

kiimesini
X :{xe BC[T},), e Sx(t)é%, te[T, ), ve e Sx(t)é%, te [TO,TI]T}

seklinde tanimlayalim. O zaman X kiimesi BC [To,oo)1r Banach uzaymin simirly,

konveks ve kapal1 altkiimesi olur. S operatdriinii

-p(1)x(g(R))+], f(s.x(n(s))as + re[T.T],
(Sx) (1) =

—p(t)x(g(t))+ff(s,x(h(s)))As : te[Tl,oo]T

seklinde tanimlayalim. ik olarak her xe X icin Sxe X oldugunu gosterelim. Teorem

2.1.3’iin kabullerinden 7€ [T},0),. i¢in

(Sx)(t) = —p(t)x(g (t))+J-:°f (s,x(h(s)))As

P01 p®) 1

Cg(r) rog(r) 1

veE
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(Sx)(1) 2 —p(t)e " 2e

elde edilir. Boylece t€ [T,,T], i¢in e <(Sx)(1) <L Glur. Yani vxe x icin Sxe X
t

olur. Teoremin kalan kism1 Teorem 2.1.2 ye benzer sekilde yapilir. Lemma 1.3.23” den

xe X icin

o

x(t) = —p(t)x(g(t))+jf(s,x(h(s)))As, te[T,e),

t

elde edilir ki bu da x(¢), (1.1) denkleminin belli bir yerden sonra pozitif olan bir

cOoziimii demektir. X kiimesinin tanimindan limx(z) =0 elde edilir. Bu ise ispati

t—o0

tamamlar.

Teorem 2.1.4 7, >0 olacak sekilde 7, € T olsun ve K >0 sabiti i¢in

0< p(t)<Kg(t)e', te [To,oo),Jr

o

If(s,e_h(s))As >(K+1)e”, te [%’“)T

t

ve

I 1 1
!f(s,h(s)JAsS;, te [To,oo)T

sartlar1 saglaniyor ise o zaman (1.1) denklemi limx(z)=0 olacak sekilde belli bir

yerden sonra pozitif olan bir x(#) ¢6ziimiine sahiptir.



3. BOLUM
ZAMAN SKALASINDA iKiNCi MERTEBEDEN NOTRAL
GECIiKMELIi DINAMIK DENKLEMLERDE SALINIMSIZ
COZUMLERININ VARLIGI

3.1. (1.2) Notral Gecikmeli Dinamik Denklemin Salinimsiz Coziimlerinin Varhgi

Bu boliimde T. Li ve arkadaglarinin keyfi bir T zaman skalas1 iizerinde,

[x()+ p()x(z, ()] +4,(O)x(7,(1)) = g, () x(7, (1)) = e(2) (1.2)

formundaki notral gecikmeli dinamik denklemin salinimsiz ¢oziimlerinin varligin

inceleyen makale incelenmistir [4].

Bu boliimden sonra (1.2) denklemi i¢in asagidaki sartin saglandigimi kabul edelim.

(H) 7,(t)e C (T, T), 7,(t)<t, }i_r}gfi(t) =00, 1=0,12, p(t),q;(t)€ C,(T,R), q,() >0,
j:a(s) q;($)As <eo, j=1,2,ve JE(r)e C,*(T,R) > E** (1) =e(1), lim E(t) = ¢, € R.

Teorem 3.1.1 (1.2) denklemi icin (H) sartlar1 saglansin ve ‘ p(t)‘ <p<1/3 olsun. O

zaman (1.2) denklemi belli bir yerden sonra pozitif olan bir ¢dziime sahiptir.

Ispat: (H) kabuliinden yeterince bityiik dyle 7, € T (T, 21) ve M,,M, pozitif sabitleri

secebiliriz ki

1-p-2M,

I<M,<
2p
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°° 1- p)(M, -1

IG(s)ql(s)AsS( p1\(4 :~1) (3.1)
2 1-p(142M,)-2M

[o(s)g,(s)As < il +2M2) ! (3.2)

[o(5)[a, (5)+ax (s)Jas < 20=2) (33

\E(r)—eo\sl_p, 12T, (3.4)

sartlari saglamr. Ayrica T, >T; olacak sekilde T,e T vardir 6yle ki € [T;,00]  igin

7,(t)2T,, i=0,1,2 BC [7}),oo)T Banach uzay1 Tanim 1.3.18’ deki gibi tanimlansin ve
X ={xe BC[T,,), : M, <x(t1) < M,}

olsun. X kiimesi, BC [7}),00)T Banach uzayinin sinirli ve kapali altkiimesi oldugu X

kiimesinin tanimindan agiktir. Simdi X kiimesinin konveks oldugunu gosterelim.

x,ye X ve ae|[0,1] olsun. O zaman M, < x(t)<M, ve M, < y(t)< M, olur. Boylece

M, <ax+(-a)y<M, oldugundan ax+(-a)ye X olur. Boylece X kiimesi

konvekstir.

Simdi U,S: X — BC[Y}],oo)T operatorlerini tanimlayalim:
1-
(Ux)(1)==" = p (1) x(, (1)) + E(T))~¢, : 1€[T,.T}];

UR)() =L p()x(5 () +E()-¢,  : rellie),



53

+.[G(S)[%(S))C(Z'l(S))—qz(s)x(fz(s))]As . te[T,),

U ve S operatorlerinin Lemma 1.3.22’deki sartlar1 sagladiginmi gosterelim.

(1) Vx,ye X icin Ux+Sye X oldugunu gosterelim: Herhangi bir x,ye X icin
M, <x<M, veM,<y<M, oldugunu biliyoruz. (3.1), (3.2) ve (3.4)’ii dikkate alirsak,

herhangi bir x,ye X ve re[T;,)_ igin

(Ux) () +(Sy) (1) =1‘TP+1‘TP—p(t)x(% (1) +E(1)-

vi][a(5)x(5(5)) - () x(5, () Jos

- o
ZTP_PMZ_szG(S)qz(S)ASZMl

L

(Ux) (@) +(Sy) (1) < 3(1;1)) + I=p +pM, +t]:’q1 (s)x(‘t'1 (s))As

4

+j6(s)ql (s)x(7,(s))As

Sl—p+pM2+M2J-0'(s)ql(s)AsSMZ.

4
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Benzer sekilde herhangi bir x,ye X ve re[T,,T,] icin M, <(Ux)(t)+(Sy)(r) <M,

oldugu kolayca gosterilebilir. Boylece Vx,ye X icin Ux+ Sye X olur.

(i) U'nun daralma doniisiimii oldugunu gosterelim: x, y€ X olsun. re [T;,T,] . icin

(Ux) () =(Uy) | =|pO[ (2, (1)) = ¥ (5 (1)) | < by sup |x5)=y (o)

[Ty )

vere [T, o), igin

(Ux) () =(Uy) 0| =|p@O[ (2, (1) = (% () | < b, sup |x)-y(@)

TE[T()v"")T
oldugundan ||Ux —Uy|| <p ||x - y|| olur. O halde U daralma doniisiimii olur.

(iii) S doniisiimiiniin tam siirekli oldugunu gosterelim. (i)’den S, X kiimesinden X

kiimesine bir doniisiimdiir.

Simdi S ’nin siirekli oldugunu gosterelim: x, € X ve n — oo iken ||xn —x|| — 0 olsun. O

zaman herhangi bir re [To,oo)T icin, xe X ve n — oo iken

x,(t)—=x(t)| = 0 olur.

Sonug olarak (3.3)’ten te [To,oo)T icin,

(5%,)(1)=(59)(8) = [ [ ()5, (7 (5)) = (5) 5, (2 (5)) s

t

+IO-(S)[‘11 (s)x, (Tl (s))—q2 (s)x, (Tz (S))]AS_ t]i[ql (S)X(T1 (s))—q2 (s)x(fz (S))]AS

T

t

+[o () (5) (5 (5)) =g, (5)x(z, () Jas

4

=)

<t I%(S)

t

X, (Z'I (s))—x(’t'1 (s))‘As+]iq2 (s)

X, (‘L’2 (s))—x(Z'2 (s))‘As
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+j0(s)q1 (s)]x. (7. (s)) - x(=, (S))\AHjG(S)qz ()|, (2. (5)) (2, (s))| s

<||x —x” _[0' I:‘h s)+q, (s :lAs+IG [‘11 s)+q, (s ):lAs

3(1-p)
4

[% s)+q, (s )]ASS _x”‘

n

Boylece n — oo iken ||an - Sx|| — 0 olur. O halde S doniisiimii X iizerinde siireklidir.

Son olarak SX ’in relatif kompakt oldugunu gosterelim. Bunun i¢in Lemma 1.3.21’daki
kosullarin saglandigim1 gostermek yeterlidir. X kiimesinin tanimindan SX ’in sinirh

oldugu aciktir.

Diizgiin Cauchy oldugunu gosterelim: £ >0 i¢in dyle 7, € [T1’°°)T alalim ki

J' ) a(s)+a,(s) As<e
kosulu saglansin. Herhangi bir xe X ve ¢,,t, € [T2,<><>)T icin

(5x) (1) = (8x)(1,)]

=)

<[ (5)2(5 (5)) = (5) (2 (5)) A1 () 2(2,(5)) =42 () x(z. ) ] s

h o)
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IG I:q1 s)+q, (s :IAs <3M,e

olur. Boylece SX diizgiin Cauchy olur.

Son olarak SX ’in es-siirekli oldugunu gosterelim:
T, <T, olsun. Herhangi bir xe X ve #.t,€[T,,T}], igin ‘(Sx)(tl)—(Sx)(tZ)‘ =0

oldugunu biliyoruz ve

[(8x)(2) = (82) (1, )

oo

1_[[41 (s)x(Tl(s))—qz (s)x(z’z(s))}As—tz]i[ql (s)x(Tl(s))—qz (s)x(z’z(s))]As

i} 1)

n

,[G( )[ql( ) ( ( )) 92( ) (Tz(s))}AS

I

+

1y

~[ ()[4 ()x(7: () =2 (5) x(z: ()]s

5

o

(tl_IZ)J-[ql() ( ()) 92() (Tz(s))]AS

n

+

I )[4 (s)+4: (5)]As

T[ =4 (5) (7, (5)) Jas IJ[% )x(7,(5))= s (s) x(z: () Jas

<(M,t,+M,)

.[G I:q1 s)+q, (s :lAs

1

+M |t t2|j6 I:q1 s)+q,(s :lAs.

Simdi herhangi bir £>0 i¢in, 36 >0 ve #,,1,€[T,,T,]  iken |f,—1,[< & oldugunda her

xe X i¢in

|(8x) (£,) = (Sx) (t)] < €



57

olur. Bu da SX es-siirekli demektir. Boylece SX relatif kompakttir. O halde S tam

stirekli bir doniigiim olur. Lemma 1.3.22’den 6yle bir xe X vardir ki (U+S)x=x

olur. O zaman

x(t) =#—p(t)x(x(z‘ot))+tT[q1 (s))c(Z'1 (s))—q2 (s))c(Z'2 (s))]As

t

+[o(s) () (7 (5)) =, (5) x(2, (5)) | As + E(1) =y, 1€][T;,00),
T,
elde edilir ki bu da x(¢), (1.2) denkleminin belli bir yerden sonra pozitif olan bir
¢Oziimii demektir. Bu ise ispat1 tamamlar.

Teorem 3.1.2 (1.2) denklemi i¢in (H) sartlar1 saglansin ve 0< p(¢)< p, <1 olsun. O

zaman (1.2) denklemi belli bir yerden sonra pozitif olan bir ¢dziime sahiptir.

Ispat: (H) kabuliinden yeterince biiyiik dyle T, T (7, >1) ve M,, M, pozitif sabitleri

secebiliriz ki

oM,
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sartlar1 saglanir. Ayrica (H) kabuliinden 7, >7; olacak sekilde 7, T vardir dyle ki
te [Tl,oa]T i¢in 7,(¢)2T,, i=0,1,2. BC[TO,c><>)T Banach uzay1 Tamim 1.3.18’teki gibi

tanimlansin ve

X ={xe BC[T,,»), : M, <x(t)< M, }

olsun. X kiimesinin, BC [To,oo)T Banach uzayimin smirl ve kapali altkiimesi oldugu

X kiimesinin tanimindan agiktir. Simdi X kiimesinin konveks oldugunu gosterelim.

x,y€ X ve ae|[0,1] olsun. O zaman M, < x(t)<M, ve M, < y(1)< M, olur. Boylece
M,<ax+(1-a)y<M, oldugundan ax+(1-a)ye X olur. Boylece X kiimesi

konvekstir.

Simdi U,S: X — BC [TO,<><>)1r operatorlerini Teorem 3.1.1°deki gibi tanimlayalim ve p

yerine p, yazalim. Teoremin kalan kism1 Teorem 3.1.1°e benzer sekilde yapilir. Bu ise

ispat1 tamamlar.

Teorem 3.1.3 (1.2) denklemi i¢in (H) sartlar1 saglansin ve —1< p, < p(#) <0 olsun. O

zaman (1.2) denklemi belli bir yerden sonra pozitif olan bir ¢dziime sahiptir.

Ispat: (H) kabuliinden yeterince bilyiik dyle 7,e T (T,>1) ve M,, M, pozitif

sabitleri segebiliriz ki

2M+p, <1< M,

° A=p)M;-1)
%[G(s)ql(s)A < 7
h 1-p, —2M;
%[G(s)qz(s)As< o,
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‘E(t)—eo‘sl_pz, 12T,

sartlar1 saglanir. Ayrica (H) kabuliinden 7, >7T; olacak sekilde 7, T vardir dyle ki
te[T,,0]  igin 7,(¢)2T,, i=0,1,2. BC[T},c0), Banach uzayr Tanim 1.3.18’teki gibi
tanimlansin ve

X ={xe BC[T,,), : M, < x(t) < M}

olsun. X kiimesinin, BC[TO,oo)T Banach uzaymnin siirli ve kapali altkiimesi oldugu
X kiimesinin tanimindan agiktir. Simdi X kiimesinin konveks oldugunu gosterelim.
x,y€ X ve ae|0,1] olsun. O zaman M, < x(t) <M, ve M, < y(t) < M, olur. Boylece
M,<ax+(1-a)y<M, oldugundan ax+(-a)ye X olur. Boylece X kiimesi

konvekstir.

Simdi U ve S operatorlerini Teorem 3.1.1°deki gibi tammlayalim ve p yerine p,

yazalim. Teoremin kalan kism1 Teorem 3.1.1°e benzer sekilde yapilir. Bu ise ispati

tamamlar.



4. BOLUM
TARTISMA VE SONUC

4.1. (1.1) Tipindeki Notral Dinamik Denklemlerin Uygulamalari
Ornek 4.1.1 g>1 ve T :{q” ‘ne NO} olsun.

[x(t)+t2it1x(p(t))} +xt(0(t))=o, teT @.1)

denklemini diisiinelim. O zaman p(¢) = tz——:l, g)=p@), h@t)=0c() ve f(t,x)= ﬁ
o

alirsak (H1), (H2) ve (H3) sartlar1 saglanir. Hem de herhangi bir K >0 icin

I f(s,K)As=K saglanir. Dolayisiyla Teorem 2.1.2°den (4.1) denkleminin

limx(t)=a >0 olacak sekilde belli bir yerden sonra pozitif olan bir x(z) ¢oziimii

t—o0

vardir.

4.2. (1.2) Tipindeki Notral Gecikmeli Dinamik Denklemlerin Uygulamalari
Ornek 4.2.1 7>0 ve T={nr:ne N} olsun.

(2e+7)x((t+7))

t2

[x()-e"x(t-7)] + =0, 1T 4.2)

o r 2 (2t+7)x
denklemini diisiinelim. p(t)=—e", g(t)=t-r, h(t)=(t+f) ve f(t,x)=——5—"—

olarak diisiiniirsek (H1), (H2) ve (H3) sartlari saglanir. Hemde p(t)e *" =e™ ve

j f [ “his) jAS—i2 oldugundan Teorem 2.1.3’teki kabuller saglanir. Dolayisiyla
s 1
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Teorem 2.1.3’den (4.2) denkleminin lim x(¢) =0 olacak sekilde belli bir yerden sonra
t—o0

pozitif olan bir x(z) ¢coziimii vardir.

Ornek 4.2.2. T={r>0:7€ R} olsun.

[x()+(t-1)ex(t-1)] + e_’/4x(i) =0, reT 4.3)

denklemini diisiinelim. p(t)=(t—1)e™, g(t)=t-1, h(t)zi ve f(t,x)=e¢"*x olarak
distintirsek (H1), (H2) ve (H3) sartlart saglamir. O zaman >4 igin

fof [s,%jAs <4¢™* olur. Ustelik oldugundan Jm f (s,e*h(”)As =2¢7""? sartt
Ky t

saglanir. K =1 alirsak Teorem 2.1.4’teki kabuller saglanir. Dolayisiyla Teorem

2.1.4’den (4.3) denkleminin limx(¢#) =0 olacak sekilde belli bir yerden sonra pozitif

olan bir x(¢) ¢6zlimii vardir.

Ornek 4.2.3 t,>0, a>1, f>1, 7.(t1)e C(T,T), 7.(t)<t, limz,(t) =00, i=0,1,2,

lp()|<p <% seklinde olmak iizere,

[x)+ px (5, (1)) + x5, (1))~ (7, (1)) = =22 ¢ [1,00),

X - X
10 (1) ?o (1) 20’ (1)

1
o)’

ikinci mertebeden gecikmeli dinamik denklemini diisiinelim. O halde ¢,(¢) =

—t—0(t) olur. E(f)= j iz As alalim. Boylece (H) sart1 saglanir.
s

ly

G =—— e(r) =

tPo(t) 1’0’ (1)
Teorem 3.1.1’den bu denklem belli bir yerden sonra pozitif olan bir x(z) ¢oziimii

vardir.
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