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ABSTRACT 

This thesis consists of five chapters. 

 

The first chapter is the introduction. 
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GİRİŞ 

ℝ3  Öklid uzayında eğrilerin en ilginç olanlarından biri helislerdir. Helisler için günlük 

hayattan birçok örnek verilebilir. Örneğin; bir ağaca sarılarak çıkan sarmaşık, 

minaredeki merdiven veya bir vidanın üzerine işlenmiş yivler ve setler verilebilir. 

 Diferensiyel geometride 3- boyutlu Öklid uzayında sabit bir doğrultu ile sabit bir açı 

yapan eğriler sabit eğimli eğri veya genel helis olarak adlandırılır. Bu klasik tanım 1802 

yılında M.A. Lancret tarafından yapılmış ve ilk olarak 1845 yılında B. de Saint Venant 

tarafından ispatlanmıştır 1,2 . 

 

İlk olarak bir dik dairesel silindir üzerine çizilmiş helis ele alınmış ve buna dairesel helis 

denilmiştir. Bu helislerde 𝜅 eğriliği ve 𝜏 burulmanın ayrı ayrı birer sabit olduğu ilk 

tesbit edilen karekterizasyonlardandır. n- boyutlu Öklid uzayında non- dejenere bir 

eğrinin harmonik eğrilikleri Özdamar ve Hacısalihoğlu tarafından tanımlandı 3 . Daha 

sonra bu eğriliklerin sabit olmamasına rağmen oranlarının sabit olduğu eğri 

bulunmuştur ki bu eğriye genel helis adı verilmiştir. Bulunan genel helis sayesinde bir 

dik dairesel silindir üzerine çizilmiş helislerden başka helislerin de var olduğu ortaya 

çıkmıştır. 

 

ℝ3  Öklid uzayında genel helisler Monterde tarafından çalışıldı  4 . Lancret teoremi 

Barros tarafından kullanılarak 3-boyutlu reel uzay formları verildi  5 . Aynı zamanda 

Arroyo, Barros ve Garay helislerin bir karakterizasyonunu verdiler ve cornu spirallerini 

tanımladılar.[6] 

Son yıllarda, eğrinin asli normal vektör alanı ile sabit doğrultu arasındaki açının sabit 

olması halindeki eğriler 𝑠𝑙𝑎𝑛𝑡 helis olarak adlandırıldı   7,8 . 
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Bu tezde  10  da yapılanlar esas alınarak n- boyutlu Öklid uzayında genel helisler için 

verilen 𝐷𝑎𝑟𝑏𝑜𝑢𝑥 vektörü incelenecektir. Ayrıca örnekler verilecektir. Daha sonra 𝑠𝑙𝑎𝑛𝑡 

helis tanımı verilecek ve 𝑉𝑛- 𝑠𝑙𝑎𝑛𝑡 helisinin özellikleri araştırılacaktır. 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



1. BÖLÜM 

TANIM VE TEOREMLER 

Tanım 1.1.1(Eğri).  I  ⊆ ℝ bir aralık olmak üzere, 

 𝛼 ∶ I  → 𝐸𝑛 

       𝑡 → 𝛼(t) =  𝛼1(t),  𝛼2(t),…  ,  𝛼𝑛(t)  

şeklinde tanımlı fonksiyon diferensiyellenebilirse 𝛼(Ι) ya 𝐸𝑛  de (Ι,𝛼) 

koordinat komşuluğu ile tanımlanmış bir eğri adı verilir. 

 

Şekil 1.1. Eğri 

Tanım 1.1.2(Parametre Değişimi).  𝐸𝑛  de M eğrisi (Ι,𝛼) ve  (J,𝛽) 

koordinat fonksiyonları ile tanımlanmış olsun. 

 ℎ = 𝛼−1 𝜊 𝛽 ∶ 𝐽 → Ι 

                         𝑠 → ℎ 𝑠 = 𝑡 
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           şeklinde tanımlı diferensiyellenebilir ℎ fonksiyonuna parametre değişim fonksiyonu 

denir [15]. 

 

                         Şekil 1.2. Parametre değişimi 

 

 

Buradan;                                                                                                                                 

 𝛽 𝑠 =   𝛼 𝜊 ℎ   𝑠  

         =𝛼 ℎ 𝑠   

         =𝛼 𝑡          

                                                                                                                      

𝛼 𝑡 =  𝛽 𝜊  ℎ−1   𝑡  

                     = 𝛽 ℎ−1 𝑡   

         =𝛽(𝑠) 

olur. 
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Tanım 1.1.3 ( Bir Eğrinin Hız Vektörü ). 

𝛼 ∶ I  → 𝐸𝑛 

      𝑡 → 𝛼(t) =  𝛼1(t),  𝛼2(t),…  ,  𝛼𝑛(t)  

           eğrisi için ;                                                                                                                                      

                        𝛼′ =  
𝑑𝛼

𝑑𝑡
 

         =   
𝑑𝛼1  

𝑑𝑡
,
𝑑𝛼2  

𝑑𝑡
  ,… ,

𝑑𝛼𝑛  

𝑑𝑡
   

olmak üzere ;  𝛼 𝑡  ,𝛼′ �̍�    ikilisine 𝛼 eğrisinin 𝛼 𝑡  noktasındaki tanjant 

vektörü ve 𝛼′ �̍�  ye de hız vektörü adı verilir [15]. 

𝑋 = (𝓍1    ,𝓍2   ,…  ,𝓍𝑛   ) de eğrinin 𝛼 𝑡  noktasındaki vektörel ve paralel 

denkleminden                                                                                                               

  ΟX      =  Ο α t               +  λα̍ t  

                                               =  Ο α t               +  λ
dα

dt
 

                                          𝑋  =  𝛼 𝑡 +  λ
dα

dt
 

bulunur.  

 

Şekil 1.3.  Hız vektörü 
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Tanım 1.1.4 (Skaler Hız ve Skaler Hız Fonksiyonu).  𝐸𝑛  de 𝛼 eğrisi 

parametrik olarak,  

 𝛼 ∶ I  → 𝐸𝑛 

       𝑡 → 𝛼(t) =  𝛼1(t),  𝛼2(t),…  ,  𝛼𝑛(t)  

şeklinde tanımlansın. 

 𝛼 ̍ �̍�  =   
𝑑𝛼1 

𝑑𝑡
,
𝑑𝛼2 

𝑑𝑡
  ,… ,

𝑑𝛼𝑛 

𝑑𝑡
   

için 

  𝛼 ̍ �̍�   =  
dα

dt
  =   

dα i

dt
 

2
𝑛
𝑖=1  

olmak üzere ;  

  𝛼′  : I → ℝ  

                       𝑡 →  𝛼′  𝑡  =  𝛼′ (𝑡)  

   𝛼′ (𝑡) =    
dα i

dt
 

2
𝑛
𝑖=1  ∈  ℝ 

şeklinde tanımlı fonksiyona skalar hız fonksiyonu ve 𝑡 = 𝑡𝑜  noktasındaki 

  𝛼′ 𝑡0  =     
dα i

dt
  
𝑡0

2
𝑛
𝑖=1  ∈  ℝ 

reel sayısına da skalar hız denir [15]. 
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Tanım 1.1.4 ( Yay Uzunluğu ). 

 𝛼 ∶ I  → 𝐸𝑛 

       𝑡 → 𝛼(t) =  𝛼1(t),  𝛼2(t),…  ,  𝛼𝑛(t)  

eğrisi verilmiş olsun. 𝑡1 , 𝑡2 ∈ I olmak üzere ,  

 𝑠 =    𝛼′ 𝑡   𝑑𝑡
𝑡2

𝑡1
 

reel sayısına 𝛼 eğrisinin 𝛼 𝑡1  ve 𝛼 𝑡2  noktaları arasındaki yay uzunluğu denir. 

Tanım 1.1.5 ( Birim Hızlı Eğri ).  

 𝛼 ∶ I  → 𝐸𝑛 

       𝑡 → 𝛼(t) =  𝛼1(t),  𝛼2(t),…  ,  𝛼𝑛(t)  

eğrisi verilsin. Eğer ,  

             𝛼′ 𝑡   =  
dα

dt
  = 1  

ise eğriye birim hızlı eğri, s parametresine de yay parametresi adı verilir [15]. 

Tanım 1.1.6 (Regüler Eğri). 

 𝛼 ∶ I  → 𝐸𝑛 

       𝑡 → 𝛼(t) =  𝛼1(t),  𝛼2(t),…  ,  𝛼𝑛(t)  

eğrisi için , 

  𝛼′ 𝑡   =  
dα

dt
 ≠ 0  

ise eğriye regüler eğri denir. 
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Tanım 1.2.1 (Frenet Vektörleri). 𝐸𝑛  de M eğrisi (Ι,𝛼) koordinat komşuluğu 

ile verilsin. 𝑆 =   𝛼′ 𝑡 ,𝛼′′  𝑡 ,⋯ ,𝛼𝑟 𝑡   lineer bağımsız sistemi gözönüne alınsın.   

Bu sisteme Gramm-Schmidth ortogonalleştirme ve ortonormalleştirme metodu 

uygulanırsa; elde edilen   𝑉1 𝑡 ,𝑉2 𝑡 ,⋯ ,𝑉𝑟 𝑡   𝑟 ≤ 𝑛 sistemine Serret –Frenet          

r-ayaklısı veya r- ayaklı alanı, buradaki her bir 𝑉𝑖 𝑡  , 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑟 vektörlerine de  

Frenet Vektörleri adı verilir. 

Teorem 1.2.1.  𝐸𝑛  bir 𝛼 eğrisinin Frenet r- ayaklı alanı koordinat komşuluğunun  

seçilişinden bağımsızdır. 

 

 

Şekil 1.4.  Koordinat komşuluğu 

Tanım 1.2.2. 𝐸𝑛  uzayındaki birim hızlı bir eğri için  

  𝑉𝑖  ,𝑉𝑗  =  𝛿𝑖𝑗 =   
1, 𝑖 = 𝑗
0, 𝑖 ≠ 𝑗

    

olacak şekilde elde edilen   𝑉1 𝑡 ,𝑉2 𝑡 ,⋯ ,𝑉𝑟 𝑡    çatısına 

n- boyutlu Öklid Uzayındaki Frenet Çatısı denir. 

Bu çatı için aşağıdaki önerme ile verilen Frenet denklemlerini ifade edebiliriz. 

Önerme 1.2.1 𝐸𝑛  uzayındaki birim hızlı bir eğrinin  𝑉1 𝑡 ,𝑉2 𝑡 ,⋯ ,𝑉𝑟 𝑡    çatısı 

için; 
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 𝑉1
′ =  𝑘1𝑉2 

             𝑉𝑖
′ =  −𝑘𝑖−1𝑉𝑖−1 + 𝑘𝑖𝑉𝑖+1 ,        2 ≤  𝑖 ≤ 𝑟 − 1 

 𝑉𝑟
′ =  −𝑘𝑟−1𝑉𝑟−1 

dır.  

Burada, 𝑘𝑖 =  𝑘𝑖 𝑡 , 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑟 − 1,   𝛼 eğrisinin 𝛼 𝑡  noktasındaki eğriliğidir. 

Tanım 1.2.3. 𝑀 ⊂  𝐸𝑛  eğrisi  Ι,𝛼  koordinat komşuluğuyla verilsin. 𝑠 ∈ Ι ya  

karşılık gelen 𝛼 𝑡  noktasındaki Frenet  𝑟 – ayaklısı  𝑉1 𝑡 ,𝑉2 𝑡 ,⋯ ,𝑉𝑟 𝑡   

olsun. Buna göre; 

  𝑘𝑖 ∶ Ι → ℝ , 1 ≤ i < 𝑟 

        𝑡 →   𝑘𝑖 𝑡 =   𝑉𝑖
′ 𝑡  ,𝑉𝑖+1 𝑡    

şeklinde tanımlı 𝑘𝑖  fonksiyonuna 𝑀 eğrisinin 𝑖 − 𝑦𝑖𝑛𝑐𝑖 eğrilik fonksiyonu ve 𝑡 ∈  Ι  

için 𝑘𝑖 𝑡  reel sayısına da 𝛼(𝑡) noktasındaki 𝑖 − 𝑦𝑖𝑛𝑐𝑖 eğriliği denir. Böylece, 

n – boyutlu  Öklid uzayındaki   𝑉1 𝑡 ,𝑉2 𝑡 ,⋯ ,𝑉𝑟 𝑡   çatısının yay parametresine  

göre türevleri ile  𝑘𝑖 =  𝑘𝑖 𝑡  ,  1 ≤  𝑖 ≤ 𝑟 − 1 eğrilikleri 

 
 
 
 
 
 
 
 
𝑉1

′

𝑉2
′

𝑉3
′

⋮
𝑉𝑟− 2

′

𝑉𝑟−1
′

𝑉𝑟
′  
 
 
 
 
 
 
 

=   

 
 
 
 
 
 
 

 

0
−𝑘1

0
⋮

   

𝑘1

0
−𝑘2

⋮

  

0
𝑘2

0
⋮

  

0
0
0
⋮

⋯
…
…

 

  0
  0
  0
  ⋮

      

   0
   0

    
0
⋮

  

        0
        0
        0
        ⋮

  0
  0
  0

 
       0
       0
       0

 
      0
      0
      0

 
  0
  0
  0

⋯
…
…

−
0
𝑘𝑟−2

0

𝑘𝑟−2

0
−𝑘𝑟−1

 
0

𝑘𝑟−1

0  
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
𝑉1

𝑉2

𝑉3

⋮
𝑉𝑟−2

𝑉𝑟−1

𝑉𝑟  
 
 
 
 
 
 

  

şeklinde yazılır. 𝑛 = 3 özel halinde 

𝑉1  = 𝑇 ,  𝑉2 = 𝑁 ,𝑉3  = 𝐵 

 olduğu  göz önüne alınırsa, 
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𝑇 ′

𝑁′

𝐵′
  =   

0 𝑘1 0
−𝑘1 0 𝑘2

0 −𝑘2 0
  
𝑇
𝑁
𝐵
  

şeklindedir. Bu şekilde yazılan 𝑘1 eğriliğine 1. eğrilik  (sadece eğrilik) adı verilir ve 𝜅           

ile gösterilir. 𝑘2 ye ise torsiyon (burulma) adı verilir ve 𝜏 ile gösterilir. Buradan 

    𝑇 ′   = 𝜅𝑁, 𝑁′  =   −𝜅𝑇 + 𝜏𝐵,  𝐵′  =    −𝜏𝑁  yazılır. 

Teorem 1.2.2(n=3 özel hali).  𝛼  birim hızlı bir eğri olmak üzere , 𝛼 ∶  Ι → 𝐸3 

eğrisinin Frenet vektör alanları  𝑇 ,   𝑁  , 𝐵  olduğuna göre ; 

        𝑉1 𝑡  = 𝑇 𝑡 =  𝛼′ 𝑡  

        𝑉2 𝑡  = 𝑁 𝑡 =  
𝛼 ′′  𝑡 

 𝛼 ′′  𝑡  
 

        𝑉3 𝑡  = 𝐵 𝑡 =  
𝛼′ 𝑡 ∧  𝛼′′  𝑡 

 𝛼′′  𝑡  
 

dir [13]. 

Teorem 1.2.3.  𝛼  birim hızlı olmayan bir eğri olmak üzere , 𝛼 ∶  Ι → 𝐸3 eğrisinin 

Frenet vektör alanları  𝑇 ,   𝑁  , 𝐵   olduğuna göre; 

        𝑇 𝑡 =  
𝛼′ 𝑡 

 𝛼′ 𝑡  
 

        𝐵 𝑡 =  
𝛼′ 𝑡 ∧  𝛼′′  𝑡 

 𝛼′ 𝑡 ∧  𝛼′′  𝑡  2
 

        𝑁 𝑡  = 𝐵 𝑡 × 𝑇 𝑡  

dir [13].   

𝛼 ∶  Ι → 𝐸3 eğrisinin eğrilik ve burulma fonksiyonları  𝜅 , 𝜏 olduğuna göre; 

        𝜅 𝑡 = 
 𝛼 ′  𝑡 ∧ 𝛼 ′′  𝑡  

 𝛼 ′  𝑡  3
   𝑣𝑒     𝜏 𝑡 =  

 𝛼 ′  𝑡 ∧ 𝛼 ′′  𝑡  ,𝛼 ′′′  𝑡  

 𝛼 ′  𝑡 ∧ 𝛼 ′′  𝑡  2
 

dir. 
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Şekil 1.5. Frenet vektörleri 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 
 
 
 
 
 
 
 
 



 

2. BÖLÜM 

 GENEL HELİSLER 

Tanım 2.1.1(Harmonik Eğrilikler).  𝛼 ∶  Ι → 𝐸𝑛  birim hızlı bir eğri 

olsun. 𝛼 eğrisinin harmonik eğrilikleri: 

        𝐻𝑖 : Ι ⊂  ℝ  →  ℝ ,                   𝑖 = 0, 1,2,⋯ ,𝑛 − 2  

𝐻𝑖 =  

 
 
 

 
 

                    
       0    ,                                                𝑖 = 0                 

𝑘1

𝑘2
 ,                                                𝑖 = 1          

 𝑉1 𝐻𝑖−1 + 𝐻𝑖−2𝑘𝑖 
1

𝑘𝑖+1
   ,             𝑖 = 2,⋯ ,𝑛 − 2

  

denir [2].   

Teorem 2.1.1.   𝛼 ∶  Ι → 𝐸𝑛  birim hızlı genel helis  olsun. 

 𝑉1 𝑡 ,𝑉2 𝑡 ,⋯ ,𝑉𝑛 𝑡   ,  𝐻1 𝑡 ,𝐻2 𝑡 ,⋯ ,𝐻𝑛−2 𝑡   sırasıyla 𝛼 eğrisinin Frenet 

çatısı ve yüksek mertebeden harmonik eğrilikleri olsun. 

  𝑉𝑖+2 ,𝑋   =  𝐻𝑖 𝑉1 ,𝑋       1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1                                           2.1   

dir. Burada  X , 𝛼 eğrisinin bir eksenidir [12]. 

Sonuç  2.1.1. Eğer   X , 𝛼 eğrisinin bir ekseni ise  

        𝑋 =  𝜆1𝑉1 + 𝜆2𝑉2 +  ⋯+ 𝜆𝑛𝑉𝑛    

yazılabilir. Teorem 2.1.1. den; 

        𝜆𝑖  =    𝑉𝑖  ,𝑋   =  𝐻İ−2  𝑉1,𝑋   
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olup, burada 

          𝑉1 ,𝑋   =  cos𝜃  = sabit 

dir. Harmonik eğrilik tanımından yararlanarak 

   𝑋 = cos 𝜃  V1 +  H1V3 +  ⋯+  Hn−2Vn                                                         2.2     

dir. Aynı zamanda; 

        𝐷 =  V1 +  H1V3 +  ⋯+  Hn−2Vn                           

𝛼 helisinin eksenidir. 

Tanım 2.1.2 (Genel Darboux Vektörü).   

 𝛼 ∶  Ι → 𝐸𝑛  birim hızlı bir non-dejenere eğri olsun.  𝑉1 𝑡 ,𝑉2 𝑡 ,⋯ ,𝑉𝑛 𝑡   , 

 𝐻1 𝑡 ,𝐻2 𝑡 ,⋯ ,𝐻𝑛−2 𝑡   sırasıyla 𝛼 eğrisinin Frenet çatısı ve yüksek 

mertebeden harmonik eğrilikleri olsun. 

        𝐷 =  V1 +  H1V3 +  ⋯+  Hn−2Vn                                                               2.3     

vektörüne 𝛼 eğrisinin genel Darboux vektörü denir. 

Teorem 2.1.2.  𝛼 ∶  Ι → 𝐸𝑛  birim hızlı olsun.   𝑉1 𝑡 ,𝑉2 𝑡 ,⋯ ,𝑉𝑛 𝑡   , 

 𝐻1 𝑡 ,𝐻2 𝑡 ,⋯ ,𝐻𝑛−2 𝑡   sırasıyla 𝛼 eğrisinin Frenet çatısı ve yüksek 

mertebeden harmonik eğrilikleri olsun. 𝛼 bir genel helistir ancak ve ancak 𝐷 bir 

sabit vektördür. 

İspat  ⇒ : 𝛼 bir genel helis ve 𝛼 helisinin ekseni  𝑋  olsun. 

Sonuç 2.1.1 den; 

        𝑋 =  cos 𝜃  V1 + H1V3 +  ⋯+  Hn−2Vn                                                   2.4   

Burada cos 𝜃 sabit olduğundan 𝐷 nin sabit olduğu kolayca söylenebilir. 

 



 
 

 ⇐  : Eğer 𝐷 bir sabit vektör ise;  

          𝐷 ,𝑉1   = 1,      cos 𝜃  =  
1

 D 
 

şeklinde yazılabilir. Burada 𝜃 , 𝐷 ile 𝑉1 arasındaki sabit açıdır. Bu durumda 

helisin bir tek ekseni 

        𝑋 =  cos 𝜃   D  

olarak tanımlanabilir. O halde; 

          𝑋 ,𝑉1   =  cos 𝜃  = sabit 

olduğundan 𝑋 sabittir. 

Sonuç 2.1.2.   3-boyutlu Öklid uzayında,  2.3  denkleminden non-dejenere bir 

eğrinin ekseni  

        𝐷 =  V1 +  H1V3 

olarak yazılır. Burada k1 ve k2,  𝛼 eğrisinin eğrilikleridir. Eğer 𝐷 nin eğri 

boyunca kovaryant türevi alınırsa,  

        ∇V1
D =   

k1

k2
 
′

V3                                                                                             2.5   

elde edilir. 

 

 

Eğer eğri bir genel helis ise, Teorem 2.1.2. den 

          ∇V1
D = 0 

dır. Böylelikle 
k1

k2
 oranı sabittir. 
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Tersine  
k1

k2
 oranı sabit ise,  2.5  den  ∇V1

D = 0 ve 𝐷 bir sabit vektördür. 

Teorem 2.1.2. den eğri bir genel helistir. 

 Bu Lancret teoreminin bir yeni ispatıdır. 

Sonuç 2.1.3.  4 – boyutlu Öklid uzayında  3  denkleminden non-dejenere bir 

eğrinin ekseni 

        𝐷 =  V1 +
k1

k2
 V3 +  

1

k3
  

k1

k2
 
′

V4 

olup, k1 ,  k2  ve k3 eğrinin eğrilikleridir. 

 

 

Eğer eğrinin bütün eğrilikleri sabit ise, eğri bir 𝑊- eğrisidir. O halde, 𝑊- eğrisi 

için Sonuç 2.1.3. ifadesi 

        𝐷 =  V1 +
k1

k2
 V3                                                                                                2.6  

olur.  2.6  nın türevi alınırsa 

        𝐷′  =  ∇V1
D =  

k1 . k3

k2
V4 

elde edilir. 𝐷′ ≠ 0 olduğu kolayca görülür. O halde;  𝐷 sabit bir vektör değildir. 

Bu durumda Teorem 2.1.5. den eğri helis değildir. 

Örnek 2.1.1.  𝛼 ∶  Ι → 𝐸3 

            𝑡 → 𝛼(t)  =   
1

 2
cos 𝑡 , 1 +  

1

 2
sin 𝑡 ,

𝑡

 2
  

eğrisi için; 
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        𝛼′ 𝑡  =   
−1

 2
sin 𝑡 ,

1

 2
cos 𝑡 ,

1

 2
  

olup,   𝛼′ 𝑡   = 1 olduğundan, eğri yay parametrelidir. Teorem 1.2.2. den 

        𝑉1 𝑡  =   
−1

 2
sin 𝑡 ,

1

 2
cos 𝑡 ,

1

 2
  

        𝑉2 𝑡  =   − cos t  ,−  sin 𝑡   , 0  

        𝑉3 𝑡  =   
1

 2
sin 𝑡  ,

−1

 2
cos 𝑡  ,

1

 2
  

        𝑘1  =
1

 2
 

        𝑘2  =
1

 2
  

dir. O halde; 

𝐷 =  𝑉1 +  
𝑘1

𝑘2 
𝑉3  ifadesinde bulunan değerler yerine yazılırsa, 𝐷 = 𝑠𝑎𝑏𝑖𝑡 

dir. Dolayısıyla 𝛼 eğrisi bir genel helistir. 

Teorem 2.1.3. 𝛼 ∶  Ι → 𝐸𝑛  birim hızlı bir eğri olsun.  𝑉1 𝑡 ,𝑉2 𝑡 ,⋯ ,𝑉𝑛 𝑡  , 

 𝐻1 𝑡 ,𝐻2 𝑡 ,⋯ ,𝐻𝑛−2 𝑡   sırasıyla 𝛼 eğrisinin Frenet çatısı ve yüksek 

mertebeden harmonik eğrilikleri olmak üzere,  𝛼 bir genel helis ise   

         𝐻𝑖
2𝑛−2

𝑖 =1  = 𝑠𝑎𝑏𝑖𝑡 

dir [12]. 
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Örnek 2.1.3. Teorem 2.1.3. ifadesinin tersinin doğru olmadığına ilişkin bir 

örnek verelim. 

        𝛼 ∶  Ι → 𝐸4 

                𝑡 → 𝛼 𝑡  

𝛼 𝑡 =   𝑎 cos  
𝑟

 𝑎2𝑟2 + 𝑏2
𝑡 , 𝑎 sin  

𝑟

 𝑎2𝑟2 + 𝑏2
𝑡 , 𝑏 cos  

1

 𝑎2𝑟2 + 𝑏2
𝑡 , 𝑏 sin  

1

 𝑎2𝑟2 + 𝑏2
𝑡   

eğrisi için Frenet vektörleri ve eğrilikleri aşağıdaki gibi bulunur. 

𝑉1 =   

−𝑎𝑟

 𝑎2𝑟2+𝑏2
sin  

𝑟

 𝑎2𝑟2+𝑏2
𝑡 ,

𝑎𝑟

 𝑎2𝑟2+𝑏2
cos  

𝑟

 𝑎2𝑟2+𝑏2
𝑡 ,

  
−𝑏

 𝑎2𝑟2+𝑏2
sin  

𝑟

 𝑎2𝑟2+𝑏2
𝑡 ,

𝑏

 𝑎2𝑟2+𝑏2
cos  

𝑟

 𝑎2𝑟2+𝑏2
𝑡  

 , 

𝑘1 =  
 𝑎2𝑟4 + 𝑏2

𝑎2𝑟2  + 𝑏2
, 

𝑉2  =   

−𝑎𝑟2

 𝑎2𝑟4+𝑏2
cos  

𝑟

 𝑎2𝑟2+𝑏2
𝑡 ,

−𝑎𝑟2

 𝑎2𝑟4+𝑏2
sin  

𝑟

 𝑎2𝑟2+𝑏2
𝑡 ,

  
−𝑏

 𝑎2𝑟4+𝑏2
cos  

𝑟

 𝑎2𝑟2+𝑏2
𝑡 ,

−𝑏

 𝑎2𝑟4+𝑏2
sin  

𝑟

 𝑎2𝑟2+𝑏2
𝑡  

 , 

𝑘2  =  
𝑎𝑏𝑟  𝑟2−1 

 𝑎2𝑟2  +𝑏2   𝑎2𝑟4+𝑏2 
, 

𝑉3 =  

 

 

𝑏

 𝑎2𝑟2 + 𝑏2
sin  

𝑟

 𝑎2𝑟2 + 𝑏2
𝑡 ,

−𝑏

 𝑎2𝑟2 + 𝑏2
cos  

𝑟

 𝑎2𝑟2 + 𝑏2
𝑡 ,

  
−𝑎𝑟

 𝑎2𝑟2 + 𝑏2
sin  

𝑟

 𝑎2𝑟2 + 𝑏2
𝑡 ,

𝑎𝑟

 𝑎2𝑟2 + 𝑏2
cos  

𝑟

 𝑎2𝑟2 + 𝑏2
𝑡  

 

 , 

𝑘3 =  
𝑟

 𝑎2𝑟4  + 𝑏2
, 

𝑉4 =   

𝑏

 𝑎2𝑟4+𝑏2
cos  

𝑟

 𝑎2𝑟2+𝑏2
𝑡 ,

𝑏

 𝑎2𝑟4+𝑏2
sin  

𝑟

 𝑎2𝑟2+𝑏2
𝑡 ,

  
−𝑎𝑟2

 𝑎2𝑟4+𝑏2
cos  

𝑟

 𝑎2𝑟2+𝑏2
𝑡 ,

−𝑎𝑟2

 𝑎2𝑟4+𝑏2
sin  

𝑟

 𝑎2𝑟2+𝑏2
𝑡  

 . 
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Bu eğrinin genel Darboux vektörü: 

        𝐷 =  𝑉1  +  
𝑘1

𝑘2
𝑉3 +

1

𝑘3
 
𝑘1

𝑘2
 
′

𝑉4 

olur.  
𝑘1

𝑘2
 
′

= 0 olduğundan; 𝐷 =  𝑉1  +  
𝑘1

𝑘2
𝑉3 bulunur. O halde;  

        𝐷′ =  
𝑘1𝑘3

𝑘2
𝑉4  ≠ 0 

elde edilir. 𝐻1
2 +  𝐻2

2  = 𝑠𝑎𝑏𝑖𝑡 olmasına rağmen  𝐷 sabit değildir. Teorem 

2.1.5. den 𝛼 bir genel helis değildir [12].   

Teorem 2.1.4. 𝛼 ∶  Ι → 𝐸𝑛  birim hızlı non-dejenere bir eğri olsun. 

 𝑉1 𝑡 ,𝑉2 𝑡 ,⋯ ,𝑉𝑛 𝑡  ,  𝐻1 𝑡 ,𝐻2 𝑡 ,⋯ ,𝐻𝑛−2 𝑡   sırasıyla 𝛼 eğrisinin Frenet 

çatısı ve yüksek mertebeden harmonik eğrilikleri olmak üzere, 𝛼 bir genel 

helistir ancak ve ancak 

        𝑉1  𝐻𝑛−2 +  𝑘𝑛−1𝐻𝑛−3  = 0 

dır. 

İspat  ⇒  : Eğer 𝐷 nin 𝛼 eğrisi boyunca kovaryant türevi alınırsa, 

        ∇V1
D =   𝑉1  𝐻𝑛−2 +  𝑘𝑛−1𝐻𝑛−3   𝑉𝑛  

elde edilir. Burada  ∇ ,  𝐸𝑛  deki Levi-Civita konneksiyonudur. 𝛼 bir genel helis 

olduğundan 𝐷 sabit bir vektördür. O halde; 

         ∇V1
D = 0 ve         𝑉1  𝐻𝑛−2 + 𝑘𝑛−1𝐻𝑛−3  =  0 

bulunur. 

 ⇐  : Kabul edelim ki, 

        𝑉1  𝐻𝑛−2 +  𝑘𝑛−1𝐻𝑛−3  =  0 

olsun. 𝐷 nin sabit olduğu kolayca görülür. Teorem 2.1.5. den 𝛼 bir genel helistir. 
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𝑫  Genel Darboux Vektörünün Geometrik Anlamı 

Bilindiği gibi 3-boyutlu Öklid uzayında bir nokta,  𝛼 eğrisi boyunca hareket 

ettirildiğinde bu noktanın Frenet üçlüsü  𝑇 ,𝑁 ,𝐵  orijin etrafında hareket eder. 

Bu hareket Frenet hareketi olarak adlandırılır. Frenet hareketindeki ani 

değişimin olduğu  eksene Darboux ekseni denir. Darboux vektörü 

        𝑑 =  𝑘2𝑇 +  𝑘1𝐵 

şeklindedir. Burada 𝑘1 ve 𝑘2 sırasıyla eğrinin eğrilik ve torsionudur. 

Önerme 2.2.1. 𝛼 eğrisi 𝑡  keyfi parametresi ile verilsin. 𝛼 eğrisinin Darboux 

ekseni  𝑇,𝑁1 ,𝑁2 ,⋯ ,𝑁2𝑘    , 𝐸2𝑘+1 >  2 bazına göre verilen 𝑀 𝑡   Frenet 

matrisinin çekirdeği olarak tanımlanır. 𝐸2𝑘+1, 𝑘 > 2 için Darboux vektörü 

        𝑑 =  𝑎0𝑇 +  𝑎1𝑁2 +  ⋯  + 𝑎𝑘𝑁2𝑘  

dır.  Burada 

        𝑎0  =  𝑘2𝑘4  ⋯  𝑘2𝑘  ,          𝑎1 =
𝑘1

𝑘2
𝑎0 

        𝑎2  =  
𝑘3

𝑘4
𝑎1                ,          𝑎𝑖 =

𝑘2𝑖−1

𝑘2𝑖
𝑎𝑖−1    

şeklindedir [12]. 

𝛼 ∶  Ι → 𝐸𝑛  birim hızlı non-dejenere bir eğri olsun. 𝛼 eğrisinin Frenet vektörleri 

ve eğrilikleri sırasıyla  𝑉1 𝑡 ,𝑉2 𝑡 ,⋯ ,𝑉𝑛 𝑡  ,   𝑘1 𝑡 ,𝑘2 𝑡 ,⋯ ,𝑘𝑛−1 𝑡   

olmak üzere,  𝑀 𝑡  Frenet matrisi 

𝑀 𝑡    =   

 
 
 
 
 
 
 

 

0
−𝑘1

0
⋮

   

𝑘1

0
−𝑘2

⋮

  

0
𝑘2

0
⋮

  

0
0
0
⋮

⋯
…
…

 

  0
  0
  0
  ⋮

      

   0
   0

    
0
⋮

  

        0
        0
        0
        ⋮

  0
  0
  0

 
       0
       0
       0

 
      0
      0
      0

 
  0
  0
  0

⋯
…
…

−
0
𝑘𝑛−2

0

𝑘𝑛−2

0
−𝑘𝑛−1

 
0

𝑘𝑛−1

0  
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           şeklindedir. Buradan; 

𝑀 𝑡 𝐷 =   

 
 
 
 
 
 

0
0
𝐻1

′  

𝐻2
′

⋮
𝐻𝑛−2

′  
 
 
 
 
 

  −     𝐻𝑛−2
′ + 𝑘𝑛−1𝐻𝑛−3   

 
 
 
 
 
 
0
0
0
0
⋮
1 
 
 
 
 
 

 

           elde edilir. 

Şimdi şu sorunun cevabını arayalım : Ne zaman  D vektörü , 𝑀 𝑡  matrisinin 

çekirdeğinde yatar ? 

𝚰.  Durum : 𝑛 = 3 𝑖ç𝑖𝑛, 

                 𝐷 =  V1 + H1V3 

dır. Buradan;  𝑀 𝑡 𝐷 = 0 olduğu kolayca görülür. 

Sonuç 2.2.1. 3- boyutlu Öklid uzayında herhangi bir birim hızlı non- dejenere                                  

𝛼 eğrisi için genel 𝐷  vektörü 𝑀 𝑡  matrisinin çekirdeğinde yatar. Başka bir ifadeyle, 

    𝐷 =  
1

k2
d 

dir. 

𝚰𝚰. Durum : 𝑛 > 3 𝑣𝑒 𝑛 = ç𝑖𝑓𝑡 𝑖ç𝑖𝑛, 

𝑀 𝑡  bir regüler matristir ve matrisin çekirdeği sadece sıfır vektörüdür.  𝐷 ≠ 0 

olduğundan 𝑀 𝑡  matrisinin çekirdeğinde yatmaz.  
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𝚰𝚰𝚰. Durum : 𝑛 > 3 𝑣𝑒 𝑛 = 𝑡𝑒𝑘  𝑖ç𝑖𝑛, 

𝐻2 =  𝐻4  =  ⋯  =  𝐻𝑛−3  = 0 

 

𝐻1  =  
𝑘1

𝑘2
 = 𝑠𝑎𝑏𝑖𝑡                            𝐻3  =  

𝑘1

𝑘2
 ∙  
𝑘3

𝑘4
 = 𝑠𝑎𝑏𝑖𝑡 

𝐻5  =  
𝑘1

𝑘2
 ∙  
𝑘3

𝑘4
 ∙
𝑘5

𝑘6 
 = 𝑠𝑎𝑏𝑖𝑡           𝐻𝑛−2   =  

𝑘1

𝑘2
 ∙  
𝑘3

𝑘4
 ∙  ⋯  ∙

𝑘𝑛−2

𝑘𝑛−1
  = 𝑠𝑎𝑏𝑖𝑡           

dır. Böylelikle, 

𝑘1

𝑘2
 = 𝑠𝑎𝑏𝑖𝑡 ,    

𝑘3

𝑘4
 = 𝑠𝑎𝑏𝑖𝑡 ,⋯ ,     

𝑘𝑛−2

𝑘𝑛−1
  = 𝑠𝑎𝑏𝑖𝑡                        

olur. Bu ise; eğrinin Hayden’ e göre bir genel helis olduğunu gösterir  9 . 

Sonuç 2.2.2.  n - boyutlu Öklid uzayında   𝑛 = 𝑡𝑒𝑘 𝑖𝑘𝑒𝑛   her  birim hızlı non-

dejenere 𝛼 eğrisi için 𝐷 vektörü, 𝑀 𝑡  matrisinin çekirdeğinde yatar ancak ve ancak 

𝛼 eğrisi Hayden‘ e göre bir genel helistir yani; 

        𝐷 =  
1

𝑎0
𝑑 ,                         𝑎0  =  𝑘2  ∙  𝑘4  ∙  𝑘6  ∙  ⋯  ∙  𝑘𝑛−1 

dir. 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



3. BÖLÜM 

SLANT HELİSLER 

Tanım 3.1.1(Slant Helis). 𝛼 ∶  Ι → 𝐸𝑛  birim hızlı bir eğri olsun. 𝛼 

eğrisinin normali olan 𝑉2 bir sabit 𝐿 doğrultusu ile sabit bir açı yapıyorsa 𝛼 

eğrisi bir slant helis adı verilir  12 . 

Teorem 3.1.1. 𝛼 ∶  Ι → 𝐸𝑛  birim hızlı bir eğri olsun. 4 ≤ 𝑖 ≤  𝑛  için; 

𝐺1  =   𝑘1 𝑠 𝑑𝑠 ,   𝐺2  = 1 , 𝐺3  =  
𝑘1

𝑘2
 𝐺1  , 𝐺𝑖  =  

1

𝑘𝑖−1
 𝑘𝑖−2𝐺𝑖−2 + 𝐺𝑖−1

′    . 

olmak üzere, 𝛼 bir slant helistir ancak ve ancak  

         𝐺𝑖
2  = 𝐶

𝑛

𝑖 = 1

 

fonksiyonu sıfırdan farklı bir sabittir. Üstelik, 𝐶 =  sec 𝜃2 ve  𝜃   sabit doğrultu 

𝐿 ile 𝑉2 arasındaki açıdır. 

İspat  ⇒  : Kabul edelim ki 𝛼 bir slant helis olsun. Genelliği bozmadan 

 𝐿 , 𝐿   = 1 alalım. 𝑎𝑖  diferensiyellenebilir fonksiyonlar, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛  için, 

        𝐿 =   𝑎𝑖

𝑛

𝑖 = 1

 𝑠 𝑉𝑖 𝑠    ,   𝑠 ∈  Ι                                                                       3.1  
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             𝑎𝑖  =    𝑉𝑖  , 𝐿      1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 

dır.        

 𝑎2  =    𝑉2 ,𝐿   =  cos𝜃  = 𝑠𝑎𝑏𝑖𝑡     ∀ 𝑠 ∈  Ι                                              3.2    

olur. 𝐿 vektörü sabit olduğundan  3.1  in türevi alınırsa, 

 
 
 

 
 

        𝑎1
′  −  𝑘1𝑎2    = 0  

𝑘1𝑎1 −  𝑘2𝑎3       = 0

𝑎𝑖
′  + 𝑘𝑖−1 𝑎𝑖−1 –  𝑘𝑖𝑎𝑖+1          = 0  ,   3 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛

      𝑎𝑛
′  +   𝑘𝑛−1𝑎𝑛−1            = 0                  

 

                                                3.3  

elde edilir. 

𝚰.  𝑎1  =    𝑉1 ,𝐿    ⇒  𝑎1
′  =    𝑉1

′  , 𝐿   

dır.  Önerme 1.2.1  ve  3.1  den yararlanarak, 

        𝑎1
′  =   𝑘1  𝑉2 ,𝐿  =    𝑘1 ∙ 𝑎2 

ise, 

  𝑎1  =    𝑘1𝑑𝑠 ∙ 𝑎2 = 𝐺1𝑎2 

olur. 

𝚰𝚰.   𝐺2 = 1 olduğundan, 

       𝑎2  =  𝐺2𝑎2 

dır. 

        ⋮ 

𝚰𝚰𝚰. 𝑎𝑛−1  =   𝑉𝑛−1 , 𝐿     ise, 

       𝑎𝑛−1
′  =  −𝑘𝑛−2𝑎𝑛−2  +  𝑘𝑛−1𝑎𝑛  ⇒ 𝑎𝑛  =  𝐺𝑛𝑎2 
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dır. O halde, 

 𝑎𝑖 𝑠  =  𝐺𝑖 𝑠 ∙  𝑎2                      1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛                                                               3.4  

şeklinde tanımlanır. Burada 𝑎2 ≠ 0 dır. Eğer, 𝑎2  = 0 alınırsa 𝑎𝑖  = 0 ve 𝐿 = 0 olur ki;  

𝐿 ≠ 0 olduğundan çelişkidir.  3.3  den yararlanarak  

        𝐺1     =   𝑘1  s  ds   

       𝐺2     =    1   

       𝐺3     =   
𝑘1

𝑘2
 𝐺1                                                                                                      3.5  

       𝐺𝑖     =    
1

𝑘𝑖
   𝑘𝑖−2𝐺𝑖−2  + 𝐺𝑖−1

′   , 4 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛   

elde edilir.  3.3  denkleminde  𝑖 = 𝑛   alınırsa; 

        𝐺𝑛
′  +  𝑘𝑛  −1𝐺𝑛  −1  = 0                                                                                                 3.6  

denklemi sağlanır. (3.6) Diferensiyel denkleminde değişken değiştirmesi yapılırsa, 

        𝑡 𝑠  =   𝑘𝑛  −1
𝑠
 𝑢 𝑑𝑢 ,   

𝑑𝑡

𝑑𝑠
 =  𝑘𝑛  −1 𝑠  

bulunur.  3.5  in son denkleminden 

        𝐺𝑛−1
′ 𝑡  =  𝐺𝑛 𝑡  −   

𝑘𝑛  −2 𝑡 

𝑘𝑛  −1 𝑡 
  𝐺𝑛  −2 𝑡                                                                 3.7  

elde edilir. Eğer 𝛼 bir slant helis ise  3.7  ifadesi  3.6  da yerine yazılırsa 

𝐺𝑛
′′  𝑡  +  𝐺𝑛 𝑡  =  

𝑘𝑛  −2 𝑡 𝐺𝑛  −2 𝑡 

𝑘𝑛  −1 𝑡 
                                                                3.8  

bulunur. Parametrelerin değişimi metoduna göre bu denklemin bir genel çözümü  
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        𝐺𝑛 𝑡  =  𝐴 –   
𝑘𝑛  −2 𝑡 𝐺𝑛  −2 𝑡 

𝑘𝑛  −1 𝑡 
sin 𝑡 𝑑𝑡 cos 𝑡 

          +  𝐵 + 
𝑘𝑛  −2 𝑡 𝐺𝑛  −2 𝑡 

𝑘𝑛  −1 𝑡 
cos 𝑡 𝑑𝑡 sin 𝑡                                              3.9  

dir. Burada A ve B keyfi sabitlerdir. (3.9) denkleminde tekrar parametre değişimi 

yapılırsa, 

𝐺𝑛 𝑠  =  𝐴 –    
𝑘𝑛  −2 𝑠 𝐺𝑛  −2 𝑠 

𝑘𝑛  −1 𝑠 
sin 𝑘𝑛  −1 𝑠  𝑑𝑠 𝑑𝑠 cos 𝑘𝑛  −1 𝑠 𝑑𝑠 

(3.10) 

            + 𝐵 +   
𝑘𝑛  −2 𝑠 𝐺𝑛  −2 𝑠 

𝑘𝑛  −1 𝑠 
cos s 𝑘𝑛  −1 𝑠 𝑑𝑠 𝑑𝑠 sin s 𝑘𝑛  −1 𝑠 𝑑𝑠 

bulunur.  3.6  den  𝐺𝑛  −1 fonksiyonu aşağıdaki gibi verilir. 

 𝐺𝑛−1 𝑠 =  𝐴 –    
𝑘𝑛  −2 𝑠 𝐺𝑛  −2 𝑠 

𝑘𝑛  −1 𝑠 
sin 𝑘𝑛  −1 𝑠  𝑑𝑠 𝑑𝑠 sin s 𝑘𝑛  −1 𝑠 𝑑𝑠              

(3.11) 

                 + 𝐵 +   
𝑘𝑛  −2 𝑠 𝐺𝑛  −2 𝑠 

𝑘𝑛  −1 𝑠 
cos s 𝑘𝑛  −1 𝑠 𝑑𝑠 𝑑𝑠 cos s 𝑘𝑛  −1 𝑠 𝑑𝑠  

 3.5  den  

         𝐺𝑖𝐺𝑖
′  =  𝐺1𝐺1

′ +  𝐺2𝐺2
′𝑛  −2

𝑖 =1  +   𝐺𝑖𝐺𝑖
′𝑛−2

𝑖 =3  

                       =  𝑘1𝐺1  +    𝐺𝑖 𝑘𝑖𝐺𝑖  + 1  −  𝑘𝑖 −1𝐺𝑖 − 1 
𝑛−2
𝑖 =3  

                       =  𝑘1𝐺1  +     𝑘𝑖𝐺𝑖𝐺𝑖 + 1  −  𝑘𝑖  −1𝐺𝑖 − 1𝐺𝑖 
𝑛−2
𝑖 =3  

                   =  𝑘1𝐺1 +  𝑘𝑛  −2𝐺𝑛  −2𝐺𝑛  −1  −  𝑘2𝐺2𝐺3 

                   =  𝑘𝑛  −2𝐺𝑛  −2𝐺𝑛  −1   

dir. Bu ifade  3.11   de yerine yazılır ve integre edilirse, 
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            𝐺𝑖
2  = 𝐶 −   𝐴 –    

𝑘𝑛  −2 𝑠 𝐺𝑛  −2 𝑠 

𝑘𝑛  −1 𝑠 
sin 𝑘𝑛  −1 𝑠  𝑑𝑠 𝑑𝑠 

2
𝑛  −2
𝑖 = 1     

 3.12  

                              − 𝐵 +   
𝑘𝑛  −2 𝑠 𝐺𝑛  −2 𝑠 

𝑘𝑛  −1 𝑠 
cos s 𝑘𝑛  −1 𝑠 𝑑𝑠 𝑑𝑠 

2

             

elde edilir ki, 𝐶 bir sabittir.  3.9  ve   3.10  denklemlerinden 

 

𝐺𝑛
2 +  𝐺𝑛  −1

2  =   𝐴 –    
𝑘𝑛  −2 𝑠 𝐺𝑛  −2 𝑠 

𝑘𝑛  −1 𝑠 
sin 𝑘𝑛  −1 𝑠  𝑑𝑠 𝑑𝑠 

2

 

 3.13  

                             +  𝐵 +   
𝑘𝑛  −2 𝑠 𝐺𝑛  −2 𝑠 

𝑘𝑛  −1 𝑠 
cos s 𝑘𝑛  −1 𝑠 𝑑𝑠 𝑑𝑠 

2

           

bulunur.  3.12   ve   3.13  den 

         𝐺𝑖
2  = 𝐶𝑛

𝑖 =3  

elde edilir. Bu ise ispatı tamamlar. 

Teorem 3.1.2. 𝛼 ∶  Ι → 𝐸𝑛  birim hızlı bir eğri olmak üzere 𝛼 slant helisinin birim  

doğrultusu  

        𝐿 =  cos 𝜃2   𝐺𝑖𝑉𝑖
𝑛
𝑖 = 1   

dir [12]. 

Teorem 3.1.3. 𝛽 ∶  Ι → 𝐸𝑛  birim hızlı bir eğri olmak üzere 𝛽 helisinin birim  

doğrultusu  

        𝑋 =  cos𝜃1  𝑉1
∗  +  𝐻1𝑉3

∗  +  𝐻2𝑉4
∗  +  ⋯  +  𝐻𝑛  −2𝑉𝑛

∗  

dır. Burada   𝑉1
∗ ,𝑉2

∗ ,⋯ ,𝑉𝑛
∗  ,  𝐻1 ,𝐻2 ,⋯ ,𝐻𝑛  −2  sırasıyla eğrinin Frenet çatısı ve 

harmonik eğrilikleridir [12]. 
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Aşağıdaki teoremde  𝑆𝑛  −1 ⊂  𝐸𝑛  de birim hiperküre üzerindeki spiral helisler ile 𝐸𝑛  

deki slant helisler arasındaki ilişkiyi inceleyelim. 

Teorem 3.1.5.   𝛼 ∶  Ι → 𝐸𝑛  birim hızlı bir eğri ve 𝛽 ∶  Ι →  𝑆𝑛  −1 ⊂  𝐸𝑛  , 𝛼 eğrisinin 

teğetler göstergesi olmak üzere , 𝛼 eğrisi 𝐿 doğrultusuna göre bir slant helistir ancak ve 

ancak 𝛽 eğrisi 𝐿 doğrultusuna göre 𝑆𝑛  −1 ⊂  𝐸𝑛  de bir genel helistir 𝑠𝑝𝑖𝑟𝑎𝑙 ℎ𝑒𝑙𝑖𝑠𝑡𝑖𝑟 . 

Başka bir ifadeyle 𝛼 ve 𝛽 aynı 𝐿 doğrultusuna sahiptir. 

İspat  ⇒ : 𝛼 eğrisinin teğetler göstergesi  
𝑑𝛼

𝑑𝑡
= 𝛽 𝑡  olarak tanımlanır.  

Kabul edelim ki; 𝛽 eğrisinin yay parametresi 𝑡𝛽  olsun. O halde,         

        
𝑑𝛽

𝑑𝑡𝛽
=

𝑑𝛽

𝑑𝑡
∙
𝑑𝑡

𝑑𝑡𝛽
 

dır. Frenet formüllerinden  

        
𝑑𝛽

𝑑𝑡𝛽
= 𝑘1 𝑡 𝑉2 𝑡 

𝑑𝑡

𝑑𝑡𝛽
  

olur. Her iki tarafın normu alınırsa  

        1 =  𝑘1 𝑡  
𝑑𝑡

𝑑𝑡𝛽  
      ⇒      

𝑑𝑡

𝑑𝑡𝛽
=  

1

𝑘1 𝑡 
 

bulunur. 𝑘1 𝑡  ≠ 0 için 

        
𝑑𝛽

𝑑𝑡𝛽
= 𝑉2 𝑡   

elde edilir. 𝛼 eğrisi bir slant helis olduğundan; 

         𝑉2 , 𝐿   =  cos𝜃 

ifadesi göz önüne alınırsa; 

          
𝑑𝛽

𝑑𝑡𝛽
 , 𝐿   =  cos𝜃 

dır. Böylece,  𝛽 bir genel helistir. 

 



28 
 

 ⇐ :     
𝑑𝛽

𝑑𝑡𝛽
 , 𝐿   =  cos 𝜃 

olsun . Burada  𝑡𝛽 ,  𝛽 eğrisinin yay parametresidir. Diğer taraftan,  

        𝑉2 𝑡  =  
𝑑𝛽

𝑑𝑡𝛽
 

olduğunu biliyoruz. O halde; 

          𝑉2 , 𝐿   =  cos 𝜃 

olup, 𝛼 bir slant helistir. 

Bu bölümde slant helisler ile helis hiperyüzeyleri arasındaki ilişkiyi vereceğiz.  

Tanım 3.1.2. 𝑀 ⊂ 𝐸𝑛  ve 𝑑 ≠ 0 bir birim vektör olsun. Eğer  𝑑, 𝜉  𝑀  boyunca sabit 

fonksiyon ise 𝑀 bir helis hiperyüzeyi adını alır. Burada 𝜉, 𝑀 üzerindeki bir normal 

vektör alanıdır.  

Teorem 3.1.6. 𝑀 bir helis hiperyüzeyi ve 𝛼 ∶  Ι → 𝑀 bir geodezik eğri olsun. O 

halde; 𝛼 bir slant helistir [12]. 

İspat:   𝜉, 𝑀 üzerindeki bir normal vektör alanı ve 𝑑 bir sabit doğrultu olsun. 𝑀 bir 

helis hiperyüzeyi olduğundan;  𝑑, 𝜉  = 𝑠𝑎𝑏𝑖𝑡 olur. Öyle ki; 𝑑 ile 𝜉 arasındaki açı 𝑀 

yüzeyinin her noktasında sabittir. 𝛼 bir geodezik eğri olduğundan 𝛼 boyunca 

        𝛼′′  𝑠  =  𝜆 𝜉 𝛼  𝑡    

dır. Üstelik Frenet denklemlerini kullanarak 

        𝛼′′  𝑠  =  𝑘1𝑉2      ⇒     𝜆 𝜉 𝛼  𝑡   =  𝑘1𝑉2  

elde edilir. Burada 𝑘1, 𝛼 eğrisinin birinci eğriliğidir. Her iki tarafın normu alınırsa 

        𝜉 =  𝑉2  veya 𝜉 = − 𝑉2 

bulunur. Buradan 

          𝑑 ,𝑉2   = 𝑠𝑎𝑏𝑖𝑡 

dir. Başka bir deyişle 𝑑 ile 𝑉2 arasındaki açı,  𝛼 eğrisi boyunca sabittir. O halde; 𝛼 bir 

slant helistir.  
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Teorem 3.1.7.  𝛼 ∶  Ι → 𝐸𝑛 birim hızlı bir geodezik eğri ve 𝑋 sabit doğrultusu ile 𝑀 

bir helis hiperyüzeyi olsun. 𝛼 eğrisinin teğetler göstergesi 𝑆𝑛  −1 ⊂  𝐸𝑛  hiperküresi 

üzerinde bir spiral helistir. 

İspat: Kabul edelim ki, 𝛼 eğrisi 𝑀 helis hiperyüzeyi üzerinde bir geodezik eğri olsun. 

Teorem 3.3.1. den 𝛼 bir slant helistir. Diğer taraftan Teorem 3.2.1. den 𝛼 eğrisinin 

teğetler göstergesi bir spiral helistir. 

Sonuç 3.3.3.  𝑀 ⊂  𝐸𝑛  bir helis hiperyüzeyi olsun. 𝑀 hiperyüzeyi üzerindeki bütün 

geodezik eğrilerin teğetler göstergesi çakışık eksene sahip spiral helislerdir [12]. 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 



4. BÖLÜM 

𝑽𝒏 −  𝑺𝑳𝑨𝑵𝑻 𝑯𝑬𝑳İ𝑺𝑳𝑬𝑹 

Tanım 4.1.1. 𝛼 ∶  Ι → 𝐸𝑛  birim hızlı bir eğri, 𝛼 nın Frenet vektörleri ve 

eğrilikleri sırasıyla  𝑉1 𝑡 ,𝑉2 𝑡 ,⋯ ,𝑉𝑛 𝑡  ,   𝑘1 𝑡 ,𝑘2 𝑡 ,⋯ ,𝑘𝑛−1 𝑡   olsun. 𝑋 

birim sabit doğrultu  ve 𝜑 sabit bir açı olmak üzere; 

          𝑉𝑛  ,𝑋   =  cos𝜑  , 𝜑 ≠  
𝜋

2
  ,  

ise 𝛼 eğrisine 𝑉𝑛- slant helis denir. 

Tanım 4.1.2.  𝛼 ∶  Ι → 𝐸𝑛  birim hızlı bir eğri,  𝑘1 𝑡 ,𝑘2 𝑡 ,⋯ , 𝑘𝑛−1 𝑡         

𝛼 eğrisinin sıfırdan farklı eğrilikleri olsun.  𝑉𝑛   için harmonik eğrilik 

fonksiyonları  

        𝐻𝑖
∗ : Ι ⊂  ℝ  →  ℝ ,                   𝑖 = 0, 1,2,⋯ ,𝑛 − 2  

𝐻𝑖
∗ =  

 
 
 

 
 

                    
       0    ,                                                     𝑖 = 0                 

𝑘𝑛− 1

𝑘𝑛− 2
 ,                                                𝑖 = 1          

 𝑘𝑛−2𝐻𝑖−2
∗ −  𝐻𝑖−1

′ 
1

𝑘𝑛− 𝑖+1 
   ,          𝑖 = 2,⋯ , 𝑛 − 2

                    4.1.1  

şeklindedir [13]. 

Önerme 4.1.1. 𝛼 ∶  Ι → 𝐸𝑛  birim hızlı bir eğri ve 𝛼 eğrisinin harmonik 

eğrilik fonksiyonları  𝐻1
∗,𝐻2

∗,⋯ ,𝐻𝑛−2
∗  olsun. Harmonik eğrilik 

fonksiyonlarının türevleri  
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 𝐻1

∗′

𝐻2
∗′

𝐻3
∗′

⋮
𝐻𝑛−4

∗′

𝐻𝑛−3
∗′

0  
 
 
 
 
 
 
 

=   

 
 
 
 
 
 
 

 

0
𝑘𝑛−3

0
⋮

   

−𝑘𝑛−3

0
𝑘𝑛−4

⋮

  

0
−𝑘𝑛−4

0
⋮

  

0
0

−𝑘𝑛−5

⋮

⋯
…
…

 

  0
  0
  0
  ⋮

      

   0
   0

    
0
⋮

  

        0
        0
        0
        ⋮

   0
  0
  0

 
          0
          0
          0

 
            0
           0
           0

 
           0
          0
          0

     

⋯
…
…

  
  0
𝑘2

  0

       −𝑘2

      0
        𝑘1

−  
0
𝑘1

0  
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
𝐻1

∗

𝐻2
∗

𝐻3
∗

⋮
𝐻𝑛−4

∗

𝐻𝑛−3
∗

𝐻𝑛−2 
∗ 
 
 
 
 
 
 
 

 

dır. 

İspat : Tanım 4.1.2. den kolayca görülür. 

Önerme 4.1.2.  𝛼 ∶  Ι → 𝐸𝑛 birim hızlı bir eğri, 𝛼 nın Frenet vektörleri ve  

harmonik eğrilikleri sırasıyla  𝑉1 𝑡 ,𝑉2 𝑡 ,⋯ ,𝑉𝑛 𝑡  ,   𝐻1
∗,𝐻2

∗,⋯ ,𝐻𝑛−2
∗  olsun.  

𝑋 birim sabit doğrultusuna göre 𝛼  bir 𝑉𝑛- slant helis ise 

          𝑉𝑛− 𝑖+1  ,𝑋    = 𝐻𝑖
∗  𝑉𝑛  ,𝑋                                                                     4.2  

dir. 

İspat :  𝒊 = 𝟏 olması durumu: 

𝑋 birim sabit vektör alanı olduğundan  ∀𝑠 ∈ 𝐼 için   𝑉𝑛 ,𝑋  = cos𝜑 olur. Buradan türev 

alınırsa  

         𝑉𝑛
′ ,𝑋  =  0 

bulunur. Frenet formüllerinden  

            −𝑘𝑛−1,𝑉𝑛−1,𝑋  = 0                                                                                             (4.3) 

elde edilir. Burada    𝑘𝑛−1  ≠  0  olduğundan, 

          𝑉𝑛−1 ,𝑋   = 0                                                                                                           (4.4) 

dır.  4.4   den tekrar türev alınırsa,  

          𝑉𝑛−1
′  ,𝑋   = 0, 
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          −𝑘𝑛−2 𝑉𝑛−2 + 𝑘𝑛−1 𝑉𝑛 ,𝑋  = 0 

         −𝑘𝑛−2  𝑉𝑛−2,𝑋  + 𝑘𝑛−1  𝑉𝑛 ,𝑋 = 0 

ve  Tanım 4.1.1. den  

         𝑉𝑛−2,𝑋  =  
𝑘𝑛−1 

𝑘𝑛−2 
 𝑉𝑛 ,𝑋  

                         = 𝐻1
∗ 𝑉𝑛 ,𝑋                                                                                                 (4.5) 

olur. 

𝒊 = 𝟐 olması durumu: 

(4.5)  denkleminde  tekrar türev alınıp gerekli işlemler yapılırsa, 

                                            𝑉𝑛−2
′ ,𝑋  =  𝐻1

∗′  𝑉𝑛 ,𝑋  

            −𝑘𝑛−3 𝑉𝑛−3 + 𝑘𝑛−2 𝑉𝑛−1,𝑋    =  𝐻1
∗′ 𝑉𝑛 ,𝑋  

     −𝑘𝑛−3  𝑉𝑛−3,𝑋 +  𝑘𝑛−2  𝑉𝑛−1,𝑋 =   𝐻1
∗′  𝑉𝑛 ,𝑋 , 

bulunur. Önerme 4.1.1. ve (4.4) ifadelerinden yararlanılarak  

         𝑉𝑛−3,𝑋  =  𝐻𝑖−1
∗ 𝑉𝑛 ,𝑋                                                                                             (4.6) 

elde edilir. (4.6) ifadesinin türevi alınırsa 

          𝑉𝑛−𝑖
′ ,𝑋  = 𝐻𝑖−1

∗′   

bulunur. Frenet formüllerinden 

         −𝑘𝑛−𝑖−1𝑉𝑛−𝑖−1 + 𝑘𝑛−𝑖𝑉𝑛−𝑖+1,𝑋  =  𝐻𝑖−1
∗ 𝑉𝑛 ,𝑋  

        −𝑘𝑛−𝑖−1 𝑉𝑛−𝑖−1,𝑋  + 𝑘𝑛−𝑖 𝑉𝑛−𝑖+1,𝑋 =  𝐻𝑖−1
∗ 𝑉𝑛 ,𝑋                                      (4.7) 

olur. Kabul edelim ki, Önerme 4.1.2.  𝑖 − 2 için doğru olsun. Buradan, 
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         𝑉𝑛−𝑖+1,𝑋  = 𝐻𝑖−2
∗  𝑉𝑛 ,𝑋   

dır. Eğer bu ifade (4.7) denkleminde yerine yazılırsa,  

         𝑉𝑛−(𝑖+1),𝑋  =
1

𝑘𝑛− 𝑖+1 
 𝑘𝑛−2𝐻𝑖−2

∗ −  𝐻𝑖−1
′   𝑉𝑛 ,𝑋   

ifadesi elde edilir. Buradan (4.1) denkleminden 

  𝑉𝑛−(𝑖+1),𝑋  = 𝐻𝑖
∗  𝑉𝑛 ,𝑋    

bulunur ki, bu ispatı tamamlar. 

Teorem 4.1.1.  𝛼 ∶  Ι → 𝐸𝑛 birim hızlı bir eğri, 𝛼 nın Frenet vektörleri ve harmonik 

eğrilikleri sırasıyla  𝑉1 𝑡 ,𝑉2 𝑡 ,⋯ ,𝑉𝑛 𝑡  ,   𝐻1
∗,𝐻2

∗,⋯ ,𝐻𝑛−2
∗  olsun. 𝑋 birim sabit 

doğrultusuna göre 𝛼  bir 𝑉𝑛- slant helis ise, 

        𝑋 =   𝐻𝑛−2
∗𝑉1 + 𝐻𝑛−3

∗𝑉2  +  ⋯  +  𝐻1
∗𝑉𝑛−2 +  𝑉𝑛   𝑉𝑛 ,𝑋      

veya 

        𝑋 =   𝐻𝑛−2
∗𝑉1 + 𝐻𝑛−3

∗𝑉2  +  ⋯  +  𝐻1
∗𝑉𝑛−2 +  𝑉𝑛 cos𝜑 

dir. 

İspat : 𝑋  bir birim sabit doğrultu olmak üzere,  𝛼  bir 𝑉𝑛- slant helis ise 

         𝑋 =  𝜆1𝑉1 + 𝜆2𝑉2 +  ⋯+ 𝜆𝑛𝑉𝑛    

olarak yazılabilir. Burada  

        𝜆𝑖 =    𝑉𝑖  ,𝑋   

        𝜆1 =    𝑉1 ,𝑋   = 𝐻𝑛−2
∗   𝑉𝑛 ,𝑋   , 

       𝜆2 =    𝑉2 ,𝑋   = 𝐻𝑛−3
∗   𝑉𝑛 ,𝑋   , 

        ⋮ 
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       𝜆𝑛− 2 =    𝑉𝑛− 2 ,𝑋   = 𝐻1
∗   𝑉𝑛 ,𝑋   , 

       𝜆𝑛− 1 = 0, 

       𝜆𝑛  =    𝑉𝑛 ,𝑋    

şeklindedir. Böylece, 

        𝑋 =   𝐻𝑛−2
∗𝑉1 +  𝐻𝑛−3

∗𝑉2  + ⋯  +  𝐻1
∗𝑉𝑛−2 +  𝑉𝑛   𝑉𝑛 ,𝑋     

bulunur ki, bu ispatı tamamlar. 

Tanım 4.1.3.  𝛼 ∶  Ι → 𝐸𝑛  birim hızlı bir eğri olsun. 𝛼 bir 𝑉𝑛- slant helis olmak üzere, 

 𝑉1 𝑡 ,𝑉2 𝑡 ,⋯ ,𝑉𝑛 𝑡  ,   𝐻1
∗,𝐻2

∗,⋯ ,𝐻𝑛−2
∗  sırasıyla 𝛼 eğrisinin Frenet vektörleri ve 

harmonik eğrilikleri olsun. 

        𝐷 = 𝐻𝑛−2
∗𝑉1 +  𝐻𝑛−3

∗𝑉2  +  ⋯  +  𝐻1
∗𝑉𝑛−2 +  𝑉𝑛  

vektörüne 𝛼  𝑉𝑛- slant helisinin genel Darboux vektörü denir. 

Teorem 4.1.2.  𝛼 ∶  Ι → 𝐸𝑛 birim hızlı bir eğri olmak üzere,  𝑉1 𝑡 ,𝑉2 𝑡 ,⋯ ,𝑉𝑛 𝑡  , 

  𝐻1
∗,𝐻2

∗,⋯ ,𝐻𝑛−2
∗   𝛼 eğrisinin Frenet vektörleri ve harmonik eğrilikleri olsun. 𝛼  bir 

𝑉𝑛- slant helistir ancak ve ancak 𝐷 bir sabit vektör alanıdır. 

İspat  ⇒ : Kabul edelim ki, 𝛼  bir 𝑉𝑛- slant helis ve 𝑋 bir birim sabit doğrultu olsun. 

Buradan,  

        𝑋 =   𝐻𝑛−2
∗𝑉1 + 𝐻𝑛−3

∗𝑉2  +  ⋯  +  𝐻1
∗𝑉𝑛−2 +  𝑉𝑛 cos𝜑 

dir.  𝜑  sabit bir açı olduğundan 

         𝐷 = 𝑠𝑎𝑏𝑖𝑡  

olur. 

 ⇐ : 𝐷 bir sabit vektör alanı olsun. O halde, 

         𝐷 = 𝐻𝑛−2
∗𝑉1 +  𝐻𝑛−3

∗𝑉2  +  ⋯  +  𝐻1
∗𝑉𝑛−2 +  𝑉𝑛   

şeklindedir. Buradan,   
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                     𝐷 ,𝑉𝑛    = 1, 

bulunur. İç çarpımın tanımından, 

         𝐷  𝑉𝑛 cos𝜑  = 1, 

ve 

                  𝐷 cos𝜑  = 1. 

olur. Burada 𝜑 , 𝐷 ile 𝑉𝑛  arasındaki sabit açı olup; 

                        cos𝜑  =
1

 𝐷 
 

dir. O halde, 𝑉𝑛- slant helisin bir tek ekseni  𝑋 =  cos𝜑𝐷  olup, 

          𝑋 ,𝑉𝑛    =
1

 𝐷 
 =  cos𝜑  

elde edilir. 𝑋 bir sabit vektör ve 𝛼 bir 𝑉𝑛- slant helistir. Böylece, ispat tamamlanır. 

Teorem 4.1.3. 𝛼 ∶  Ι → 𝐸𝑛  birim hızlı bir eğri, 𝛼 nın Frenet vektörleri ve  

harmonik eğrilikleri sırasıyla  𝑉1 𝑡 ,𝑉2 𝑡 ,⋯ ,𝑉𝑛 𝑡  ,   𝐻1
∗,𝐻2

∗,⋯ ,𝐻𝑛−2
∗  olsun. 𝛼 bir 

𝑉𝑛- slant helistir ancak ve ancak 

        𝐻𝑛−2
∗′ −  𝑘1𝐻𝑛−3

∗  = 0                                                                                               4.8  

dır. 

İspat  ⇒ : 𝛼 eğrisi boyunca 𝐷 nin türevi alınırsa  

𝐷′ = 𝐻𝑛−2
∗′𝑉1 + 𝐻𝑛−2

∗𝑉1
′ +  𝐻𝑛−3

∗′𝑉2 + 𝐻𝑛−3
∗𝑉2

′ + ⋯+  𝐻1
∗′𝑉𝑛−2 + 𝐻1

∗𝑉𝑛− 2
′ + 𝑉𝑛

′  

bulunur. 𝛼 bir 𝑉𝑛- slant helis olduğundan,  𝐷  sabit bir vektördür. Buradan 

        𝐷′ = 0  veya    𝐻𝑛−2
∗′ −  𝑘1𝐻𝑛−3

∗  = 0                                                              (4.9) 

dır. 
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 ⇐ :    4.7  denkleminden 

        𝐷′ = 0  veya  𝐷 = 𝑠𝑎𝑏𝑖𝑡 

olur. Teorem 4.1.2. den 𝐷 = 𝑠𝑎𝑏𝑖𝑡  ise  𝛼 bir 𝑉𝑛- slant helistir. 

Sonuç 4.1.1. 𝛼 ∶  Ι → 𝐸3 birim hızlı bir eğri, 𝛼 nın Frenet vektörleri  

 𝑇 ,𝑁 ,𝐵  , ve   𝑘1 ,𝑘2    sıfırdan farklı eğrilikleri olsun. 𝛼 bir 𝐵- slant helistir ancak ve 

ancak 𝛼 bir genel helistir. 

İspat  ⇒ : Teorem 4.1.3. den 

        𝐻1
∗′ −  𝑘1𝐻0

∗  = 0 

dır. Tanım 4.1.3. ifadesinden 

          
𝑘2

𝑘1
 
′

 = 0                                                                                                                    4.10       

bulunur ki,  𝛼 bir genel helistir. 

 ⇐ :  𝛼 bir genel helis olsun. Böylece,  
𝑘1

𝑘2
 ve 

𝑘2

𝑘1
= 𝑠𝑎𝑏𝑖𝑡  olur. Buradan, 

        
𝑘2

𝑘1
 
′

 = 0   veya     𝐻1
∗′ −  𝑘1𝐻0

∗  = 0 

dır. Teorem 4.1.3. den 𝛼 bir 𝐵- slant helistir. 

Sonuç 4.1.2. 𝛼 ∶  Ι → 𝐸4  birim hızlı bir eğri olsun. 𝛼 nın Frenet 

vektörleri  𝑉1 𝑡 ,𝑉2 𝑡 ,𝑉3 𝑡 ,𝑉4 𝑡   ve  𝑘1 ,𝑘2 ,𝑘3    sıfırdan farklı eğrilikleri olsun. 𝛼 

bir 𝑉4- slant helis (𝐵2- slant helis) tir ancak ve ancak 

        
1

𝑘1
 
𝑘3

𝑘2
 
′

 
′

+  𝑘1
𝑘3

𝑘2
 = 0                                                                                               4.11  

dır. 
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İspat  ⇒ :  Teorem 4.1.3. den 

       𝐻2
∗′ −  𝑘1𝐻1

∗  = 0 

dır. Tanım 4.1.6. ifadesinden, 

       
1

𝑘1
 
𝑘3

𝑘2
 
′

 
′

+  𝑘1
𝑘3

𝑘2
 = 0 

elde edilir. 

 ⇐ :  Kabul edelim ki, 

          
1

𝑘1
 
𝑘3

𝑘2
 
′

 
′

+  𝑘1
𝑘3

𝑘2
 = 0 

olsun. Teorem 4.1.3. ve Tanım 4.1.3. ifadesinden 𝛼 eğrisinin bir 𝑉4- slant helis olduğu 

kolayca görülür. 

Teorem 4.1.4. 𝛼 ∶  Ι → 𝐸4  birim hızlı bir eğri olsun. 𝛼 nın Frenet 

vektörleri  𝑉1 𝑡 ,𝑉2 𝑡 ,𝑉3 𝑡 ,𝑉4 𝑡   ve  𝑘1 ,𝑘2 ,𝑘3    sıfırdan farklı eğrilikleri olsun. 𝛼 

bir 𝑉4- slant helis (𝐵2- slant helis) ise 

       
𝑘3

𝑘2
 

2

+  
1

𝑘1
2   

𝑘3

𝑘2
 
′

 
2

=  tan2 𝜑3  = 𝑠𝑎𝑏𝑖𝑡, 

dır. Burada  𝜑3 , 𝑉4  ile  𝑈 birim sabit doğrultusu arasındaki açıdır. 

İspat  ⇒ : 𝑈 bir birim sabit doğrultu olmak üzere, 

          𝑉4 , 𝑈  =  cos 𝜃  = 𝑠𝑎𝑏𝑖𝑡                                                                                      4.12  

dır.  4.12  ifadesinin türevi alınır ve Frenet formülleri yerine yazılırsa, 

         −𝑘3 𝑉3, 𝑈   = 0 

elde edilir. 𝑈 ∈ 𝑆𝑝  𝑉1 𝑡 ,𝑉2 𝑡 ,𝑉4 𝑡    olduğundan, 

       𝑈 =  𝑎1𝑉1 +  𝑎2𝑉2  + 𝑎3𝑉4                                                                                       4.13  

şeklindedir. Burada 
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𝑎1 = 𝑎1 𝑡 =  cos𝜃1 𝑡 , 𝑎2 = 𝑎2 𝑡 = cos𝜃2  𝑡  ve 𝑎3 = 𝑎3 𝑡 = cos 𝜃3  𝑡  

olup,  4.12  denkleminden 𝑎3 𝑡 = cos 𝜃3  𝑡 = 𝑠𝑎𝑏𝑖𝑡 tir. 𝑈 bir birim vektör 

olduğundan, 

        𝑎1
2 +  𝑎2

2  +  𝑎3
2 = 1                                                                                               4.14  

dır.  4.13  ifadesinin türevi alınırsa, 

         
𝑑𝑎1

𝑑𝑡
 −  𝑎2𝑘1 𝑉1  +  

𝑑𝑎2

𝑑𝑡
 +  𝑎1𝑘1 𝑉2  +   𝑎2𝑘2  −  𝑎3𝑘3 𝑉3  +

𝑑𝑎3

𝑑𝑡
𝑉4, 

ve 

        𝑎2 =   
𝑘3

𝑘2
𝑎3  =  

1

𝑘1

𝑑𝑎1

𝑑𝑡
 ,  

𝑑𝑎2

𝑑𝑡
 =  −𝑎1𝑘1                                                                  4.15  

elde edilir. Buradan, 

        
𝑑𝑎2

𝑑𝑡
 =  −𝑎1𝑘1  ve 

𝑑𝑎2

𝑑𝑡
 =  −

𝑘1
′

𝑘1
2

𝑑𝑎1

𝑑𝑡
 +  

1

𝑘1

𝑑2𝑎1

𝑑𝑡 2
, 

olur. 𝑎1 için aşağıdaki lineer diferensiyel denklemi elde edilir. 

        
𝑑2𝑎1

𝑑𝑡 2  −
𝑘1

′

𝑘1
 
𝑑𝑎1

𝑑𝑡
 + 𝑎1𝑘1

2 = 0                                                                                   4.16   

 4.16  diferensiyel denkleminde  𝑠 =   𝑘1 𝑡 𝑑𝑠  değişken değiştirmesi yapılırsa, 

        
𝑑2𝑎1

𝑑𝑠2  +  𝑎1  = 0 

denklemi elde edilir. Bu denklemin çözümü 

        𝑎1 = 𝐴 cos 𝑘1 𝑡 𝑑𝑡 + 𝐵 sin 𝑘1 𝑡 𝑑𝑡
𝑡

0
                                                         (4.17)

𝑡

0
 

olup, burada 𝐴 𝑣𝑒 𝐵 sabittir. (4.15.) ve (4.17.) denklemlerinden  

        𝑎2 =
𝑘3

𝑘2
𝑎3 = −𝐴 sin 𝑘1 𝑡 𝑑𝑡

𝑡

0
+ 𝐵 cos 𝑘1 𝑡 𝑑𝑡

𝑡

0
                                                          

        𝑎1 = −
1

𝑘1
 
𝑘3

𝑘2
 
′

𝑎3 = 𝐴 cos 𝑘1 𝑡 𝑑𝑡
𝑡

0
+ 𝐵 sin 𝑘1 𝑡 𝑑𝑡

𝑡

0
 

elde edilir. Buradan,  



39 
 

        𝐴 = −𝑎3  
𝑘3

𝑘2
sin 𝑘1 𝑡 𝑑𝑡

𝑡

0
+

1

𝑘1
 
𝑘3

𝑘2
 
′

cos 𝑘1 𝑡 𝑑𝑡
𝑡

0
 ,                                   (4.18) 

        𝐵 = 𝑎3
𝑘3

𝑘2
cos 𝑘1 𝑡 𝑑𝑡

𝑡

0
−

1

𝑘1
 
𝑘3

𝑘2
 
′

sin 𝑘1 𝑡 𝑑𝑡
𝑡

0
                                        (4.19) 

bulunur. (4.15), (4.16) ve (4.19) denklemlerinden 

        𝐴2 + 𝐵2 =   
𝑘3

𝑘2
 

2

+
1

𝑘1
2   

𝑘3

𝑘2
 
′

 
2

 cos2 𝜃3 = sin2 𝜃3 , 

veya 

         
𝑘3

𝑘2
 

2

+
1

𝑘1
2   

𝑘3

𝑘2
 
′

 
2

= tan2 𝜃3 = 𝑠𝑎𝑏𝑖𝑡                                                             (4.20) 

dir. 

Örnek 4.1.1. Teorem 4.1.4.  ifadesinin tersinin doğru olmadığına bir örnek verelim. 

        𝛼 ∶  Ι → 𝐸4 

               𝑡 → 𝛼 𝑡  

𝛼 𝑡 =   𝑎 cos  
𝑟

 𝑎2𝑟2 + 𝑏2
𝑡 , 𝑎 sin  

𝑟

 𝑎2𝑟2 + 𝑏2
𝑡 , 𝑏 cos  

1

 𝑎2𝑟2 + 𝑏2
𝑡 , 𝑏 sin  

1

 𝑎2𝑟2 + 𝑏2
𝑡   

eğrisi için, Frenet vektörleri ve eğrilikleri aşağıdaki gibi bulunur. 

        𝑉1 =   

−𝑎𝑟

 𝑎2𝑟2+𝑏2
sin  

𝑟

 𝑎2𝑟2+𝑏2
𝑡 ,

𝑎𝑟

 𝑎2𝑟2+𝑏2
cos  

𝑟

 𝑎2𝑟2+𝑏2
𝑡 ,

  
−𝑏

 𝑎2𝑟2+𝑏2
sin  

𝑟

 𝑎2𝑟2+𝑏2
𝑡 ,

𝑏

 𝑎2𝑟2+𝑏2
cos  

𝑟

 𝑎2𝑟2+𝑏2
𝑡  

 , 

         𝑘1 =  
 𝑎2𝑟4 + 𝑏2

𝑎2𝑟2  + 𝑏2
, 

        𝑉2  =   

−𝑎𝑟2

 𝑎2𝑟4+𝑏2
cos  

𝑟

 𝑎2𝑟2+𝑏2
𝑡 ,

−𝑎𝑟2

 𝑎2𝑟4+𝑏2
sin  

𝑟

 𝑎2𝑟2+𝑏2
𝑡 ,

  
−𝑏

 𝑎2𝑟4+𝑏2
cos  

𝑟

 𝑎2𝑟2+𝑏2
𝑡 ,

−𝑏

 𝑎2𝑟4+𝑏2
sin  

𝑟

 𝑎2𝑟2+𝑏2
𝑡  

 , 
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        𝑘2  =  
𝑎𝑏𝑟  𝑟2−1 

 𝑎2𝑟2  +𝑏2   𝑎2𝑟4+𝑏2 
, 

        𝑉3 =  

 

 

𝑏

 𝑎2𝑟2 + 𝑏2
sin  

𝑟

 𝑎2𝑟2 + 𝑏2
𝑡 ,

−𝑏

 𝑎2𝑟2 + 𝑏2
cos  

𝑟

 𝑎2𝑟2 + 𝑏2
𝑡 ,

  
−𝑎𝑟

 𝑎2𝑟2 + 𝑏2
sin  

𝑟

 𝑎2𝑟2 + 𝑏2
𝑡 ,

𝑎𝑟

 𝑎2𝑟2 + 𝑏2
cos  

𝑟

 𝑎2𝑟2 + 𝑏2
𝑡  

 

 , 

        𝑘3 =  
𝑟

 𝑎2𝑟4  + 𝑏2
, 

        𝑉4 =   

𝑏

 𝑎2𝑟4+𝑏2
cos  

𝑟

 𝑎2𝑟2+𝑏2
𝑡 ,

𝑏

 𝑎2𝑟4+𝑏2
sin  

𝑟

 𝑎2𝑟2+𝑏2
𝑡 ,

  
−𝑎𝑟2

 𝑎2𝑟4+𝑏2
cos  

𝑟

 𝑎2𝑟2+𝑏2
𝑡 ,

−𝑎𝑟2

 𝑎2𝑟4+𝑏2
sin  

𝑟

 𝑎2𝑟2+𝑏2
𝑡  

 . 

𝛼 eğrisinin genel Darboux vektörü  

        𝐷 =  − 
1

𝑘3
 
𝑘1

𝑘2
 
′

 𝑉1  +  
𝑘3

𝑘2
𝑉2 + 𝑉4 

olur.  
𝑘3

𝑘2
 
′

= 0 olduğundan; 𝐷 =
𝑘3

𝑘2
 𝑉1  + 𝑉4 bulunur. O halde;  

         𝐷′ =  
𝑘3

𝑘2
𝑉2 + 𝑉4  ≠ 0 

elde edilir. 

          
𝑘3

𝑘2
 

2

+  
1

𝑘1
2   

𝑘3

𝑘2
 
′

 
2

 = 𝑠𝑎𝑏𝑖𝑡  

olmasına rağmen  𝐷 sabit değildir. Teorem 4.1.4.  den 𝛼 bir 𝑉4- slant helis değildir [13]. 

Teorem 4.1.3.    𝛼 ∶  Ι → 𝐸𝑛  birim hızlı non-dejenere bir eğri olsun. 𝛼 eğrisinin 

Frenet vektörleri ve harmonik eğrilikleri  𝑉1 𝑡 ,𝑉2 𝑡 ,⋯ ,𝑉𝑛 𝑡  ,  𝐻1
∗,𝐻2

∗,⋯ ,𝐻𝑛−2
∗  

olsun. 𝛼 bir 𝑉𝑛- slant helis ise 

         𝐻𝑖
∗2𝑛  −2

𝑖 =1  = 𝑠𝑎𝑏𝑖𝑡 

dir. 
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İspat :  Teorem 4.1.1. den 𝛼 eğrisinin birim vektör alanı için 

         𝐻1
∗2

+ 𝐻2
∗2

 +  ⋯  +  𝐻𝑛−3
∗2

+  𝐻𝑛−1
∗2

  cos2 𝜑 +  cos2 𝜑 = 1                   4.21  

dir. Buradan 

         𝐻𝑖
∗2𝑛  −2

𝑖 =1  =
1−cos 2 𝜑  

cos 2 𝜑
 =  tan2 𝜑 = 𝑠𝑎𝑏𝑖𝑡 

elde edilir ki, bu ispatı tamamlar. 

Sonuç 4.1.3.  𝛼 ∶  Ι → 𝐸4 birim hızlı bir eğri olsun. 𝛼 nın Frenet 

vektörleri  𝑉1 𝑡 ,𝑉2 𝑡 ,𝑉3 𝑡 ,𝑉4 𝑡   ve sıfırdan farklı eğrilikleri   𝑘1 ,𝑘2 ,𝑘3    olmak 

üzere, 𝛼 bir 𝑉4- slant helis (𝐵2- slant helis) ise  

         
𝑘3

𝑘2
 

2

+
1

𝑘1
2   

𝑘3

𝑘2
 
′

 
2

= tan2 𝜑 = 𝑠𝑎𝑏𝑖𝑡  ,                                                              4.22  

dir. 

İspat :  Teorem 4.1.3. den açıktır. 

Teorem 4.1.4.  𝛼 ∶  Ι → 𝐸2𝑚+1 birim hızlı bir eğri ve harmonik eğrilik fonksiyonları  

 𝐻1
∗,𝐻2

∗,⋯ ,𝐻2𝑚−1
∗  olsun. Eğer,                                                                                            

       
𝑘2

𝑘1
,
𝑘4

𝑘3
,
𝑘6

𝑘5
,⋯ ,

𝑘2𝑚−2

𝑘2𝑚−3
,
𝑘2𝑚

𝑘2𝑚−1
 

oranları sabit ise,  𝐻2𝑖
∗  = 0 , 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚  için, 

     𝐻2𝑖−1
∗  =  

𝑘2𝑚

𝑘2𝑚−1
.
𝑘2𝑚−2

𝑘2𝑚−3
.
𝑘2𝑚−4

𝑘2𝑚−5
.⋯ .

𝑘2𝑚− 2𝑖−3 

𝑘2𝑚+1− 2𝑖−2 
.
𝑘2𝑚+1− 2𝑖−1 

𝑘2𝑚+1−2𝑖
    

dir [13]. 
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Sonuç 4.1.4. 𝛼 ∶  Ι → 𝐸2𝑚+1 birim hızlı bir eğri olsun. 𝛼 bir 𝑉2𝑚+1- slant helis ve  𝛼 

eğrisinin eğrilikleri  𝑘1,𝑘2 ,⋯ ,𝑘2𝑚   olmak üzere,  

       
𝑘2

𝑘1
,
𝑘4

𝑘3
,
𝑘6

𝑘5
,⋯ ,

𝑘2𝑚−2

𝑘2𝑚−3
,
𝑘2𝑚

𝑘2𝑚−1
 

oranları sabit ise,𝛼, 𝑉2𝑚+1- slant helisinin ekseni 

        𝐷 = 𝐻2𝑚−1
∗𝑉1  +  𝐻2𝑚−3

∗𝑉3 + ⋯  +  𝐻1
∗𝑉2𝑚−1  +  𝑉2𝑚+1 

dir. 

İspat :  Tanım 4.1.3. ifadesinde 𝑛 = 2𝑚 + 1 alınırsa 

        𝐷 = 𝐻2𝑚−1
∗𝑉1  +  𝐻2𝑚−2

∗𝑉2 + ⋯  +  𝐻1
∗𝑉2𝑚−1  +  𝑉2𝑚+1 

bulunur. Teorem 4.1.4. den 

        𝐷 = 𝐻2𝑚−1
∗𝑉1  + 𝐻2𝑚−3

∗𝑉3 +⋯  +  𝐻1
∗𝑉2𝑚−1  + 𝑉2𝑚+1 

elde edilir. 

Sonuç 4.1.5.  𝛼 ∶  Ι → 𝐸2𝑚+1 birim hızlı bir eğri ve 𝛼 eğrisinin eğrilikleri 

 𝑘1,𝑘2,⋯ , 𝑘2𝑚   olsun. Eğer  

               
𝑘2

𝑘1
,
𝑘4

𝑘3
,
𝑘6

𝑘5
,⋯ ,

𝑘2𝑚−2

𝑘2𝑚−3
,
𝑘2𝑚

𝑘2𝑚−1
 

oranları sabit ise, 𝛼 eğrisi bir 𝑉2𝑚+1- slant helistir. 

İspat : 

                       
𝑘2

𝑘1
,
𝑘4

𝑘3
,
𝑘6

𝑘5
,⋯ ,

𝑘2𝑚−2

𝑘2𝑚−3
,
𝑘2𝑚

𝑘2𝑚−1
 

oranları sabit olsun. Teorem 4.1.4. den 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚  için 𝐻2𝑖−1
∗ sabittir. Sonuç 4.1.4. 

dan 𝐷 sabit bir vektör alanıdır. Teorem 4.1.2. den 𝛼 bir 𝑉2𝑚+1- slant helistir. 
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𝑫  Genel Darboux Vektörünün Geometrik Anlamı 

Önerme 4.2.1. 𝛼 ∶ 𝐼 →  𝐸3 birim hızlı bir eğri ve 𝛼 eğrisinin  𝑇,𝑁,𝐵  bazına göre 

Frenet matrisinin çekirdeği 𝑀3 𝑡  

        𝑀3 𝑡  =    

0 𝑘1 0
−𝑘1 0 𝑘2

0 −𝑘2 0
 ∈  ℝ3

3, 

şeklindedir. 

Teorem 4.2.1.  𝛼 ∶  Ι → 𝐸𝑛  birim hızlı bir eğri   𝑛 = 𝑡𝑒𝑘  ve 𝛼 eğrisinin eğrilikleri 

 𝑘1 ,𝑘2 ,⋯ , 𝑘𝑛−1   olsun. 𝑀𝑛 𝑡  Frenet matrisi 

        𝑀𝑛 𝑡    =   

 
 
 
 
 
 
 

 

0
−𝑘1

0
⋮

   

𝑘1

0
−𝑘2

⋮

  

0
𝑘2

0
⋮

  

0
0
0
⋮

⋯
…
…

 

  0
  0
  0
  ⋮

      

   0
   0

    
0
⋮

  

        0
        0
        0
        ⋮

  0
  0
  0

 
       0
       0
       0

 
      0
      0
      0

 
  0
  0
  0

⋯
…
…

−
0
𝑘𝑛−2

0

𝑘𝑛−2

0
−𝑘𝑛−1

 
0

𝑘𝑛−1

0  
 
 
 
 
 
 

∈  ℝ𝑛
𝑛  

olmak üzere, 𝛼 bir 𝑉𝑛- slant helistir ancak ve ancak 

        𝐷 =   𝐻𝑛−2
∗, 𝐻𝑛−3

∗,⋯   𝐻1
∗ ,𝐻0

∗ , 1 ∈ ℝ𝑛  

için, aşağıdaki denklem sağlanır. 

   
𝑑

𝑑𝑠
 𝐻𝑛−2

∗, 𝐻𝑛−3
∗,⋯   𝐻1

∗ ,𝐻0
∗ , 1 𝑇 = 𝑀𝑛 𝑡  𝐻𝑛−2

∗, 𝐻𝑛−3
∗,⋯   𝐻1

∗ ,𝐻0
∗ , 1 𝑇 4.1   

Şimdi şu sorunun cevabını arayalım: Ne zaman 𝐷 vektörü , 𝑀 𝑡  matrisinin 

çekirdeğinde yatar ?  

𝐈. Durum :  ℝ3 de  

         
𝑑

𝑑𝑠
  𝐻1

∗ ,𝐻0
∗ , 1 𝑇  =   

𝑑

𝑑𝑠
  
𝑘2

𝑘1
 , 0 , 1 

𝑇

=  0  

olup, 𝐷  vektörü  𝑀 𝑡  matrisinin çekirdeğinde yatar. 
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II. Durum  ℝ3 de  Örnek 4.1.1. den 𝑉𝑛- slant helistir. O halde; 𝐷 vektörü 𝑀4 𝑡  

matrisinin çekirdeğinde yatmaz. 

III. Durum   ℝ𝑛    𝑛 = 𝑡𝑒𝑘   deki bir eğri için, 

          
𝑘𝑖

𝑘𝑖−1
  her  𝑖 = 2, 3 ,⋯ ,𝑛 − 1   oranı sağlanıyor ise,  

           
𝑑

𝑑𝑠
 𝐻𝑛−2

∗, 𝐻𝑛−3
∗,⋯   𝐻1

∗ ,𝐻0
∗ , 1 𝑇 = 0 

dır. Buradan 𝐷 vektörü 𝑀𝑛 𝑡  matrisinin çekirdeğinde yatar. 

IV. Durum ℝ𝑛    𝑛 = ç𝑖𝑓𝑡   de 𝑀𝑛 𝑡  regüler bir matristir ve matrisin çekirdeğinde 

sadece sıfır vektörü bulunur. O halde 𝐷 vektörü sıfırdan farklı olup, 𝑀𝑛 𝑡  matrisinin 

çekirdeğinde yatmaz. 

Önerme 4.2.2.  ℝ2𝑚+1 de  𝑚 > 2 için   𝑉1 𝑡 ,𝑉2 𝑡 ,⋯ ,𝑉2𝑚+1 𝑡   bazına göre  

𝑀2𝑚+1 𝑡  Frenet matrisinin çekirdeğinden yararlanarak 𝐷 vektörü aşağıdaki gibi verilir. 

        𝐷 =  𝑎0𝑉1 + 𝑎1𝑉3 + ⋯+ 𝑎𝑚𝑉2𝑚+1, 

olup, 

 𝑎0 = 𝑘2𝑘4 ⋯𝑘2𝑚 ,  𝑎1 =  
𝑘1

𝑘2
𝑎0, 

 𝑎2 =  
𝑘3

𝑘4
𝑎1,⋯,𝑎𝑖 =

𝑘2𝑖−1

𝑘2𝑖
𝑎𝑖−1,⋯,𝑎𝑚 =

𝑘2𝑚−1

𝑘𝑚
,𝑎𝑚−1 = 𝑘1𝑘3 ⋯𝑘2𝑚−1 

dir [13]. 

Tanım 4.2.1.  𝛼 ∶  Ι → 𝐸2𝑚+1de non-dejenere bir eğri ve  𝛼 eğrisinin eğrilikleri 

 𝑘1,𝑘2,⋯ , 𝑘2𝑚   olsun. Eğer  

         
𝑘2

𝑘1
,
𝑘4

𝑘3
,
𝑘6

𝑘5
,⋯ ,

𝑘2𝑚−2

𝑘2𝑚−3
,
𝑘2𝑚

𝑘2𝑚−1
   

oranları sabit ise, 𝛼 eğrisi  Hayden’e göre  bir 𝑉2𝑚+1- slant helistir. 
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Önerme 4.2.3. 𝑑 =  𝑎0𝑉1 + 𝑎1𝑉3 + ⋯+ 𝑎𝑚𝑉2𝑚+1  vektörü 𝑀2𝑚+1 𝑡  Frenet 

matrisinin çekirdeğinde yatar. Burada 𝑚 > 2 dir  

Önerme 4.2.4.  𝛼 ∶  Ι → 𝐸2𝑚+1 birim hızlı bir eğri olsun. 𝐷 Darboux vektörü 

𝑀2𝑚+1 𝑡  Frenet matrisinin çekirdeğinde yatar ancak ve ancak 𝛼 eğrisi Hayden’e göre  

bir 𝑉2𝑚+1- slant helistir [13]. 

Sonuç 4.2.1. 𝛼 ∶  Ι → 𝐸2𝑚+1 birim hızlı bir eğri olsun. 𝛼 eğrisi Hayden’e göre  bir 

𝑉2𝑚+1- slant helistir ancak ve ancak 𝛼 eğrisi Hayden’e göre  bir genel  helistir. 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 



 
 

5.  BÖLÜM 

TARTIŞMA, SONUÇ ve ÖNERİLER 

5.1. Tartışma  

Helis eğrilerinin belirlenmesinde 𝐷 vektörünün kolaylığı tartışıldı. Uzayın boyutu 

artıkça 𝐷 vektörünün zorlaşacağı tartışıldı. 

Helislerin ‘boyu’nun nasıl hesaplandığı incelendi. Dik dairesel silindir dışında hangi 

yüzeyler üzerinde çizilebileceği üzerinde duruldu. 

5.2. Sonuç ve Öneriler 

Yapılan bu çalışmanın Öklid uzayı dışındaki uzaylarda araştırılmasına ve farklı çatılar 

için  vektörünün araştırılabileceği önerildi. 
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