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KISA OZET

Bu tez bes boliimden olusmustur.

Birinci boliim giris kismina ayrildi.

Ikinci béliimde, temel tanim ve kavramlar kaynaklariyla verildi.

Ucgiincii boliimde, genel helisler tanimlanmis ve cesitli karakterizasyonlar verildi.

Dorduncu boliimde, slant helisler incelendi ve ornekler verildi.
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ABSTRACT

This thesis consists of five chapters.
The first chapter is the introduction.

In the second chapter, some basic and fundamental defintions and theorems have been
presented.

The third chapter, has been devoted to the presentation of general helix and varion
Characterization have been given.

The fourth chapter slant helix has been investigated. Some examples have been
presented.

The last chapter V- slant helix has been investigated.
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GIRIiS

R3 Oklid uzayinda egrilerin en ilging olanlarindan biri helislerdir. Helisler igin giinliik
hayattan birgok rnek verilebilir. Ornegin; bir agaca sarilarak ¢ikan sarmasik,
minaredeki merdiven veya bir vidanin {izerine islenmis yivler ve setler verilebilir.
Diferensiyel geometride 3- boyutlu Oklid uzayinda sabit bir dogrultu ile sabit bir ac1
yapan egriler sabit egimli egri veya genel helis olarak adlandirilir. Bu klasik tanim 1802
yilinda M.A. Lancret tarafindan yapilmis ve ilk olarak 1845 yilinda B. de Saint Venant

tarafindan ispatlanmustir[1,2].

Ik olarak bir dik dairesel silindir iizerine ¢izilmis helis ele alinmuis ve buna dairesel helis
denilmistir. Bu helislerde x egriligi ve T burulmanin ayri ayri birer sabit oldugu ilk
teshit edilen karekterizasyonlardandir. n- boyutlu Oklid uzayinda non- dejenere bir
egrinin harmonik egrilikleri Ozdamar ve Hacisalihoglu tarafindan tanimlandi[3]. Daha
sonra bu egriliklerin sabit olmamasina ragmen oranlarinin sabit oldugu egri
bulunmustur ki bu egriye genel helis adi verilmistir. Bulunan genel helis sayesinde bir
dik dairesel silindir iizerine ¢izilmis helislerden bagka helislerin de var oldugu ortaya

cikmistir,

R3 Oklid uzayinda genel helisler Monterde tarafindan ¢alisild1 [4]. Lancret teoremi
Barros tarafindan kullanilarak 3-boyutlu reel uzay formlari verildi [5]. Ayn1 zamanda
Arroyo, Barros ve Garay helislerin bir karakterizasyonunu verdiler ve cornu spirallerini

tanimladilar.[6]

Son yillarda, egrinin asli normal vektor alani ile sabit dogrultu arasindaki aginin sabit

olmasi halindeki egriler slant helis olarak adlandirildi [ 7,8].



Bu tezde [10] da yapilanlar esas almarak n- boyutlu Oklid uzayinda genel helisler igin
verilen Darboux vektorii incelenecektir. Ayrica rnekler verilecektir. Daha sonra slant

helis tanim1 verilecek ve V, - slant helisinin 6zellikleri arastirilacaktir.



1. BOLUM
TANIM VE TEOREMLER

Tanim 1.1.1(Egri). | < R bir aralik olmak iizere,
a:1 > E"
t = at) = (a1 (1), az(V), ... , @, ()

seklinde taniml1 fonksiyon diferensiyellenebilirse a(I) ya E™ de (I, @)

koordinat komsulugu ile tanimlanmais bir egri ad1 verilir.

Sekil 1.1. Egri

Tanim 1.1.2(Parametre Degisimi). E™ de M egrisi (I, &) ve (J,8)

koordinat fonksiyonlari ile tanimlanmis olsun.
h=alop:]-1

s> h(s)=t



seklinde tanimli diferensiyellenebilir h fonksiyonuna parametre degisim fonksiyonu

denir [15].
-
—
h=a'cpf /ﬁ
(—}—)
Sekil 1.2. Parametre degisimi
h=a'-pf
L2 B B=axeh
a=FBoh"
g h
Buradan;

B(s) = (aoh)(s)
=a(h(s))

=a(t)

a(t) =(Bo k™) (v)
=B(h (D)

=p(s)

olur.



Tamm 1.1.3 ( Bir Egrinin Hiz Vektorii ).
a:1 > E"

t- (Z(t) = (0(1 (t)! a (t), ey Oy (t))

egrisi i¢in ;

ar_ da
T odt

_ (dal da; da, )
dt ' dt 7 dt

olmak iizere ; (a(t) a ('t)) ikilisine a egrisinin a(t) noktasindaki tanjant

vektorii ve a (t) ye de iz vektorii ad verilir [15].

X=(x ,%2, ,..,%, ) deegrinin a(t) noktasindaki vektorel ve paralel

denkleminden

—

0X = Oa(t) + Aa(t)

do

= 0 a(t) +)Ldt

da
X = a(t)+ }‘E

bulunur.

o(s) o1

Sekil 1.3. Hiz vektori



Tamm 1.1.4 (Skaler Hiz ve Skaler Hiz Fonksiyonu). E™ de a egrisi

parametrik olarak,
a:1 - E"

t = a() = (a1 (V) az(0), ..., (D)

seklinde tanimlansin.

'y, _ d“l daz dan )
a(t) = (dt Yde T dt

i¢in

la®] =

dal| _ n (dtxi)z
de [l "N “i=1 gt

olmak tizere ;
a 1-R
t = [[alI(®) = lla" DI

dO(i

le' @l = |2, (&) e R

seklinde taniml1 fonksiyona skalar hiz fonksiyonu ve t = t, noktasindaki

lo' @)l = (2, (5] " e R

dt

reel sayisina da skalar hiz denir [15].



Tanmm 1.1.4 ( Yay Uzunlugu ).
a:l - E"
t = at) = (a1 (), az(), ... , @, (D)
egrisi verilmis olsun. t;,t, € | olmak {izere,
s= [l @Il dt
reel sayisina a egrisinin a(t;) ve a(t,) noktalar1 arasindaki yay uzunlugu denir.

Tanim 1.1.5 ( Birim Hizh Egri ).
a:1 > E"

t— Ol(t) = (al (t)' a; (t)' e O (t))
egrisi verilsin. Eger ,

d

/ =129l =
l @l = || & =1

ise egriye birim hizli egri, s parametresine de yay parametresi ad1 verilir [15].

Tamm 1.1.6 (Regiiler Egri).
a:1 > E"

t = a(t) = (a1 (D), az(0), ..., @, (D)
egrisi i¢in ,

da

” 0

lla' (Il =

ise egriye regiiler egri denir.



Tamm 1.2.1 (Frenet Vektorleri). E™ de M egrisi (I, &) koordinat komsulugu
ile verilsin. S = {a (t),a” (t),--, a” (t)} lineer bagimsiz sistemi gdzoniine alinsin.
Bu sisteme Gramm-Schmidth ortogonallestirme ve ortonormallestirme metodu
uygulanirsa; elde edilen {V;(t),V,(t), -+, V. (t)} r < n sistemine Serret —Frenet
r-ayaklist veya r- ayakl alani, buradaki her bir V;(t) , 1 < i < r vektorlerine de

Frenet Vektorleri adi verilir.

Teorem 1.2.1. E™ bir a egrisinin Frenet r- ayakli alan1 koordinat komsulugunun

secilisinden bagimsizdir.

>
o
/ b
o,
t
I LI
‘rk_/ Lo
h

Sekil 1.4. Koordinat komsulugu

Tamm 1.2.2. E™ uzayindaki birim hizh bir egri igin

1,i=j
0, i %]

Vi, V]> = 51']' = {
olacak sekilde elde edilen {V;(t),V,(t),--+,V.(t)} catisina
n- boyutlu Oklid Uzayindaki Frenet Catis1 denir.

Bu ¢at1 i¢in asagidaki 6nerme ile verilen Frenet denklemlerini ifade edebiliriz.

Onerme 1.2.1 E™ uzaymdaki birim hizlt bir egrinin {V; (£), V» (¢), -+, V. (£)} catist

i¢in;



v, = kV,
Vi=—kiViga+kViyn, 2<is<r-1
Vo = =k 1V
dir.
Burada, k; = k;(t),1 <i <r—1, «a egrisinin a(t) noktasindaki egriligidir.

Tanmm 1.2.3. M c E™ egrisi (1, a) koordinat komsuluguyla verilsin. s € I ya
karsilik gelen a(t) noktasindaki Frenet r — ayaklist {V;(¢t), V5 (t), -, V,.(t)}

olsun. Buna gore;
ki:I1 ->R,1<i<r
N AGCERAGARG)

seklinde taniml1 k; fonksiyonuna M egrisinin i — yinci egrilik fonksiyonu ve t € 1
icin k; (t) reel sayisina da a(t) noktasindaki i — yinci egriligi denir. Boylece,

n —boyutlu Oklid uzaymdaki {V;(t), V,(¢t), -, V.(t)} catisnin yay parametresine

gore tirevleriile k; = k;(t), 1 < i <r — 1 egrilikleri

4y 0 k OO0 .. 0 O 0 [V
€3 —ky 0 k20 0 0 0 v,
Vs 0 -k, 00 0 0 0 Vs
V._, 0 0 00 = 0 ko o0 |lv,
V., 0 0 00  —k_ 0 k_||v._
ly ] Lo 0o oo 0 -k 01l

seklinde yazilir. n = 3 6zel halinde
Vl =T,V2=N,V3 =B

oldugu goz 6niine alinirsa,



T 0 ky 0117
Nl=1|-k 0 kl|N
B 0 -k, ollB

seklindedir. Bu sekilde yazilan kq egriligine 1. egrilik (sadece egrilik) ad1 verilir ve k
ile gosterilir. k, ye ise torsiyon (burulma) adi verilir ve 7 ile gosterilir. Buradan

T" =kN, N = —kT+1B, B = —1N yazlr.

Teorem 1.2.2(n=3 6zel hali). a birim hizli bir egri olmak iizere ,  : 1 — E3

egrisinin Frenet vektor alanlar1 {T, N , B} olduguna gore ;
) =T = a ()

Vy(t) = N(t) = &

lla” @®)|
w@=3®=1%%%§3
dir [13].

Teorem 1.2.3. a birim hizli olmayan bir egri olmak iizere , a : I — E3 egrisinin

Frenet vektor alanlar1 {T, N , B }olduguna gore;

_ a (t)
TO = 17O
B(t) = a ()N a (t)

lla' (&) A a” (D)2
N(t) = B(t) X T(t)
dir [13].
a : 1 — E3 egrisinin egrilik ve burulma fonksiyonlar1 « , 7 olduguna gore;

(@ @®nra” @®,a" ©)
lla" OAa” )2

_ e’ @ne” @ _
kO =ror . ve =

dir.



S

Sekil 1.5. Frenet vektorleri






2. BOLUM

GENEL HELISLER

Tamm 2.1.1(Harmonik Egrilikler). « : I — E™ birim hizli bir egri

olsun. a egrisinin harmonik egrilikleri:

H.:lcR->R, i=012:-,n—2
( o, i=0
| ky ~
| 1 .
t{VI[Hi—l] + Hi—Zki}k_ ) i=2,-,n—-2
i+1
denir [2].

Teorem 2.1.1. a: I — E™ birim hizli genel helis olsun.
Vi), V,(t), -,V ()}, {H (t), Hy(t), -, Hy_,(t)} sirastyla a egrisinin Frenet

catis1 ve yiliksek mertebeden harmonik egrilikleri olsun.
(Vi , X) = H(V1,X) 1<i<n-1 (2.1)
dir. Burada X, a egrisinin bir eksenidir [12].
Sonu¢ 2.1.1. Eger X, a egrisinin bir ekseni ise
X=4Vi+LVh+ -+ 1,1
yazilabilir. Teorem 2.1.1. den;

A =V, X) = Hi_»(V,X)



olup, burada
(V1,X) = cosf = sabit
dir. Harmonik egrilik tanimindan yararlanarak
X=cosO(V; + HiV3 + -+ H,_,V,) (2.2)
dir. Ayn1 zamanda;
D =V, + HVz3+ -+ H,_,V,
a helisinin eksenidir.

Tanim 2.1.2 (Genel Darboux Vektorii).

a : I — E™ birim hizli bir non-dejenere egri olsun. {V; (t), V,(t), -, V, ()},
{H,(t), H,(t), -, H,,_,(t)} sirasiyla a egrisinin Frenet catis1 ve yiiksek

mertebeden harmonik egrilikleri olsun.
D = V1 + H1V3 + -+ Hn_zvn (23)
vektoriine a egrisinin genel Darboux vektdrii denir.

Teorem 2.1.2. a: 1 - E™ birim hizli olsun. {V;(¢),V,(¢t), -+, V,,(£)},
{H,(t),H,(t), -+, H,_,(t)} sirasiyla a egrisinin Frenet catis1 ve yiiksek
mertebeden harmonik egrilikleri olsun. a bir genel helistir ancak ve ancak D bir

sabit vektordiir.
Ispat (=): « bir genel helis ve a helisinin ekseni X olsun.
Sonug 2.1.1 den;
X = cos6(V; + HiV3 + -+ H,_,V,) (2.4)

Burada cos 6 sabit oldugundan D nin sabit oldugu kolayca sdylenebilir.



(&) : Eger D bir sabit vektor ise;

seklinde yazilabilir. Burada 6 , D ile V; arasindaki sabit agidir. Bu durumda

helisin bir tek ekseni
X = cosf (D)
olarak tanimlanabilir. O halde;
(X,V;) = cosf = sabit
oldugundan X sabittir.

Sonug¢ 2.1.2. 3-boyutlu Oklid uzayinda, (2.3) denkleminden non-dejenere bir

egrinin ekseni
D = V1 + H1V3

olarak yazilir. Burada k; ve k,, «a egrisinin egrilikleridir. Eger D nin egri

boyunca kovaryant tiirevi alinirsa,

1

ky

elde edilir.

Eger egri bir genel helis ise, Teorem 2.1.2. den

Vle = O

dir. Boylelikle l;—l orani sabittir.
2



Tersine t—l orani sabit ise, (2.5) den Vy D = 0 ve D bir sabit vektordiir.
2

Teorem 2.1.2. den egri bir genel helistir.

Bu Lancret teoreminin bir yeni ispatidir.

Sonug 2.1.3. 4 —boyutlu Oklid uzayinda (3) denkleminden non-dejenere bir

egrinin ekseni

_yoa kg o L ()
D=Vit2Vs+ - (kz) v,

olup, k; , k; ve ks egrinin egrilikleridir.

Eger egrinin biitiin egrilikleri sabit ise, egri bir W- egrisidir. O halde, W - egrisi
icin Sonug 2.1.3. ifadesi

k,
D=V, +—V; (2.6)
Kk

olur. (2.6) nin tiirevi alinirsa

: ky .k
D' = VD= 1k23

Vs
elde edilir. D" # 0 oldugu kolayca goriiliir. O halde; D sabit bir vektor degildir.

Bu durumda Teorem 2.1.5. den egri helis degildir.

Ornek2.1.1. a: 1 - E3

1
t-at) = (—cost 1+ —smt —)

2 N

egrisi i¢in;



! _1 1 1
a(t) = (—sint,—cost,—)

2R

olup, |la’ (®)|| = 1 oldugundan, egri yay parametrelidir. Teorem 1.2.2. den

-1 1 1
Vi(t) = (—sint,—cost,—)
V,(t) = (—cost,— sint ,0)
Vs (t) (1 int X cost 1)
= |—=sint ,—cost ,—
’ V2 V2 V2
L = 1
LTV
L, = 1
S
dir. O halde;

D=V + :—1V3 ifadesinde bulunan degerler yerine yazilirsa, D = sabit
2

dir. Dolayisiyla a egrisi bir genel helistir.

Teorem 2.1.3. a : 1 - E™ birim hizl bir egri olsun. {V; (¢), V5(t), -+, V,, ()},
{H,(t),H,(t),, H,_,(t)} sirasiyla a egrisinin Frenet ¢atis1 ve yiiksek

mertebeden harmonik egrilikleri olmak {izere, a bir genel helis ise
Y'Z2H? = sabit

dir [12].



Ornek 2.1.3. Teorem 2.1.3. ifadesinin tersinin dogru olmadigma iliskin bir

ornek verelim.
a: 1 - E*

t - a(t)

r

r 1 1
a(t) = (a cos (— t) ,asin (— t) ,b cos (— t) ,bsin (— t))
Va?r? + b? Va?r? + b? va?r? + b? Va?r? + b?

egrisi icin Frenet vektorleri ve egrilikleri agagidaki gibi bulunur.

—ar ) r ar r
—Sln( t) COoS (— t)
V. = Va?rZ+b? Va2rZ+b2 ") " a?r2+b2 Va?r2+pZ ")’
1= - . r b r !
sm( t), cos (— t)
Va?r2+b? va2r24+p? Va2rZ4+p? Va?rZ2+b?
" va?r* + b2
L™ a2r2 4 p27
—ar? r —ar? : r
717 COS 3t ) =5 sIn ——5 L)
Vv, = va2r4+b va?r2+b va?r*+b va?r2+b
- T -b ; T !
———=CO0S t) Sln( t)
Va?r*+b? (\/a2r2+b2 "VaZr¥+p2 Va2rZ+b?
ko = abr (r?—1)
2 (a?r2 +b2)(VaZri+p2)’

S

sin t), cos [ ———t),
V. = | Va?r? +b? vVa?r?2 + b?2 / va?r? + b? Va?r? + b2
3 —ar _ ( r t) ar ( r t) ’
sin ) cos
va?r? + b? Va?r? +b?2 / va?r? + b2 va?r? + b2

r
ks = ————,
Vva?r* + b?
- cos( a t) - sin( a t)
V, = Va?r*+b? VaZr2+pZ ")’ VaZri+h? VaZrZ+pZ ")’
4 — 2 2

—ar —ar

r ) r
——F—=CO0S t) Sin (— t)
VaZri+4h2 (\/a2r2+b2 "VaZr*+p? Va?r24bp?




Bu egrinin genel Darboux vektorii:

i

ky 1 (ky
D=V1+_V3+ ( )V4

ky ° 7 ks \ky
ki . ki
olur. (k—) = 0 oldugundan; D = V; + k—V3 bulunur. O halde;
2 2
. kik
D=2y, %0
ko

elde edilir. H;* + H,* = sabit olmasina ragmen D sabit degildir. Teorem
2.1.5. den « bir genel helis degildir [12].

Teorem 2.1.4. a : 1 > E™ birim hizli non-dejenere bir egri olsun.
Vi), Vo (t), -,V ()}, {H (), Hy(t), -+, H,_(t)} sirasiyla a egrisinin Frenet
catis1 ve yiiksek mertebeden harmonik egrilikleri olmak {izere, a bir genel

helistir ancak ve ancak
Vi [Hp2] + kp_1Hy3 =0

dir.

ispat (=) : Eger D nin « egrisi boyunca kovaryant tiirevi alinirsa,
Vy,D = (V; [Hy—2] + ky_1H,—3) V,

elde edilir. Burada V, E™ deki Levi-Civita konneksiyonudur. « bir genel helis
oldugundan D sabit bir vektordiir. O halde;

Vy,D =0ve  Vi[Hyp]+ ky_1Hy3 = 0
bulunur.
(&) : Kabul edelim ki,

Vi[Hy 2]l + kn1Hy 3 =0

olsun. D nin sabit oldugu kolayca goriiliir. Teorem 2.1.5. den a bir genel helistir.



D Genel Darboux Vektoriniin Geometrik Anlam

Bilindigi gibi 3-boyutlu Oklid uzayinda bir nokta, a egrisi boyunca hareket
ettirildiginde bu noktanin Frenet tgliisii {T , N, B} orijin etrafinda hareket eder.
Bu hareket Frenet hareketi olarak adlandirilir. Frenet hareketindeki ani

degisimin oldugu eksene Darboux ekseni denir. Darboux vektorii
d = sz + le
seklindedir. Burada k; ve k, sirastyla egrinin egrilik ve torsionudur.

Onerme 2.2.1. « egrisi t keyfi parametresi ile verilsin. a egrisinin Darboux
ekseni {T, Ny, N, , -+, Ny }, E¥**1 > 2 bazina gore verilen M(t) Frenet

matrisinin ¢ekirdegi olarak tanimlanir. E?**1, k > 2 icin Darboux vektorii

d = aoT + a1N2 + - +akN2k

dir. Burada
k4
ay = kyky - kyy, a, = k—ao
2
a, = Ea a; = Kaint a;
2 k4 1 ) l kzl i—1
seklindedir [12].

a : 1 — E™ birim hizli non-dejenere bir egri olsun. a egrisinin Frenet vektorleri
ve egrilikleri sirasiyla {V; (t), V5 (t), -+, V, ()}, {k1(t), ko (t),+, k,—1(t)}

olmak tizere, M(t) Frenet matrisi

0 k, 00 0 0 0
ki 0 k0 0 0 0
0 —k, 00 0 0 0
M(t) = : : : : : :
0 0 00 0 kno 0
0 0 00 -k, 0 k,_4
L 0 0 00 0 —k,—1 0



seklindedir. Buradan;

0 707

0 0

H ' 0

M(t)D = le’ - (Hn—Z + kn—lHn—3) 0
-Hn—Z’ _1_

elde edilir.

Simdi su sorunun cevabini arayalim : Ne zaman D vektorii , M (t) matrisinin
¢ekirdeginde yatar ?
I. Durum : n = 3 igin,

D = V1 + H1V3
dir. Buradan; M(t)D = 0 oldugu kolayca goriiliir.

Sonug 2.2.1. 3- boyutlu Oklid uzayinda herhangi bir birim hizl1 non- dejenere

a egrisi igin genel D vektorii M (t) matrisinin ¢ekirdeginde yatar. Baska bir ifadeyle,

D—ld
=5

dir.
II. Durum : n >3 ven = cifticin,
M (t) bir regiiler matristir ve matrisin ¢ekirdegi sadece sifir vektoridiir. D # 0

oldugundan M (t) matrisinin ¢ekirdeginde yatmaz.



III. Durum : n >3 ven = tek igin,

Hy=Hy = =Hy, 3 =0
H o= sabie o= ks i
1—k2—sal 3 5, k4—sal
ki ks ki k3 kn—2
H = —.—=.—= = sabit H, _ — . — = sabit
STk ke ke "2 T ke ke
dir. Boylelikle,
k4 k3 kn—2
— = sabit, — = sabit,: -, = sabit
k; ky kn_1

olur. Bu ise; egrinin Hayden’ e gore bir genel helis oldugunu gosterir [9].

Sonuc¢ 2.2.2. n - boyutlu Oklid uzayinda (n = tek iken) her birim hizli non-

dejenere a egrisi i¢in D vektorii, M (t) matrisinin ¢ekirdeginde yatar ancak ve ancak

a egrisi Hayden® e gore bir genel helistir yani;
Dzaid, a0=k2'k4'k6""'kn_1
0

dir.



3. BOLUM

SLANT HELISLER

Tamim 3.1.1(Slant Helis). @ : 1 - E™ birim hizli bir egri olsun. a
egrisinin normali olan V, bir sabit L dogrultusu ile sabit bir a¢1 yapiyorsa «

egrisi bir slant helis ad1 verilir [12].

Teorem 3.1.1. @ : 1 - E" birim hizl1 bir egri olsun. 4 <i < 7 igin;

k 1 /
G = [ki(s)ds, G, =1, G3 = k—;G1 , G = E[ki—ZGi—Z + G ] .

olmak tizere, a bir slant helistir ancak ve ancak

n
Zciz =C

i=1

fonksiyonu sifirdan farkli bir sabittir. Ustelik, C = sec8? ve 6 sabit dogrultu

L ile V, arasindaki agidir.

ispat (=) : Kabul edelim ki a bir slant helis olsun. Genelligi bozmadan

(L,L) =1 alalim. a; diferensiyellenebilir fonksiyonlar, 1 <i <n igin,

n

L = Zai (S)WVi(s) , s€ 1 (3.1)

i=1



a, =(V;,L) 1<i<n
dir.
a, = (V,,L) = cos@ =sabit (Vs € 1)

olur. L vektorii sabit oldugundan (3.1) in tiirevi alinirsa,

( all — kia, =0
! kiay — kpas =
all + ki—l a_1- kl-ai+1 =0, 35i<n
an, + kn—lan—l =0

elde edilir.
La, =(V,L)=> a =(V,L)

dir. Onerme 1.2.1 ve (3.1) den yararlanarak,

I

a,

ki (Vy, L)y = ki -ay

ise,

a, = (.f kldS) Ay = G1a2

olur.

II. G, =1 oldugundan,
a; = Gza;

dir.

I1I. a,_1 = <Vn_1 , L ) ise,

an-1 = _kn—Zan—Z + kn—lan =a, = GnaZ

3.2)

(3.3)



dir. O halde,
a;(s) = G;(s)- a, 1<i<n (3.4)
seklinde tanimlanir. Burada a, # 0 dir. Eger, a, = 0 alinirsa a; = 0 ve L = 0 olur ki;

L # 0 oldugundan ¢eliskidir. (3.3) den yararlanarak

Gl = fkl (S) ds

GZ = 1
ky
G, = ki [ki2Giy +Gi1],4<i <n

elde edilir. (3.3) denkleminde i = n alinirsa;
G, + ky_1G,_1 =0 (3.6)

denklemi saglanir. (3.6) Diferensiyel denkleminde degisken degistirmesi yapilirsa,

dt

t(s) = [hn—1” du, o= ky_1(5)

bulunur. (3.5) in son denkleminden

Gut () = Go(®) = (223) Gua(®) (37)

elde edilir. Eger a bir slant helis ise (3.7) ifadesi (3.6) da yerine yazilirsa

" kn —2()Gn —2 ()
G (8) + Gp(f) = o =Rt (3.8)

bulunur. Parametrelerin degisimi metoduna goére bu denklemin bir genel ¢oziimii



G,(t) = (A - I%sint dt) cost

+ <B + j n _icitf;&gz ® cost dt) sint (3.9)

dir. Burada A ve B keyfi sabitlerdir. (3.9) denkleminde tekrar parametre degisimi

yapilirsa,

G,(s) = <A - U z 2(53? )2(5) jkn _1(s) dsl ds) cosfkn _1(s)ds

(3.10)

+ <B + U n _;{Eifgsgz () cos sf ky, —1(s) dsl ds) sins j ky, _1(s)ds

bulunur. (3.6) den G,, _; fonksiyonu asagidaki gibi verilir.

Gh_1(s) = (A— U% fk” _1(8) ds] ds) smsfkn _1(s)ds

(3.11)

<B+U n=2(8)Gn () ssfkn_l(s)ds]ds)cossfkn_l(s)ds
kyn -1(s)
(3.5) den
YIEGG = GGy + GGy + YTTEGG
= kG + X'Z5Gi[kiGiv1 — ki—1G;—1]
= kiGy + X1Z3[kiGiGi w1 — ki—1Gi_1G;]
= kiG1 + ky Gy 26y 1 — k2G2G3

= kn —ZGn —ZGn -1

dir. Bu ifade (3.11) de yerine yazilir ve integre edilirse,



2
Y26t =C - (A— [fwsinfkn _1(s) ds] ds)

fen —1(s)

(3.12)

2

— (B + [f fn 2(8)Gn 2(9) _z(s)f’(‘SSZ(S) coss [k, _1(s) ds] ds)

elde edilir ki, C bir sabittir. (3.9) ve (3.10) denklemlerinden
k, ()G, _(s) 2
2 2 _ _ n—2 n -2 .
G, "+ G, " = (A U k. 1(5) smfkn _1(s) ds|ds

(3.13)

k, ()G, _ 2
+ (B + U ;ciszl(s)Z(S) cos sf k, _1(s) dsl ds)

bulunur. (3.12) ve (3.13) den
=3 Giz =C
elde edilir. Bu ise ispat1 tamamlar.

Teorem 3.1.2. @ : 1 - E™ birim hizl1 bir egri olmak iizere a slant helisinin birim
dogrultusu
L = cos8, [X}-1 G V]

dir [12].

Teorem 3.1.3. B : I — E™ birim hizh bir egri olmak iizere 8 helisinin birim
dogrultusu

X = COSBI [Vl* + H1V3* + H2V4* + - + Hn_an*]
dir. Burada {V;",V,",--,V,"}, {H; ,H,, -+, H, _,} sirasiyla egrinin Frenet ¢gatisi ve

harmonik egrilikleridir [12].



Asagidaki teoremde S™ ~! ¢ E™ de birim hiperkiire iizerindeki spiral helisler ile E™

deki slant helisler arasindaki iliskiyi inceleyelim.

Teorem 3.15. a: I - E™ birimhizlibiregrive : 1 » S*~1 ¢ E", a egrisinin
tegetler gostergesi olmak iizere , a egrisi L dogrultusuna gore bir slant helistir ancak ve
ancak 8 egrisi L dogrultusuna gore S™ ~1 < E™ de bir genel helistir(spiral helistir).

Bagka bir ifadeyle a ve § ayn1 L dogrultusuna sahiptir.
Ispat (=): a egrisinin tegetler gdstergesi z—f = B(t) olarak tanimlanr.

Kabul edelim Ki; B egrisinin yay parametresi tg olsun. O halde,

ap _ db | dt

dtg  dt dtg

dir. Frenet formillerinden

b _ at
d; kl(t)VZ(t)dtﬁ

olur. Her iki tarafin normu alinirsa

dt dt 1
1= kl(t) E = E = 0

bulunur. k;(t) # 0 igin

a8 _
at; V,(t)

elde edilir. a egrisi bir slant helis oldugundan;

(V,,L) = cosf

ifadesi goz oniine alinirsa;

4B _
(dtﬁ ,L) = cos@

dir. Boylece, [ bir genel helistir.



(&): (;—ﬁ,L) = cos
tp

olsun . Burada tg, B egrisinin yay parametresidir. Diger taraftan,

d
V() = ﬁ

oldugunu biliyoruz. O halde;
(V,,L) = cos@
olup, a bir slant helistir.

Bu boliimde slant helisler ile helis hiperyiizeyleri arasindaki iligkiyi verecegiz.

Tanim 3.1.2. M c E™ ve d # 0 bir birim vektér olsun. Eger (d, §) M boyunca sabit
fonksiyon ise M bir helis hiperyiizeyi adin1 alir. Burada &, M iizerindeki bir normal
vektor alanidir.

Teorem 3.1.6. M bir helis hiperyiizeyi ve « : I — M bir geodezik egri olsun. O
halde; a bir slant helistir [12].

ispat . &, M iizerindeki bir normal vektdr alani ve d bir sabit dogrultu olsun. M bir

helis hiperyiizeyi oldugundan; (d, §) = sabit olur. Oyle ki; d ile & arasindaki agi M

yiizeyinin her noktasinda sabittir. & bir geodezik egri oldugundan a boyunca
a’ (s) = Ala
dir. Ustelik Frenet denklemlerini kullanarak
a’(s) = kv, = Klaw = kiVs
elde edilir. Burada k{, « egrisinin birinci egriligidir. Her iki tarafin normu alinirsa
E=V, veyaé =-1V,
bulunur. Buradan
(d,V,) = sabit

dir. Bagka bir deyisle d ile V, arasindaki ag1, a egrisi boyunca sabittir. O halde; « bir

slant helistir.



Teorem 3.1.7. a: 1 - E™ birim hizl bir geodezik egri ve X sabit dogrultusu ile M
bir helis hiperyiizeyi olsun. a egrisinin tegetler gostergesi S® ~* € E™ hiperkiiresi

iizerinde bir spiral helistir.

ispat: Kabul edelim ki, & egrisi M helis hiperylizeyi lizerinde bir geodezik egri olsun.
Teorem 3.3.1. den a bir slant helistir. Diger taraftan Teorem 3.2.1. den a egrisinin

tegetler gostergesi bir spiral helistir.

Sonug¢ 3.3.3. M c E™ bir helis hiperyiizeyi olsun. M hiperyiizeyi iizerindeki biitiin

geodezik egrilerin tegetler gostergesi ¢cakisik eksene sahip spiral helislerdir [12].






4. BOLUM

V, — SLANT HELISLER

Tanmm 4.1.1. «: I —» E™ birim hizli bir egri, @ nin Frenet vektorleri ve
egrilikleri sirastyla {V;(t), V5 (t), -, V, ()}, {k1(t), ko (t), -, k,—1(t)} Olsun. X

birim sabit dogrultu ve ¢ sabit bir a1 olmak iizere;
(V,,X) =cosep, ¢ i%,
ise a egrisine V,- slant helis denir.

Tanmm 4.1.2. a: I - E™ birim hizlh bir egri, {k;(t), k,(t), -, k,,_1(£)}

a egrisinin sifirdan farkli egrilikleri olsun. V, i¢in harmonik egrilik

fonksiyonlar1
H*:1cR-> R, i=012--,n-2
( 0, [ =
s i=1
H = ko' (4.1.1)
* ! 1 .
L{kn—ZHi—Z — Hi }k ) [=2,,n—2
n—(i+1)

seklindedir [13].

Onerme 4.1.1. @ : 1 - E™ birim hizl1 bir egri ve a egrisinin harmonik
egrilik fonksiyonlar1 {H,", H,", ---, H,,_,"} olsun. Harmonik egrilik

fonksiyonlarmin tiirevleri



Hy" 0 —k,, O 0 o o o[
H," koo 0 —knpa O 0 0 0 || Hz
Hy' 0 s 0 —hns 0 0 0 H
Ho, 0 0 0 0o = 0 —ky 0l{H,,
I 0 0 0 0 = ky 0 —ki|lH,
-3 *
s 0 0 0 0~ 0 k olly

dir.

ispat > Tanim 4.1.2. den kolayca goriliir.

Onerme 4.1.2. «: 1 — E" birim hizh bir egri, @ nin Frenet vektorleri ve
harmonik egrilikleri sirasiyla {V; (t), V,(t), -, V,,(£)}, {H,",H,", -+, H,_,"} olsun.
X birim sabit dogrultusuna gore a bir V, - slant helis ise

( Vn—(i+1) X ) = Hi* (W, X) (4.2)
dir.
ispat . i =1 olmasi durumu:

X birim sabit vektor alan1 oldugundan Vs € I igin ( V,,, X ) = cos ¢ olur. Buradan tiirev

alinirsa
(Vu,X) = 0
bulunur. Frenet formiillerinden
(=kn-1,Vn-1,X)=0 (4.3)
elde edilir. Burada (k,_; # 0) oldugundan,
(Vpe1,X ) =0 (4.4)
dir. (4.4) den tekrar tiirev alinirsa,

(Voi ,X ) =0,



<_kn—2 Vn—2 + kn—l V;LJX) =0
_kn—2 (Vn—Z'X ) + kn—l (Vn:X) =0

ve Tanim 4.1.1. den

K
(Va2 X ) = 221 (1, X)

= Hy (Vo, X) (4.5)
olur.
i = 2 olmasi durumu:
(4.5) denkleminde tekrar tiirev alinip gerekli iglemler yapilirsa,
(Voo X) = Hy" (, X)
(~kn—3 Vn_g + kn_a Va1, X ) = Hy" (Vy, X)
ko3 (Vaoz, X+ by Vo, X) = Hy" (W, X),
bulunur. Onerme 4.1.1. ve (4.4) ifadelerinden yararlanilarak
Vo3, X ) = Hi—1"(, X) (4.6)
elde edilir. (4.6) ifadesinin tiirevi alinirsa
Vo, X)=Hiy"
bulunur. Frenet formiillerinden
(=kn—icaVnoic1 + kniVoi11, X ) = Hi (W, X)
—kn i1 (Vaoic1, X ) + ki (Vii1, X) = Hiq (Vi X) (4.7)

olur. Kabul edelim ki, Onerme 4.1.2. i — 2 i¢in dogru olsun. Buradan,



(Voiv1, X ) =Hi 2 (V,, X))

dir. Eger bu ifade (4.7) denkleminde yerine yazilirsa,

(Vn—(i+1), X ) = {kn_oHi 2" — Hi_y XV, X)

kn—@i+1)

ifadesi elde edilir. Buradan (4.1) denkleminden
(Va—(i+1), X ) = H(V,, X))

bulunur ki, bu ispati tamamlar.

Teorem 4.1.1. a: I — E™ birim hizh bir egri, @ nin Frenet vektorleri ve harmonik
egrilikleri sirastyla {V; (¢t), V5 (¢t), -, V, ()}, {H,", Hy", -+, H,_,"} olsun. X birim sabit

dogrultusuna gore a bir V- slant helis ise,
X ={H,2'Vi+ Hy 3V, + -+ H'Voy + KV, X )
veya
X={H,, i+ H, 3V, + -+ H'V,_, + V,}cosg
dir.
ispat . X Dbir birim sabit dogrultu olmak iizere, a bir V,- slant helis ise
X= LW+ + -+ 1,V
olarak yazilabilir. Burada
A=V, X)
M=V, X) =H, 5" (V, X ),

/12 = <V2!X> :Hn—3*(VniX );



Ao = (Vu_2,X) =Hy (VX ),

seklindedir. Boylece,
X ={H,2Vi+ Hy3Vo + -+ H'Vhgy + KVLX )
bulunur ki, bu ispat1 tamamlar.

Tanim 4.1.3. a : 1 - E™ birim hizl1 bir egri olsun. a bir V,- slant helis olmak iizere,
{(Vi(0), Vo (t), -,V (0)}, {H",H,", -+, H,_,"} sirasiyla a egrisinin Frenet vektorleri ve

harmonik egrilikleri olsun.

D = Hn—Z*Vl + Hn_3*V2 + -+ Hl*Vn—Z + Vn

vektoriine a V- slant helisinin genel Darboux vektorii denir.

Teorem 4.1.2. a: 1 - E" birim hizl bir egri olmak iizere, {V; (t), V,(t), -+, V, ()},
{H,",H,",--,H,_,"} a egrisinin Frenet vektorleri ve harmonik egrilikleri olsun. a bir

I7,- slant helistir ancak ve ancak D bir sabit vektor alanidir.

ispat (=): Kabul edelim ki, a bir V,- slant helis ve X bir birim sabit dogrultu olsun.

Buradan,

X ={H,,"Vy+ H,_3"V, + -+ H;"V,_, + V,}cosq
dir. ¢ sabit bir a¢1 oldugundan

D = sabit

olur.
(<): D bir sabit vektor alani olsun. O halde,

D =Hn_2*V1 + Hn_g*Vz + -+ Hl*Vn—Z + Vn

seklindedir. Buradan,



bulunur. I¢ ¢arpimin tanimindan,
DIV, Il cos @ =1,
ve
||ID|| cosp = 1.
olur. Burada ¢ , D ile V,, arasindaki sabit a¢1 olup;

1
Cos @ —m

dir. O halde, V,- slant helisin bir tek ekseni X = cos¢@ D olup,

1
(X, Vo) =5 = cose

elde edilir. X bir sabit vektor ve a bir 1 - slant helistir. Béylece, ispat tamamlanur.
Teorem 4.1.3. a : 1 — E™ birim hizl bir egri, @ nin Frenet vektérleri ve

harmonik egrilikleri sirastyla {V; (¢t), V5 (t), -+, V,, ()}, {H,",H,", -+, H,,_,"} olsun. a bir

1}, slant helistir ancak ve ancak

!

Hy, ;" — kyHy 3" =0 (4.8)
dir.
ispat (=) «a egrisi boyunca D nin tiirevi alinirsa
D' =H, ," Vi +H, yVy + Hy 3" Vot Hy 3"Vy 4+t H Vi y + H" Vi) + V)

bulunur. a bir V- slant helis oldugundan, D sabit bir vektordiir. Buradan

’

D'=0veya H, ;" — kyH,_3" =0 (4.9)

dir.



(<): (4.7) denkleminden
D' =0 veya D = sabit
olur. Teorem 4.1.2. den D = sabit ise a bir V- slant helistir.
Sonu¢ 4.1.1. a : I - E3 birim hizli bir egri, @ nin Frenet vektorleri

{T,N,B},ve {ki,k,} sifirdan farkli egrilikleri olsun. a bir B- slant helistir ancak ve

ancak a bir genel helistir.
Ispat (=): Teorem 4.1.3. den
Hl*, - leO* = 0

dir. Tanim 4.1.3. ifadesinden

!

(2) =0 (4.10)

k1

bulunur ki, «a bir genel helistir.
. . 3 ki k .
(<): a bir genel helis olsun. Boylece, k—l ve k—z = sabit olur. Buradan,
2 1

(:_j) =0 veya Hl*' — kiHy" =0

dir. Teorem 4.1.3. den « bir B- slant helistir.

Sonu¢ 4.1.2. a : 1 - E* birim hizli bir egri olsun. @ nin Frenet
vektorleri {V; (t), V5 (t), V5(t), Vo (t)} ve {ky , ks, k3 } sifirdan farkli egrilikleri olsun. a

bir V,- slant helis (B,- slant helis) tir ancak ve ancak

!

(@) a2 =0 (4.11)

dir.



Ispat (=): Teorem 4.1.3. den

Hz* - lel* == 0

dir. Tanim 4.1.6. ifadesinden,

)]+ 0o

elde edilir.

(<): Kabul edelim ki,

;!

G =

olsun. Teorem 4.1.3. ve Tanim 4.1.3. ifadesinden a egrisinin bir ;- slant helis oldugu

kolayca gortiliir.

Teorem 4.1.4. a : 1 - E* birim hizli bir egri olsun. a nin Frenet

vektorleri {V; (t), V5 (t), V5(t), Va(t)} ve {ky , ks, k3 } sifirdan farkli egrilikleri olsun. a

bir V,- slant helis (B,- slant helis) ise

12
<kz + (L = tan” @3 = sabit,

dir. Burada ¢3,V, ile U birim sabit dogrultusu arasindaki agidir.
Ispat (=): U bir birim sabit dogrultu olmak iizere,
(V,, U)= cosO = sabit
dir. (4.12) ifadesinin tiirevi alinir ve Frenet formiilleri yerine yazilirsa,
(=k3V3, U) =0
elde edilir. U € Sp {V,(t),V,(t),V4(t)} oldugundan,
U=aVi+ aV, + a3V,

seklindedir. Burada

(4.12)

(4.13)



a; = a;(t) = cosB(t), a, = a,(t) = cos O, (t) ve az = a;(t) = cos O; (t)

olup, (4.12) denkleminden a5(t) = cos 05 (t) = sabit tir. U bir birim vektor

oldugundan,
a;’+ a2 + az? =1 (4.14)

dir. (4.13) ifadesinin tiirevi alinirsa,

d d :
(% - azkl)Vl + (ﬁ + a1k1) Vo + (azky — azks)Vs +§V4’

ve

k 1 da da
a,; = —3a3 = —_1, —2 = —a1k1 (4‘15)
kq dt

elde edilir. Buradan,

daz daz kly da1 1 dzal
— = —a;k; ve—= = —S— + —
dt 1™ dt k1% dt ky dt?’

olur. a4 i¢in asagidaki lineer diferensiyel denklemi elde edilir.

d’a; ki day 2 _
di2 PRRPT +a1k1 =0 (4‘16)

(4.16) diferensiyel denkleminde s = [ k;(t)ds degisken degistirmesi yapilirsa,

dzal
ds?

+a1:0

denklemi elde edilir. Bu denklemin ¢oziimii

a, = Acos fot ki(t)dt + B sin fot ki (t)dt (4.17)

olup, burada A ve B sabittir. (4.15.) ve (4.17.) denklemlerinden

a, = i_za3 = —Asin fot k,(t)dt + B cos fot ky(t)dt

1

k .
a; = _kll(é) as = A cos fot kl(t)dt + B sin fot kl(t)dt

elde edilir. Buradan,



ks . k3\
A=—qas (ésm fot ki (t)dt +kl—1(é) cos fot kl(t)dt), (4.18)

B = a3]]:—zcos INAGE: —,j—l(’;—z) sin [} ky (O)de (4.19)

bulunur. (4.15), (4.16) ve (4.19) denklemlerinden

L2

o[ +()

] cos? 0; =sin? 03,

(9)" + 22((2)) = tan2 0, = sabit (4.20)

dir.
Ornek 4.1.1. Teorem 4.1.4. ifadesinin tersinin dogru olmadigma bir érnek verelim.
a: 1 - E*
t - a(t)

a(t) = (a cos ( , b sin (

r r 1 1
 Yowsin( ) eos ) i o))
Va?r? + b2 Va?r? + b2 Va?r? + b2 va?r? + b2

egrisi icin, Frenet vektorleri ve egrilikleri agsagidaki gibi bulunur.

—ar . T ar r
Sln( t) COS (— t)
V. = Va?r?+b2 VaZr2+b? " Va?r2+b2 Va?rZ+b? !
b — sin( L t) b cos( - t) |
Va?rZ+b?Z Va?r2+b? ")’ Va?rZ+p? Va?r2+b?
" va?r* + b?
L™ q2r2 4 p27
—ar? r —ar? ) r
—cos( t), sin (— t),
Vv, = Va?r¥+p?Z Va?2r2+b2 ")’ Va?r¥+b? Va?r2+b?
)

Cos t SN | ——=t
Va?r*+p? VaZrZ+bZ ")’ VaZr*+p2? Va?r?+b?




_ abr (r¢-1)
"~ (a?r2 +b2)(VaZri+h?)’

ks

b < r —b r
sin t), cos( t) ,\
V. = | Va*r? +b? va?r?2 + b?2 / va?r? + b2 Va?r? + b2
3 —ar _ ( r t) ar ( r t) ’
sin , cos
va?r? + b? Va?r2 + b2 / va?r? + b2 Va?r? + b2

r
ky = ———,
vatr* + b2
b r b \ r
cos ( t), sin ( t),
o= | Ve \Vam et ) Vet T \Vati Tt
4 — 2

—ar

2
T —ar : T
————os ( t), sin (— t)
Va’r*+b? Va?r2+b? ") Va?rt+b? Va?r?+b?

a egrisinin genel Darboux vektorii

’

D = 1<k1) 17 +k3V+V
= I \I LT, et
k3 ’ o k3 ;
olur. (—) = 0 oldugundan; D =2 v, + v, bulunur. O halde;
ko k2
/ k3
D'=23v,+V, £0
ko
elde edilir.

N

k32 1 ((k3 _ )
(k_z) + ﬁ((g) ) = sabit
olmasina ragmen D sabit degildir. Teorem 4.1.4. den « bir V,- slant helis degildir [13].

Teorem 4.1.3. a: I — E™ birim hizli non-dejenere bir egri olsun. a egrisinin
Frenet vektorleri ve harmonik egrilikleri {V; (¢), Vo (t), -+, V,, ()}, {H: ", Hy", -+, Hp—5 ™}

olsun. a bir V,- slant helis ise

dir.



ispat : Teorem 4.1.1. den a egrisinin birim vektor alani i¢in
{Hy* +Hy" + - + Hy3"" + Hy_y"" Jcos? @ + cos? ¢ =1 (4.21)

dir. Buradan

_ 2 1—cos 2
Z‘f_’l 2Hi* — %

iy tan’ ¢ = sabit

elde edilir ki, bu ispati tamamlar.

Sonu¢ 4.1.3. «: I - E* birim hizh bir egri olsun. a nin Frenet
vektorleri {V; (t), V5 (t), V5(t), V4 (t)} ve sifirdan farkli egrilikleri {kq,k,, k3 } olmak

tizere, a bir V- slant helis (B,- slant helis) ise

Ny

(k—z)z + k_f((z) ) = tan® ¢ = sabit, (4.22)
dir.
ispat : Teorem 4.1.3. den agiktr.

Teorem 4.1.4. a: I - E*™*! birim hizli bir egri ve harmonik egrilik fonksiyonlar:

{H,",H,", -+, Hy,,_1"} olsun. Eger,
ky k4 ke

ka ke . kam—2 _kom
ki'ks ks’ Tkam—3 kom—1

oranlar sabitise, Hy,” = 0,1 <i <m icin,

H,. * = kam  kam-2 kam-4 = Kem-2i-3) Kem+1-i-1)
2i-1 kym—-1 kzm-3 kom—s  kymi1-2i—2)  Kam+1-2i

dir [13].



Sonu¢ 4.1.4. a : 1 - E?™*1 birim hizh bir egri olsun. a bir V,,, ;- slant helis ve «
egrisinin egrilikleri {kq, ko, -, ko, } olmak tizere,

ky ko ke kam—2 _kom

ki'ks'ks'  Tkam—3 kam—1

oranlari sabit ise, a, V;,, 4+ 1- Slant helisinin ekseni

D =Hyp Vi + Hypp 3" Va4 + H' Vo1 + Vo
dir.
ispat . Tanim 4.1.3. ifadesinde n = 2m + 1 alinirsa

D =Hyp Vi + Hypp 2 Voo + H' Vo1 + Vo
bulunur. Teorem 4.1.4. den

D =Hyp Vi + Hypp 3" Va++ + H Vo1 + Vo
elde edilir.

Sonu¢ 4.1.5. «: I - E?™*1 birim hizli bir egri ve a egrisinin egrilikleri

{klﬂ kz, tey kzm} olsun. Egel‘

ka ka ke kam—2 _kom

ki'ks' ks’ Tkam—3 kam—1

oranlari sabit ise, a egrisi bir V5, .1~ slant helistir.
Ispat :

ky k4 ke  kom—2 kom

ki’ ks ks’ kam—3 kam—1

oranlari sabit olsun. Teorem 4.1.4. den 1 < i < m ig¢in H,;_;" sabittir. Sonug 4.1.4.

dan D sabit bir vektor alanidir. Teorem 4.1.2. den « bir V5, . 1- slant helistir.



D Genel Darboux Vektoruniin Geometrik Anlam

Onerme 4.2.1. a : I > E3 birim hizli bir egri ve a egrisinin {T, N, B} bazina gore

Frenet matrisinin gekirdegi M5 (t)

0 k O
M;(t) = [—kl 0 ky|€ RS,
0 —k, O

seklindedir.

Teorem 4.2.1. «: 1 — E™ birim hizli bir egri (n = tek) ve a egrisinin egrilikleri

{ki,ky,, k,_1 }olsun. M, (t) Frenet matrisi

0 k; 00 0 0 0
—ki 0 k0 0 0 0
0 —k, 00 0 0 0
M, (t) = | : SR : : i le Ry
0 0 00 0 kyo 0
0 0 00 —k,, 0 k, 4
L0 0 00 0 —k,1 0

olmak iizere, a bir V,- slant helistir ancak ve ancak
D = [Hn—Z*' Hn—3*l Hl* 'HO* ’ 1] € R"

icin, asagidaki denklem saglanir.
d * * * * * * * *
—[Hy2", Hp3", Hy",Ho" 11" = My(O[H, ", Hp3',+ Hy' Hy" 117 (4.1)

Simdi su sorunun cevabini arayalim: Ne zaman D vektorii , M (t) matrisinin

¢ekirdeginde yatar ?

I. Durum : R3 de
i[H*}LI*1]T=1["—201]T=o
ds L1 270 ds Ly’

olup, D vektorii M(t) matrisinin ¢ekirdeginde yatar.



I1. Durum R3 de Ornek 4.1.1. den V- slant helistir. O halde; D vektorii M, (t)

matrisinin ¢ekirdeginde yatmaz.
I11. Durum R" (n = tek) deki bir egri igin,

—— (her i =2,3,--+,n— 1) oran1 saglaniyor ise,
L 1

d * * * *
E[Hn—Z , Hy_3',++ Hy , Hy ’1]T =0
dir. Buradan D vektorii M, (t) matrisinin gekirdeginde yatar.

IV. Durum R" (n = gift) de M, (t) regiiler bir matristir ve matrisin ¢ekirdeginde
sadece sifir vektorii bulunur. O halde D vektori sifirdan farkli olup, M,, (t) matrisinin

cekirdeginde yatmaz.

Onerme 4.2.2. R?™*1 de m > 2 icin {V;(¢),V5(£), -, Vo 41(t)} bazina gore

M,,, +1(t) Frenet matrisinin ¢ekirdeginden yararlanarak D vektorii asagidaki gibi verilir.
D = a0V1 + a1V3 + -+ amV2m+1,

olup,

kq
ag = kapky - kyp, a1 = an,

dir [13].

Tamm 4.2.1. «: 1 - E?™*1de non-dejenere bir egri ve a egrisinin egrilikleri

{klr kz, *tty kZm} olsun. Eger

ky ks ke kom-2 kom
ki'ks' ks’ Tkam—3  kam—1

oranlari sabit ise, @ egrisi Hayden’e gore bir V,,, - slant helistir.



(“)nel'me 423 d == a0V1 + a1V3 + + amV2m+1 VektOI'u M2m+1(t) Frenet

matrisinin ¢ekirdeginde yatar. Burada m > 2 dir

Onerme 4.2.4. a: 1 —» E2™*1 birim hizh bir egri olsun. D Darboux vektérii

My, +1(t) Frenet matrisinin ¢ekirdeginde yatar ancak ve ancak a egrisi Hayden’e gére

bir V,,, +1- slant helistir [13].

Sonu¢ 4.2.1. a : 1 - E?™*! birim hizl1 bir egri olsun. « egrisi Hayden’e gore bir

Vom+1- Slant helistir ancak ve ancak a egrisi Hayden’e gore bir genel helistir.






5. BOLUM
TARTISMA, SONUC ve ONERILER
5.1. Tartisma

Helis egrilerinin belirlenmesinde D vektoriiniin kolaylig tartisildi. Uzayin boyutu
artikga D vektorilinilin zorlasacagi tartigildi.

Helislerin ‘boyu’nun nasil hesaplandigi incelendi. Dik dairesel silindir disinda hangi
yiizeyler lizerinde ¢izilebilecegi iizerinde duruldu.

5.2. Sonu¢ ve Oneriler

Yapilan bu ¢alismanin Oklid uzayr disindaki uzaylarda arastirilmasina ve farkli catilar
icin D vektoriiniin arastirilabilecegi onerildi.
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