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Doktora Tezi
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NUMERIK ¢OZUMU
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Matematik Anabilim Dali

Danisman: Dog¢. Dr. Murat SUBASI
Ortak Danisman: Prof. Dr. Gabil YAGUBOV

Bu tezde, iki boyutlu Schrodinger denklemi i¢in optimal kontrol problemleri ele
almmistir. Ik béliimde optimal kontrol teorisi hakkinda genel bir giris yapildiktan
sonra, ikinci bolimde tezde kullanilan teoremler, lemmalar ve bazi matematiksel
kavramlara yer verilmistir. Ugiincii béliimde, iki boyutlu Schrédinger denklemi igin bir
optimal kontrol problemi ele alinmistir. Bu problem i¢in olasi kontroller kiimesi,
Olctilebilir karesel integrallenebilir fonksiyonlar uzayidir. Bu problem i¢in, baslangig-
sinir deger probleminin ¢oziimiiniin varhigr ve tekligi ispatlanmig, optimal kontrol
probleminin iyi konulmus olmasi i¢in gerekli olan sorular incelenmis, fonksiyonelin
diferansiyellenebilir oldugu gosterilmis ve optimal kontrol probleminin ¢6ziimii i¢in bir
gerek sart elde edilmistir. Daha sonra, bu bdliimde ele aliman optimal kontrol
problemine sonlu farklar yontemi wuygulanmis ve sonlu fark yaklagimlarinin
fonksiyonele gore yakinsakligi ispatlanmistir. Dordiincii boliimde elde edilen bulgular
verilmig olup, besinci bdliimde bu tezin 6nceki ¢aligmalardan farkliligi vurgulanmistir.

2012, 110 Sayfa
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In this thesis, the optimal control problems for two-dimensional Schrédinger equation
are considered. In the first chapter, after giving a general introduction about the optimal
control theory, in the second chapter, theorems, lemmas and some mathematical
concepts used in this thesis are presented. In the third chapter, a optimal control problem
for two-dimensional Schrdodinger equation is considered. For this problem, set of
probable controls is space of measurable squarel integrable functions. For this problem,
the existence and uniqueness of the solution of initial boundary value problem is
proved, the questions which are necessary for checking whether optimal control
problems are well posed are investigated, it is showed that functional is differentiable
and a necessary condition for the solution of optimal control problems is obtained.
Then, respectively, the finite difference method is applied to this optimal control
problem considered in this chapter and the convergence of the finite difference
approximation according to the functional is proved. In the fourth chapter, obtained
findings are given and it is emphasized that this thesis different from the former
studying in the fifth chapter.
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1. GIRIS

Schrodinger denklemi i¢in sinir deger problemleri kuantum mekanigin, niikleer fizigin,
lineer olmayan optigin, ¢agdas fizigin ve teknigin ¢esitli alanlarinda ortaya ¢ikan cesitli
stiregleri ifade etmektedir. Bu siiregler igerisinde kuantum mekanik siirecler dnem
tagimaktadir ve bu siireglerin optimal kontrolii dagilmis parametreli sistemler igin
optimal kontrol problemlerinden olup bu tiir problemlerin arastirilmasi ve incelenmesi
gerek teorik gerekse pratik agidan Onem tasimaktadir. BoOyle problemlerden biri
kuantum mekaniginde ortaya cikan yiklii pargaciklarin kontroliidiir. Bu problem
sOyledir: Farz edelim ki; yiikli pargacitk homojen sabit manyetik alaninda hareket
ediyor olsun. Manyetik alanin yOniinii z -ekseni boyunca secersek bu takdirde, kiitlesi
ve yiikii 1’e esit olan yiiklii parcacigin R*> diizleminde hareketi #=c =1 i¢in asagidaki
iki boyutlu Schrodinger denklemiyle ifade edilebilir:

Oy  1(dw v\ @[, .o oy oy
l—=—— + +—| X"+ +1—| X—-y— |- (E,X+E
at 2(ax2 o ) 2 (¢ +y i oy Y ox )T EXHEY)Y

Burada @ = (t) yiiklii parcacigin frekansi, E, =E, (t),E, =E, (t) fonksiyonlar1 (0,T)
araliginda etkileyen degisken elektrik alaninin bilesenleri olup kontroller roliinii oynar.
(O,T) araliginin disinda elektrik alan sifira esittir. y = W(X, y,t) dalga fonksiyonudur.
Eger yiiklii parcacigin hareketi I' sinirina sahip D siirli bolgesinde gerceklesiyor ise
ve yiiklii pargacigin baslangi¢ durumu (X, y) ile ifade ediliyor ise bu takdirde iistteki
denkleme belli baslangic ve smir sartlarin1 ekleyerek Schrodinger denklemi igin

baslangi¢ sinir deger problemleriyle ifade edilen kuantum kontrol sistemini elde ederiz.

Bu tir kuantum sistemlerin kontrolii sOyle ifade edilebilir:
w=w(t),E(t)= (E1 (t).E, (t)) kontrollerini Oyle se¢cmemiz gerekir ki sistem t=T

aninda en biiytik olasilikla v, =y, (X, y) durumunda olsun. Bagka bir deyisle,

2

J(@.E)=[a(T) =|[w (% y.T)# (xy)dxdy

D

fonksiyoneli en biiylik degere ve ya



2
J(@.E) = [|w (% y.T)=w, (xy)| dxdy
D
fonksiyoneli en kiigiik degere sahip olsun. Goriildiigi tizere, bu ifade edilen problem iki

boyutlu lineer Schrédinger denklemi i¢in optimal kontrol problemidir.

Optimal kontrol problemleri incelenirken bir takim sorularin cevaplari aranir. Bunlar,

1. Optimal kontrol probleminin iyi konulup konulmadigidir. Bu arastirilirken, optimal
kontrol probleminin ¢oziimiiniin varli§i, amac¢ fonksiyonelinin alttan smirlt olup
olmadig1 ve herhangi minimallestirici dizinin minimum noktalar kiimesine yakinsayip
yakinsamadig1 incelenir.

2. Optimal kontrol probleminin ¢ézlimii i¢in gerek ve yeter sartlar nelerdir?

3. Optimal kontrol probleminin niimerik ¢6ziimii i¢in hangi hesaplama metodlarinin

kullanilacagidir.

Soylemek gerekir ki; tlistte gosterilen Schrodinger denklemi kuantum mekaniginde
klasik bicimde olan Schrodinger denkleminden farklidir. Ciinkii bu denklem gradient
tipli terim i¢ermektedir. Simdiye kadar Ogrenilen problemlerin ¢ogunlugunda gerek
lineer gerek lineer olmayan Schrédinger denklemleri i¢in optimal kontrol
problemlerinde Schrodinger denkleminin bu 6zel terimi bulunmamaktadir. Bu tiir
terimlerin  varolusu Ogrenilen problemlerin  konulmasim1 ilk 6nce Ogrenilen
problemlerden ciddi bir bicimde farkli yapar ve bdyle problemlerin 6grenilmesi teorik

acidan bilimsel ilgi tasimaktadir.

Belirtmek gerekir ki, istteki bigimde 6zel terim igermeyen lineer ve lineer olmayan
Schrédinger denklemleri igin optimal kontrol problemleri ilk énce A. D. Iskenderov, A.
G. Butkovskiy, Yu. I. Samoylenko, F. P. Vasilyev, M. A. Vorontsov, V. L
Shmalgauzen, G. Ya. Yagubov, M. M. Potapov, A. V. Razgulin, Din N1o Hao, N. Silla,
B. Yildiz, M. A. Musayeva, N. M. Mahmudov, M. Subasi, H. Yetiskin, L. Baudouin, J.
Solomon, N. Yildirim, N. S. Ibrahimov ve diger bilim adamlarmin ¢alismalarinda

incelenmistir. Bu calismalarda kuantum mekanik sistemler i¢in optimal kontrol teorisini



gelistiren sonuglar elde edilmistir. Buna ragmen fiistte gosterilen bigimde optimal

kontrol problemi ve onun niimerik ¢6ziimii gésterilen halde az incelenmistir.

Bu sdylenenleri goz oniinde bulundurarak sunulan tez ¢aligmasinda iistte sdyledigimiz
optimal kontrol problemini 6zel hal olarak igeren optimal kontrol problemleri ve onlarin

nlimerik ¢oziimiine ait olan sorularin incelenmesiyle ilgili calismalar yapilmstir.

Tezin ilerleyen boliimlerinde ilk olarak, 2. bdliimiinde, bu tezin olusturulmasinda temel

teskil edecek olan L, uzaylari ve Sobolev uzaylarmin yani sira bir sonraki boliimde

kullanacagimiz teoremler ve lemmalar ile baz1 kavramlarin tanimlar1 verilmistir.

3.1. boliimde iki boyutlu Schrodinger denklemi igin bir optimal kontrol problemi g6z
Oniine alinmistir. Bu problem ig¢in ilk olarak, optimal kontrol problemi konulmus ve
daha sonra iki boyutlu Schrodinger denklemiyle ifade edilen baslangig-sinir deger
probleminin ¢6ziimiiniin varligr ve tekligi, optimal kontrol probleminin ¢dziimiiniin
varligi ve tekligi ile amac fonksiyonelinin diferansiyellenebilirligi arastirilmis ve

optimal kontrol probleminin ¢6zlimii i¢in bir gerek sart elde edilmeye ¢alisilmstir.

3.2. boliimde 3.1. boliimde goz Oniine aldigimiz optimal kontrol probleminin bir 6zel
haline niimerik ¢6ziim metodlarindan sonlu farklar yontemi uygulanmigtir. Bu amacla
oncelikle optimal kontrol problemi diskritlestirilmig, daha sonra fark semasinin
kararliig1 ve fark semasmin hatasi ile fark yaklasimlariin fonksiyonele gore

yakinsaklig1 arastirilmistir.

4. boliimde, yapilan calismalar sonucunda elde edilen bulgular verilmis olup, tezi
sonlandiran 5. boliimde ise bu ¢alismanin daha 6nceki yapilan ¢aligmalardan farklilig

ortaya koyulmus ve tezin 6nemi vurgulanmastir.



2. KURAMSAL TEMELLER

Bu boliimde ilerde kullanacagimiz teoremler, lemmalar ile bazi uzaylarin ve

kavramlarin tanimlarini verecegiz:

Tammm 2.1: L, (D) Hilbert uzayr olup elemanlari D boélgesinde olgiilebilir ve

modiiliiniin karesiyle integrallenebilir fonksiyonlar uzayidir. Bu uzayda i¢ ¢arpim ve

norm

ju(x)V(x)dx,

D

<U’V>L2(D)

u

L (D) - <U’V>L2(D) ’

seklinde tanimlanmaktadir.

Tanim 2.2: L_(D) Banach uzayi olup, D bélgesinde 6lgiilebilir, sinirli ve sonlu
u = vraisup|u(X)| =esssup;|u(x)|:xe D
Jull. (5, =vrai sup|u(x)| = esssup {u(x)|: x & D

o
=inf{c>0:V xe D i¢in |u(x)|SC

normuna sahip U =u(x) fonksiyonlarinin uzayidir.

Tamm 2.3: L,(Q) Hilbert uzay1 olup elemanlar1 € silindirinde 6lgiilebilir ve

modiiliiniin karesiyle integrallenebilir fonksiyonlarin uzayidir. Burada i¢ ¢arpim ve

norm

W9, = [0 DF DO,

vl ... =Jw¥)i o

seklinde tanimlanmaktadir.



Tanim 2.4: C* ([O,T], B) Banach uzay1 olup, elemanlar1 [0,T] araliginda tanimlanmis

k. mertebeden siirekli tiirevlere sahip ve degerleri B -Banach uzaya ait fonksiyonlarin

uzayidir. Burada norm

k
”u”Ck([O,TLB) - Z?Q&?

m=0

seklinde tanimlanmaktadir.

Tanmmm 2.5: LZ([O,T],B) Banach uzayi1 olup, elemanlar1 [0,T] araliginda tanimli,

Olciilebilir, karesel integrallenebilir ve degerleri B Banach wuzayma ait olan

fonksiyonlarin uzayidir. Burada norm asagidaki sekilde tanimlanmaktadir;

T 112
L([0.T18) {J‘”U(.,t)”;dt] < +o0,
0

Ju

Tamim 2.6: W, (D) Hilbert uzayr olup elemanlarinin kendisi ve onlarin birinci

mertebeden genellestirilmis tiirevleri L,(D) uzaymdan olan Sobolev uzayidir. Bu
uzayda i¢ ¢arpim ve norm asagidaki sekilde tanimlanmaktadir;

b~ | [w(x)ﬂxhia‘g—j_x)%] o

D

”V/”wg(n) - \[<V/’V/>W;(D)'

0
W, (D) uzay1 W, (D) uzayinin alt uzay1 olup D bdlgesinde siirekli tiirevlenebilir ve bu

bolgenin siirinin yakin civarinda sifira doniisen fonksiyonlar, bu uzayda her yerde

yogundur.

Tamim 2.7: W,(D) Hilbert uzay1 olup elemanlarinin kendisi ve onlarin ikinci

mertebeye kadar genellestirilmis tirevleri L,(D) uzayindan olan Sobolev uzayidir. Bu

uzayda i¢ ¢arpim ve norm asagidaki sekilde tanimlanmaktadir;



b= [wx)a(x)ia‘”(x) SILIN gk “’de,

oX;  OX; &=t OX;0X  OX;0X,

W, (D) =W, (D) AW, (D).

Tamim 2.8: W,"°(Q) Hilbert uzay1 olup elemanlarinin kendisi ve X degiskenine gore
birinci mertebeden genellestirilmis kismi tiirevleri L, (Q) uzayindan olan Sobolev
uzayidir. Burada i¢ carpim ve norm asagidaki sekilde tanimlanmaktadir:

<‘/’a¢>w2"°(g) = I[‘/’(X’t)a(x’t)"' Zn: al//a(x)_(,t) aaa(x)f,t)Jdth,

Q j=1
”l//”wz"”(g) - \[<W’W>W;’°(Q) :

0
W, (Q) uzayr W, (Q) uzayinin alt uzayi olup Q silindirinde siirekli tirevlenebilir

ve Q nin yan yiizeyinin yakin civarinda sifira donilisen fonksiyonlar, bu uzayda

yogundur.

Tamm 2.9: W, (Q) Hilbert uzay1 olup elemanlarinin kendisi ve t degiskenine gore

genellestirilmis tirevi L, () uzaymdan olan Sobolev uzayidir. Burada i¢ ¢arpim ve

norm agagidaki sekilde tanimlanmaktadir:

b= [ 008 (00 DB D sy

Q

”l/l LNZOJ(Q) - <l//’l//>W20"(Q)°

Tamm 2.10: W, (Q) Hilbert uzay1 olup elemanlarinin kendisi, X degiskenine gore

ikinci mertebeye kadar ve t degiskenine gore birinci mertebeden genellestirilmis kismi



tirevleri L, (Q) uzayindan olan Sobolev uzayidir. Burada i¢ ¢arpim ve norm asagidaki

sekilde tanimlanmaktadir:

(V. P = J‘[yx(x,t)ﬁ(x,t)Jr D oy (x,1) 9 (%) +Z”:azl/,(x,t) ’e(xt)

J = 0X OX; =t OX;OX  OX;0X,
+6y/(x,t) 8¢(x,t)]dxdt,
ot ot
”W w2i(Q) — <W’W>W2“(Q);

0 0
W2 (Q) =W (Q) AW (Q).

Tanim 2.11: {Xn} , H Hilbert uzayinda bir dizi olsun. Eger her y € H i¢in

lim(xn , y)H = (X, y)H oluyorsa {Xn} dizisi X € H elemanina zayif yakinsiyordur denir.

Tamm 2.12: {X |, (X,

||) normlu uzaymda bir dizi olsun. Eger %im”xn—X”:O

oluyorsa{xn} dizisi X € X elemanina normda ya da kuvvetli yakinsar denir.

Tamm 2.13: {fn}, bir X uzayi iizerinde tanimli fonksiyonlarin bir dizisi olsun. Eger
hemen hemen biitin X e X ig¢in lim f (x)= f(X) oluyorsa, {fn(x)} dizisi bir f(x)
fonksiyonuna hemen hemen her yerde yakinsar denir. Yani, lim f (X)= f(x) esitligini

saglamayan noktalarin kiimesinin 6l¢timii sifirdir.

Tamm 2.14: Siirekli fonksiyonlarin uzay1 lizerinde

)= sup| o)



olarak tanimlanan norm diizgiin ya da sup normu olarak adlandirilir. { fn} , bir X metrik
uzay1 iizerinde sinirli, reel degerli fonksiyonlarin bir dizisi olsun. Eger lim” f - f|| =0
n—oo

oluyorsa {fn} dizisi f € X fonksiyonuna diizgiin yakinsar denir. Burada norm sup

normudur.

Tanim 2.15: V , X lineer uzayinin bir alt kiimesi olsun. Eger u,veV ve a €[0,1] igin

au+(1—-a)veV oluyorsa, V kiimesine X de konveks (digbiikey) kiime denir.

Tanmm 2.16: f konveks bir X kiimesi iizerinde tanimli, reel degerli bir fonksiyon
olsun. Eger her x,y € X ve a €[0,1] i¢in
f(ax+(1-a)y)<af(x)+(1-a)f(y)

oluyorsa f ye konveks fonksiyon denir.

Tanimm 2.17: (X s

||) bir normlu uzay olsun. 0 <& <2 sartin1 saglayan her & sayisi

X+Yy

icin, eger X,y € X icin ||X|| = ||y|| =1ve ||X — y|| > ¢ iken <1-9(¢) olacak sekilde

bir 6(¢)>0 sayis1 varsa (X, ||) uzayina diizgiin konveks uzay denir. 1< p <o igin

L,(Q) uzay: diizglin konveks uzaydir.

Tanm 2.18: (X,

||) bir normlu uzay ve E — X olsun. E ig¢indeki her dizinin E de

bir limit noktasi varsa E kiimesine X de kompakt kiime denir.

Tanmm 2.19: E, (X,

||) Banach uzayimin bir alt kiimesi olsun. Eger E i¢indeki her

{Xn} dizisinin bir x € E noktasina zayif yakinsayan bir alt dizisi varsa E kiimesine

(X,

||) de zayif kompakt kiime denir.



Tamm 2.20: X normlu uzayinda bir E kiimesi verilsin. Eger E deki biitiin yakinsak

dizilerin limit noktalar1 E deyse E kiimesine X de kapali kiime denir.

Tamm 2.21: X , Banach uzay1 ve E < X olsun. Eger {X,} €E ve {X,} dizisi bir x

elemanina zayif yakinsadiginda X € E ise E kiimesine X de zayif kapalidir denir.

Tamm 2.22: X, bir normlu uzay ve E < X olsun. Eger X in her bir X elemani, E

nin elemanlarinin bir dizisinin limiti ise E ye X de yogundur denir.

Tanmm 2.23: X bir vektor uzay1 olmak iizere, | : X — R (veya C) lineer operatdriine
X lizerinde bir lineer fonksiyonel denir. X {iizerindeki sinirli lineer fonksiyonellerin

uzayma X in duali denir ve X ile gosterilir.

Tanim 2.24: J(u) fonksiyoneli B Banach uzaymin U alt kiimesinde tanimlanmis

olsun. Eger UeU noktasina kuvvetli yakinsayan {u, } €U dizisi i¢in lim J(u,) > J(u)
k—>o0

sart1 saglaniyorsa bu takdirde J(u) fonksiyoneline U noktasinda alttan yari siireklidir

denir.

Tanim 2.25: J(u) fonksiyoneli B Banach uzaymin U alt kiimesinde tanimlanmis

sart1 saglaniyorsa bu takdirde J(u) fonksiyoneline u noktasinda alttan zayif yari

sureklidir denir.

Tamm 2.26: F, bir | aralif1 lizerinde taniml1 f (t) fonksiyonlarinin bir ailesi olsun.

Eger her £>0 ve her feF i¢in t,t, el olmak iizere |t1 —t2|S§(5) oldugunda
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|f(tl)—f(t2)|35 olacak sekilde bir &(¢)>0 sayisi varsa F ye | iizerinde ayni

dereceden siirekli (es stirekli) dir denir.

Tamm 2.27: F, bir | aralif1 lizerinde taniml1 f (t) fonksiyonlarinin bir ailesi olsun.
Egerher tel veherf e F icin |f(t)| <M olacak sekilde negatif olmayan bir M sayisi

varsa F ye | iizerinde sinirlidir denir.

Teorem 2.1 (Arzela-Ascoli): Sinirhi bir | aralifi lizerinde F, f(t) fonksiyonlarinin

bir ailesi olsun. Eger F , sonsuz, sinirli ve ayni dereceden siirekli ise F, | iizerinde

diizgiin yakinsak olan bir dizi icerir (Hsieh and Sibuya 1999).

Tamm 2.28: B herhangi bir Banach uzay1 ve J(u) fonksiyoneli u noktasinin herhangi

bir  w(u,y)={v:veB,

V—u||< 7} komsulugunda tanimlanmis olsun. Eger

fonksiyonelin artis1 igin

o(h,u)

0
[h

11m =
oo [,

olacak sekilde AJ(u)=J(u+h)—J(u)=(J'(u),h), +o(h,u) sartini saglayan J'(u) e B’
eleman1 varsa, bu takdirde J(u) fonksiyoneli u noktasinda Frechet anlaminda

diferansiyellenebilirdir denir.

Tanim 2.29: D < R" bir bolge olsun. Eger Ve >0 verildiginde |Z| < o sartini saglayan

tim z lerigin 1< p<oo iken || f(x+2)— f(x)” <& olacak sekilde bir o >0 sayisi

L, (D)

varsa, f(x) fonksiyonuna L normu anlaminda stireklidir denir.

Teorem 2.2: 1<p<ow iken L, (D) den olan her fonksiyon L, normu anlaminda

stireklidir (Mikhailov 1983).
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Teorem 2.3 (Weierstrass Teoremi): U , B Banach uzayinda zayif kompakt bir kiime

olsun. J(u) ise bu kiimede tanimlanan sonlu degerlere sahip ve alttan zay1f yar siirekli

bir fonksiyonel olsun. Bu takdirde J, = inf J(u) > -, U, = fueU:Ju)=J,} 20

zay1f kompakttir ve U dan alinan herhangi minimallestirici dizi, minimum noktalar1

kiimesine zay1f yakinsar (Vasilyev 1981).

Teorem 2.4: Kabul edelim ki, X diizgiin konveks uzay, U kiimesi X uzayinm kapali

siirlt kiimesi, 1(v) fonksiyoneli U kiimesi lizerinde tanimlanan alttan sinirl ve alttan
yar1 siirekli fonksiyonel ve & >0, B>1 verilen sayilar olsun. Bu takdirde X uzayinda

her yerde yogun olan dyle bir G altkiimesi vardir ki, VwWe G i¢in
B
J, W) =1(V)+al|v-w|;
fonksiyoneli U kiimesi iizerinde en kiigiik degerini alir. Eger A>1 ise J, (V)

fonksiyoneli en kiigiik degerini U kiimesi lizerinde bir tek noktada alir (Goebel 1979).

Teorem 2.5: U, B-Banach uzaymin konveks bir alt kiimesi, J(u) fonksiyoneli bu

kiimede  birinci  mertebeden  siirekli  tlirevlenebilir  bir  fonksiyonel ve

U, = {u eU:Juw=1J.= irl}f J (u)} kiimesi  J(u)  fonksiyonelinin  minimum

noktalarinin kiimesi olsun. Bu takdirde Vu, €U, ve VueU igin (J'(u.),u —u*)B >0

sart1 saglanir (Vasilyev 1981).

Teorem 2.6 (Fubini): Q ,R" nin smirlt bir bolgesi ve Q. ,R™ in smirli bir bolgesi
olmak tizere Q,xQ, bolgesinde f(x,y) fonksiyonunu tanimlayalim. Farz edelim ki
f(x,y) fonksiyonu Q,,,, =Q,xQ, bolgesinde integrallenebilir bir fonksiyon olsun. Bu
takdirde f(x,y) fonksiyonu hemen hemen X€Q, i¢in y €Q,, ye gore, hemen hemen

yeQ, icin XxeQ, ye gore integrallenebilirdir. Ayrica

I f(x,y)dy ve J. f (X, y)dx
Qn Q
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fonksiyonlari sirasiyla x ve y ye gore integrallenebilir olup

I f(x,y)dxdy = jdxj f(x,y)dy= I dyj f (X, y)dx
% Qn M Q

Qn+m

esitligi gecerlidir (Mikhailov 1983).

Lemma 2.1: Dc R" herhangi bir bolge olsun. Eger {uk(x)} fonksiyonlar dizisi
L,(D) (q=1) uzaymda bir u(x) fonksiyonuna kuvvetli yakinsiyor ise bu takdirde
{uk(x)} dizisinden u(x) fonksiyonuna D de hemen hemen yakinsayan bir alt dizi

secmek miimkiindiir. Ayrica {uk(x)} dizisinin D {iizerinde u(x) fonksiyonuna hemen

hemen yakinsamasi, D {lizerinde hemen hemen diizgiin yakinsamay1 gerektirir

(Ladyzenskaja et al. 1967).

Lemma 2.2: {u,(X)} bir fonksiyonlar dizisi olmak iizere, eger q>1 ve k =1,2,... i¢in

||uk ||Lq o =C ise bu durumda {uk (X)} den L, (D) de zayif yakinsayan bir alt dizi segmek
miimkiindiir. Eger k=1,2,... i¢in {u(X)}, D iizerinde u(x) fonksiyonuna hemen

hemen yakinsiyorsa ve ¢ >1 i¢in ||uk|| <c ise bu durumda {uk} dizisi 9" <q icin

Ly (D)

Lq*(D) de u ya kuvvetli yakinsar; L (D) de ise u ya zayif yakinsar (Ladyzenskaja et

al. 1968).

Lemma 2.3: f(x,t,u) fonksiyonu {(X,t)eQ, UE(—O0,00)} kiimesinde taniml
Olctilebilir bir fonksiyon ve hemen hemen (X,t)eQ i¢in U ya gore siirekli bir

fonksiyon olsun. Eger L, (Q) dan olan {u (x,t)} dizisi, L, () dan olan u(x,t)

fonksiyonuna hemen hemen yakinsiyorsa ve q>1 i¢in || f (.,.,uk(.,.))”Lq @ <cC ise bu

durumda Q <q icin f(X,t,u (X,t)) fonksiyonlar dizisi Lq* (QQ) normunda

f(x,t,u(x,t)) fonksiyonuna yakinsar; L (Q) da ise zayif yakinsar. Eger {uk(x,t)}
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dizisi L, () da u fonksiyonuna kuvvetli yakinsiyorsa ve q > 1 igin ||uk||Lq o =€ ise bu

takdirde {u, (x,t)} dizisi u ya " <q igin L. () da kuvvetli yakinsar (Ladyzenskaja

etal. 1967).

Lemma 2.4 (T. H. Gronwall): Eger g(t)fonksiyonu t, <t <t {iizerinde siirekli bir

fonksiyon ve

0<gt)<K+ L_t[g(s)ds

)

esitsizligini saglarsa, t, <t <t iizerinde
0<g(t)<Kexp(L(t—t,))

dir. Burada K ve L negatif olmayan sabitlerdir (Hsieh and Sibuya 1999).

Lemma 2.5 (Gronwall Lemmasimmin ayrik aymsi): Eger a>0, b>0 olmak iizere

P, 1= 0,N sayilari

i -
0<g,<a, OS(pMSa+ngpm, J=0,N-1

m=0

sartlarini sagliyor ise bu takdirde

0<p,<a(l+b), j=0,N

esitsizligi gecerlidir. Eger

sartlar1 saglaniyor ise bu takdirde

0<gp,<all+b)" ", j=0,N-1

esitsizligi gecerlidir (Vasilyev 1981).
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Lemma 2.6 (Cauchy-Bunjakovskii Esitsizligi): u,v e L,(€2) elemanlar1 igin

1 1
< U|u|2 dxer2 U|v|2 dxdr]2
Q Q

esitsizligi gecerlidir (Ladyzenskaja et al. 1968).

'[ uvdxdr
Q

Lemma 2.7 (¢ -Cauchy Esitsizligi): Keyfi a,b sayilar1 ve herhangic >0 i¢in
bl < Zfaf"+ 0 of
2 2¢

esitsizligi gecerlidir (Ladyzenskaja et al. 1968).



15

3. MATERYAL ve YONTEM

3.1. iki Boyutlu Schrédinger Denklemi icin Optimal Kontrol Problemi

Bu boéliimde iki boyutlu lineer Schrédinger denklemi i¢in optimal kontrol problemi ele

alimmustir.
3.1.1. Optimal kontrol probleminin konulmasi

T >0 verilen say1; D c R?olan sinirli konveks bolge; I' ise bu bolgenin yeteri kadar

diizgiin smiridir. 0<t<T; X=(X,X,)eD olan herhangi bir nokta; Q, =Dx(0,t);
Q=0Q,; S= FX(O,T) olmak tizere iki boyutlu lineer Schrodinger denklemi igin

asagidaki baslangig-sinir deger problemi ile ifade edilen sistemi gz oniine alalim:

0 N Gl N
'EWJFaOAWHZaJ (X)V, ('[)%+Z:bj (x)v; (t)y —a(w = f(xt),
j=1 j j=1

(3.1)
(X,t) eQ)
w(X,0)=p(x), xe D, y(x,t)s=0. (3.2)
o’ 0
Burada y =y (x,t) dalga fonksiyonu; i’ =—1; a, >0, verilen reel say1; A = 8_2+6_2
X] X2

Laplace operatorii; a(x)elL, (D), a;(x)eL,(D), b;(x)eL,(D), j=1,2 verilen

fonksiyonlar olup

2
|8 a(x)|£,u2, kK,p=1,2, @XGD,
XX, | (3.3)

0
0<a(x)< g, | Z)EX)%SM,
k

Ho» 14y, 11, = Sabit >0



a. (x 0*a (x 0
0<a;(x)<u,, 61( )_ s 1 )Suz, j,p,k=12 VxeD,
X, OX, OX,, (3.4)
Uy, 0;,0, = sabit >0
b, (x) o’b, (x) 0
0<b. (x)<n,, ! <n, ! <n,, j,p,k=12, VxeD,
 (X) <y x| [axox | P 3.5)

o-M,,1, = sabit >0
sartlarini saglar. ¢(x), f(x,t) verilen fonksiyonlar olup
0 0
peW, (D), f eW,’(Q) (3.6)

sartin1 saglar. v =v(t) ise kontrol fonksiyonu olup V, >0, k = 0,2 verilen sayilar olmak

luzere

v, €L, (0,T), k=0,2,

V = {v =v(t)= (Vo (t),v, (t),v, (t))’

k
v, (t) <, U, k=12

Vi L(0.T)

kiimesinden segilir.

Simdi asagidaki optimal kontrol problemini g6z 6niine alalim:

J, (v):ﬂy/(x,T)—y(x)‘2 dx+a|v-o

2
L (0,T)

(3.7)

fonksiyonelinin V kiimesi iizerinde (3.1)-(3.2) sartlar1 altinda minimumunun bulunmasi
gerekir. Burada «>0-verilen say; o(t)elY(0,T), y(x)eL,(D), verilen

fonksiyonlardir. Bu optimal kontrol problemini kisaca (3.1)-(3.2), (3.7) problemi olarak

adlandiracagiz.

Her bir veV :{v:v(t):(v0 (1).v,(t).v, (1)), v, €L, (0.T), k=0,2,

v, (t)‘ <V,
||Vk||L2(0T) <V, k =1,2} icin (3.1)-(3.2) sartlar1 altinda l//=l//(X,t) fonksiyonunun
bulunmasi problemi iki boyutlu lineer Schrodinger denklemi igin 1. tip baslangi¢ sinir

0
deger problemidir. Bu problemin ¢dziimii olarak W, (Q) uzayma ait olan ve
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0

V(X,t) €Q icin (3.1)-(3.2) sartlarin1 saglayan v = l//(X,t) = l//(X,t;V) fonksiyonu

anlaslir.

3.1.2. iki boyutlu Schrodinger denklemi icin 1. tip baslangic simr deger

probleminin ¢oziimiiniin varhg ve tekligi

Vv eV igin (3.1)-(3.2) baslangi¢ sinir deger problemini goz oniine alalim. Bu problem

icin asagidaki hiikiim gegerlidir:

Teorem 3.1: Farz edelim ki, a(x), a;(x), b;(x), j =12, ¢(x), f(x,t) fonksiyonlari

(3.3)-(3.6) sartlarin1 saglasin. Bu takdirde, (3.1)-(3.2) baslangi¢ sinir deger probleminin

0
her bir veV igin W,*' (Q) uzayindan olan ¢éziimii vardir, ¢oziim tektir ve ¢oziim igin

asagidaki kestirim gegerlidir:

S J (3.8)
W2 (Q)

W, <ol o
w2 (Q) )

2
0
W7 (D

Burada ¢, >0 sayis1 ¢ ve f den bagimsizdir.

Ispat: Teoremin ispati icin Galerkin ydntemi uygulanacaktir. Temel fonksiyonlar

0
sistemi olarak W,’ (D) uzayindan olan ve
Lu, =—-a,Au, +a(x)u, = AU, xeD (3.9)
u, (%), =0 (3.10)

ozdeger probleminin A4, kK=1,2,... odzdegerlerine karsilik gelen ¢oziimler sistemi

kullanilacaktir. Ladyzhenskaya and Ural’tseva (1973) calismasindan bilindigi {izere

verilen sartlar altinda (3.9)-(3.10) probleminin 6zdegerleri reeldir, negatif degildir ve

k—>o igin A —>+400 sartlarmi saglar. Ozfonksiyonlar ise reel fonksiyonlardir.
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0

0
Bunlarin yam sira 6zfonksiyonlar L, (D), W, (D), W,’(D) uzaylarinda ortogonallik

sartlarini saglar.

Farz edelim ki u, =u,(x), k=1,2,... fonksiyonlar1 L,(D) de ortonormal olsunlar.

Yani
(uk,um)LQ(D) :Iuk (X)u, (x)dx=6;", k,m=1,2,... (3.11)
D
sartin1 saglasin. Burada 8" sabitleri Kronecker sabitleridir. Yani
n 1L k=m
o, = k,m=1,2,...
0, k=m

dir.

0

0
W, (D) ve W,’ (D) uzaylarinda ortogonallik asagidaki bigimde anlasilir:

du, du m
(uk,um)vczl(D)=J‘(a0d—xkd—):‘+a(x)ukumjdx=ﬂ%5k (3.12)
D
(uk,um)m;;z(D) :J‘(LukLum)dx=ﬂk25km. (3.13)

D

Farz edelim ki, U, =u, (X) fonksiyonlari i¢in

Uz o) < A <#o0, k=12.... (3.14)

sartt saglansin. Burada d, >0 belirli sayilardir. Galerkin yontemine gére (3.1)-(3.2)

baslangi¢ sinir deger probleminin ¢dziimiiniin Galerkin yaklagimlari
N
v (1) =D C (), (x) (3.15)
k=1

bi¢iminde aramr. Burada C.'(t) katsayilari C;' (t)= (l//N RINT )L ©) formiili ile

tanimlanip
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2
_(ijvj (t)(//N ’ukJ +(al//N’uk)L2(D)+ fk (t), kzl,N
=

L:(D)

C(0)=(Uy), o) =0 k=LN (3.17)

Cauchy probleminin ¢oziimiidiir. Burada f, (t) :( f (.,t),uk) k=1,N dir.

L(D)’

Goriildigi tzere (3.16)-(3.17) Cauchy problemi 1. mertebeden adi diferensiyel
denklemler sistemi i¢in Cauchy problemidir. Denklemlerin katsayilar1 ve sag tarafi
karesiyle integrallenebilir fonksiyonlardir. Pontryagin (1976) ve Vasilyev (1980)
caligmalarindan bilindigi iizere, verilen sartlar altinda (3.16)-(3.17) Cauchy probleminin

¢Oziimii vardir ve ¢oziim tektir.

Simdi oncelikle Cauchy probleminin ¢oziimii icin (O,T) araliginda diizgiin smirh

oldugunu gosteren kestirimi elde edelim:

Lemma 3.1: (3.16)-(3.17) Cauchy probleminin ¢éziimii i¢in

T N T N N 2
dC, (t
[ e ofa JZ‘—&( Vakslplye,, <
0 k=t 0 k=t (3.18)
sco(n%z L J
2(D) Wy (Q)

kestirimi gecerlidir. Burada ¢, >0 sayis1 ¢ ve f den bagimsizdir.

Ispat: (3.16) sistemindeki k. denklem ED (t) ile carpilip k tizerinden 1 den N ye kadar

toplandiktan sonra (O,t) araligi lizerinden integrallenirse
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2

0 2 owp" _
|%1// —ao‘Vl//N‘ +|jz_1:aj(x)v0(r) ;;J "+

Py
. 1

+ij (x)v, (Z’)‘l//N ‘2 —a(x)‘z//N ‘zldxdr = I fdxdr
Q

esitligi elde edilir. Bu esitlikten onun kompleks eslenigi ¢ikarilirsa
oy " 8!// J py" v ot
dxdz + a( + dxdz =
(J: [ rad j \ Z: ax Y

:2J.Im( fl/7N)dXdT

Q

esitligi elde edilir. Buradan da
Ia—‘w ‘ dXdr+IZa [—‘y/ ‘ dedr—2jlm {7 )dxdr
Q 1=l Q

yazilir. Bu esitligin her iki tarafina

IZ o) 2, (Vo (2)y " dude
i=1

t

terimi eklenirse

2

Jlg‘l//“ ‘2 dxdz + J.VO (T)Zai;](aj (X)‘l//N ‘Z)dxdr =

Q, (oM j=1

:Jvo(f)zaa ‘I,V ‘dxdr+2jlm fl,y )dxdr

Q j=1 i Q

(3.19)

esitligi elde edilir. " (x,t) fonksiyonu i¢in olan formiil kullanilip u,| =0 sarti goz
ontinde bulundurulursa

w" (%) =0 (3.20)
sarti elde edilir. Bu sart kullanilarak kismi integrasyon formiilii uygulanirsa (3.19)

esitliginin sol tarafindaki ikinci terimin sifira esit oldugu kolaylikla goriiliir. Bu

sebepten (3.19) esitligi asagidaki sekilde yazﬂabilir:

g[%‘,/,wfdxdrzjvo(r)Zaa \w \dxdﬂzjlm fi7")dxdz.

Q 1= &
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Buradan da kolaylikla
2 2 24 |0a. (X) 2
Ht//N (1) o) < Hl//N (.,0) Lot _ﬂv‘) (f)‘Z: a’—xj ‘I/IN‘ dxdz +
% a (3.21)
+2J‘\ (o) (o) dxde
Qt
esitsizligi elde edilir. y" (x,t) i¢in olan formiil kullamlirsa
N N 0
2 2
v O o = 2 IC O = D Il < D ol =l (3:22)
k=1 k=1 k=1

esitsizligi elde edilir. Bu esitsizlik ve 3, (X) ve v, (t) fonksiyonlari {izerine konulan

sartlar kullanilarak (3.21) esitsizligi asagidaki bi¢imde yazilabilir:

(.

t
2 ~ 2
oy <Ml o) +1 e +(1+2UIVO)J'HWN (7)o 7 VEe[0.T].
0

Burada Gronwall lemmasi uygulanirsa asagidaki kestirimin gecerli oldugu elde edilir:
(.

Burada ¢, >0 sayist N ve t den bagimsizdir.

‘2

Lo = (le

), vielo,T]. (3.23)

iz(o) +||f iz(g)

Simdi " vyaklasimlarmin X e gore 1. mertebeden tiirevlerini degerlendirmeye

calisgalm. Bu amagcla (3.16) sistemini kismi integrasyon formiiliinii uygulayarak

asagidaki bigimde yazalim:

[ ow" [ ow™
|[7,Uk (LV/N’uk)Lz(D)+I(Zaj(x)vo(t)a—xj,uk ( )+
L (D

L,(D)

(3.24)

j=1

2
D b (0, (t)wN,uk] = f, (1), k=LN.
L,(D)

Bu sistemdeki k. denklem ZKC_ZKN (t) ile carpilip k tizerinden 1 den N ye kadar

toplandiktan sonra [O,t] aralig1 lizerinden integrallenirse
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J{I—Ly/ ‘Ll// ‘ +|Za 81// Ll// +

™ (3.25)
2
+3 by (%)Y, (T)V/NLWN}dxdrz"‘(fL1/7N)dxdr
j=1 o
esitligi elde edilir. uk|r =0 sinir sarti ve y " (x,t) i¢in olan formiil kullanilirsa
N
W@—EX’t) -0, te[0,T] (3.26)
r

sinir sart1 elde edilir. Bu sart ve kismi integrasyon formiili (3.25) esitliginin sol

tarafindaki birinci terime uygulanirsa

jia(x)%y?“dxdr+j{ia0§(vw“' % —‘Ly/N‘z +

Q Q

N 2
+iZaj(x)VO(r)aaW L7+ by (x)y, (T)V/NLWN}dXdT—J‘ flL"dxdr

j=1 i j=1

Qt
esitligi yazilabilir. Bu esitlikten onun kompleks eslenigi ¢ikarilirsa asagidaki esitlik

yazilabilir:
J[aoi(g(vw’“ )Vy?“ +Q(VWN )VWN)_ dxdr+ijg(a(x)‘y/'“ ‘z)dxdr+
2 ot ot | ot

+2ji22:aj (X)V, (r)Re(aaLN Ly jdxdr+2i ij (x)v, (z‘)Im(l//N L™ )dxdr =

X; J &
o 1=

J
= 2iIIm( L™ )dxdr.

Q
Buradan da

a IQ\WN\ dxdr+J'ﬁ(a(x)\y/N )dxdr+
') at ot
Q, o

2
+2IZaJ(X)VO(r)Re£ . LWNdedr+
o, I i
2
+2J2bj (X)V, (r) tm (" L7 Yol :zjlm( L )dude
o, i=l Q

esitligi elde edilir. Bu esitlikten kolaylikla
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2
‘ +2uv

<a, HV(//N

aoHVWN (..t o) . ‘Lw ‘dxdr+

&
+znoj2\v v \dxmzﬂ Ly \dxmj X)|w™ (x.0)
Q 1= (oM D

esitsizligi elde edilir. Cauchy-Bunyakowski esitsizligi uygulanirsa sag taraftaki terimler

kestirilerek

dr +

a, HV(//N (.,t)

t
‘iZ(D) =& HV“’N ("O)Hiz(o) +‘/§Uo\70_[HVWN (7 2
0
t
+(1+7, +ﬁvovo)j“LwN (.,r)Hi(D) dr -+, |y (.,o)Hi(D) +(327)
0

2
+770"‘

2 V(" (x)

2
dxde + |1 () duar

Q

esitsizligi elde edilebilir.

v, (t), J=1,2 fonksiyonlarinin {izerine konulan sartlar ve Cauchy-Bunyakowski

esitsizligi  kullanilirsa  esitsizligin  sag tarafindaki 5. terim asagidaki gibi

degerlendirilebilir:

2
770_[

D v (v (x7)

2

dxdz < zﬂoj{i‘Vj (T)‘zj‘WN (x,r)‘2 dxdr
Mo IZ\V <2 (7 + 9 max(*

o =1

(-7)

< 2p, max
770 0<r<t

o7 L(D)’

Bu esitsizlik, (3.27) esitsizliginde dikkate alinirsa ve (3.23) kestirimi kullanilirsa

a, [V (b))

‘LZ(D)

t
<a,[Vy" (), V20 [V (o), de+
0

L(D)
t
#(em 5200 [ o, de ey GO, + (3.28)
0
121, (\75+\7;)c1(||¢ Lol ZLZ(Q))+ L VEE[0T]

esitsizligi elde edilir. Burada (3.22) ve
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(3.29)

% (,,o)HiZ(D) <clel,

esitsizligi uygulanirsa, (3.28) esitsizliginden asagidaki esitsizligin gecerli oldugu elde

t
f jz(ﬂ)}CJHWN(.,T)
0

Z') ’ D)dr, Vte[O,T].

2

edilir:

? dr+
L(D)

% (,,t)HiZ(D) < c{

t
e [l (
0

Burada ¢, >0, ¢, >0, ¢, >0 sayilar1 N ve t den bagimsizdir.

o+
1 D)
(3.30)

Simdi, (3.30) esitsizliginin sag tarafindaki sonuncu terimi degerlendirmeye g¢alisalim.
Bunun igin (3.24) sistemindeki K. denklem ﬂjc_:kN (t) fonksiyonu ile carpilip Kk
tizerinden 1 den N ye kadar toplandiktan sonra (O,t) aralig1 lizerinden integrallenirse,
asagidaki esitlik elde edilir:

I[i%(LWN)LﬁN ~L(Ly" )L ﬁLiL[ZZ:aj (x)vo(r)aa‘/;N ]LW“ +

Q j=1 j

(3.31)
2
+L£ij (), (T)WN]LJN]dXdT J(LfLW”)dxdr.
j=1 Q,
Bu esitligin sol tarafindaki 2. terim, kismi integrasyon formiilii yardimiyla ve
Ly (x.t) =0, te[0,T] (3.32)

sinir sart1 altinda

J.L Ll// Ll//NdXdT_ J.aoz LdeXdr+Ia(X)‘LWN‘2dXdT=

10

dXdT+Ia(X)‘Ll//N ‘2 dxdz

Q

seklinde yazilabilir. Bu esitlik ve L operatoriiniin formiili kullanilarak (3.31) esitligi
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2

z%wf

jiﬁ(LwN)Lwdxdr—fa dxdz -

o ot o k=t 177K

—ja(x)‘Ly/N‘z dXdr—iI Z [Z ]Ll// dxdz +
[oN Q, k=1 j

f (Zb ]Ly/ dxdz +
+i.[a(x)zz:aj(x)v0(r)aa‘/; LW”dxdr:J(LthpN)dxdr

o i=1 J Q

(3.33)

seklinde yazilabilir.

Bu esitligin sol tarafindaki 4. terimi doniistirmeye c¢alisalim. Bunun i¢in asagidaki

islemleri yapalim:

Z%[Z()( )2 j Z}[}[Z()( )2 j]

—za—ik[i{ﬁi”v O

k=1 j=1

ZZax( ox, )aau; +aj(x)v°(r)§:;:j]=

k=1 j=1

oa. 2N 3. N
ZZ oy" +2 3,(x) o +a.(x)a;” .
ax ax j X, XX, oo,

k=1 j=1

(3.34)

Bu esitlikten yararlanilarak
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2 82 2 al//N N
I‘%Za_xg >, (x)v, () = |L"dxar =
Q

j=1 j

SAN " (x) oy %8(X) & oy
= 2 -
Iaozzvo(f)( X, O ’ %, OXOX, +a‘(x)axfaxj g

o, kel =l

xLy"dxdz =

oa. 2, N
I E E 2 o', ,%, (%) o'y L7 dxdz +
X OX; X, OX0X;

k=1 j=l1

2—N

83 N 2 81// N
j ZZ axgax [ a; o Hal)w” jude =

k=1 j=l1

oa. 2. N
J ZZ oyt %) Oy L7 dxd7 —
axk OX; OX,  OXOX;

Q k=1 j=l1
62 N 82
Jaue za > (a‘x”k ]zaw i+
PSR on %
k

Q k=1 j=1

esitligi yazilabilir. (3.35) esitligi (3.33) esitliginde yerine yazilirsa

dxdr Ja(x)‘LwN ‘2 dxdz —

Q

QAN 0 aj( )81// 0, (x) oy
r phia L7 dxd
ujaozxvm{ )oY g,

o, k=l =l j

0 _N
i—(L L dxd
Ia(‘” v

- OX.
Q, i=1 J o)

(3.35)
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esitligi elde edilir. Bu esitlikten onun kompleks eslenigi ¢ikarilirsa
ji(aﬁ(LwN)szN +§(Ly7N)Ly/deXdr—
Q,

S (X) oy _oa(x) oyN

~2i Vo ( 3, (x) oy p— VL™ ldxd
J.aoz o H o o ’ %, OX0X, v o
: 0 0
N —N —N N

|Iav( )Zaj(x)(a—xj(m// )Ay7 +7(A1// )Ay dedr—

Q j=t i

—ig‘!aovo(r)Zaj(x)(ai;j(Aw Ja(x)77" +§(Aw Ja(x)y N]dxdz—+
+2|j [ (Zb JL(// ]dxdr

2 —N
+iJ-v0(r)Za(x)a (x)[aaz L" 56'#- Lyx”}dxdr:ZiIIm(Lsz,FN)dxdr
j ]

esitligi elde edilir. Burada L igin olan formiil kullanilirsa
0 N2
JE‘L‘” " dxdr -
QI

N 2. N
—2I ZZ 3, (x) oy, 03(x) &y LV fdxdz +
8xk OX; OX,  OXOX;

k=1 j=1

t

2
+qu0 (T)Zaj (x)[%(—aomy“ )L +8%(_a°Al/7N % }dxdr+
J

Q j=1 i

+2J. Im[L{ibJ (x)v;(z)w" } L™ ]dxdr+

2 N —N
+jv0(r)2a(x)aj (x)(% L™ +% LWNdedr :2IIm(LfL17N )dxdr

o, j=1 ] J Q
esitligi elde edilir. Bu esitligin sol tarafina
= da(x) .
v, (7) Y ——a (x LN + Ly " Jdxdz
io();axj ()" " )

terimi eklenip ¢ikarilirsa
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VA "3, (x) oy 28 (x) oy"
-2 R : 2—! L™ |dxd
I‘%ZZ"O“) {[ o O " X, OX0X, A

0 0
GT(LW )Ll// +6—XJ(L1,1/ )Ll// }dxdr+

[ 2 b, (x)v;(z)y" } Ly }dxdr =

esitligi elde edilir. Bu esitligin sol tarafina

IVO(T)Zaa ‘Ll// ‘ dxdr

Q i=t J

terimi eklenip ¢ikarilsin. Bu takdirde

0 2
ja‘Lz//N‘ dxdz -
2 2 2 ) N a ] 2 N
—2J‘aOZZv0(r)Re 6ajgx)ay/ +2 3,(x) oy Ly ldxdz +
. X OX; OX,  OXOX;
2
+2J.Im{L[ij(x)vj (T)WNJLWN dxd 7 +
2 0 s
+jv0(r)267(aj(x)‘LwN‘ )dxdr:
:jvo(r) ™ aj(X)(l//NLy7N+t/7NLl//N)dXdz'+

+2IIm(LfL1FN)dxdr+Iv0(r)Z \Ly/ dxdr
& & - (3.36)

6a

esitligi elde edilir.
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Bu esitligin sol tarafindaki 3. terimi doniistiirmeye calisalim. Bunun i¢in asagidaki
esitligi yazalim:

2 " 6b() " o
L(ij(x)vj( ] _—aozz [ +2 " aalik JLW _

k=1 j=1

4 3 0,00% ()3 27 v [ J
2, 2 & (x) . b
:—aOZZVj (r)(%y/ + %aa‘/;k J 7h

k=l j=1

S 0% b (
:—aOZZvj(T)(ﬁv,N +2—=2 an an JL_N Zb )‘LWN‘Z-

k=l =l

Bu esitlik kullanilirsa

2IIm[L[ZZ:bj (X)v; (r)l//Nle,FN ]dxdz' =
[ aozz { N+2ab$Ti)()%BLy7Nldxdr

k=1 j=l1

(3.37)

—2‘[Im

esitligi elde edilir. Bu esitlik (3.36) esitliginde dikkate alinirsa
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0 2
J.E‘LV/N‘ dxdz =
Q
SAN o°a;(x) oy 2 (x) oy"
=2 R : 2— Ly" ldxdz —
jaOkZZVO(T) GH X o ’ X, OXOX, veper
kY o’b, ob. N
—2jlml[—aozzvj (T)[%I//N +2%%B L™ ]dXdT—
j= k Kk k
2 0 o
—J‘vo(r)za(aj(x)‘u;/ ‘ )dxdr+
A (x ML + i Ly Jaxd
+J.VO(T)ZTaj(X)(W v+ Ly )X T+

da, (
+2J-Im(LfL17N)dxdr+jv0(r)Z i e
& & =l (3.38)
esitligi elde edilir. Kismi integrasyon formiilii ve

Ly ™ (X,t)r

sinir sart1 kullanilarak (3.38) esitliginin sag tarafindaki 3. terimin sifira esit oldugu

=0, Vte[0,T]

ispatlanabilir. Bu sebeple, (3.36) esitliginde asagidaki esitsizlik elde edilir:

2

o (Ol ) <1 (O
o e
+2aof!‘zg\vj(r)[azg+§x)\ " 28217(:() %J Ly " |dxdz +

Jiut \z (0l oo+

X)HI//N HLWN‘dXdT

+[ v B
| 0a;

+J.‘v0(r)‘jzz_; ﬁ

Denklemin katsayilari tizerine konulan sartlar kullanilarak

Ly dxdr+2I|Lf|\Ly/”\dxdr.
Q
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HLl//N (.,t)”i(D) < HL;//N 1 0 +4a,,0,

+4avvjzz

le]l

+4a,n, J. Z Z‘v

le]l

‘Ly/ ‘dxdr+

o =l
82 N
OX, OX;

Ly " foxae + da, | Z\v )" [Lw " e +

Q, i=l

ka " e + 40,0, [y e +
Q
+(1+2\7001)I\Lw\2 dxdr+I|Lf [ dxdr
Q Q

esitsizligi elde edilir. Bu esitsizligin sag tarafina Cauchy-Bunyakowski esitsizligi

uygulanirsa
; Loyt |}
oo (O <l O+ 280 j[z v ] o+
2 2 PEY 2 2 2
+2a0\7001;!:£;; ax:ng dXdr+2a0772E!:{;‘vj(1)H,/,N‘J dxdz +
2
+2a0nlf[ii‘vj( aal/; J dxdz + 29, uoylﬂl// ‘ dxdz + (3.39)
ANCERE k o

+(28,0,0, + 28,0, + 28,17, + 28,1, + 2V,0, 14, + 1+ 20,0, ) x

[l [ oo+ [|LAF axde

Qt Qi
esitsizligi elde edilir. Bu esitsizlik kolaylikla asagidaki bigime doniistiiriilebilir:

2 2

t
[ O o, <™ (O] o, * 42000 I % <-ar>HL2(D) dr+

+8a0771(v +V; max”Vt// ,T H +C “Ll// ‘ dxdz +

2
+J|Lf|2dxdr+8a0\7001 j {ZZ }dxdr.
o o\ k=t =

(2V Vot +4a1, ( )max

0<r<t

(3.40)

aZl//N
OX, OX;

Burada
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t

dmr:j

0

2 2

J22

Q k=1l j=1

2

L, (D)

oy (x7)[

d 3.41
OX, OX; ‘ G.41)

W (-7)

dir.

Ladyzhenskaya (1973) ¢calismasindan, D bolgesi konveks sinirli bélge oldugundan

t

J

0

2

dr (3.42)

L,(D)

t
v (o) de < [av (7)
0

yazilir. (3.41) esitligi ve (3.42) esitsizligi kullanilarak, (3.40) esitsizligi

HL!//N (.,t)

t
[(D) < H LWN ("O)Hi(o) +C7_!‘HV‘//N ("T) iZ(D) dz+

2
+
L,(D)

V' (.7)

+cymax " (.,7) i

0<7<t

+C, max
»(D) 0<r<t

(3.43)
2

dr+
L,(D)

t
v, [ (o]
0

t
o) dz‘+ClOJ‘HA1//N (..7)
0

2

2
Lo 97

t
# L (o)
0
biciminde yazilabilir. Bu esitsizlikte

[l (o)

(3.44)

;mdrﬁqwf

2
020
W (Q

L ol

msqgw%;m (3.45)

esitsizlikleri, (3.23) kestirimi ve (3.30) esitsizligi kullanilirsa

]H;Mjuvw (o)

2 ’ dr+
N L,(D)

‘2

=5

HL;//N (.,t)

S L
W3 (D) W2 (Q)

(3.46)

2

t t
+, j i (o) dr j A% L
0 0

esitsizligi elde edilir. Burada C, C;, C,, C;s >0 sabitleri N ve t den bagimsizdir.

Aciktir ki,
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Lo (

O, 2l8a0 ()]0 ~Ja00w" (1)

olup
HaOAz//N (,t)

D) < HLV/N ("t) L(D)

+Ha(x)l//N (..1)

dir. a(x) i¢in olan sart kullanilirsa

IHAW

esitsizligi yazilir. Bu esitsizlik (3.46) esitsizliginde kullanilip (3.23) kestirimi

t
202,0 j+cl4f“VWN(,,r)z
Wy (Q) 0

t t 2
ZLZ( dr < J._HLV/ 7) ;D) d7+£2;§° Hl//N ("T)Hiz(o) dr (3.47)

uygulanirsa, bu takdirde

|
L(D) ~ 10
t 2
o, [ (7)
0

L(D)

HL(//N (.,t) dr+

2 +| f
W2(D)

L,(D)

(3.48)

dr, Vte [O,T]

esitsizligi elde edilir. Bu esitsizlik (3.30) esitsizligiyle taraf tarafa toplanirsa bu takdirde

2
‘LZ(D) SCls( oio(m]"‘

. (3.49)
v [(1ve (ol " o Jor

L(P)
0

HVWN( t) (D)+HL1//N(.,t) ’ o +| f

esitsizligi elde edilir. Burada

(t) =V (.t

2

‘LZ(D)

+HL1//N (..t)

‘Lz(D)

ile gosterilip (3.49) esitsizliginde Gronwall lemmas1 uygulanirsa

t
g(t)SCIQJ.g(r)dr+clg(||qo202 + £ J
0 W1 (D) W2 (Q)
esitsizliginden
2 2
vyt ( t)‘LZ(D)+HLl//N(.,t)L(D)SCZO(”go | &20(9)], vte[0,T] (3.50)

kestiriminin gegerli oldugu elde edilir. Burada C,, > 0 sabiti N ve t den bagimsizdir.
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Ladyzhenskaya (1973) ¢alismasindan

W (1)

: i Vo te[0,T]

W (D)

SCZIHLWN (..t) +C,, Ht//N (..t)

L(D) L,(D)

esitsizligi yazilabilir. Diger taraftan

‘2

AT O PATS a LrATRy

dir. (3.23) kestirimi ve (3.50) kestirimi kullanilirsa

L,(D)
2

t) W2 (D) < Cy (”(p of“(Q)j

kestirimi elde edilir. Bu kestirim ve (3.50) kestirimi kullanilirsa
+[f

2
Vi ("t)‘Lz(D) = (||¢ v232<o m"/iom)j

kestirimi elde edilir. (3.53) ve (3.54) kestirimleri taraf tarafa toplanirsa

+|f

I (

02

2

Ol el

+f]

v ( g

)20 j, ‘v’te[O,T]
W, (Q)

kestirimi elde edilir.

N

Simdi ¥

oC,' (t) .
ot

denklem

aralig1 lizerinden integrallenirse

Ii dxdrj[—aw Za

Ql
oy
Ny f
+a(x)y" + (X,z‘)) p

esitligi elde edilir. Cauchy-Bunyakowski esitsizligi uygulanirsa

N |2

oy
ot

dXd T

)23 b, () () +

(3.51)

(3.52)

(3.53)

(3.54)

(3.55)

tirevini degerlendirmeye ¢alisalim. Bunun igin (3.24) sistemindeki k.

ile ¢arpilip k tizerinden 1 den N ye kadar toplandiktan sonra (O,t)
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de <4y (.7)

Lz(D) .0

0

2
+4jj Z‘a Hv GWZ)EX’T)] dxdz +
0 D\ J=l

j

+4j | [2\@. v, ()" (x,r)\] dxdr+4j It (oo axar

esitsizligi elde edilir. Burada denklemin katsayilar1 ve sag tarafi iizerine konulan sartlar

kullanilarak

j‘ oy" (..7) ’

or
0

dr+8v HV(//

2

t
+4n§j[i‘vj (r)‘} drror<1.;;1<)t<
=

0

t
de <4y (.7)
0

L,(D)

+4Hf
L(D

,T

esitsizligi yazilabilir. Burada

j[i“’i(f J df<2j'2\v | dr <29 +12)

0 o I=l

oldugu dikkate alinip (3.23) ve (3.50) kestirimleri uygulanirsa

cloy™ (..7)

7%

0

2

dr <c, [| Vz%w(g)], vte[0,T] (3.56)

202 +||f
L,(D) ()

kestirimi elde edilir. (3.55) kestirimi (O,T) aralig1 lizerinden integrallenip (3.56)

kestiriminde t =T i¢in elde edilen kestirimle toplanirsa

+| f

H'// v <C27[”(/’202 s J (3.57)
@) W (D) W2 (Q)

kestirimi elde edilir. Burada C,, >0 sayist N den bagimsizdir.

Asagidaki
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r~ N (3|2 N2
[Serefa-pyL,,
o0 k=1
(SR
) = dt ot L@
esitlikleri taraf tarafa toplanirsa ve
H N2 +M2 <H Nznz,l
S T I R A

esitsizligi kullanilirsa, C, =C,, kabul edilerek (3.57) kestiriminden Lemma 3.1’de yer

alan

2
dt SH(//N 0

2
21 <
W2 (Q)

ac' (1)
dt

}ZN:\CKN (t)‘zdt+]2

o0 k=1
3027(”(0 o] j
(® W (9

2
W,
kestiriminin gegerli oldugu elde edilir. Boylece Lemma 3.1 ispatlanmis oldu.

Simdi teoremin ispatini devam ettirelim. Bu amagla oncelikle

I (t)z(t//N ("t)’uk>L2(D)’ kiN=12,.. bigiminde |, (t) fonksiyonlar ailesini

tanimlayalim. (3.18) kestirimi kullamlirsa | (t) fonksiyonlar ailesi igin, [O,T]

araliginda

max |l (t)‘ﬁczg, N:k=12,.. (3.58)

0<t<T

biciminde olan diizgiin sinirlilik sart1 elde edilebilir.

Her bir tespit edilmis k ve keyfi N >k igin I, (t), N;k =1,2,... fonksiyonlar ailesinin
[O,T] araliginda ayni dereceden siirekli oldugunu gostermek amaciyla, (3.16) sistemi

[t,t + At] aralig1 lizerinden integrallenirse
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t+At a Xz’ t+At

Jj v x)dxdz = Ija Vi (%,7)Vu, (x)dxdz —

t
t+At 5 N t+At

oy
|j.[ 2, (1w (7) 2 dxdr—J.IZb v, (2, (x)dxdz +
t D J=l ) t D =l
t+At t+At

H dxdr+.['[ (x,7)u, (x)dxdz

esitligi elde edilir. Buradan |, (t) fonksiyonlar ailesi i¢in olan formiil kullanilirsa,

Cauchy-Bunyakowski esitsizliginin yardimiyla

t+At

e (t+A0)~1y, (V)] <3, j Vo (o), o, eIV U oy +
t

t+At

30 [ 90, 0l

t+At
j E ‘V )dz max |l ‘ || k||
0<t<T L(D
t
t+At t+At

THy j HV/N ("T)HLQ(D) + _[ Hf ("T)

esitsizligi elde edilebilir. Bu esitsizligin sag tarafinda Cauchy-Bunyakowski esitsizligi

(3.59)

L,(D)

uygulansin. Ayrica (3.18) kestirimi ve U, lar i¢in varsayilan (3.14) sart1 kullanilirsa
s (t+ A8 =1y, (V)] < d, (AL, Nik=12,.., te[0,T] (3.60)

esitsizligi elde edilir. Burada C,, > 0 sabiti N ve k dan bagimsizdir.

Béylece |, (t), N;k =1,2,... fonksiyonlar ailesinin [O,T] araliginda diizgiin sinirh
oldugu ve (3.60) esitsizliginden tespit edilmis her bir k i¢in [O,T] araliginda ayni
dereceden siirekli oldugu ispatlandi. Bu takdirde diizgiin sinirli ve ayni dereceden

stirekli {IN,k (t)} dizisinden tespit edilmis K icin Ascoli-Arzela teoreminden (Bkz.

Kuramsal Temeller, Teorem 2.1), I (t) fonksiyonuna [0,T] araliginda diizgiin

yakmsayan {I, (D)}, m=1,2,... alt dizisini segilebilir.
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Simdi
v (6t)=D L (Hu(x) (3.61)

fonksiyonu olusturulsun. {le,k (t)} fonksiyonlar ailesinin diizgiin yakinsamasi
kullanilarak, {t//Nm (X,t)} alt dizisinin t €[0,T ] ye gore diizgiin olarak L, (D) uzayinda
(3.61) bi¢iminde tanimlanan v (X,t) fonksiyonuna zayif yakinsadigr elde edilir.

Gergekten, Vg € L, (D) fonksiyonu i¢in

S

(1 (0= (:0.8),_ 5, = D208 o) (v (D-w ()0 +

k=1

(3.62)

0

+[V,Nm(_,t)—z//(.,t),Z(g,uk)Lz(D)uk] , Vte[0,T]
(D)

k=s+1

esitligi yazilabilir. Burada

o0 = %
2
{me (.’t)_l//(.,t),z (g,uk)Lz(D)ukJ SCBO[Z‘(Q’UK)LAD) ] - (3.63)
LZ(D) k=s+1 '

k=s+1

=c,R(s)

dir. C;; >0 sabiti N, den bagimsizdir. s numarasi, ¢, R(s) miktar1 onceden verilen
herhangi bir §>0 sayisindan kiigiik olacak sekilde yeteri kadar biiyiik secilebilir.
Yukarida ispat edildigi gibi belirlenmis bir m i¢in N numarasinin yeteri kadar biiyiik
degerlerinde tiim te[O,T] icin (3.62) esitliginin sag tarafindaki 1. terim §>0

sayisindan kiiciik olacaktir. Bu takdirde (3.62) esitligi ve (3.63) esitsizligi kullanilarak
(v ()-v (0.9,

elde edilir. Buradan da, gereken hiikiim yani {wNm (X,t)} alt dizisinin t € [0,T] ye gore

<eg, Vte [O,T]

diizgiin olarak L, (D) uzayinda l//(X,t) fonksiyonuna zayif yakinsadigi elde edilir.

(3.18) kestirimine gore, N =N_ igin {t//Nm (X,t)} dizisinden W' (Q) uzayinda y(x,t)
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fonksiyonuna zayif yakinsayan bir alt dizi segilebilir. Kolaylik olmasi i¢in zayif

yakinsayan bu alt dizi de {1,//Nm (X,t)} ile gosterilsin. Bu takdirde,

{y/Nm (X,t)}, {Vl//Nm (X,t)}, {At//Nm(X,t)}, {W} dizileri L,(Q) uzaymnda

oy (x,t )
—l//ét ) fonksiyonlarina zayif yakinsar. Bu

srrastyla y(x,t), Vi (x.t), Ay (x.t),
zayif yakinsama kullanilarak (3.18) kestiriminde N =N, i¢cin m — oo iken alt limite
gecilirse W(X,t) limit fonksiyonu i¢in, teoremin hiikmiinde yer alan (3.8) kestiriminin
gegerli oldugu elde edilebilir. Bylece w(x,t) limit fonksiyonunun W,*' (Q) uzayma

ait oldugu elde edilir.

Simdi bu limit fonksiyonunun (3.1)-(3.2) baslangi¢c sinir deger probleminin ¢oziimii

oldugunu gosterelim. Bu amacla ilk 6nce l//(X,t) fonksiyonunun (3.1) denklemini

0
V(x,t)eQ icin sagladigim ispatlayalim. Bunun igin (3.24) sisteminin k. denklemi

v 77, (t) fonksiyonu ile carpilarak, k iizerinden 1 den N"<N ye kadar toplandiktan

sonra, elde edilen esitlik [O,T] aralig1 lizerinden integrallenirse

oy " N ov" N
j[l Zt +a0Az//N+|Zaj(x)vo(t) al/; +ij(x)vj(t)WN_
j=1 j j=1

Q

(3.64)
—a(x)p" = f(x.t) 7" (xt)dxdt=0

integral 6zdesligi elde edilir. Burada

7" (x0)= D n. (t)u, () (3.65)

herhangi fonksiyondur.

Bu integral 6zdesliginden 77" (X,t) fonksiyonu belirlenmis bir fonksiyon farz edilerek
N=N,_, m=12,. alt dizisi iizerinden limite gegilebilir. Gergekten {!//N”” (X,t)}

dizisinin W' (Q) uzaymda zayif yakinsadigi ve bu dizinin L, (D) uzayinda [0,T]
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araliginda diizgiin olarak zayif yakinsadig1 g6z oniinde bulundurularak (3.64) integral

ozdesliginde N =N_ i¢cin m — o iken limite gegilirse,

ﬂi%—'{+ako+i2aj (X)V, (t)g—Z+ij (X)v; (t)y -

—a(x)y —f(x.t)]7" (x.t)dxdt=0

integral 6zdesligi elde edilir.

Burada 77N'(X,t) fonksiyonlar1 (3.65) bi¢iminde tanimlanan herhangi deney
fonksiyonlaridir. 7, (t) ve U, (X) fonksiyonlariin o6zelligi kullanilirsa, bu deney
fonksiyonlarmin L, (Q) uzayinda her yerde yogun oldugu ispatlanabilir. Bu sebeple
sonuncu integral dzdesligi V7 € L, (Q) fonksiyonu i¢in

ﬂi%_leraOAl//Hial (X)V, (t)g—ZJerj (x)v, (t)y —

j=1

(3.66)
—a(x)y — f(x.t)]7(xt)dxdt =0
biciminde yazilabilir. Burada 77(X,t) fonksiyonu L, (Q) uzayimdan olan herhangi bir

0
fonksiyon oldugundan v(x,t) i¢in l//(x,t) fonksiyonunun (3.1) denklemini sagladigi
elde edilir.

Simdi y/(x,t) limit fonksiyonunun (3.2) baslangi¢ ve smir sartlarini sagladigini
ispatlayalim. W, (Q) uzayi, gémme teoremine gore L, (S) uzayma kompakt
gomiildigiinden ve y""(.,0)eW, (D) olup W, (D) uzayr L,(D) uzayna kompakt
gomiildiigiinden y(x,t) fonksiyonuna W, (Q) uzayinda zayif yakinsayan {y/Nm (X,t)}

alt dizisi i¢in asagidaki limit bagintilart yazilabilir. m — o i¢in

v (.,0)—1//(.,0)”L2(D) ——0 (3.67)

— 50 (3.68)

Lo(S)

v
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bagintilar1 gegerlidir.

w"" (x,0)=¢p(x), xe D sart1 ve (3.67) limit bagintis1 kullanilip
ﬂy/(x,o)-gp(x)r dx < 2ﬂyx(x,0)—;ﬂm (x0) dx+2ﬂ1//'“m (%,0)~p(x)[ dx
D D D

esitsizliginin her iki tarafinda m — oo icin limite gegilirse

j\l,/(x,o)_(p(x)f dx =0

D

elde edilir. Buradan da, l//(X,t) limit fonksiyonunun baslangi¢ sartin1 sagladigi elde
edilir. Ayn1 bigimde l//(X,t) limit fonksiyonunun smir sartin1 sagladigi gosterilebilir.

Gergekten "

- 0 sinir sart1 ve (3.68) limit bagintist kullanilip
[l (ef agat <2l (£.0)-p (&) agat=2[ s (&0 ozt
S S S

esitsizliginin her iki tarafinda m — oo igin limite gegilirse

j\w(g,t)f dédt =0

0
elde edilir. Buradan da y (&,t)=0, V(&,t)eS oldugu yani limit fonksiyonunun simir

sartin1 sagladigi elde edilir.

0 2.1
Boylece, (x,t) fonksiyonunun (3.1)-(3.2) baslangi¢ siir deger probleminin W, (Q)

uzayindan olan hemen hemen her yerde ¢oziimiiniin oldugu ispatlandi ve bu fonksiyon
icin (3.8) kestiriminin gecerli oldugu gosterildi. Bu fonksiyonun bir tek olmasi yani
¢Oziimiin bir tek olmas1 direkt olarak (3.8) kestirimi kullanilarak ispatlanabilir. Boylece

Teorem 3.1 ispatlandi.

Teorem 3.1’in ispatindan bir sonug olarak (3.1)-(3.2) baslangi¢ sinir deger probleminin

02

¢Oziimiiniin L, ([O,T],W > (D)] MW, (Q) uzayina ait oldugu ve ¢oziim igin asagidaki

kestirimin gegerli oldugu elde edilebilir:
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2 5 "
V(\]/z(D)

v
ot

v (-1

2
< (||¢

2
02
L(0) W2

] E] o J vte[0,T]. (3.69)
) Wy (Q)

3.1.3. Optimal kontrol probleminin ¢oziimiiniin varhg ve tekligi

Simdi optimal kontrol probleminin iyi konulmasiyla ilgili olan, dolayisiyla ¢oziimiin
varhig1 ve tekligiyle ilgili olan sorular cevaplandirilmaya calisilacaktir. Bu amagla 6nce
a >0 hali i¢in (3.1)-(3.2), (3.7) optimal kontrol probleminin ¢ézliimiiniin varligini ve

tekligini inceleyelim.

Teorem 3.2: Farz edelim ki, Teorem 3.I’in sartlart saglansin  ve

yel,(D), we L) (0,T) verilen fonksiyonlar olsun. Bu takdirde, L)) (0,T) uzayinda

her yerde yogun olan G altkiimesi vardir ki Vo eG igin ve a >0 icin (3.1)-(3.2),
(3.7) optimal kontrol problemi bir tek ¢oziime sahiptir.

Ispat: Oncelikle

JO(V)=“w(x,T)— y(x)[ dx (3.70)

D

fonksiyonelinin V kiimesi lizerinde siirekli oldugunu gosterelim. Farz edelim ki,
oV e L(;) (O,T) fonksiyonu v+06veV olacak bicimde VveV elemanina verilen artig
olsun. Bu takdirde, (3.1)-(3.2) baslangi¢ sinir deger probleminin v eV ye karsilik gelen
W= y/(x,t) = y/(x,t;v) ¢Ozimi Oy = 51//(X,t) = y/(x,t;v+5v)—y/(x,t;v) =ys—y
artisina sahip olacaktir. Burada y; =y (X,t) = l,//(X,t;V + 5V) fonksiyonu (3.1)-(3.2)
baslangi¢ sinir deger probleminin v+0veV elemanina karsilik gelen ¢oziimiidiir.
(3.1)-(3.2) sartlarindan oy = oy ( X,t) fonksiyonunun asagidaki baslangi¢ sinir deger

probleminin ¢6ziimii oldugu kolaylikla elde edilebilir:
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ooy
+aOA§z//+|Za o (1) +6v, (1) —— ~

]

Zb t)+6v, (1)) Sy —a()dy = 3.71)

2

= —iZaj (x)ov, (t)ng//_zbj (x)ov; (t)y, (xt)eQ

j=1 i j=1

Sy (x,0)=0, xe D, 5w(x,t)s =0. (3.72)

Simdi bu baslangi¢ sinir deger probleminin ¢oziimii i¢in kestirim elde edelim. Bu

amagla, (3.71) denkleminin her iki tarafi &y (x,t) fonksiyonu ile garpilip

Q = Dx(O,t) bolgesi lizerinden integrallensin. (3.72) sinir sartlart kullanilirsa,

kolaylikla

I[i%&:ﬁ—mv&/xf+iiaj(x)(vo(r)+5v0(r))66i?/§gﬁ+
+ij(x)(vj( )+ov,(z )|51//| —a(x)|oy[ ]dxdr

j Za X) SV, ( W&//dxdz' J‘Zb x)6v, (r)yowdxdr
Q

o =

esitligi yazilabilir. Bu esitlikten onun kompleks eslenigi ¢ikarilirsa, asagidaki

(36w _ 057
i oy + oy |dxdz +
.[ ( a VT a ‘”) ’

Q
oSy ._ 35w
jz +5V0(r))(%5w+%51//}dxdr:
= i i
* (3.73)
oy
—2IIZ Re(a | 51//dedr—
o I=

—2IIZb x)6v; () Im(wsy )dxdr

esitligi elde edilir. Bu esitligin sol tarafina
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i 2 aa 7)+6V, ( )|§ |dxd
J. 1ax v ’

o, I=

terimi eklenip ¢ikarilsin. Bu takdirde, (3.73) esitliginden asagidaki

j—|5z//| dxdz +IZ 7)+6V, ( )|§l//| ) =
oy 3
E!:Z )+ 6V, ( |5W| dxdz — 2{[2& X) 6V, ( (8 | 51//JdXdT

—ZJZb 7)Im (o )dxdz
Qt

esitliginin gecerli oldugu elde edilir. Bu esitligin sol tarafinda (3.72) sinir sarti
kullanilirsa sol tarafta yer alan 2. integralin sifira esit oldugu kolaylikla elde edilebilir.

Bu nedenle, sonuncu esitlikten

IZ £)+ 6V, (7)) |6y [ dxdz -
—2I2aj (X) 6V, (T)Re(%&?JdXdr—

]

—2IZb X)6v, (7)Im (s )dxdz, Vte[0,T]

Q

esitligi yazilabilir. Bu esitligin sol tarafi degerlendirilirse,

L. Qf;
+2E!:Z‘a (%)||ov, (7)

esitsizligi yazilabilir. Bu esitsizlikte &, (X) ve b; (X) fonksiyonlar1 iizerine konulan

Hé‘l/l 0a;

Hvy (2)+ 6V, ( H5W| dxdz +

|5w|dxdr++2j Z\b )6, (2)|lw] 5w |dxd e

Q =

(3.4)-(3.5) sartlar1 kullanilirsa

o (..

)‘iz o) <201I‘v )+, (7)||ow[ dxdz+

+21)0J‘§V ‘Z

|§gz/|dxdr+2770 | Z\av ) wlowlixde

o 1=
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esitsizligi elde edilir. Buradan Vv, +0V, eV, oV, e LOO(O,T) oldugu goz Oniinde

bulundurulursa sonuncu esitsizlikten kolaylikla

I ) < 200 j|5.,/| didlr +20, 0%,

H&w(., |§l//|dxdz'+

Q
+21, I Z\av () ||owfdxdz

esitsizligi elde edilebilir. Elde edilen bu son esitsizligin sag tarafindaki 2. ve 3.

terimlerde Cauchy-Bunyakowski esitsizligi uygulanirsa

<2vV, J. |5l//|2 dxdz +

Q

2
oy
w22 n@vonm[f 2o
Q

Hé‘//(-’t)‘i(o)

]

) A VA
dxer “|§y/|2dxer L (B4
Q
VA
o v oo
Q

j=1 i
%

+2\/—770[J.Z‘5V ‘dt max

0 =1

esitsizligi elde edilir.

0 2.1

W > (Q) uzayr c’ ([O,T ] ,L, (D)) uzayina gdmiildiigiinden gdmme teoremine gore

(3.75)

([0.T].(D) —C32 ”l,//

esitsizligi yazilabilir. Burada C;, >0 sayisi1 verilen sayidir.

Bu esitsizlik ve (3.8) kestirimi (3.74) esitsizliginde dikkate alinirsa, kolaylikla

5 2
t) ‘LZ(D) <Gy (”5\/0”1(0,U + z ,||5Vk||ig(o,T)J+
k=1

.
+C34IH51//(.,T)
0

Jow (-

2
z(D)dz', Vte[0,T]

esitsizligi yazilabilir. Burada Cy; >0 ve C;, >0 sabitleri ov den bagimsizdur.
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Burada Gronwall lemmasi uygulanirsa ve B=1L (O,T ) X ( L, (O,T ))2 olarak gosterilirse

|low (., H <c35 S, vte[0,T] (3.76)

kestirimi elde edilir. Burada C,; >0 sayist oV ve t den bagimsizdir.

Simdi bu kestirimi kullanarak J,(v) fonksiyonelinin Vv eV eleman iizerinde artigini

degerlendirmeye ¢alisalim. (3.70) formiilii kullanilirsa, fonksiyonelin artis1 i¢in

53, (V)= 3, (V4+6v) =3, (v) =

=2 Re[ (1 ()~ y(0))7 (x.T) [ (T (3.77)

L,(D)

formiilii yazilabilir. Burada Cauchy-Bunyakowski esitsizligi uygulanip (3.8) ve (3.76)

kestirimleri kullanilirsa
630 (v)| < ¢ (vl + 1oVl )

esitsizligi yazilabilir. Burada C,, >0 sayist v den bagimsizdir.

Béylece bu esitsizlikten J (v) fonksiyonelinin VveV eleman: iizerinde yani V
kiimesi tizerinde siirekli oldugu elde edilir. Diger taraftan, V kiimesi kapali, sinirli,
konveks kiime; L(23) (0,T) uzay ise diizgiin konveks uzaydir (Yosida 1980). Ispata gore
J, (V) fonksiyoneli V kiimesi iizerinde siireklidir ve VveV igin J,(V)=0 dir. Yani
alttan sinirlidir. Bu takdirde Goebel (1979) calismasindaki fonksiyonelin minimumunun
varligina ait olan teoreme (Bkz. Kuramsal Temeller, Teorem 2.4) gore L(23)(0,T)

uzayinda her yerde yogun olan dyle bir G altkiimesi vardir ki, VoeG ve a >0 ig¢in
(3.1)-(3.2), (3.7) optimal kontrol problemi bir tek ¢6ziime sahip olur. Boylece Teorem
3.2 ispatlanmis oldu.

Simdi a >0 icin (3.1)-(3.2), (3.7) optimal kontrol probleminin en az bir ¢6ziime sahip

oldugunu gosterelim.
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Teorem 3.3: Farz edelim ki, Teorem 3.2’nin sartlar1 saglansin ve o >0 olsun. Bu
takdirde, Vo e L(;)(O,T) icin (3.1)-(3.2), (3.7) optimal kontrol problemi en az bir

¢oziime sahiptir.

Ispat: J, (V) fonksiyoneli i¢in V {Vm} cV minimallestirici diziyi g6z 6niine alalim:

lim J, (v")=J,, =inf J,, (V)

m—oo veV
dir. Her bir m=1,2,.. icin V"€V oldugundan ve Teorem 3.1’in sartlari
saglandigindan, bu teoreme gore (3.1)-(3.2) baslangic smir deger probleminin
W =Vn (X1)= y/(x,t;v”‘) bir tek ¢dziimiine sahip oldugu ve ¢dziim i¢in

2 2
0 0

(7

[nw
2

W2 (Q)

[ 1], 20 j=037,m=1,2,... (3.78)
) P

2
Wa(D Wa (@)

kestiriminin gegerli oldugu elde edilir. Burada C,, >0 sayis1 m den bagimsizdir.

V  kiimesi B=L, (O,T)x( L, (0,T ))2 uzayinin kapali, smirli, konveks kiimesi
oldugundan {Vm} dizisinden v e B ye (*)-zayif yakinsayan {vmk} alt dizisi secilebilir.
Kolaylik olmasi igin bu alt dizi de {v"} ile gdsterilsin. Bu takdirde, {v"} alt dizisi igin

asagidaki limit bagintilar1 yazilabilir. m — oo, V(, € L (O,T), g, €L, (O,T), k=1,2

igin
[ a0 at— [ ())a, (et (3.79)
I v (t) g (t)dt—> j v (g (t)dt, k=12 (3.80)

dir.

V kiimesi B uzayinda kapali, sinirh, konveks kiime oldugundan Kolmogorov ve

Fomin (1989) ¢alismasindaki teoreme gore V kiimesi (*) -zay1f kapali kiime olacaktir.
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Yani VeV olacaktir. (3.78) kestirimine gore, {vm} alt dizisine karsilik gelen ve (3.1)-

(3.2) baslangi¢ sinir deger probleminin ¢ézlimler dizisi olan {l//m (X,t)} dizisi kapal

0 2.1

kiireden W, (Q) uzaymnda olan bir kapali kiireye tanimlidir. Bu nedenle {l,//m}
dizisinden W, (Q) uzayinda (X,t) elemanina zayif yakinsayan {l//mk (x,t)} alt dizisi

secilebilir. Kolaylik olmasi icin, sOylenen anlamda zayif yakinsayan alt dizi de

{l//m(x,t)} ile gosterilsin. Bu takdirde, asagidaki limit bagintilar1 gegerlidir. m — o

i¢in,
v,— v, L (Q) dazay:f (3.81)
oy, oy .
m >——, j=12, Q) da zay: f 3.82
x ] L,(Q) da zay: (3.82)
Ay, —— Ay, L,(Q) da zay: f (3.83)
oy, oy
m >——, Q) da zay:f 3.84
p" 0 L(Q) dazay (3.84)
dir.

W' (Q) uzayi C° ([O,T L (D)) uzayina kompakt gomiildiigiinden m — oo igin

”Wm d c([0.T],Ly(D)) —0 (3.85)

olur. Dolayisiyla Vt e [O,T] icin t ye gore diizgilin olarak m — oo igin
Wy () —w (1), L,(D) de kuvvetli (3.86)

limit bagintis1 gegerlidir.

Her bir m=12,.. i¢in w,(xt) fonksiyonu (3.1)-(3.2) baslangi¢ sinir deger

0 2.1
probleminin W, (Q) uzayma ait olan hemen hemen her yerde ¢oziimii oldugundan

Vnel,(Q) igin
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J[ vy +a0Az//m+|Za 3Wm Zb
Q

(X)w, |7 (x:1) dxdt_jf (%,t)77 (x,t) dxdt

(3.87)

integral 6zdesligi yazilabilir.

(3.81), (3.83) ve (3.84) limit bagintilar1 kullanilirsa m — oo i¢in

J[1% 2t -a(w, st — [[1 %+ 2,00 -a(xp et G55
o) Q

limit bagintis1 elde edilir. Simdi

Z[[ Za 81//m ndxdt—— [ iZaj(x)VO(t)zTW]ﬁdxdt (3.89)

Ie) j=1 i

j[ib,(x)vr(t)wm 7dxdt——> ] Zbi(x)vi (t)z//Jﬁdxdt (3.90)

a\l il

limit bagmntilarmin gecerli oldugunu ispatlamaya galisalim. Oncelikle (3.90) limit

bagintisi ispatlansin. Asagidaki esitligin gegerli oldugu agiktir:

I[Zb Wm]Udth—j[Zb —v (t )) Jndxdt+
I[Zb ) (W (X%,1) - y/(x,t))Jﬁdde (3.91)
+J‘(Zb, (X)v; (t)t//(x,t)]ﬁdxdt.

Bu esitligin  sag tarafindaki 1. ve 2. terimlerin limitlerini bulalim.

beL,(D),j=12 nel,(Q), yeC’([0,T],L,(D)) oldugundan Vte[0,T] igin

J b, (X)yidx €L, (0.T) oldugu elde edilir. Bu takdirde, qj(t)=fbj(x)y/;7dx
D

secilerek, (3.80) limit bagintis1 kullanilirsa, m — o i¢in
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J‘Libj ()(v7 (t)-v, (t))W(X’t)Jﬁ(x,t)dxdt—m (3.92)

limit bagintis elde edilir.

Simdi (3.91) nin sag tarafindaki 2. terimi degerlendirelim. Cauchy-Bunyakowski

esitsizligi kullanilirsa

<

j[ibj ()5 (D) (v (X’t)—W(X,t))Jﬁ(X,t)dxdt
Sji‘bj(x)

Q

2
a3l

esitsizligi yazilabilir. Bdylece, V" €V oldugu i¢in sonuncu esitsizlikten

0 (Ol ()~ (0t <
%
||77||L2(Q) ”l//m _l//”CO([O,T],Lz(D))

<

J[ibj ()T (1) (s (Xat)—w(X,t))Jﬁ(x,t)dxdt

Q

(3.93)

< Cy ||l//m -y

c’([0.7]L(D))

esitsizligi elde edilebilir. Bu esitsizligin her iki tarafinda (3.85) limit bagintisi
kullanilarak m — o i¢in limite gegilirse (3.91) esitliginin sag tarafindaki 2. terimin
limitinin sifir oldugu elde edilir. Bdylece son sdylenen ve (3.92) limit bagintisi
kullanilip, (3.91) esitliginin her iki tarafinda m — oo i¢in limite gegilirse (3.90) limit

bagintisinin gecerli oldugu elde edilir.
0 2.1
Simdi (3.89) limit bagintisinin gegerli oldugunu elde etmeye galisalim. W, (Q) uzayi

2

W, (Q) uzayna kompakt gémiildiigiinden (Lions 1987), m — oo igin

oy, oy . .
m >——, j=12, Q) da kuvvetli 3.94
x ] L,(Q) (3.94)
limit bagintisi elde edilir. Bu limit bagintisin1 kullanarak (3.89) limit bagintisinin gegerli

oldugunu ispatlayalim. Bu amagla
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I(I _2 a, (x)vy ( %}ﬁdxdt:j Z - ())%ﬂdxdw
+Ii 2 aj(x)vg”(t)(a‘”g)gx’t)—6V;E()_(’t)}ﬁdxdt+ (3.95)

esitligini yazalim.

Bu esitligin sag tarafindaki 1. wve 2. terimlerin limitlerini  bulalim.

a;(x)eL,(D ) Lz( ) ve 7€ L,(Q) oldugundan

Iaj(X)%ﬁdXE L (0,T)

D ]

clde edilir. Bu takdirde, q,(t) fonksiyonu

a (1) = [ D a, () 2L 7

seklinde secilirse, (3.79) limit bagintisindan yararlanilarak m — o i¢in

2

jiZaj(x)(vg“ (t)-v, (t)) gfﬁdxdt >0 (3.96)

o =1

limit bagintis elde edilir.

(3.95) esitliginin sag tarafindaki 2. terim degerlendirilirse

I Z [Gl//m(x 4 ov () ol

X,— 8xj
,[Z‘a X)[lvi' (1) |0wm <) 81// X’t ||77|dxdts (3.97)
= OX; ‘

]

. 2 ||<9t//m X,t) X’t)nz %
< \/EUOVO ”77”'—2(9) H ax
i=1 :
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elde edilir.

(3.94) limit bagintist kullanilip m — oo i¢in (3.97) esitsizliginin her iki tarafinda limite
gecilirse (3.95) esitliginin sag tarafindaki 2. terimin de limitinin sifir oldugu elde edilir.
Boylece, sdylenen ve (3.96) limit bagintist kullanilip, (3.95) esitliginin her iki tarafinda
m — oo i¢in limite ge¢ilirse, (3.89) limit bagintisinin gecerli oldugu elde edilir. (3.88)-
(3.90) limit bagintilar1 kullanilarak (3.87) integral 6zdesliginin her iki tarafinda m — o

i¢in limite gegilirse V7 € L, (Q) i¢in

8 N W, N
1% nav i3m0+ Yo e
Q 1=l b

—a(x)y — f(x,t)]7(xt)dxdt=0

(3.98)

integral 6zdesliginin gegerli oldugu elde edilir. Buradan, l//(X,t) limit fonksiyonunun

(3.1) denklemini hemen hemen (X,t) € Q i¢in sagladig goriliir.

Simdi W(X,t) limit fonksiyonunun (3.2) baslangi¢ ve sinir sartlarimi sagladigim

gosterelim. y,, (X,0)=¢(X), xe D baslangi¢ sart1, t =0 i¢in (3.86) limit bagmtisi ve

.Hz//(x,o)—¢(x)‘2 dx < zﬂy/(x,o)_wm (x,0)f dx+2ﬂwm(x,0)—¢(x)‘2 dx

0
esitsizligi kullamlarak, kolaylikla y (x,0)=¢(x), ¥V xe D baslangi¢ sart1 elde edilir.
Diger bir deyisle, y/(x,t) limit fonksiyonu (3.2) baslangig sartini saglar.
W, (Q) uzayi L, (S) uzayma kompakt gdmiildiigiinden m — oo i¢in
Wals —V (3.99)

limit bagintis1 elde edilir. Bu limit bagintisi, |S =0 smir sart1 ve

,ﬂ'// (&) dgdt< 2J\W (E0)-w, (&) dédt+2ﬂwm (&.t)] dedt
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0

esitsizligi kullanilarak kolayhikla y (&,t)=0, V(&,t)eS simr sartimn gegerli oldugu

elde edilir. Dolayistyla, limit fonksiyonu (3.2) smir sartin1 da saglar. Boylece y (X,t)

0 2.1

limit fonksiyonunun (3.1)-(3.2) baslangig simir deger probleminin W, (Q) uzaymndan

hemen hemen ¢oziimii oldugu elde edilir. Yani y =y (X,t) =y (x,t;v) dir.

Diger taraftan, W,"' () uzaymn normunun alttan zayif yar1 siirekli oldugu dikkate

alinip (3.78) kestiriminin her iki tarafinda alt limite gegilirse limit fonksiyonu i¢in (3.8)

kestirimini sagladigi elde edilir.

t=T icin (3.86) limit bagintis1 kullanilirsa m — o igin

t//m(.,T)—n//(.,T), LZ(D) de zay:f (3.100)
limit bagintis1 yazilabilir. {Vm} cV dizisinin L(;) (0,T) uzaymda zayif yakinsadigy,
L, (D), LY (0,T) uzaylarinin normlarimn alttan zayif yari siirekli oldugu ve o >0
oldugu dikkate alinip, (3.100) limit bagintisinin yardimiyla kolaylikla

a* — a*

J,.<3,(v)<limJ, (v')=1J

bagntist yazilabilir. Buradan, J, (v)=J, yani veV ninJ,(v) fonksiyonelinin

minimum noktas1 oldugu, dolayisiyla (3.1)-(3.2), (3.7) optimal kontrol probleminin

¢oziimii oldugu elde edilir. Teorem 3.3 ispatlandi.

3.1.4. Fonksiyonelin diferansiyellenebilmesi

Bu bolimde J,(v) fonksiyonelinin diferansiyellenebilir oldugunu gosterecegiz. Bu

amagcla eslenik problem olarak adlandirilan agagidaki sinir deger problemini goz oniine

alalim:
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¥ N 0 2
.g¢+aoA¢+|Zvo(t)a—xj(aj(X)¢)+;bj(X)Vj(t)¢_a(x)¢:0’ 3.101)

j=1

(X,t) eQ
$(x.T)==2i(y (xT)-y(x)). xe D, ¢ =0. (3.102)
Burada y = t//(x,t) = l//(X,'[;V) fonksiyonu (3.1)-(3.2) baslangi¢ sinir deger probleminin

veV elemanma karsilik gelen ¢oziimiidir. Bu problemin ¢o6ziimii olarak,

c'(foT

0 2.1

uzayina ait olan, Vy e W, (Q) icin

D))
lq{ ‘Zﬂmy Z b, (x)v, (1)7 -

= (3.103)

—a(x)y)dxdt:Ii¢(x,o)7(x,o)dx_zj w(x,T)—y(x))ﬂx,T)dx

D

integral 6zdesligini saglayan ¢ = ¢(X,t) fonksiyonu anlasilmaktadir.

Teorem 3.4: Farz edelim ki, Teorem 3.1’in sartlar1 saglansin. Yy e LZ(D) verilen

fonksiyon olsun. Bu takdirde, (3.101)-(3.102) eslenik probleminin C°([0,T],L, (D))

uzayina ait olan bir tek ¢oziimii vardir ve bu ¢6zlim i¢in asagidaki kestirim gegerlidir:

2
t) L0 sc39(

Burada c;, >0 sayist ¢, f vey den bagimsizdir.

e

S e IV | e[0T (3.104)
D) W2 (Q) L(P)

Bu teorem, Teorem 3.1’in ispatinda oldugu gibi Galerkin yontemiyle ispatlanabilir.

Asagidaki sekilde bir fonksiyon tanimlansin:

H(t,w(.,t>,v<t>,5<.,t>)=Iiaj(x)vo(t)lm[a‘”a(xx’t)a (m)]dx—

b i 2 (3.105)

_jzzlbj (X)), (t)Re(l//(X,t)gg(x,t))dx—aZ(vk (t)-o, (t 2

D i=l
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Bu fonksiyona, (3.1)-(3.2), (3.7) optimal kontrol problemi i¢in Hamilton-Pontryagin

fonksiyonu denir.

Teorem 3.5: Farz edelim ki, Teorem 3.4’lin sartlar1 saglansin. « >0 verilen say1

W e L(23) (O,T) verilen fonksiyon olsun. Bunlarin yani sira a; (X), j =1,2 fonksiyonlari
a, (x)‘r =0, j=1,2 sartin1 saglasm. Bu takdirde, J,(v) fonksiyoneli V kiimesi

tizerinde Frechet anlaminda diferensiyellenebilirdir ve onun gradiyenti i¢in asagidaki

formiil gecerlidir:

oH (6H oH 6Hj. (3.106)

Burada H =H (t,l//,v,a ) fonksiyonu (3.105) formiiliiyle tanimlanir.

Ispat: J, (v) fonksiyonelinin artis1 i¢in olan (3.77) formiilii kullanilarak VveV
noktasinda J, (v) fonksiyonelinin artigt
83, (v)=J,(v+6v)-J,(v)=

=2jRe[(w(X,T)—y(X))5y7(X,T)]dX+ (3.107)

+2a j (v(1)-(t),8v(1)),. de+|ow (T, o, +alov

0

2
(o)

biciminde yazilabilir. Burada 51//=51//(X,t) fonksiyonu (3.71)-(3.72) baslangi¢ sinir

deger probleminin ¢ézimiidiir.

Simdi, (3.107) esitliginin sag tarafindaki 1. terimi doniistirmeye ¢alisalim.

0 2.1

Sy eW, (Q) oldugundan V7 €L, (Q) igin

o5w 2 ooy
ﬂi7+aom,+i;aj(x)(vo (t)+6v, (t))a—xj+

+Zzl b, (x)(v, (t)+ 0V, (t)) oy —a(x) sy |7dxdt =
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2
i a, (x)6v, ( a—ndxdt—IZb )ov, (yidxdt  (3.108)

j=1 o =1

integral  ozdesligi  yazilabilir. ¢eC° ([O,T . L( D)) oldugundan bu integral
ozdesliginde €L, (Q) nin yerine ¢(X,t) fonksiyonu alinirsa

ooy

j[iag_t‘haoAawiZaj(x)(vo(t)+5vo(t)) s

Q i
2

+ij (x)(v; (t)+4v, (t))&yx—a(x)&y}ﬁdxdt = (3.109)

j=1
2

=—ijz ()5v()—¢dxdt—ij X) 6, (t)wdxdt

Qj=1 le

esitligi yazilabilir.
0 2.1

Sy eW, (Q) oldugundan, (3.103) integral &zdesliginde y nin yerine &y (X,t)

alinirsa ve oy ( X, 0) =0 oldugu goz 6niinde bulundurulursa
j¢£—|—a§W+aOA5_—IZa 651//
2

¥ bJ(x)vj(t)5y7—a(x)5t/7]dxdt——ZJ(W(X,T)—y(x))&y?(x,T)dx

j=1

esitligi yazilabilir. Bu esitligin kompleks eslenigi yazilirsa
j¢ (|—+ aOA&//HZa

+ibj (X)v, (t)é’y/—a(x)ﬁW}dth = —ZJ(W(X,T)— y(x)) Sy (x.T)dx

=

851//

(3.110)

esitligi elde edilir. (3.109) esitliginden (3.110) esitligi taraf tarafa ¢ikarilirsa

2j (X,T)=y(x))ow (x.T) dx—|JZa X) SV, (t )—¢dxdt+

Q =1
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+IZZ:b( x)ov, (t y/¢dxdt+|IZa X) 6V, )85W¢dxdt+

o J=l Q J=l
2

¥ j > b, (x)av, (t) Sy gt

Q J=l
esitligi elde edilir. Bu esitlik, onun kompleks eslenigiyle toplanirsa

2jRe y(%))57 (x.T)dx = ij )5, (t) Re (w4 dxdt -

o =l

IZa X) v, )Im(—(,szddeIZb X) SV, (t)Re( Sy Jdxdt— (3.111)
IZa 5v (a—¢]dxdt

o =l
esitligi elde edilir. Bu esitlik, (3.107) formiiliinde dikkate alinirsa fonksiyonelin artisi

i¢in

5J,(v)= —Iiaj (x)ov, (t)ImLZTWﬁ]dxdt +

Q =l i

(3.112)
2 T
" j > b, (x)V, (t)Re(yg ixdt + 2 j (v(t) - oo (t),0v(t))., dt-+R(5v)
Q i=t 0
formiilii yazilabilir. Burada R (§V)
R(ov)=[low (=T o + @IV or) -
2 (3.113)

_IZaj(x)dvo(t)Im{aai ]dxduij )6V, (t)Re( Sy Jxdt

o J=1 ] Q J=1

formiiliiyle tanimlanir.

Simdi R (§V) nin 4. terimini kestirelim. Bu amagla

IZb X) SV, (t) Re( Sy dxdt| <

Q J=1

IZ\b (%)||6v; (1)) ||gldxdt <
Q = )
o Sl

< \/_770 max

0<t<T

#(-t)

max
L,(D) o<t<T
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esitsizligi yazilabilir. Bu esitsizlikte (3.76) ve (3.104) kestirimleri kullanilirsa

IZb X) v, (t)Re( Sy Jixdt

Q J=l

<c,|lov: (3.114)

esitsizligi elde edilir. Burada C,, >0 sayis1 oV den bagimsizdir.

Simdi R(6V) nin 3. terimini degerlendirelim. Bu takdirde,

;[; X) SV, ( Im[aai":/¢dedt E[Z‘a X)||ov, (t) ‘
LOT) [IZ dxdtJ

esitsizligi yazilabilir. (3.104) kestirimi kullanilirsa sonuncu esitsizlikten

| z (x)év, (t)hn@i—‘_” _dedt

Q =l i

%0 '/’ |¢|dxdt <

<\/—U max 65(//

0<t<T

o 1%

<Gy ||5V0||L2(0,T) ||V5W||L2(Q) (3.115)

esitsizligi yazilabilir.

Simdi ||V51//||L (o) OrMunu degerlendirelim. Bu amagla, (3.71) denkleminin her iki

tarafi ASy ile garpilip €2, bolgesi iizerinden integrallenirse

gJ)'[ ag‘// AST +a, |A51,//| +|Za (r)+5v0(r))a;le/A5y7+

+> b, (0)(v, (7)+ 0V, (7)) SwAsy - a(X)&//Mv?] dxdr =

:—iIZaj(X)é'VO( )Zl/j Aél//dXdT—J.Zb v, (z)pAspdxdr

o, 1= J o il
esitligi yazilabilir. Bu esitlikte §W(§,t):0, (§,t)eS siir sartt kullanilip kismi

integrasyon formiilii uygulanarak elde edilen esitlikten onun kompleks eslenigi taraf

tarafa ¢ikarilirsa kolaylikla
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i j %W&,//F dxd 7

Q

|J‘[i%[i 3, (X) (Vo (7)+0Vv, (r))%]a;%Jr
+i£[iaj (X)(VO(T)+5VO(I))?T?J ‘Z‘iﬂdxm

(3.116)
RN o5y
+j[27[2bj(x)5v( ) Jax
o k=t K=t
—ii(ibj(x)ﬁvj(r) ]55‘/’ dxd
= OX, = X,
esitligi elde edilebilir.
Asagidaki esitliklerin gecerli oldugu aciktir:
Z Za T)+0v, (7 ))851// Py _
X\ 4= OX; | 0%
2 2 2 —
0oy 00y
= _ ) - 3.117
;[amx)(vo(m WS IELEL )

DI MEIEABIETL S0
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N[ (%) 00
:Z‘Z‘{ ~ (v (z)+0v,(z)) Sy o + (3.118)
2 2
ooy
b, (v (2)+8v, (7)) an
k=1 j=l1
2 0 5&// 551// 2 85(//2
%, - 3.119
;8xk (a (x) Z 8Xk ;a(x) . ( )
Z Za aw 65W N Zz:aai(x)gv (T)al// 651//
4 ox = OX X, X,
e P\ o ’ e L ]
(3.120)
ZZa 6‘/’ ooy
kel j1 an(?Xj OX,
2 2 _ 5 5
d 057 (), o7
ZaT[ZbJ(X)&'J(T)WJK=ZZ$T5V,(TW87+
k=1 7k \ j=1 k k=1 j=I K ‘ (3.121)

(3.117)-(3.121) esitlikleri (3.116) esitliginde yerine yazilirsa

I%Waﬁ dxd +

Q

(ai (X)(Vo (7)+ 6V, (T)))Zi:[ 0oy 957 + 05 ooy ]]dxdz'+

OX;OX, OX,  OX;0%  O%

S (v 6)-- 0, (1)) L) 200 20 207 30 | g,
e ° ox | ox, ox,  ox, o,

i

+2I22(%$T(kx)("i (r)+ov, (r))J [51// a@ik dedf_
—2Ii&a—()()lm(5t//85—l7]dxdr -

OX, OX,
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aa oy 0oy
=-2 —— (dxdz -
LZZ Lax. ox, de :
[oN J=1 J
2 2 2
oy 0oy
—2IZZaj(x)5vo(r)Re{an6X X, Jd xde-
2 & b, (x) ooy
—2IZZ’—5Vj(z')Im[1//W dxdz —
oy 0oy
-2 b 5 dxd
[ T30 (chm{ S
esitligi elde edilir. Bu esitligin sol tarafina
]dxd

3|0 T2

terimi eklenip ¢ikarilsin. Bu takdirde, (3.122) esitligi kullanilirsa

(3.122)

ooy
OX,

ooy

I—|V5yx| dxdr+jz [ (7)+0v, (7 ))); ” ]dxdr_
i;{%(vo(ryr&vo(f))z 8;(1:/ 2dedr—

_2-[ i i%i)()(vo (7)+0V, (r))Re L?‘Tg/] a;ldeXdr —

Q, k=1 j=1

—2J. ZZZZ al;x(k )(Vj (z‘)+§vj (z‘))Im(&// aa&pjdxdr +

Q k=1 j=I

2 —
+2Iz&a—(x)lm 51//85—l// dxdz —
=l OX, OX,

Q "=

o 03, (X) oy 08y
—ZJ‘ZZW&VO (T)Re G—XJW dxdz —

O k=l =l

-2 _[ Zzaj (X)6v, (r)Re[af:é”xj a@iﬂdxdr—
_2.[222:%5\/]_ (r)Irn(t//(a;—l/7

OX, X,

jdxd T—
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oX, OX,

—2[22@ (x)ov, (T)Im(a—v/ aW]dxdr (3.123)

esitligi yazilabilir.

a; (X)‘F =0, j =1,2 smur sart1 kullanilirsa (3.123) esitliginin sol tarafindaki 2. integralin
sifir oldugu elde edilir. Bu takdirde, 8y (x,0)=0 esitliginden Voy (x,0)=0 esitligi
elde edilerek (3.123) esitliginden ve a(x), a, (X), b; (X) fonksiyonlar1 iizerine konulan

sartlardan yararlanilarak

[vaw (o, <20 j v, (2)+ v, ()| Vou dxdz +
+20J'ZZ‘V 7)+ 0V, ( 6&// a@i‘:’d xdz +
o k=l =l
+21, ZZ‘V )+6v, ( |5¢//| dxdr+
\ k=1 j=1
- | dy |85
+2/11J'Z|5l//| dxdr+2uIZZ\5 ‘/’dxd ¥
Q, k=1 o k=1 j=1
+2UOJ.ZZ‘5V OV livdz +
o, k=1 j=1 6X
+2n IZZ‘&‘V )H |a5—‘//dxdr+
1 k=1 v aXk
o) J=1
81// 85'// (3.124)
+27 J' ov, d dr

esitsizligi elde edilir.

V+6Vv nin V kiimesinden oldugu dikkate alinirsa ve Cauchy-Bunyakowski esitsizligi

uygulanirsa (3.124) esitsizliginden
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[Vow (1)

2

.- (209, +4UIVO)I‘V5w(X,T)‘2 dxdz +

Q

Sy (..1)

+

0<t<T L,(D)

A
+(4771 (7, +7,)+ 2«/5;11 ){J. ‘V&//(X, r)‘z dxer max
Q

) )
+4v, ||5V0||Lw(O,T){J“VW(X’T)F dXdT} {J“V&/j(x,r)‘z dXdz‘] +

o Q

2 % )
dXer [“Vé‘l//(x’r)‘z dxdz} +

Q

%
L(D){ [Ivaw (xof dxdr} v

Q

A %
2 2
LZ(O,T)\] {J‘Vé‘!//(X,‘r)‘ dXdT} X

Q

22 azy/
+420, |6V, ”L%(O’T) L[ ; ; O%10%
2
| Yo,
j=1
2| 3o
j=1

x Vrai max HVI//(.,t)

0<t<T

v (.t)

VA
2
max
L(0.T) 0<t<T

(3.125)

L(D)

esitsizligi elde edilir. Bu esitsizlikte (3.8), (3.69) ve (3.76) kestirimleri kullanilirsa

[Vow (.t)

t
im)SCM”5Wﬁ+CMIHV5w(HT)im)dr,Vte[QT] (3.126)
0

esitsizligi elde edilir. Burada c,, >0, c,; >0 sabitleri Sv den bagimsizdir.

Bu esitsizlikte Gronwall lemmasi uygulanirsa,

[Vow (1)

Lo 2 VLe[0T] (3.127)

<c,,[ov

kestiriminin gegerli oldugu elde edilir. Burada c,, >0 sayis1 oV den bagimsizdir.

(3.127) kestirimi (3.115) esitsizliginde kullanilirsa

[Ercom{spa

o J=l j

<c,q oV (3.128)

kestirimi elde edilir. Burada C,; >0 sayis1 oV den bagimsizdir.
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(3.76), (3.114) ve (3.128) kestirimleri kullanilirsa R (5V) igin

IR(6V)| <y 0V (3.129)

bagintis1 elde edilir.

(3.129) bagmtis1 kullanilarak fonksiyonelin artis1 i¢in olan (3.112) formiili

jZa X) 8V, ( Im[—qﬁjdxdu

Q =l

IZb X) oV, ( )Re(t//¢)dxdt+2aJ-< (t)- a)(t),5v(t)>R3 dt+o(

Q J=1 0

5,

bi¢iminde yazilabilir. Burada Hamilton-Pontryagin fonksiyonunun ifadesi dikkate

I<-— 5v> dt +<(Jov],

elde edilir. Burada fonksiyonellerin Frechet anlaminda tlirevinin tanimi kullanilirsa

alinirsa

teoremin hiikmiiniin gegerli oldugu elde edilir. Teorem 3.5 ispatlandi.
3.1.5. Optimal kontrol probleminin ¢oziimii i¢in gerek sart

Simdi, (3.1)-(3.2), (3.7) optimal kontrol probleminin ¢6ziimii i¢in gerek sart elde

edelim. Bu amagla asagidaki teoremi ifade edelim:

0 1
Teorem 3.6: Farz edelim ki, Teorem 3.5’in sartlar1 saglansin, yeW, (D) olsun ve

V' eV (3.1)-(3.2), (3.7) probleminin herhangi bir ¢dziimii olsun. Bu takdirde, VveV
icin asagidaki esitsizlik gecerlidir:
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J‘{[J‘i:aj (x)Im{GV/;)EX,t) 7 (x,t)]dx+2a(v;‘ (t)-o, (t))}

x(vy ()= vy (1)) + 2 [jbi (X)Re(y" (x,t)g" (x,t))dx+ (3.130)
+2a(v; (t) =@, (1) ](v, (1)-v; (1))} de = 0.

Burada y"(x,t)= W(X,t;v* ), ¢ (x.t)= ¢(X,t;v*) fonksiyonlar1 V" €V icin sirasiyla

(3.1)-(3.2) baslangic sinir deger probleminin ve (3.71)-(3.72) eslenik probleminin

¢Oziimleridir.

Ispat: Tanimma gore V kiimesi B=L_(0,T)x ( L, (0,T ))2 uzayinda konveks kiimedir.
Bu kiimede, Teorem 3.5’e gore J,(v) fonksiyoneli diferensiyellenebilirdir ve onun

gradiyenti i¢in (3.106) formiilii yani
3L(v)=(300 (v), 32, (v), 3., (v)) (3.131)

OX;

]

aj(x)Im[M¢T(x,t)de+2oz(vO (t)-a,(t))  (3.132)
., (v)=J.b1(x)Re(z//(x,t);zT(x,t))dx+2a(v1 (t)-o (1)) (3.133)
3, (v)= j b, (X)Re(w (X, 1) (x.1))dx+2a(v, () -, (1)  (3.134)

formiilleri gegerlidir.

Bu formiilleri kullanarak VveV elemam iizerinde J/ (V) nin siirekli oldugunu

gosterelim. Bu amagla

3, (v+6v)=3. (V). <ci;[ov], (3.135)

B

esitsizliginin ispatlanmasi yeterlidir. Burada B* =L, (0,T)x ( L,(0,T ))2 dir.
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(3.135) esitsizliginin ispatlanmasi i¢in J/, (v) bilesenlerinin her birinin veV elemani
tizerinde artiglarin1 degerlendirmek gerekir. (3.132) formiilii kullanilirsa

Jo(v+ov)=J.,(v)=

gl =L e

D J=1

+2a6V, (t)
esitligi yazilabilir. Burada (X,t) =y ( X, tv+ 5V) , @5 (X,t) = ¢( X, tv+ 5V) dir.

Sonuncu formiilden kolaylikla

Joo(v+6v)=Jd.,(v)=

“[>a i 2050501y 2 )

j=1

)5( )de+ (3.136)

J
+2a6V, (t)
esitligi yazilabilir. Benzer bigimde J/ (V) ve J), (V) igin

I (V+§V)_ Jo (V) =

:jbl(x)Re(%(x,t)aa(x,t)+5w(x,t)a(x,t))dx+ (3.137)
D 12a6v, (1)
30, (v+6v) -3, (v) =
:Ibz(X)Re(%(x,t)5¢7(x,t)+§y/(x,t)¢7(x,t))dx+ (3.138)
D +2a6V, (t)

artislar1 yazilabilir. Burada (3.136)-(3.138) formiillerinde yer alan
SP(X,t) = s (X, 1) =g (X,t) = (X, t;v+ V) —g(X,t;V)

fonksiyonu asagidaki baslangi¢ sinir deger probleminin ¢oziimiidiir:

2

iaatﬁwww 1S (v (1) +v, (t))a%(a,- (x)59)+

j=t i
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= —igévo (t)aixj(aj (x)¢)—2bj (x)6v; (t)4, (xt)eQ (3.139)

5¢(x,T)=-2idy (x,T), xe D, ¢| =0. (3.140)

ol 0 2.1
Teoremin sartina goére, yeW,(D) dir. Gomme teoremine gére W, (Q) uzay

1 1
c’ [[O,T ],V% 2 (D)] uzaymna siirekli gomiildiigiinden w (.,T) eWs (D) sarti saglanr.

Bu takdirde, (3.101)-(3.102) eslenik probleminde —2i(y (X, T)-y(x)) fonksiyonu

0!
W, (D) uzaymin elemani oldugundan Teorem 3.1’in ispati kullanilarak eslenik

0 1,0

problemin C’ ([O,T L, (D)) uzayina ait olan ¢oziimiiniin W, () uzayma ait oldugu

ve ¢Oziim i¢in asagidaki kestirimin gegerli oldugu ispatlanabilir:

< Cy [”?’

Burada C,; >0 sayis1 belirli bir sabittir.

2
0!

|¢

+|f im( )+||yV231(D)j. (3.141)

2
0 02
W2 (Q) W (D) Wa (Q

Bu kestirim ve veriler iizerine konulan sartlar kullanilirsa (3.139) denkleminin sag

tarafinin L, (Q) dan olan fonksiyon oldugu elde edilir. (3.139)-(3.140) problemine

dikkat edilirse, bu problem eslenik problem tipinden olan bir baglangi¢ sinir deger

problemidir. Ancak burada eslenik problemin sag tarafinin sifir olmasindan farkli olarak

bu problemde, denklemin sag tarafi sifirdan farkli L, (Q) dan olan bir fonksiyondur.
Buna ragmen (3.139)-(3.140) probleminin ¢odziimiiniin de CO([O,T], L, (D)) uzayina
ait oldugu ve ¢oziim i¢in asagidaki kestirimin gecerli oldugu ispatlanabilir:

66 (Ol ) = Cor (IF I oy + 6w (T o)) V<[0T, (3.142)

Burada F (X,t) fonksiyonu
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F(xt)= —ii&vo (t)%(aj (X)¢)—2bj (x)Sv, (t)¢ (3.143)

formiiliiyle tanimlanir.

(3.143) formiilii ve a; (X), b (X) fonksiyonlar1 iizerine konulan sartlar, bunlarin yan

sira ¢ fonksiyonu icin (3.141) kestiriminin gegerli oldugu dikkate alinirsa kolaylikla F
i¢in

2
L(©)

2
B

(3.144)

esitsizligi elde edilir.

(3.76) kestirimi  kullanilarak, (3.142) kestiriminden ve (3.144) esitsizliginden

yararlanilarak

o6 (..t)

o) <Callovl; (3.145)

kestirimi elde edilir. Burada C;; >0 sayis1 oV den bagimsizdir.

(3.8) kestirimi, V+0v eV elemanina karsilik gelen (X,t) ¢cozimi i¢in yazilirsa

<t (||(p

S j (3.146)
Ws (Q)

2

. et

2 2
021 02
W, (Q) Wz(D

kestirimi yazilabilir.

Bu kestirim, (3.104), (3.127) ve (3.145) kestirimleri kullanilarak (3.136)-(3.138)

formiiliiniin yardimiyla J/ (V) gradiyentinin bilesenlerinin artist degerlendirilebilir.

Gergekten (3.136) formiilii kullanilirsa

T T
IJ;O(V+5V)—J;O(V)‘dtSII 2 ‘aj(x)‘ﬂaax%||5¢|+F§’_”%|¢|dedt+
0 oD J=l ] J

:

+2a_“5v0 (t)‘ dt < \/EUO (”V V/5||L2(Q) ||5¢||L2(Q) + ||V5W||L2(Q) ||¢||L2(Q) ) +2aT ||5v0|||_m(0,T)

0
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esitsizligi elde edilir. Bu esitsizlikte (3.104), (3.127), (3.145) ve (3.146) kestirimleri

kullanilarak

|35 (v+ov)-3., <c, [ov], (3.147)

Wy om

esitsizligi elde edilir. Burada C,, >0 sayis1 ov den bagimsizdir.

Simdi J/, (V) yi kestirelim. (3.137) formiilii kullanilirsa

3, (v+8v)- ﬂb ) (1w ]+ [0/ o+ 2] v, (1)

esitsizligi yazilabilir. Cauchy-Bunyakowski esitsizligi uygulanirsa sonuncu esitsizlikten

30, (v+ov) =, (V)| <
(D>)+

esitsizligi yazilabilir. Bu esitsizligin her tarafinin karesi alinip (O,T) aralig1 lizerinden

0 +H§w(.,

<y (s (O, o 060

[0.7]

t) L,(D) H¢(’t)

+2a‘5v1 (1)

integrallenirse kolaylikla

o2, (v ov) =30, Iy, <38 max (6O )+
+32 ol 932?(”5w 22( ))+12a2||5v on)

esitsizligi yazilabilir. Bu esitsizlikte (3.76), (3.104), (3.145) ve (3.146) kestirimleri

kullanilarak

r(v+6v)=Jd0 (v)

- <cg o, (3.148)

L(0.T)

esitsizligi elde edilir. Burada C; >0 sayis1 6v den bagimsizdir.

(3.148) kestiriminin elde edilmesine benzer olarak J’, (V) bileseninin artis1 igin

195, (v+6v) =32, (v)

oo S sV (3.149)

L,(0.7)

esitsizligi elde edilebilir. Burada C,, >0 sayis1 6v den bagimsizdir.
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Boylece B* =L, (0,T)x(L,(0,T))" oldugu gbz éniinde bulundurulursa, (3.147)-(3.149)
esitsizliklerinin yardimiyla

90 (v+ov) =32 (V)| <css oV, (3.150)

esitsizligi elde edilir. Burada C,; >0 sayis1 oV den bagimsizdir.

C,, =Cs secilerek (3.135) esitsizliginin yani gereken esitsizligin gegerli oldugu elde
edildi. Boylece J/ (V) gradiyentinin V kiimesi lizerinde siirekli oldugu, daha da fazlasi
Css >0 sayisiyla Lipschitz sartini sagladign elde edildi. Ispat edildigine gore, J, (v)
fonksiyoneli Frechet anlaminda siirekli diferensiyellenebilir fonksiyonel oldugundan,
tanima gore V kiimesi konveks oldugundan Vasilyev (1981) calismasindan bilinen
teoremin (Bkz. Kuramsal Temeller, Teorem 2.5) sartlar1 saglanir. Eger V' €V elemani

J, (v) fonksiyonelinin minimum noktas1 ise yani (3.1)-(3.2), (3.7) probleminin ¢dziimii
ise

<J'(v*),v—v*>820, vveV (3.151)

esitsizligi gecerlidir.

Burada (3.132)-(3.134) formiilleri kullanilarak teoremin hiikmiiniin gegerli oldugu elde

edilebilir. Teorem 3.6 ispatlandi.

3.2. iki Boyutlu Schrodinger Denklemi i¢in Optimal Kontrol Probleminin Niimerik

Cozimii

Bu béliimde, 3.1. boliimde incelenen optimal kontrol probleminin 6zel bir hali i¢in
sonlu farklar yontemi uygulanmistir. Bu amacla 6nce sonlu farkli aynis1 yazilan optimal
kontrol probleminin fark semasinin ¢6ziimii i¢in kararlilik kestirimi ispatlanmistir. Daha
sonra bu kararlilik kestirimi kullanilarak fark semasinin hatasi i¢in bir kestirim elde

edilmis olup sonlu fark yaklasimlarinin fonksiyonele gore yakinsaklig ispatlanmustir.
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Schrédinger denklemi i¢in optimal kontrol problemlerinin sonlu farklar metoduyla
¢Oziimii daha once Potapov (1987), Yagubov (1990), Silla (1991), Yagubov and
Musayeva (1995), Yildiz and Yagubov (1997), Mahmudov (1997), Yagubov (2001),
Yetiskin (2005), Yildirim (2009) ¢aligmalarinda incelenmistir.

3.2.1. Optimal kontrol probleminin diskritlestirilmesi

b1

J(v):J‘J“z,y(xl,xz,T)—y(xl,xz)‘zdxzdx1 (3.152)

fonksiyonelinin
Y ={v=v(t)
kiimesi lizerinde
> 2
iaalf;/+a0(§('?+Z§é’)+i;aj(xl,xz)Z—Z+;bj(xl,xz)vj(t)x//— G.153)
—a(X, %)y = f (X, %,t), (X,%,,t)eQ
v(%,%,0)=p(X,X,), (X,X,)eD (3.154)

‘//(0>X2’t):‘//(llaxzat):W(Xlao,t):W(X17|27t):0 (3155)

(v, (1).v, (1)), v, e L,(0,T), p=12, |v,

L,(0,T)

<b,, p=1,2}

sartlar1 altinda minimumunun bulunmasi problemini goz 6niine alalim. Burada 1" =—1;

a, >0, T>0  verilen reel sayilar; b >0,p=12  verilen sayilar;
D=(0,1)x(0,l,)cR*; Q =Dx(0,t); Q=Q;; yeW,(D) verilen fonksiyon;
a,a;, b el (D), j=12 verilen fonksiyonlar olup (3.3)-(3.5) sartlarm saglar.

Ayrica a; fonksiyonu

a;(0,x,)=2a;(l,x,)=a;(x,0)=a,(x,l,)=0, j=1,2 (3.156)

sartint saglar. ¢(X,X,) ve f(X,Xx,,t) fonksiyonlar: ise verilen fonksiyonlar olup (3.6)

sartin1 saglarlar.
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Gozuktigi gibi (3.152)-(3.155) optimal kontrol problemi (3.1)-(3.2), (3.7) optimal
kontrol probleminin =0 haline karsilik gelen ozel bir halidir. Teorem 3.3’den
(3.152)-(3.155) optimal kontrol probleminin kabul edilen sartlar altinda en az bir

¢Ozlimii vardir. Yani

Vo={viev:ia(v)=3.=infa(v)| 2

veV

dir.

Simdi (3.152)-(3.155) optimal kontrol problemini diskritlestirelim. Yani bu problemin
sonlu farkli aynisin1 yazalim. Bu amagla 6nce ﬁz[O,Il]x[O,lz]x[O,T] bolgesini
asagidaki aglar dizisine doniistiirelim:

{(lel,xzjz,tk)n}, N=1,2, %, = iy~ /2, =L M, —1,

- R _— h h
X, = Mo =y /2, ), =L My, —L, Xll-%zo’ X1M1n—1+i:€1a

h h
ey =0 X 430 = =k, K=ON,,

h=h,=¢/(M

1n

w=1), h=h =0,/(M,,—1), =2, =T/N,,
M,=M,,M,=M,,N=N,.

In> 2n>

(3.153) denkleminin igerdigi tiirevlere karsilik gelen sonlu farklari ise
Ocii = (¢Jljzk _¢jlizk—1)/r’
5xi¢jljzk :(¢Jljzk _¢jlfuzk)/hv 5g¢1112k = (¢jlizk _¢11J271k)/ h,,
O, @ik = (¢j1+1 ik _¢j1j2k)/hl’ O, Pii = (¢jliz+1k _¢Jlizk)/h2’
O 5Pk = (¢jl+1jzk =20, +¢jl—1izk)/ h,
O 5Pk = (¢jljz+1k =20,k i1,k )/ h,
(¢1j2k —¢szk) (¢M1j2k _¢M1—1j2k)

5;1¢1 Iok = §X1¢0j2k = ’ 5;1¢Mlj2k - 5X| ¢M1—] Ik -

(h/2) (h/2)
(¢'11k _¢'10k) (¢'1M2k _¢'1M2—1k)
572¢jl1k =5x2¢j10k =Wa g(élezk =5x2¢lez—1k = (h2 /;)

bi¢ciminde gosterelim. Bu durumda (3.152)-(3.155) optimal kontrol probleminin sonlu

farkli aynisini her bir n>1 dogal sayis1 igin
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M,-1M,-1
2
In([v]n):hlh222‘¢jlij —VYii, (3.157)
j|=1 j2=1
fonksiyonunun
A N (1 A P R (AR I B e
N 5 12
[TZ‘Vpk‘ J <b,p=1,2,k=1,N
k=1
kiimesi lizerinde
2 2
150, 1. + 8 (5X,x7¢jljzk +5x2g¢mzk)+ iz a5, 9, +ijh Vi~
= o (3.158)
_aj]j2¢j1j2k = fjljzk’ jl = 1’ Ml _1’ j2 :1’ M2 _1’ k = 19 N7
¢j1120:¢j|jz’jl:O’Ml’jZZO’MQ, (3159)
¢0j2k:¢M1j2k =0, j,=0,M,, k=1,N, (3.160)
¢j,0k:¢j1M2k =0,j,=0,M,, k=1,N (3.161)

sartlart altinda minimumunun bulunmasi1 problemi olarak ifade edebiliriz. Burada

alt, b @k y g, f,,, fonksiyonlar: ag fonksiyonlar olup asagidaki sekilde

ik
tanimlanir:
1 X, /2 %y g, +hy /2
Qi — a, (x,x)dx,dx, j=1,2,
by o s T (3.162)
j=LM -1}, =1L,M,-1,
1 X+ /2 %y 5, +0y /2
bl = b, (X, X, ) dx,dx,,
bbby e e T (3.163)
=12, j,=LM, -1 j=1LM,-1,
1 X /2 %y 4, +hy /2
gk — J j a(x,x,)dx,dx, j=LM, 1, j,=LM, -1, (3.164)
h1 hz X~ /2 %y, —hy /2
X j +h /2 Xy ), +h, /2
1 . .
@jliz:m j J. (D(Xloxz)dxzdxpJ1=19M1_15 L=1LM,~1, (3.165)

X =M /2 %y j, =y /2

Poo = Pom, = Pmo = Pum, = 0,
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t Xy thi/2 %5, +hy/2
1
I f (X, %,,t)dx,dxdt
I ik 152> o UA UL,
= hhr

by X = /2 %y 5, =y /2

(3.166)

jj=LM,-1,j,=LM, -1, k=1,N,
Xy, /2 % 5, +hy /2
1
h1h2

X~ /2 %5, -y /2

Y, = y(X, %, )dx,dx, j=LM -1 j,=1,M, -1 (3.167)

Bu formiiller ve a, a;, b; fonksiyonlari i¢in olan sartlar kullanilarak

0<alh <y, %a“z <u, 5nga“z <u,, k,p=1,2, (3.168)
I I Jiha 1 _
0<aj” <u,, %aj <vu, 5ngaj <v,, j,k,p=1,2, (3.169)
aoJz :aMIjz :O aj]o :a_le2 :O
J J > 7 J 4
0<b> <n,, 50/ <n, éxkgb;'l"z <n,, jk,p=12 (3.170)

sartlar1 elde edilebilir.
3.2.2. Fark semasimin kararhhgi

Her bir [v] eV, icin (3.158)-(3.161) sartlarindan ¢, ag fonksiyonunun bulunmasi

problemi (3.153)-(3.155) sinir deger problemine karsilik gelen fark semasidir. Once bu

fark semasinin ¢ozlimiiniin kararli olup olmadigini inceleyelim:

Teorem 3.7: 7 adiminin 0<7 Sé(ul )_1 sartin1 sagladigin1 kabul edelim. Bu takdirde

her bir [v] eV, i¢in (3.158)-(3.161) fark semasinin ¢6ziimii asagidaki kestirimi saglar:

M, -1 M,—1 M, -1 M,-1 M, -1 M, -1

h1h222‘¢jljzm < Css hlhzz _ ‘(lejz ‘2 + hlhzer:ZZ‘ Fiik

=l =l Ji=l =l k=1 j=1 j,=1

m 6{1,2,...,N}.

2

3

(3.171)

Burada C,, >0 sayist hy, h, ve 7 dan bagimsizdur.

Ispat: Her bir t =t_ igin (3.156)-(3.159) semas1
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M, -1 M, -1 M, M,-1
hlhzZZ(wi(éhjzkﬁnjzk)_aohlhzz2(5;1¢i,jzk5z771112k)_
1-1*1 Jo=1 =t =t
M, -1 M,—1
a hh ZZ(é‘ ¢1112k inl Ik )+hh ZZZ( ahhé‘ ¢Jl]2k77]1]2 )
W=l b= =l =l =
2 M;-1M,-1 M,—-1 M,-1 (3'172)
+hh ZZZ bhjz Jk¢l Jzk771 Jzk hh ZZ a“z Jllzkﬁlllz
j=1 =l jp=l —— W=l =
= hlhzZZ( fjljzkﬁjljzk)’ k=LN
=t =l
toplam 0zdesligine denktir. Burada ;i ag fonksiyonu

Moiw =Mwik =05 Mok =Mk =0, 5, =0,M, j, =0,M,, k=1,N  sartlar1  saglayan
{(X1 i % jz’tk)n} aglar dizisinde tammli herhangi 7;;, ag fonksiyonunun kompleks

eslenigidir. Bu toplam 6zdesliginde 77, ; , ag fonksiyonunun yerine T(Zjl i, ag fonksiyonu

aliip elde edilen esitliklerden onlarin kompleks eslenikleri taraf taraf ¢ikarilirsa

M, -1 M, -1
hh,z Z 2(5{% B+ 00y )+
ii=l =l
2 M -1M,-1
+h1h2TZZZ[aMZ (5 ¢11J2k¢1112k +0 ¢11Jzk¢11J2 )} - (3.173)

R
M,—1 M,-1
=2 N I (f 8 Vhe {12, N

=t gyl

esitligi elde edilir. (3.173) esitliginde

(5¢J112K¢J112 ¢11J2k¢hlz ) ‘ Jr ik

‘2

S R A (3.174)

2

(3.175)

h1(5x7¢jljzk¢j,jzk + 0581 ik ) ‘ Pk ‘¢Jl ik

‘¢Jl Jok Jl 1),k

- - 2
h2(5g¢j1j2k¢j]j2k +5g¢jlj2k¢jljz) ‘JIJZ ‘¢Mz 1k‘ ‘¢Mz Mz ‘ (3.176)

esitlikleri dikkate alinip K indisi {izerinden 1 den m< N ye kadar toplanarak her iki

tarafin mutlak degeri alinirsa ayrica (3.169) sart1 kullanilirsa
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My Mt n My M
hh, ZZMW <hh, ZZ\%\ +hhr;;; byl +
+hhri$jzz . lk\ +2hhri§i§i‘fhh .
<hh ZZ‘? T+20nh ZZZ\¢
+2hlherm:MZl‘:Mi\fmzk b, Yme (L2, N}

k=l ji=l jp=1

esitsizligi elde edilir. Bu esitsizligin sag tarafindaki son ifadenin m. terimini ayirip
m.terime & — Cauchy esitsizligini uygulayalim. Cauchy-Bunyakowski esitsizliginin de
yardimiyla

M -1 M, -1 -1 M m M-1M;-1

hh ZZMW <hh ZZ‘(DH ‘ +2uhh TZZZ‘¢‘I‘2K

=l = k=1 ji=1 =
+ghhrZZ\f”m — hhrZZ\qﬁ“m +hhrm2M2MZj\f“k\+(3 177)
m-1 M,—1 M,-1
+hlhﬂzlzz\¢h,.zk !

k=1 ji=1 j,=
k=l =l fp=l

vme{l,2,..,N}

esitsizligi elde edilir. Burada ¢ =27 segilirse

M, —1 M, - M~ M,—

hh ZZVH"‘ _Zhh ZZ‘%JZ

=l =
m M -1M,-1 5 m M -1M,-1 5
+(4T+2)h1h2r§ 2 E\fmk\ +4ulh1h2r§ 2 E\mk +
k=l ji=1 j,=1 k=l ji=1 j,=1
m-1 M;—1 M,—1

+2h1h21222‘¢h "

k=l =l o=l

(3.178)

2

,m=1N

esitsizligi elde edilir. Sag taraftaki {ligiincii ifadenin m. terimi ayrilip 7 adimi igin

0<z< é(ul )_1 sartt kullanilirsa

M, —1 M,—1 M,—1 M,-1

hh ZZMW <4hh ZZ\% +(8T +4) hhrZZZ\ ik

Bi=l =l k=l ji=1 j,=
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m-1 M -1 M,-1

+(8v, +4) hlhzrzz Z‘(ﬁjlhk B

k=0 =1 jp=I

me {1,2,..., N}

esitsizligi elde edilir. Bu esitsizlikte Gronwall lemmasinin diskrit aynis1 (Vasilyev 1981)

kullanilirsa

M, -1 M,-1 M,—1 M, -l

-1M
LRI INECHLL ZZW SIDH RN

ji=l jp=l =l = k=1 j=1 j,=1

me {1,2,..., N}

b

(3.179)

elde edilir. Burada C;; >0 sayis1 h, h, ve r dan bagimsizdir. Béylece C, =C,,

secilirse Teorem 3.7 ispatlandi.
3.2.3. Fark semasinin hatasi icin kestirim

Simdi fark semasinin hatasini degerlendirelim. Bu amagla 6nce (3.152)-(3.155) optimal
kontrol probleminin her bir VeV i¢in w =w(X,1;V) ¢dziimiiniin Steklov anlaminda
ortalamasini asagidaki gibi tanimlayalim:

[1// (X5 X, tv} {y/hjzk},

te X /2%, +hy /2
1

—_— X, X,,t)dx,dx dt,
hh,z ‘//(1 2 ) 2UA

t X —h /2 %5,y /2

Viik =

ji=LM,-1,j,=1,M,-1, k=1N, (3.180)
Viho = @iy, h =0.M,, J, =0,M,,
Yoik =¥wm ik =0, 1, =0,M,, k=1N,

Wik =¥imx =0, 5, =0,M,k=1N.

Bunun yani sira Vv eV i¢in V kiimesi lizerinde

Q,(v):V >V, Q (v)=[w] :([Wl]n ’[Wz]n)’
Qu (V) = (W1 Wy Wy ), P=12, (3.181)

f

wpkzlj (t)dt, p=1,2, k=1,
T
e
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bigiminde Q, operatoriinii tammlayalim. [Z] = {Z ; jzk} = {¢h Y jzk} ile fark
semasinin hatasini gosterelim. Bu {Z i jzk} ag fonksiyonunun asagidaki sistemi sagladigi
agiktir:

2 -
i+ (852 + 6,2 )+ iz als Z,, +
X = (3.182)
+Zbij'j2"jkzmzk —a"Z, =F e i=LM =L j,=LM, -1 k=LN,

i6.2

Z;j0 =0, =0,M,, j, =0,M,, (3.183)
Zojzk:ZMljk 0 JZ_OM k:
. (3.184)
Zjlok = Zlezk :O, Jl = k

Burada F,;, asagidaki formiil ile tanimlanmaktadr:

Fjjk:L
"t hihr

e X /2%, +h /2 5 82 82
{i—w+a0 (_1/2/+ ‘/ij+
ot oX;,  OX,
tey X /2 %5, =0y /2
2 2
. 0
+'Zai(xl’X2)aTV/+Zb (X% )V, (t)w —a(x, )w]dxzdxldt—
= o= (3.185)

2

i _ N L _
10 1k ao(5xlg'ﬂjljzk+5x2g9’/mzk) 'Zaj”%‘//j,jzk

j=1

2
_be'hvjki’/jlhk a6 i =LM =L, =LM; -1 k=LN.
=1

. . 1 -
Teorem 3.8: Farz edelim ki 7>0 adim 0<7 < g(ul) " sartimi ve 7, h ve h, adimlari

h h

Cypy < ?1 < Cyy, Cgp < 72 <Gy uyum sartlarini saglasin. Burada

Cy >0, Cyy, >0, Cy, >0, C, >0 sayilart 7, hy ve h, den bagimsizdir. Bu takdirde

M, -1 M,-1

(L5 2) J I,

W=l =l

)—[v] H) vme{l2...N}  (3.186)

- C()Z ( rhh,
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kestirimi gegerlidir. Burada C,, >0 sayist h, h, ve 7 dan bagimsizdir. Bonn, >0,

r—>0,h —>0veh —0icin g,, —0 dir. Ayrica

| Dy

k=1 p=1

Q, (V) -

dir.

Ispat: Her bir t =t_ igin (3.182)-(3.184) sistemi asagidaki toplam 6zdesligine denktir:

M,—1 M, -1

hh ZZI5ZHZK77“2 —a,hh 225 Zh,zk X177,1,2k

W=l =
M, 1|\/|2 M, 1 M,—1

—ahh ZZ& Z, 4877, +iN, Zzzang Z, 7T+

W=l Jp= =1 =l =l
M, 1 M,—1 M, -1 M,-1

+thZZb‘”ZV ZissTigs = D D a2, =

=l =l = =l =l
M,—1 M,—1

=hh ZZ F, ik K=LN.

(3.187)

Burada 77, ;  ag fonksiyonu

ik = M, jk =0, ok = Mimk =0, j=0,M, j,=0,M,, k=LN
sartlarin1  saglayan {(X1 i % jz’tk)n} aglar dizisinde taniml herhangi 7;;, ag
fonksiyonunun kompleks eslenigidir. Bu toplam 6zdesliginde 7, ,, ag fonksiyonunun

yerine 7Z;; , ag fonksiyonu aliirsa

.hhTMZ‘:MZZ“ngZ Z, - ahhrZZ‘é .| ahhr Z,
=l b= =l )= =l b=
ihh TZMZiMZZ:aJIJ 6.2, Z, i TZMZiMZZ:bJIszJk \zhhk

=l ji=l j,= =l =l =
M, -1 M,-1 M, -1 M,-1

_h]hzrzzahiz Zhizkr = hlhzz-zz Fhizkz_ilizk’ k=1N
==l =l =l

esitligi elde edilir. Bu esitlikten onun kompleks eslenigi ¢ikarilirsa
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M, -1 M,-1
hhTE ,2 , lek J1]zk+5ZthZJ|Jz )
W=l b=
M, -1 M,—I
I vl 7 _
+hh TZZZ[a ( Jihak Jllzk+§ ZJIJszJIJZ )}_
j=l §i=l jp=
M,—1 M,—1

=2hhe Y Y Im(F 7, ) Ve (1,2, N}

=t =l

elde edilir. Bu esitlikte

2

(521112 Z]1J2k+5ZJ1]2k Jljzk):‘zjljzk _‘Zjljzk—l‘ +‘Zj1j2k_zj1j2k_]‘2 (3.188)
0 (8230230 + 8. 22 ) =1Z0i] —|Z0ia] 2 =2l 3189)
h (§XZZJIJZ ZJJz 5xzzhlz ZJIJZ ) ‘Zj,jzk 2 _‘Zj,jz—lk‘z +‘Zj1j2k _Zj,jz—lk‘ (3190)

esitlikleri dikkate alinip k indisi {izerinden 1 den m< N ye kadar toplanarak her iki

tarafin mutlak degeri alimirsa ayrica Z;; , =0 ve (3.169) sart1 kullamlirsa

M, -1 M,
2
itk

thZ‘ZJJm _th’ a Jl 1ok *

=1 = k=l =2 Jo=
m M-l M, 5 m M -1M,-1

i Iz
+h1h22'2 E E % & Zjljz—lk‘ +2h1h22'§ 2 ,2 ,‘Fjljzk Ziix] <
k=l =1 =2 kljlljz
m M- M, m M-I M,—

<2uhh, TZZZ\ZM\ +2hh TZZZ\F,I,Z

k=1 ji=l jp=1 k=l ji=1 =1

vme{l,2,...,N}

Jriok

esitsizligi elde edilir. Bu esitsizligin sag tarafindaki son ifadenin m. terimini ayirip

m.terime ¢ — Cauchy esitsizligini uygulayalim. Cauchy-Bunyakowski esitsizliginin de

yardimiyla
M, -1 M, m M-1M, M1 M,
hh ZZ\ZM _2uhhrZZZ\z”k\ +8hh2’ZZ‘F“2
=t jp=1 k=l ji=l j,=1 ==t
—hhrZiZ‘Z“m +hhriMZiZ‘F”k‘ +hhrmzl:MZ]iMZ\z”k (3.191)
= b= k=l ji=1 j= k=1 j=1 j=

vme{1,2,..,N}

esitsizligi elde edilir. Burada & =27 segilirse
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M, -1 M,-1 m M -1M,-1
hh ZZ\ZM (4T +2) hhrZZZ\ i
bt ke L ke (3.192)
M, -1 M,-1 m-1 M-1 M,-1
+4uhhrZZZ‘Z“k‘ +2hhrZZZ\ k> m=LN
k=1 ji=l j,= k=l ji=1 =

esitsizligi elde edilir. Sag taraftaki ikinci ifadenin m. terimini ayiralim ve 7 adimi igin

0<r< é(u1 )" sart: kullamilirsa

M,—1 M, -1 M,—1 M,
hh ZZ‘ZW (ST +4) hhzZZZ\ ik
=l ip= k=l j=1 j,=

m-1 M;-1 M,-1

+(8v, +4) hthTZZZ‘ZJIjZk 2

k=0 ji=I =1

,me{l,2,..,N}

esitsizligi elde edilir. Bu esitsizlikte Gronwall lemmasinin diskrit aynis1 (Vasilyev 1981)

kullanilirsa

M, -1 M, -1 M,-1 M, -1
hh, ZZ\ZW 6{hhrZZZ‘FMZ J e{l,2,.,N}  (3.193)

b=l =1 k=l ji=1 j,=1

elde edilir. Burada C, >0 sayist h, h, ve  dan bagimsizdur.

Simdi (3.193) esitsizliginin sag tarafini degerlendirelim. Bu amagla F;;, fonksiyonunu
asagidaki sekilde gosterelim:
1 2 3
P = P Pt Pt P+ Pl (3.19)
i=LM -1}, =,M,-1, k=1N.
Burada
e X /2 %5, +hy /2
1 oy .
F'l.o=— i—dx,dxdt—idy. .., 3.195
Jiiok h1 hzz_ ot 29N tlf//j] ik ( )

tio X —h /2 %5, -y /2

te Xij /2%, +hy /2

2 2
e [T a2 e
hh,z ox; 0%, (3.196)

ter X —h /2 %5, -y /2

—a, (Q@V/J‘ljzk +0, Wik )
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ty x1j1+h|/2 x2j2+h2/2 5

1 ~ oy ) .
Fe =mj j I |Zaj(xl,xz)adxzdxldt—|Za;1‘25xsz//hjzk,(3.197)
D Xy 2%y, 2 j j=1

te X th/2 %5, +hy /2

s
Bk T
hh,z

2
ij(xl,xz)vj (t)wdx,dxdt -
tey X5 = /2%y —h/2 =1
c e 3.198
2 ( )
_Z ijl szjkl//j1 "
j=1

te Xy th/2 %5, +hy /2

5 _ 1

=T
) h1 hzz'
b X5, =N /2 %5, -, /2

j=LM, -1 j,=1,M,—1, k=1,N

a(x,x )wdx,dxdt+atty. .
(1 2) 277 J ik (3199)

seklindedir.

Simdi F. ., fonksiyonlarinin her birini degerlendirelim. Once F!

jj,x fonksiyonunu goz

Ik
Oniine alalim. (3.180) ve (3.195) formiilleri kullanilirsa

te X /2%, +hy /2

| 1

jiik — hh
T
2 Xy, =y /2 %y, —hy /2

0 .
|a—"t’dxzdxldt—|a;y/h =

te X /2%, +hy /2

_ ! I I i 2V dx dx, dt —
hh,z ot

o X /2 %5,y /2
te X /2%, +hy/2
I

o (v (%%, ) =w (X, %, t=7) ) dx,dx,dt =
12

t X5 =N /2 %5, —hy /2

te X th/2 %5+ /2
_ i J‘ Oy (X, X,t) Oy (X, %,,t+6)
hh,z? ot ot

tey X —h /2%,y /12 -7

Jd gdx,dx,dt,

i =LM -1}, =LM,-1, k=2,N

elde edilir. Burada Cauchy-Bunyakowski esitsizligi uygulanirsa
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2

‘Fjlljzk
te X /2%, +n /2 ¢ 5 t a t+0 2
- I j 0w (%%, '/’(Xl’;” " )§ dodx,dxdt, (3.200)

_hl

tklxln h/2%,-h/2-7

j=LM,—1,j, =M, -1, k=2,N

esitsizligi elde edilir. FJJ i =LM, -1, j,=LM, —1 icin
. 4 le|+hl/2 X2j2+h2/2

Fl= | v (xx.0)

I hlhzT.

to X5~ /2% j,-h/2

dx,dx,dt —

. t X /2%, +h /2 ¢ a 0
. X, X
L f OV (% %:0) 4 g x
hh,z o0

o
to X5 —h/2%5,-h/2 1

esitligi elde edilir. Buradan da

t X+ /2 %5, +hy /2 2
4 J- _[ J' oW (X, %,,1)
ot

2
<
hh,z
t % j /2 %, -y 2

=LM, -1}, =1LM,-1

dx, dxdt,

1
J1

(3.201)

esitsizligi elde edilir. Benzer sekilde (3.180) ve (3.196) formiilleri kullanilarak

2 21 .
Fjljzk—F kJrF“klc;ln

te X th/2 %5, +hy /2

1 Oy (X, %, 1)

21 15720 _
= [ a kg, (8, ¥

ey X5 =N /2 %5, —-hy /2

te X thi/2 %5, +hy /2 82
X b b
= ! aol//(—122)d dx,dt —
hh,z OX;

tiy Xij,—h /2 %5, =y /2
t X th/2 %5, +hy/2
1
. ao[(x//(xl+hl,x2,t)—w(xl,x2,t))—
h'h,z

by X /2% 5, =y /2

—( (%> X, t) =9 (%, - hl,xz,t))} dx,dx,dt =

te X th/2%,+h /20 o

bl [ ][ s,

tr X —h /2%, =y /2 0 =hy
xdn,d & dx,dx dt
ji=2M,-2,j,=1,M, -1, k=1,N,




84

Ve

te Xij /2%, +hy /2

1 Oy (X, %, 1)
22 IERAVE]
2= 8, — 22 dx,dx,dt—a, (5w, i )=
hh,z OX 2%
12 te X =N /2% 5,-hy/2 2
te X th/2 %5, +hy /2 2
1 0w (X%,
= j J. aon dx,dt —
hh,r o’
tir Xij, —h /2 %5, =y /2
t xlh+hl/2 x21-2+h2/2
1
- .[ ao[(w(xl,xz+h2,t)—1,//(x,,x2,t))—
h hyr

tyy Xij, =D /2%, -y /2

—(z//(x X, t) =y (X, X, —hz,t))]dxzdxldt =

te Xy th/2%,+h/2h, ¢

a, J' J‘ J' J_[ Oy (X, %, 1) 62y/(xl,x2+772+§2,t)
= X
h hiz 0x;

b X /2 %5, =y /2.0 =y

x dn,d&,dx,dx dt,
jj=LM, -1 j,=2,M,-2, k=1N

esitlikleri elde edilir. Burada Cauchy-Bunyakowski esitsizligi uygulanirsa

\ F2!

Jrhak
e X /2%, +h /2 by

J‘J‘|62 (X %,,t) 821,z/(x1+771+§1,x2,t)|2><
ox; ‘

2
< &
h'h,z

o X~ /2 %5, -h/2 0 —
xdnldgldxzdxldt,
ji=2M,-2,j,=,M, -1, k=1,N,

(3.202)

2

2
Jiik

) ty lel+hl/2xzj2+h2/2 h, 0 ) ) 2
< & J‘ J‘|6 (X, %,t) 0 y/(xl,x2+772+§2,t)| y
h hz}z—tk,1 Xy, /2 %y}, —y /2 0 —h, 8X22 8X22 ‘
xdn,d &, dx,dx dt,
=LM, -1 },=2,M,-2, k=LLN

esitsizlikleri elde edilir.

Simdi F?, ve FM m,-iko K=1,N fonksiyonlarim degerlendirelim. (3.180) ve (3.196)

formilleri kullanilirsa
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| te X +h /2 %, +hy /2 ﬁzl//(x X t)
21 _ 152> B B _
Flk = hh,z a, axf dx,dx dt —a, (5X| Xll/lllk)
tey X —h/2 x,-hy/2
te X +hy/2
_a, op (X, +h /2,%,t) dy(x,—h /2,x2,t)}dX it
= 2
hhed 3 ox, ox,
1 te X +h /2 Xy +hy /2
—— j a, [(W(xl+h1,x2,t)—w(xl,x2,t))—
h’h,z
te X —h /2 %, —h, /2
=2(w (X %, t) = (X, =y /2,x2,t))]dxzdxldt=
te X +h /2 X +hy /2 x+hy X +h /2
a 0’ L%t
= I j J' TV %)y, g v o dt +
| 1L, on;
tio X =h /2 % =hy /2 % 5]
te X+ /2 %+, /2 X &
2a 0’ , %t
b j '[ j V/(n—lzz)dnldgﬁdxzdxldt, K=1,N
| LT on;
te X = /2 X5, =hy /2 X, =0y /2 %, —hy /2
vE
te X+ /2 %5, +h, /2
1 0w (X, X, ,t
Fﬁi = W a, #dxzdxldt —a, (5x Wik ) =
LT X, o
te Xi—h /2 %5 —hy /2

te X +h/2
aW(XvXZI -|-h2 /2,'[) B 5!//(X1, X5 —hz /2,t)}dxldt_

__ %
hhr OX OX
2 Xy =h/2 2 2
1 te X+ /2 Xy +hy /2
- J. ao[(t//(xl,xz+h2,t)—://(x1,x2,t))—
h hyr
te X = /2 Xy —h, /2

=2(v (% X t) =¥ (X, X =, /2,t))} dx,dx dt =
te X+ /2 X +hy /2 Xy +hy Xy +h, /2

0’ t
% I _[ j —d"’g;z”z’ ) n,d& dx,dx dt +
2

h hz
e X =h /12,2 %, S
te X +h/2%,+h /2 X, & 5
2a, ow(x,n,,t
- _[ _[ I I Ty, e g dxdt, k<IN
hhiz or
ey X =M /2 X9 =0y /2 X5 =hy /2 Xy =hy /2

esitlikleri yazilir. Buradan Cauchy-Bunyakowski esitsizliginin yardimiyla

Oy (X, %, 1) ’
ox;

te X+ /2 Xy +h, /2

18a,
‘F‘?krshlh?;jj‘ I

ey X =M /2 X5, =hy /2

dx,dx dt +

(3.203)

18a2 te X +h /2 X, +h, /2 82 (X X t)z
+ 2% SV D)) gxdxdt, k=1, N
hh,z OX5

teoy X =M /2 % =h,/2
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esitsizligi yazilir. Benzer sekilde

t Xim N2 Xopm, o +h /2 2
) > 18a [ 10w (X %0t)
‘ M, -IM —lk‘ S ———— dx,dxdt+
o hlhzrt hy/2 hy /2 OX;
1 X{M -1 — X 1=
k=1 Ximp—1 =/ 2 Xomy 1 =y (3204)
18 ) ty lel,1+hl/2 x2M2,1+h2/2 az (X y t) 2
a. b b
+ % CVAR D) dxdx,dt, k =1,N
hh,z OX,
tey Ximy—1 =M /2 Xopm, =1 /2
esitsizligi elde edilir.
. . 3 _ 31 32 . .
(3.180) ve (3.197) formiilleri kullamlirsa Fj;  =F.., +F5, i¢in
ty le|+h1/2 sz2+h2/2
1 . oy (X,X,,t .
k=T |a1(xl,xz)dezdxldt—af“%xz//j]jzk =
hh,t 0X !

b X /2 %5, =y /2
ty x1j1+hl/2 sz2+h2/2
] -
_ _alhk
- I I (a (%) -2l )8y, dx,dxdt+

hh,t
by X5 =M /2 %5, =hy /2
. ty x1j1+hl/2 ><21-2+h2/2
I oy (x,X,,t
e I al(xl,xz){M—@lyxmzk dx,dx,dt,
h,7 OX,

ter X —h /2 %5,y /2

j=2,M,—1, j,=LM, -1, k=1,N

t, x1j1+h1/2 x2j2+h2/2
1 : O (X, %,,1)

32 AV
F ia, (X, X, ) ———=

W iy %,
b X /2 %5, =y /2

dx,dxdt-as v, =

. t X th/2 %, +hy /2
i .
— Il
= I (3 (%)=l )5y, | dx,dxdt +
LT

b X /2 %5, -y /2
te X th/2 %5, +hy /2

i v (X, %,,t)
o I az(xl,xz)(Tzz—éxzyxh jzkjdxzdxldt,

ti X~ /2 %5, /2

j=LM, -1, j,=2,M, -1, k=1,N

esitlikleri elde edilir. Burada al” ve g, (X,,X,) i¢in olan formiil kullanilirsa
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‘ 31
Bk | =
te X thi/2 %5, +hy /2 5 ( t)
1 WX Xy,
< a (X,X )|—————=-0-w, .  |dx,dxdt<
hh,z ‘ 1( 1 2)‘ ox Vi | 9% 0%
tiy X5 =N /2 %5, —hy /2
te X th/2 %5, + /2 a t
X, X,
< % M—dw”k dx,dx,dt,
hh,z ox, ngr
te X~ /2 %5,y /2
=2,M-1j,=,M,-1, k=LN,
‘ 32
hibk|—
t xl“+h1/2 x2j2+h2/2 a ( )
1 W X,X,,t
< i ‘az(xl,x2 )‘ a—xz—égy/“zk dx,dxdt <
by X =N /2 %y 5, =hy /2
te X thi/2 %5, +hy/2 5 t
X, X5,
<% M_gl/,”k dx,dxdt,
hhr ox, w ik
tio X5 =N /2 %5,y /2 (3205)
j,=LM,-1,},=2M,-1, k=1,N
elde edilir. Burada
Xt 5 |
8X1 x 7 ik
te X th/2 %, +h /20 g
v (X, X%t 1 ( oy (7,5,,0
:‘ ‘/’(al ot) e —"’(gl 5 )dyldfzd;de <
‘ X 1 ZTtH xlj].—hl/z X~y /2 &ty 4
t X th/2% 5, +h/2 g x )
1 0 , Xt
Shzh I J‘l//(n—lzz)dmd%dégzdéde"'
) ThT on;
e X /2%, - /2 5-h
-t X th/2% 5, +h/2 g a t a t |
1 b b b b +6
+h2h l//(gl 52 )_ l//(yla§2 )d71d§2d§1d0-+
! ZTtH—t Xy —h /2 X 5, —hy /2 &y g g ‘
t xlj1+h1/2 ><2]~2+(h2/2)—><2 3 8 ( t) a t)|
1 * :X ’ 7X +K ’
+—h2h ‘ v gl 2l '//(7182 2 ‘d]/ldk‘zdflde,
LT tio X5 =N /2 X5, —(hy/2)-%, ‘fl'_hl ]/1 ]/1

ji=2M -1, j,=,M, -1, k=1,N

ve
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v (X, %,,1)
—axz OV ik
‘a ( t) t, xljl+hl/2x2]-2+h2/2 5 8 (§ 9)
v X, X5, 1 4 5V
G WVor7227) 4 dededo) <
‘ 0%, hh;z 07,

b X5 =N /2 %05, =0y /2 &5 -hy

te X /2% /2 g

wr) [ ][

e X =2 %, - /28 -hy

7729

dp,dy,d&,dEdo +

t—t X /2 %5, +hy/2

1 J‘ T |61//(§1,)/2,'[)_8;//(981,]/2,'[+0)|

+ dy,d&dédo+
2 U6 Ug
hthTtH_t X5y~ /2 %, —hy /2 §Z—h2‘ 07> 07> ‘
te Xt /2)=x X5, +0 /2 g,
1 oW (X, 75,t) 0w (X +K,7,,.1)
e I % ol - %d;/zdzngﬁdé?,
2 te X (W /2)=%) Xy 5, =1y /2 & -h, V2 V2
=LM -1, j,=2,M,-1, k=1,N
ifadeleri kullanilirsa
2h te X th/2% 5, /2 82
X
| jf}zkzslzh“‘) l —'/’(61; 2O et +
2T et Xy /2 %, —hy /2 X
) t X111+.h1/2 Xt /2 ¢ 2
o | | ] W) v (nenttlggegyan
2 2 1
hh,z t xljl.—hl/z Xy}, /2 —7 0% 0% ‘
te Xijoth/2 %5, +hy /2 4 2
-~ j | j .f (rdet) QW&+l g g s
2 2 1
hh,z s X~ /2 X -y /2 7 9 % ‘
te X /2%, +hy /2 h, 2
1202 J o _[|6W noxet) ow(nx+mat)ly o Ayt +
2 2 2 1
hh,z e X /2% 5, —hy /2 - h2 % ‘
te Xija /2%, +h/2 by 2
2 L UR Uy, UL,
hh,z et X1~ /2 %y —hy /2 - h2 7 ‘
=2,M -1}, =,M,-1, k=1,N
12 2h te Xij /2%, +hy /2 82 ( )
X b b
P <= W@%dxdxdu
1 2

b X /2 %5, =0y /2



89

e X /2%, +h/2

2
1207 ¥ 0 ,7,,t) 0 V,,t+o
k hl)o2 l//(gl 7> )_ ‘//(5167/2 )% dody,dédt +
LT s X —hy/2 xzj;—hz/Z—r V2 72
12 5 t xlh+hl/2x2j2,l+h2/2 - a (§ t) a (é: t )|2
* * b b b b +U
hh002 v al V2 _ v 1872 ‘ dO'd}/deldt—i-
LT t:,l X j,—h /2 qu:—hz/Z—T 7 g
12 ) ty le1+hl/2sz2+hZ/2 hy |8 ( t) 8 ( t)|2
N * XV, X\ +K,7,,
hzr:)O d . ) W — Y22 ) Gredy,dxdt+ (3.206)
! 2Tt:,1 Xy /2 xzjz—hz/z—hl‘ 72 7 ‘
12 ) t xlj1+hl/2x2j2,l+hz/2 hy |6 ( t) a ( t)|2
* * X5V, X +K,7,,
hz:ﬂ ‘ l// 81 }/2 _ l// 1a 1 7/2 ‘ dK]d}/ZdX]dt,
! zrt:,l X j =P /2 Xy /2~y 72 72
h=LM -1} =2,M,-1 k=1,N
elde edilir. F}, =F}, +F terimi igin
te X+ /2 Xy, +hy /2 a ( t)
Xi5 Xy
[ j j j WX g dx dt +
hh,z 0X,
tey X =72 Xy =h, /2
te Xy +hy /2 hy
2 0 ,6,,0
- :o M‘d%dgzde, k=1,N
LT t s Yoy —hy/2 0 4
te X+ /2 Xy, +hy /2 a ( t)
Xis Xy
Rz < VA2 %00 gy dix,dit +
hh,t OX,

te X = /2 Xy =h, /2
te X, +h/2h,

0 0
N 2v, J j I W(§1:72: )dyzdfldﬁ, k=1,N
hh, 07,

ts X—h/2 0

esitsizligi yazilir. Cauchy-Bunyakowski esitsizligi uygulanirsa

te X +h /2 %,,+h, /2 2
d

oW (X, %,,t)
8

2
< 40, dx,dx,dt +

~ hhs J

te X = /2 X5, —hy /2

3
‘Fllk

te X +hy/2 by 2

161)3 6W(71’§279)
hh,z 0y,

tey Xo1—hy/2 0

—+

dy,d&,do+

te X +h /2 %5, +h, /2 2

4v;
hh,z

teoy X =M /2 Xy =hy /2

oW (X, %,,t)
OX,

+ dx,dx,dt +
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t, x,+h/2h,

160;
hhz

tey X —h/2 0

+

8‘//(68197270)‘

V2

dedy,do, k=1,N (3.207)

esitsizligi elde edilir.

Simdi F J .« terimini kestirelim. (3.180) ve (3.198) formiilleri kullanilirsa

F4
ik
te X th/2 %5+ /2

=hhTJ' j j Zb (t)yrolx,dx,dt — Zb“zvjky/hhk
1" 2

tey X /2%y, —hy2 3=

1 ty x1j1+hl/2 x21~2+h2/2 5
— _hhk
- I j J E (bj(xl,xz) b, )vjkt,//hjzkdxzdxldH
1 Zz-t i=1
ket X /2 %5, —hy /2

(3.208)
te X thi/2 %5, +hy /2
o

2

1
el I I B YA CRATACIACR AU

tet Xy~ /2% 5, —hy /2 1=

+

e Xij /2%, +hy /2
ol

1
h hzJ J. ,[ ij (Xl’xz)(vj (t)_vjk)l//jljzkdxzdxldt,

ty X~ /2 %y, —hy/2 171

j=LM, -1 j,=1,M,—1, k=1,N

elde edilir. Burada b} igin olan formiil kullanilirsa

4
Fh Jzk

t Xj /2 x5, +hy /2

1
- h]hzz- J. J. j ZbJ(XI’XZ)VJ (t)(W(lexzat)_l/lhhk)dxzdxldt+

ty X —h /2 x;,-hy /2 =1

(3.209)
t Xj Hh/2 x5, +hy /2 5

1
i h1h27’- J‘ '[ I Zb] (X], XZ)(VJ (t)_vjk )l//jljzkdXdeldta

iy X —h /2 x;,—hy /2 151

=LM -L},=LM,-1 k=LLN
esitligi elde edilir. Bu esitlikte (3.5) sart1 kullanilirsa
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b2
N 2
‘ i ok \/7\/LT tJ. Z‘ )‘ dt X
- 3.210
te Xj th/2 x5+ /2 % ) ( )
2
x J‘ J‘ “//(anzat)_%jzk‘ dx,dxdt | +7, ‘V/jljzk Z‘Vpk — Wik
tey Xj, = /2 xj,=h, /2 p=1
elde edilir. Burada
te X /2 %5, +hy /2
2 1
Vi, S—J J J 7% x s Xy t dx,dx,dt (3.211)
‘ ik h h,z ‘ ‘

e X —h /2%, -y /2

seklindedir.

Simdi v, —y (X1 , %, ,t) farkina bakalim:

Vi~V (X %,t) =

t Xj /2 X+ /2

1
= hh J J J. ( (§19§2’ ) (X X, t))d§2d§1d0=
1 2Ttk,l Xj, ~hy/2 X}, ~hy /2
: t X /2 X, +hy 2] & 51/1(7713932,9) & al//(xpnz’e) (3212)
= j I J‘—dn1 +J.—d772 +
hlhzz- o X~ /2 X5, =y /2 X 8771 X5 8772

9
g a—W(Xé;X”)dy}d@d;de-

t

Buradan
t X thi/2 xj,+hy/2

1 6 ’ ’9
‘l//jljzk “//(wazat)‘ﬁh— j %‘d@dmdmr

e s Xj, ~y/2 X}, ~hy /2 h
t Xjp+h/2 5 0 t, 3 (3213)
X’ 2 X,X 9
+1J‘ J‘ ‘//(1772 )d772d9+J‘ l//(l 27)d7
Ttklx —h,/2 on, £ dy

esitsizligi elde edilir. (3.213) esitsizligi ve

jz\v (t) ot <Hv
te

ifadesi (3.210) esitsizliginde kullanilirsa Cauchy-Bunyakowski esitsizliginin yardimiyla

_bj, vk 6{1,2,..., N}

L(0.T)
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t, X +h /2 X, +hy/2
s A (br+by)| e
<S— |3

hh,z

te X5 =M /2 %5, =y /2

2

6!//(771,52,9)‘ dEdndo+

2 1
a771

4
Ik

ty X111+h1/2 x2j2+h2/2 a 0 2
3 d ol X’ R

v (5.0) 4 ok do+
L4 L4 L4 6772

e X /2 %5,y /2

+3h

tk. xlh+.h]/2 x2j2+.h2/2 a (X « )2
2 V/ 19 237 ddeXId}/ +
Iy

L4 L4 L4
by X = /2 %y 5, —hy /2

2
2 RN
+2770 ‘l//jljzk‘ Z‘Vpk _ka‘
p=I
esitsizligi yazilir. Buradan

: 1277, (b7 +b3 )b,

2
h,z J R
te X —h /2% 5,y /2

te X th/2 %5+ /2 2
4 ol

oW (X, %,,t)

P dx,dx,dt +

Jr ik

‘ 4
1

te X /2%, +hy /2 2

127 (b7 +B3)M [ dx, dx dt +
h‘TZ X oh 2%y —hy /2 2 o
k-1 A jp 2512 (3214)

GI/J(XI,Xz,t)Z

v (X, %,,t)

) te X /2%, +hy /2

1277, (b +b;
+—
hlh2

dx,dx,dt +

te X~ /2 %5, =y /2

2 2
+2n§\w,l,2k\2(2\vpk—wpk\j j =LM, —Lj,=LM, -1, k=1,N
p=1

esitsizligi elde edilir.

Simdi F}, terimini kestirelim. (3.180) ve (3.199) formiilleri kullanilirsa

te X th/2% 5+ /2
1 )
5
= I a(x, %, )y (X, %, t)dx,dxdt+a" by, =

Bk T hh
T
D2y /2 %y, /2

b Xij /2 %5, +hy/2

1 -

— Iy

= vy (2" —a(x.x, ) dx,dx dt +
1" 2

to X =N /2 %y 5, =hy /2
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te X thi/2 %5, +hy/2

1
e I j a(xl,xz)(t//jljzk—y/(xl,xz,t))dxzdxldt,
oy s X, Ny /2 Xy, 1y /2

j=LM, -1, j,=LM,—1, k=1,N

(3.215)

esitligi elde edilir. Burada a" igin olan formiil kullanilirsa
e X th/2 %, +hy /2

1
(=53 :_I I J a(x],xz)(y/jljzk—z//(x],xz,t))dxzdx,dts

k
ik hthT
te X /2 %5,y /2
e Xij /2 %5, +hy /2
Ho
= hh,z ('/’iljzk _'//(Xsz,t))dxzdxldt,
12

te X —h /2 %5,y /2

j=LM -1 j,=LM, -1, k=1,N

elde edilir. Burada (3.213) esitsizligi kullanilarak Cauchy-Bunyakowski esitsizliginin de

yardimryla
ty X1j1+h1/2 x2j2+h2/2 2
> 34°%h * O (X, X,,t
iy <22 v (X.%,0) dx, dx dt +
i h,z J OX,
tn X —h /2%, =y /2
te X th/2 %), +hy/2 2
3 °h, * |Ow (X, X,,t
2ty v (X.%.1) dx, dx,dt +
hz . oX, (3.216)
b X /2 %5, =y /2
te X th/2 %5, +hy /2 2
3uct oy (Xx,X,,t
LT AR dx,dx,dt,
hh, ot

i X, —h /2 %5,y /2

j=LM,—1j,=1,M, -1, k=1,N

esitsizligi elde edilir.

Fubini teoremi (Bkz. Kuramsal Temeller, Teorem 2.6) kullanilirsa (3.198)

esitsizliginden,

M, -1 M,—1

hh TZZZ‘FMZ

R 2 (3.217)
81//x X, t 8;// X, X, ,t+6
j[ﬂ (%%t +0) dx,dx,dt [do

ot |
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esitsizligi elde edilir. Herhangi ¢ >0 sayis1 alalm. L, (2) uzayindaki fonksiyonlarin
y 2 y y

<7<0 i¢in

172

J-|aw (%, %,,t) 6!//(anz’t+9)|2dx dxdt | <e
P ‘ 204

olacak sekilde 0 >0 sayis1 vardir. Buna gore |H| <7< sartini saglayan 7 degerleri

i¢in
M, -1 M, -1

hh TZZZ‘ i ik

k=2 ji=1 j=1

< (3.218)

T

oldugu elde edilir. Burada @’ >0, ¢ — 0 i¢in @! — 0 dir. (3.201) esitsizligine gore

M, -1 M-I

hhrZZ\Fm

olup bu esitsizlik ile (3.218) esitsizligi birlestirilirse

2
v ’t)‘ dt<cg,r
L(D)

M,—1 M,—1

hhTZZZ‘F“k‘ <o’ +CyT (3.219)

k=l ji=l J,=

esitsizligi elde edilir. Burada Cg, >0 sayis1 h, h, ve r dan bagimsizdir.

Benzer sekilde (3.202) esitsizliginden

M, -2 M, -1

LD RNI !

k=l =2 j,=1

h1 0 2
aZ |821//(x X)) w (X + &L X ,t)|
<L e L/ L e dx,dx.dt dz»d
hf»([-"{ 8X12 8X12 ‘ Xz X1 n SZU

-h\a

M,—1 M,-2

hhfZZZ\

k=l ji=1 Jo=

J‘|62V/(X1,X2,T) Py (X% +1, +.»§2,t)|2
)|

dx,dx,dt |dn,d
8X22 5X22 ‘ L UX an &
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elde edilir. Herhangi &, >0, ¢, >0 sayilarini alalim. L, (Q) uzayindaki fonksiyonlarin

sirekliligi ile 1ilgili teoreme goére (Bkz. Kuramsal Temeller, Teorem 2.2)

Im +&|<h <6,

n, +§2|§ h, <o, i¢in

Oy (X %,5t) Oy (X +7, +§1,x2,t)|2
. ox; ox; ‘

1/2
dxzdxldt] <&,

Oy (X Xo5t)  O'w (X% +17, +8501) t)[
. ox; ox; ‘

dx, dx dtJ <g,

olacak sekilde &, >0, 0, >0 sayilar1 vardir. Buna gore boyle h, h, ler i¢in

M,—2 M, -1
hhT;;;‘ 2
s (3.220)

hMZZZm

k=l ji=1 J,=

<a,

esitsizliginin gecerli oldugu elde edilir. (3.203)-(3.204) esitsizliklerinden

T h hy

|* 2 (%, % 1)
hhTZ‘Fllk‘ <18a '!.'!:'!:[ l// X X t % +%a W(ax)l(lzxz t)% dezdxldt<a)2,

(T 81// (%, %, t)| |62W(xl,x2,t)|2 1
hhrE ‘FM M, m‘ <18a jj I ‘ ‘ PV ‘ dx,dx,dt < @, ,
1

0 L-h1,—

olup (3.220) esitsizligiyle taraf tarafa toplanirsa

M, —1 M, -1

hh TZZZ‘ i ik

k=1 ji=1 jp=1

<a)h +a)h +ap +w, <@, (3.221)

elde edilir. Burada @_ >0 dir. h, = 0 ve h, = 0 igin @ — 0 dur.

(3.206) esitsizliginden

M -1 M, -1 2

hMZZZMdm@ﬁZ

k=1 ji=2 j,=1

2
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e srtmsenf e g,
2 1

TL‘ OX, X, |

Oy (%:%,t) Oy (%% +kyut)[ dx.dx dt}dl{
2 1 2

| .
E[ ‘ 0% oX ‘

Ve

M,—1 M,— 2

hhTZZZ\Fffk | <1207h; 881‘22”

k=1 ji=1 =2

+

2

24uoj J'|8W (X, %,t) az/f(xl,xz,t+a)|2dx dxdt ot
Q X, OX, I

-7

2
24u [J‘|6w (X, %,,t) 6w(xlgxxl,xz,t)| ddeXIdt}dKI
—hy 1

4 |
elde edilir. (3.218) esitsizliginin elde edilmesine benzer olarak

M,—1 M,
hlhzriZZ‘Ffjlk‘ +hh 1222‘ ik

k=1 ji=2 j,=1 k=l ji=1 j,=

<Ce (N +1 )+ @), + ), (3.222)

yazilir. Ayrica (3.207) esitsizliginden

trH(lo G Of
hl h TZ‘Fﬁlk‘ < 200() ZJ‘J‘J‘[| W X X % W(;;(, Xz’ )§ dezdxldt SC66a)hlh2
=1 000 2

yazilir. Bu esitsizlik, (3.222) esitsizligi ile taraf tarafa toplanirsa

M —1 M,—1

hhTZZZ‘ Fl <o (@ +h2+h?) (3.223)

k=1 ji=1 Jp=I
esitsizliginin gegerli oldugu elde edilir. @,, +a, +@, =@, >0, h >0 veh, -0 igin

@, — 0 dir. Burada C., >0 sayis1 h, h, ve r dan bagimsizdir.

(3.214) esitsizliginden

hhrZMZiMZ\ Fe [ <12m bl:b MZZ% dx,dx dtJ

k=l ji=1 =1 Q
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T

1255 (b +b,)"h U|8W| dxldxzdt}

(3.224)

dxldxzdt] +

+127, (b, +b, )2 z{ﬂaa—l/t/
+Ceg VIali max [y (.t ZZ‘VPK W |

0<t<T
k=1 p=1

< h, < < h, <
yazilir. Burada C, < = Css Cop < - = Ce; uyum sartlar1 ve

021 <Gy

”V/“Lm((O,T);LZ < Coo ”‘//

oldugu kullanilirsa

hh, TZMZjMZi\FM 71[hl +h, +T+Z'ZZ‘Vpk W, | (3.225)

k=l ji=1 j,=1 k=1 p=1

esitsizligi elde edilir. Burada C,, >0 sayis1 h, h, ve 7 dan bagimsizdir.

(3.216) esitsizliginden

M, -1 M,—I

e TZZZ\

k=1 ji=1 =1

2
dx dx,dt + 3242 I Z—‘/’ dx, dx,dt +
X

oy
<3h/ ﬂoj 5
) ox, ) |ox, (3.226)
a 2
+37% 142 a_l/tj‘ dx,dx,dt <c,, (' +h +7 )|y, <

£c73(h12 +h§+rz)

elde edilir. Burada C,; >0 sayist h, h, ve 7 dan bagimsizdir.

Béylece (3.219), (3.221), (3.223), (3.225) ve (3.226) esitsizlikleri (3.193) esitsizliginde

kullanilirsa
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M, -1 M,-1 5 N M;-1M,-1 5
LYINANELNLLEDI IR E
=t =l

k=l ji=l =l

N 2
~ ~ 2
<c, hl+h2+r+h12+h22+rz+a)f+a)r?+w,ﬂ+rE E ‘vpk—wpk‘ J, (3.227)

k=1 p=1

me{l,2,.,N}
elde edilir. Burada C,, >0 sayist h, h, ve 7 dan bagimsizdir. Bu esitsizlikte
Bone =h+h, +r+h’+h + 7+ 0 + @) + @,

Ve

olarak tanimlanirsa

M,—1 M,-1

hh YD (7

=1 =l

Q, (v)—[v]nuz), me{l,2,..,N}  (3.228)

2
< C74 (ﬂhlhzr +‘

esitsizligi elde edilir. Burada C,, =C, kabul edilirse teoremin hiikmiiniin gecerli oldugu

elde edilir. Teorem 3.8 ispatlandi.

3.2.4. Fark yaklasimlarinin fonksiyonele gore yakinsakhgi

Bu kisimda fark semasinin hatasi i¢in olan kestirimi kullanarak fark yaklagimlarinin

fonksiyonele gore yakinsakligii inceleyecegiz. Bunun igin dncelikle J(v) ve I, ([V],)

fonksiyonellerinin farkini1 géz Oniine alip bu farki kestirelim. Bu amagla asagidaki

teoremi ifade ve ispat edelim:

Teorem 3.9: Farz edelim ki Teorem 3.8’in sartlar1 saglansin. Bu takdirde VveV ve

V[v] eV, igin

3)-1.(1v1,) Q. (v)=[v],

< C75 (Vﬂh]hzr +‘

) (3.229)



99

esitsizligi gecerlidir. Burada C,5 >0 sayis1 h, h, ve 7 dan bagimsizdir.

ispat: J(V)—In([v]n) farkim1 gdz Oniine alalm. (3.152) ve (3.157) formiilleri

kullanilirsa

I(v)=1,([v], ):

Ll M,-1 M,

J‘J.‘y/XXT (%, %, ‘dxdx thZ‘¢JJN sz

IS

M, ~1 M,-1 X, /2 % 5, +hy /2

:ZZ J. J. [(‘W(XI,XZ,T)_y(xl’xz)‘+‘¢hij_yjljZ‘)X

=t =l X5, =N /2 % 5, =y /2
X("/’(Xl’xz’T)_ Y (%% )| = |10 = Vi M ax,d%

esitligi yazilabilir. Buradan asagidaki esitsizlik yazilabilir:

‘J (v)-1, ([v]n )‘ <
M, -1 M,—1 X5+ /2 %y 5, +hy /2

O3] [T =y # b=y~

W= b=l X h /2%, -hy 2

X W X , X, T)— (prz)‘_‘¢j1ij_yjljz‘dedelS

+h 12 % +h /2

ZZ I I [(‘W(Xlawa)_V(Xlaxz)‘+‘¢ilw_ymz‘)x

W=l b=l —h 2%, -h, 2

v (%%, T) =y (X% ) = @y 0 + yjliszX2dxl <

M, —1 M, -1 X, /2 %y 5, +hy /2

< ZZ I J. [(“//(Xl’Xz’T)‘Jr‘y(xl’X2)‘+‘¢iliz’\“+‘yjliz‘)x

W=l b=l X h /2%, —hy 2
X(‘W(XI’XZ’T)_¢L]2N ‘+‘y(xlaxz)_ yjljz ‘):|dx2dxl

Cauchy-Bunyakowski esitsizligi, (3.8) ve (3.171) kestirimleri kullanilirsa sonuncu

esitsizlikten
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<

\J (v)-1,([v],)
M1 M, xl“+h1/2 x2j2+h2/2 %

<c, ZZ I I ‘t//(xl,xz,T)—géhjZN‘Zdxzdxl +

W= b=l —h 2%, -0y /2

b2
M, -1 M,-1 Xy j /2 %y 5 +hy /2 2

* ZZ I J ‘y(xl’xz)_yhiz‘zdx2dxl :C76[‘J1+‘]2]

I=l b=l oy b2 %, —h, /2

esitsizligi elde edilir. Burada C,; >0 sayist h, h, ve r dan bagimsizdir.

J, i¢in olan formiil kullanilirsa asagidaki esitsizlik elde edilir:

M, —1 M, X /2 Xy, +hy /2
2
2 _
J; _E E I I ‘l//(Xl,XZ,T) ¢jIjZN‘ dx,dx, =
=1 Qp=t X, = /2 % 5, =y /2
M, ~1 M,-1 X, /2 %y 5, +hy /2

=ZZ j ‘l//(Xl,Xz,T)—l//hij TV¥iin _¢jlij

W=l b=l oy —h /2%, -hy /2

2
dx,dx, <

M,—1 M1 X, +h /2 Xy ), +hy /2
2
<2 E E I I ‘w(xl,xz,T)—z//j]ij‘ dx,dx, +
W= b=l g h 2%, —hy 2
M, -1 M,—1

+2h1h222‘¢jlij VN

=t =l

2
=J,+J,.

J,, i¢in olan formiil ve (3.180) formiilii kullanilirsa

W(Xl’xz’T)_'/’ngN =

ty X th/2 %5, +h/2

=h1r1127,[ J I (v (%%, T)=w (&.4,,0))d&dEdO =

to X /2 X5, =y /2

ty X th/2 %5+ /2 x %
_ 1 J‘ J‘ Ic’?w(m,éﬁ)dn +I8V/(X1,772,9)d
on, 1 on,

hhr
12
tno X /2 %5, - /2] 4 &

n,+

T

+J'—8‘/’(X“X2’J) da}dfzd;d&'
) oo

(3.230)

(3.231)
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esitligi, buradan da

ty Xy th/2 X5, +hy /2

2
233_hlj I J' oy (1:£,,0) d&dndo+
h,z on, 2

tyoy Xpj = /2 Xy 5, =y /2

al//(xlaﬂzae)
on,

‘W(Xv X, T) =W

ty Xojpth/2

2]

thog X i -hy/2

ty 2

J

N

oy (X, %,,0)
oo

2
‘ dn,d6+37 do

esitsizligi elde edilir. Bu ifade J,, i¢in olan formiilde dikkate alinirsa

5 M—1M,-1 ty X th/2 %, +hy/2 2

6h

2x] )]

W= b=l g -2 %y, —hy 2

oW (X, %,,t)

J, <
1 ox

dx,dx,dt +

/2%y, +hy /2
J‘ Oy (X, %,,t)

0X,

2

dx,dx,dt +

X
5 Mj-1M,—-1 Iy X
6h’
+—=
T

W= =gy g 2%, —hy 2

v (X, %,,t)
ot

M1 M,—1 by X, /2 %y 5, +hy /2

w2 | ]

W= b=l X -2 %y, —hy /2

2

dx,dx,dt

esitsizligi elde edilir. Burada uyum sartlar1 ve (3.8) kestirimi kullanilirsa

3, <c,(h+h+7) (3.232)

esitsizligi elde edilir. Burada C,, >0 sayist h, h, ve z dan bagimsizdir.

Z = ¢j] N Vi oldugundan (3.186) kestirimine gore

Q, (V) - [V]n

esitsizligi elde edilir. Burada C,; >0 sayis1 h, h, ve z dan bagimsizdir.

N

3 <o B +] ') (3.233)

Simdi J, terimini kestirelim. y i, l¢in olan formiil goz 6niine alinirsa
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M1 M,-1 X, /2 % 4, +hy /2
od od

) 2
J; =ZZ Y(Xlaxz)—ymz‘ o, =
H= =t 2,2

M. —1 Ma—1 X1j1+hl/2 xzj2+h2/2 X1j1+hl/2 x2j2+h2/2
1 2 o o . o

:ZZ m (Y(prz)—Y(fl,é))dﬁzdg] X

. - L4 L4 L4 L4
W=l b=l —h 2%, -y /2 X =2 Xy =y /2

M, ~1 M, X jy /2 Xy, 1y /2 X /2 X, +hy /2 [y

~ C I RIvES)
XddeX] = ZZ m ja—mdm +

. - L4 L4 L4 L4
W=l b=ty by 2% —hy 2 X =M /2 %, -2\ 4

2
2 X ,
+JM% d&,dé| dxdx,
on,
S
olup Cauchy-Bunyakowski esitsizligi uygulanirsa
M, -1 M, -1 X g+ /2 Xy g, +h, /2

Ay (X, X )2
p<amy L2 dx dx, +

—d 4 J 0%,
W=l b=l —h 2 x5, -y /2

M. —1 Ma—1 Xj /2 Xy j, +hy /2
1 2 . .

Y S [ ] Pt s
2

. - L4 L4
W=l b=l —hy /2 %55 —hy 12

elde edilir. Son ifadeden

37 <c (W +h7) (3.234)

esitsizligi elde edilir. Burada C.,, >0 sayist h, ve h, den bagimsizdir.

Boylece

‘J(V)_In([V]n)‘SCm[Jl+Jz]3080(m+‘

esitsizligi elde edilir. Burada Cy,, >0 sayist h, h, ve 7 dan bagimsizdir. Burada

Q, (v)-[v],|) (3.235)

Cy =C,s kabul edilirse teoremin hiikmiiniin gegerli oldugu elde edilir. Teorem 3.9

ispatlandi.

Simdi fark yaklagimlarinin fonksiyonele gore yakinsakligini gosterelim. Ancak bunu

gostermeden Once ispatta kullanacagimiz iki yardimci lemmayi ifade ve ispat edelim.
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Lemma 3.2: Teorem 3.9’un sartlarinin saglandigini kabul edelim. Bunun yani sira

Q, (V) operatorii (3.181) formiilii ile tanimlansin. Bu takdirde Vv eV igin Q, (V) €V,

dir ve asagidaki kestirim gecerlidir:

‘J (V) -1 (Qn (V))‘ < Cosyf Brny, - (3.236)

Ispat: Farz edelimki v eV herhangi bir miimkiin kontroldiir. (3.181) formiiliinden

Q,(v)= (Wpl,sz,...,WpN ), p=1,2,

t

w :—jvp(t)dt, p=12, k=1N

esitlikleri yazilabilir. Buradan
2\

N , b2 N4 2 N 1‘k , %

(rz\ww\j B> S[TZ; [ o) dt} <
)

ZI‘V J : Ve

IN

<b,, p=12

L,(0.T)

esitsizligi yazilabilir. Boylece V, kiimesinin tanimina gore Q, (V)EVn elde edilir.

Dolayisiyla Teorem 3.9’da [V]n €V, yerine Q (v)eV, alinirsa

“] (V)_ I, (Qn (V))‘ <Css ( ﬂhlhzr +11Q, (v V)H) = C77m

elde edilir. Lemma 3.2 ispatlandi.

Lemma 3.3: Farz edelim ki Teorem 3.9’un sartlar1 saglansin ve P, operatorii

F’n([V]) v(t)= ( () ()) o (1) = Voo

t<t,k=LN, p=12

(3.237)

formiilii ile tanimlansin. Bu takdirde V [V]n eV, iken P, ([V]n) eV olup

3(R(1v1)) -1 (V] ) < /e (3.238)

kestirimi gecerlidir.
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Ispat: Farz edelim ki [V]n €V, herhangi olas1 diskrit kontrol olsun. Once P, ([V]n) eV

yani P, :V, =V oldugunu gésterelim. Bu durumda

N )
[t (EJwora)

elde edilir. Boylece V(t)eV yani P, ([V]n) eV oldugu elde edilir. Bu takdirde Teorem

3.9°da Vv eV yerine V(t)=P ([V]n)eV alinirsa

n

(R (0)) =10 (090, < s (o, +

esitsizligi elde edilir.

H) (3.239)

Simdi ||Q

( ([V] )) [V]nH normunu degerlendirelim:

Q (R ([v1,))-1v], _TZZ‘V vy _TZ‘V v, +TZ‘V =

k=1 p=l
N 1 e N 1 t 2
= rz — J. v, (t)dt—v, +rz — J. v, (t)dt—v, | =
T T
k=1 | "¢ k=1 | "¢
N 1 ty 2 N 1 | :
= rz — J. v, dt—v, | + rz — J. vy, dt—v, | =
T T
k=1 o k=1 ti

C 2 C 2
= TZ|V1k _V1k| +TZ|V2k _V2k| =0.
k=1 k=1

Bu son ifade (3.239) esitsizliginde yerine yazilirsa

3 (P (v],)) =1 ([¥1, ) < Crsrf B (3.240)

esitsizligi elde edilir. Lemma 3.3 ispatlandi.
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Simdi fark yaklasimlarinin fonksiyonele gore yakinsakligin1 gosteren teoremi ifade ve

ispat edelim:

Teorem 3.10: Lemma 3.2 ve Lemma 3.3’{in sartlar1 saglansin. Bunun yan1 sira v' eV
ve [V]n €V, sirasiyla (3.152)-(3.155) ve (3.157)-(3.161) problemlerinin ¢dziimleri olsun.

Yani

3(v')=3.=inf 3 (v) ve l =1, ([v], ) = inf 1,([v],)

veV €V

olsun. Bu takdirde (3.157)-(3.161) problemler dizisi (3.152)-(3.155) optimal kontrol
probleminin yaklagimidir. Yani

liml , =J. (3.241)

nN—o0

sart1 saglanir ve fonksiyonele gore yakinsama i¢in

< CoonfBone (3.242)

I —J.

n

kestirimi gecerlidir.

Ispat: Teoremi ispatlamak igin Vasilyev (1981) calismasindaki yontem kullanilacaktir.

V' eV (3.152)-(3.155) optimal kontrol probleminin herhangi ¢dziimii olsun. Lemma

3.2°ye gore Qn(v*)eVn ve In(Qn(V*))—J(V*)‘SC75 B, » N=L2,... dir. Bu

esitsizlikten

e <1, (Q (V) € I(V) +Cosif B, = 3o +Cosif B » N=1,2,...

esitsizligi elde edilir. Buradan

=3, <Cps [Brn » N=12,... (3.243)

yazilir.

[V]Z eV_ kontrolii (3.157)-(3.161) probleminin herhangi bir ¢dziimii olsun. Lemma

*
n

3.3%e gore P, ([V] ) eV olur ve asagidaki esitsizlik saglanir:
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3(R (011 (01)

<Cs[Bunes N=12,...

Buradan

3.2 3(R (V1)) £ 10 (V] )+ ol = Vo + Crsf e N =1.2,.

elde edilir. Son esitsizlikten
I = J: 2 —Co5y/ By » N=L2,... (3.244)
esitsizliginin gecerli oldugu elde edilir. Boylece (3.243) ve (3.244) esitsizliklerinden

l.—J.

n

SCosaf P> N=L2,...

esitsizligi elde edilir. Burada 7=r7, h=h,, h,=h, ve limz, =0, limh, =0,

nN—oo

%1_1)2 h,, =0 oldugunu dikkate alisak g, i¢in rl]l_rg Bon.. =0 elde edilir. Bunu

hnTn

(3.242) kestiriminde dikkate alarak n — oo i¢in limite gegersek lim | . = J. oldugu elde

edilir. Teorem 3.10 ispatlandu.
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4. ARASTIRMA BULGULARI

Bu ¢alismada iki boyutlu lineer Schrodinger denklemiyle ifade edilen 1. tip baslangic-

sinir deger problemi i¢in optimal kontrol problemi ve niimerik ¢oziimii ele alinmistir.

Yaptigimiz calismalarin yer aldigi 3. boliimde ilk olarak, 3.1. boliimde, kontroliin
oOlgiilebilir, karesel integrallenebilir fonksiyonlar uzayindan olmasi durumunda iki
boyutlu lineer Schrédinger denklemi i¢in bir optimal kontrol problemi incelenmistir. Bu
amagla oOncelikle, baslangic-sinir deger probleminin ¢oziimiiniin varligi ve tekligi
ispatlanmig, daha sonra optimal kontrol probleminin iyi konulmus olmasi icin gerekli
olan sorular incelenmis ve fonksiyonelin diferensiyellenebilir oldugu gosterilmistir.
Ayrica ele alinan optimal kontrol probleminin ¢oziimii i¢in bir de gerek sart elde

edilmistir.

Tezin 3.2. boliimiinde, 3.1. boliimde incelenen optimal kontrol probleminin niimerik
¢Oziimii incelenmistir. Bu amagla, 3.1. boliimde incelenen optimal kontrol probleminin
ozel bir haline sonlu farklar ydntemi uygulanmustir. Ik olarak, ele alinan optimal
kontrol problemi diskritlestirilmis ve elde edilen fark semasi i¢in kararlilik kestirimi
ispatlanmigtir. Daha sonra, fark semasinin hatasi degerlendirilmis ve fonksiyonele gore

yakinsama ispatlanmustir.
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5. SONUC

Lineer ve lineer olmayan Schrodinger denklemi ile ifade edilen sistemler i¢in optimal
kontrol problemleri daha énce A. G. Butkovskiy, Yu. I. Samoilenko, A. D. iskenderov,
F. P. Vasilyev, M. A. Vorontsov, V. I. Shmalgauzen, G. Ya. Yagubov, M. M. Potapov,
A. V. Razgulin, Din N1o Hao, N. Silla, B. Yildiz, M. A. Musayeva, N. M. Mahmudov,
M. Subasi, H. Yetiskin, L. Baudouin, J. Solomon, O. Kilicoglu, N. Yildirim, N. S.
Ibrahimov ve diger bilim adamlarinin galismalarinda incelenmistir. Ayrica Schrodinger
denkleminin katsayist olan kuantum mekanik potansiyelin oOlgiilebilir, karesel
integrallenebilir fonksiyonlar uzayindan olmasi durumunda, optimal kontrol problemleri
ilk olarak Iskenderov (2001), Cances et al. (2000), Baundoin et al. (2005)
calismalarinda, Yetigkin (2005) ve Yildirim (2009)’1n doktora tezlerinde, Kiligoglu vd.
(2009), Subas1 vd. (2010) ¢alismalarinda incelenmistir. Ancak, Iskenderov (2001)’un
caligmasinda lineer Schrédinger denklemi i¢in baglangig-sinir deger problemiyle ifade
edilen sistemler igin optimal kontrol problemi, Cances et al. (2000) ve Baundoin et al.
(2005) caligmalarinda durumu Schrodinger denklemi i¢in Cauchy problemiyle ifade
edilen sistemler i¢in optimal kontrol problemleri, Yetigkin (2005)’ in doktora tezinde
kompleks potansiyelli lineer Schrodinger denklemi i¢in optimal kontrol problemleri ve
Yildirrm (2009)’1in doktora tezinde lineer olmayan Schrodinger denkleminin sinirsiz
katsayistyla optimal kontrol problemleri incelendiginden, bu tezde incelenen optimal
kontrol problemleri konulma agisindan daha once incelenen optimal kontrol
problemlerinden farklidir. Ciinkii bu ¢alismada, durumu lineer olan ve gradient tipli
terim igeren Schrodinger denklemi i¢in baglangig-sinir deger problemiyle ifade edilen
sistemler i¢in optimal kontrol problemleri ele alinmistir. Bu nedenle, bu ¢alismadan elde
edilen sonuglar daha 6nceki calismalarin sonuglarindan farkli olup, onceki caligmalara

gore daha gilinceldir ve hem teorik hem de pratik bir neme sahiptir.



109

KAYNAKLAR

Adams, R. A., 1978. Sobolev spaces. Academic Press Inc., 268 s, California.

Ahmedov, G. T., Ahiyev, S. S., 1972. Optimal kontrol teorisinin bazi problemleri i¢in
gerekli optimallik sartlari. Azerbaycan Bilimler Akademisi Bildirileri, 28 (25),
12-15.

Baudouin, L., Kavian, O., Puel, J. P., 2005. Regularity for a Schrodinger equation with
singuler potentials and application to bilinear optimal control. Journal
Differential Equations, 216, 188-222.

Baudouin, L., Solomon, J., 2008. Constructive solution a bilinear optimal control

problem for a Schrodinger equation. Systems and Control Letters, 57, 453-464.

Bidaut, M. G.,1973. These Universite de Paris. —VI.

Butkovskiy, A.G., Samoilenko Yu.l., 1984. Kuantum mekanik siireclerin kontrolii.
Nauka, 256 s, Moscow.

Cances, E., Le Bris, G., Pilot, M., 2000. Controle optimal bilineare d’una equation de
Schrodinger. C. R. Acad. Sci., t.330, serie 1,567-571/ Controle optimal.

Cavadov, A. V., Iskenderov, A. D., 1965. Gartinhouse tipli potansiyele sahip ¢ekirdegin
kararli durumunun arastirilmasi. Azerbaycan Devlet Universitesinin bilim
haberleri, Fizik ve Matematik serisi, 2, 77-84.

Din Nio Hao, 1986. Kuantum objektlerinin optimal kontrolii. Nauka, Moscow, N. 2,
14-20.

Egorov, Yu. V., 1963. Optimal kontroliin bazi problemleri. Niimerik Analiz ve
Matematiksel Fizik Dergisi, 3(5), 887-904.

Goebel, M., 1979. On existence of optimal control. Math. Nachr., Vol 93, 67-73.

Hsieh, P. F., Sibuya, Y., 1999. Basic theory of ordinary differential equations. Springer
Verlag, 468 s, New york.

Hunter, J. K., Nachtergaele, B., 2000. Applied analysis. 438 s, California.

Ibrahimov, N. S., 2011. Kuazioptigin bir boyutlu lineer olmayan durgun denklemi i¢in
identificasyon probleminde gerek sart. Kontroliin ve Informatigin Problemleri,
4,51-62.

Iskenderov, A. D., Tagiev, R. G., 1983. Parabolik denklemlerin katsayilarmda olan
kontrolorle optimizasyon problemi. Diferansiyel Denklemler, 19 (8), 1324-1334.

Iskenderov, A.D., Yagubov, G.Ya., 1989. A variational method for solving the inverse
problem of determining the quantum-mechanical potential. Soviet Math. Dok1.,
38 (3), 637-641.

Iskenderov, A.D., Yagubov, G.Ya., 1989. Lineer olmayan kuantum mekanik sistemlerin
optimal kontrolii.Otomatik ve Telemekanik, 12, 27-38.

Iskenderov, A.D., 2001. Durgun olamayan Schrédinger denkleminde potansiyelin
bulunmasi. Matematik Modellemenin ve Optimal Kontroliin Problemleri
Dergisi, Baku, 6-36.

Iskenderov, A. D., Tagiev, R. G., Yagubov, G. Ya., 2002. Optimallestirme metodlari.
Casioglu, 400 s, Bakii.

Kolmogorov, A. N., Fomin, S. V., 1975. Introductory real analysis. Dover Pub., 403 s,
New york.

Kolmogorov, A. N., Fomin, S. V., 1989. Fonksiyonlar teorisinin ve fonksiyonel analizin
elemanlari. Nauka, 624 s, Moscow.



110

Ladyzenskaja, O. A., Solonnikov, V. A., Ural’ceva, N. N., 1967. Linear and Quasilinear
Equations of Parabolic Type. Nauka, 736 s, Moscow.

Ladyzenskaja, O. A., Solonnikov, V. A., Ural’ceva, N. N., 1968. Linear and Quasilinear
Equations of Parabolic Type. American Math. Soc., 646 s, ABD.

Ladyzenskaja, O. A., Ural’ceva, N. N., 1973. Linear and Quasilinear Equations of
Elliptic Type. Nauka, Moscow.

Lions, J.L., Magenes, E. 1972. Non homegeneous boundary value problems and
applications. Springer-Verlag, vol. 2, 307 s, Berlin.

Lions, J.L., Magenes, E. 1972. Non homegeneous boundary value problems and
applications. Springer-Verlag, vol. 1, Berlin.

Lions, J.L., 1971. Optimal control for systems governed by partial differential
equations. Springer-Verlag, Berlin-Heidelberg, 400 s, New York.

Lurye, K. A., 1975. Matematiksel Fizigin Problemlerinde Optimal Kontrol. Nauka, 478
s, Moskova.

Mahmudov, N. M., 1997. Lions fonksiyonelli kuantum mekanik sistemler i¢in optimal
kontrol problemlerinin farklar metoduyla ¢oziimii. Azerbaycan Bilimler
Akademisi Matematik Mekanik Enstitiisii Eserleri, 7, 79-82.

Mikhailov, V. P., 1983. Kismi tiirevli diferansiyel denklemler. Nauka,424 s, Moskova.

Musayev, B., Alp, M., 2000. Fonksiyonel analiz. 470 s, Kiitahya.

Plotnikov, V. I., 1976. Optimal kontrol teorisinde varyasyon ve eslenik problem
hakkinda. Fonksiyonel Analiz ve onun uygulamalari, 10 (4), 95-96.

Pontryagin, L. S., 1976. Adi diferansiyel denklemler. Nauka, 332 s, Moskova.

Pontryagin, L. S., Boltyansky, V. G., Gamkrelidze, R. V., Misenko, E. F., 1969.
Optimal siireclerin matematik teorisi. Nauka, 384 s, Moskova.

Potapov, M. M., Razgulin, A. V. ve Sameeva, T. Y., 1987. Schrodinger tipli optimal
kontrol probleminin yaklasimi ve regiilarizasyonu. Moskova Devlet Universitesi
Haberleri “Niimerik Analiz ve Sibernetik”, 15(1), 8-13.

Pozzi, G. A., 1968, 1969. Problemi di Cauchy e problemi ai limiti per equazione de
evoluzine del tipo di Schrodinger lineari e nonlineary. LII. Ann. Mat. Pura appl.
I. Vol 78, 1I. Vol81.

Razgulin, A. V., 1998. Lineer olmayan Schrodinger denklemi i¢in kontrol
problemlerinin yaklasimlari. Moskova Devlet Universitesi Haberleri “Niimerik
Analiz ve Sibernetik”, 15(2), 28-33.

Reddy, B. D., 1998. Introductory functional analysis. Springer Verlag, 471 s, New york.

Samarskii, A. A., Lazarov, R. D., Makarov, V. L., 1987. Genellesmis ¢oziimli
diferansiyel denklemler i¢in fark semalari. Vissaya Skola, 296 s, Moskova.

Silla, N., 1991. Schrodinger tipli kuantum mekanik sistemler i¢in optimal kontrol
problemlerinin niimerik ¢6zlimii. Doktora Tezi, Bakii devlet {iniversitesi, 165 s,
Bakdi.

Sobolev, S. L., 1988. Matematiksel fizikte fonksiyonel analizin bazi uygulamalari.
Nauka, 334 s, Moskova.

Sokolowski, J., 1978. Remarks on existence of optimization problems for partial
differential equations of parabolic type. Control and Cybernetics, 7 (2), 47-61.

Tikhonov, A. N., Arsenin, V. Ya., 1979. Ill-posed problemlerin ¢dziim metodlari.
Nauka, 288 s, Moskova.

Vasilyev, F. P., 1980. Ekstremal problemlerin nlimerik ¢6ziim metodlari. Nauka, 388 s,
Moskova.



111

Vasilyev, F. P., 1981. Ekstremal problemlerin ¢oziim metodlari. Nauka, 400 s,
Moskova.

Vorontsov, M. A., Shmalgauzen, V. 1., 1985. Adaptiv optigin prensipleri. Nauka, 336 s,
Moskova.

Yagubov, G.Ya., Musayeva, M.A., 1997. Lineer Olmayan Schrodinger Denklemi i¢in
Identifikasyon Problemi Hakkinda. Diferansiyel Denklemler, 33 (12), 1691-
1698.

Yagubov, G.Ya., 1990. Quazi-Lineer Schrodinger Denkleminin Katsayisiyla Optimal
Kontrol Probleminin Coziimii i¢in Fark Yontemi. Matematik Modelleme ve
Otomatik Sistemler Dergisi, 53-60, Baku.

Yagubov, G.Ya., 1994. Quazi-Lineer Schrodinger Denkleminin Katsayisiyla Optimal
Kontrol, Kiev, 318 s.

Yagubov, G.Ya., 2001. Quazi-Lineer Schrodinger Denkleminin Katsayisiyla Bélgenin
Sinirt Uzerinden Integralle verilen Kritere Sahip Optimal Kontrol Probleminin
Coziimii icin Fark Yontemi. Matematik Modellemenin Temelleri ve Optimal
Kontrol Dergisi, 37-48, Baku.

Yagubov, G.Ya., Musayeva, M.A., 1995. Finite-difference method solution of variation
formulation of an inverse problem for nonlinear Schrodinger equation. Izv. AN
Azerb.-Ser. Physictex.matem.nauk, vol.16, No 1-2,46-51.

Yakupov, S. Ya., 1970. Evolusyon Denklemler igin Cauchy Probleminin Iyi Konulmasi
ve Onun Uygulamalari. Moskova Matematik Dernegi Eserleri, 4(3), 86-94.

Yegorov, A. 1., 1978. Is1 ve difiizyon siireclerinin optimal kontrolii. Nauka, 463 s,
Moskova.

Yetiskin, H., 2005. Kompleks Potansiyelli Schrodinger Denklemi i¢in Optimal Kontrol
Problemi ve Onun Sonlu Fark Yaklasimi. Doktora Tezi, Fen Bilimleri Enstitiisti,
Atatiirk Universitesi.

Yetigkin, H., Subasi, M., 2010. On the optimal control problem for Schrodinger
equation with complex potential. Applied Mathematics and Computation, 216,
1896-1902.

Yildirim, N., 2009. Lineer Olmayan Schrdodinger Denkleminin Sinirsiz Katsayisiyla
Optimal Kontrol Problemleri ve Onlarin Sonlu Fark Yaklasimi. Doktora Tezi,
Fen Bilimleri Enstitiisii, Atatiirk Universitesi.

Yildiz, B., Kilicoglu, O., Yagubov, G., 2009. Optimal control problem for non
stationary Schrodinger equation. Numerical Methods for Partial Differential
Equations, 25, 1195-1203.

Yildiz, B., Yagubov, G.Ya.,, 1997. On an optimal control problem. Journal of
computational and applied mathematics, vol 88 , 275-287.

Yildiz, B., Subasi, M., 2001. On the optimal control problem for linear Schrédinger
equation. Applied Mathematics and Computation, 121, 373-381.

Yosida, K., 1980. Functional Analysis. Springer-Verlag, 624 s, New York.

Zeidler, E., 1995. Applied functional analysis. Springer Verlag, 404 s, New york.



OZGECMIS

1981 yilinda Sivas’in Sarkisla ilgesinde dogdu. Ilk, orta ve lise dgrenimini Mersin’de
tamamladi. 1999 yilinda Atatiirk Universitesi Fen Edebiyat Fakiiltesi Matematik
Boliimiinde lisans 6grenimine baglayarak 2004 yilinda mezun oldu. Ayni yil Atatiirk

Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisiinde direkt doktora egitimine basladi.



